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INECALITES ISOPERIMETRIQUES ET ANALYTIQUES
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INEGALITES ISOPERIMETRIQUES ET ANALYTIQUES

0. Introduction

Au sens strict, établir une inégalité isopérimétrique sur une variété riemannienne donnée
(M, g) , c’est calculer le minimum de la fonctionnelle qui, 8 chaque domaine de volume interne fixé,
associe le volume (n — 1)-dimensionnel de son bord. Sur une variété de volume fini, ceci revient &
calculer la fonction h(az,4) définie par

Vol (0Q) Vol ()
Vol, (M) Vol, (M) ~ s } ’

les volumes étant calculés relativement & la mesure canonique dv, de M (resp. de 9Q2) associée a la
métrique g . Au sens large, on appelle communément “inégalités isopérimétriques” toute inéquation
reliant une fonctionnelle énergie du type u — [, |du|?.dvy (ot | |, est la norme sur les 1-formes
obtenue par dualité a partir de la métrique ¢) a la norme L? de u . Ainsi en est-il des estimations
des valeurs propres 0 = Ao(M,¢9) < Mi(M,¢) < ... < Mi(M,¢9) < ... < +oo (resp.0 < )\ID(Q) <
.. £ AP < ... < +00) du spectre d’une variété compacte (M, g) [resp. du spectre d’un de ses
domaines 2 pour le probléme de Dirichlet] en fonction d’une ou plusieurs informations retenues sur
la géométrie de (M, g) [resp. de (2, ¢)]. Entre aussi dans ce type d’inégalités toute estimation de
la solution fondamentale ka4 de 1’équation de la chaleur sur (M, g) [la définition de ces notions
est donnée dans les sections 2.B et 2.D]. Afin de lever toute ambiguité, nous préférerons pour ces
estimations l'appellation “inégalités analytiques”, réservant le terme “inégalités isopérimétriques”
aux estimations du volume du bord d'un domaine en fonction du volume interne. Le lien entre
inégalités analytiques et isopérimétriques fut pressenti par Lord Rayleigh lorsqu’il conjectura en
1877 que, parmi toutes les membranes planes, la membrane circulaire (qui est de périmétre minimal)
a aussi la plus petite fréquence propre. La conjecture de Rayleigh fut établie indépendamment par
G. Faber ([FR], 1923) et E. Krahn ([KN1], 1924), puis généralisée en toute dimension par E. Krahn
([KN2], 1926). Pour étre plus exact, Faber et Krahn démontraient seulement que la résolution de
la conjecture de Rayleigh se raméne & la résolution de la conjecture isopérimétrique proprement
dite “parmi tous les domaines de méme volume dans R™ | la boule a un bord de volume (n — 1)-
dimensionnel minimal”.

Dans la section 5, nous établissons un analogue du résultat de Faber et Krahn sur les variétés
qui pourrait s’exprimer ainsi.

hM,9)(B) = Inf { : Q inclus dans M tel que

THEOREME (¢f. [B-G1] et théoréme 5.4). — Considérons une fonction donnée h* et une
variété de révolution (M*,g*) , de pdle xz¢ , telle que toutes les boules B centrées en x, satisfont
aux deux hypothéses suivantes :

. Vol(@B) _ Vol B
() Ve = h* (et M-)

(ii) Parmi tous les domaines de M* de méme volume que la boule B , celle-ci a un bord de
volume minimal.

33



S. GALLOT

Alors, sur I'ensemble des variétés (M, g) qui vérifient I'inégalité isopérimétrique hpy gy > h* | la
fonctionnelle (M, g) — M (M, g) [resp.(M, g) — Vol(M, g). Supl‘y ke g)(t, @, y) pour t quelconque
fixé] atteint son minimum (resp. son maximum) en (M*, g*) .

En fait ce théoreme est généralement vide, sauf lorsque h* est, au départ, suffisamment
symétrique (comme c’est le cas dans [B-B-G] et dans le théoréme 6.16). Dans le cas contraire, une
fois donnée la fonction h* | il est généralement impossible de construire une variété de révolution
qui vérifie simultanément les hypotheses (i) et (ii). Ceci devient possible si on remplace I’ensemble
des varié€tés riemanniennes qui vérifient I'inégalité isopérimétrique h(ps,4) > h* par un complété qui
permet un prolongement par continuité des fonctionnelles étudiées (dans I’esprit de la proposition
6.1). Le théoréme ci-dessus reste vrai et devient non vide dans ce cadre (cf. I’énoncé 5.5) : la
fonctionnelle (M, g) — Ai1(M, g) [resp.(M, g) — Vol(M, g) - Supr,y ke, g)(t, @, y)] atteint alors son
minimum [resp. son maximum] en un “point” du complété qui est la limite d’une famille de variétés
de révolution obtenues en écrasant une variété de révolution (M™*, ¢*) sur son axe selon un procédé
canonique décrit dans la section 5.B, la proposition 6.1 et les appendices A.1 et A.2. L’optimalité
des inégalités analytiques énoncées dans le théoréme ci-dessus découle donc du résultat suivant
(appendice A.1) : quand on écrase sur son axe une variét€¢ de révolution qui vérifie I’hypothése (i),
on obtient un objet-limite dans le complété qui vérifie asymptotiquement (ii).

Tout comme le théoréme dé Faber-Krahn, le théoreme précédent est conditionné par la réso-
lution du probléme isopérimétrique suivant : Etant donné un ensemble R de variétés riemanniennes
(le plus vaste possible, donc en particulier contenant une infinité de types topologiques et de métri-
ques), €tablir une inégalité isopérimétrique h(ps 4y > h* valable pour tous les éléments (M, g) € R
et si possible optimale [i.e. il existe (M,,, g,,) € R tel que heay,, 4., tende vers h*|. Si ’ensemble R
considéré est trop vaste ou si le minorant universel h* des fonctions isopérimétriques des variétés
de R n’est pas assez fin, les inégalités analytiques données par le théoréme 5.4 (énoncé ci-dessus)
peuvent €tre triviales, c’est-a-dire qu’elles minorent par z€ro ou majorent par +oo (voir aussi la
proposition 6.10). Le théoreme 5.3 donne une condition nécessaire et suffisante sur h* pour qu’il
n’en soit pas ainsi. Il est établi dans la section 6.A qu’une hypothese conjointe “diametre majoré et
courbure de Ricci minorée” est nécessaire pour délimiter un ensemble R de variétés riemanniennes
tel que la borne inférieure des fonctions isopérimétriques des variétés de R vérifie cette condition.
Il est démontré dans la section 6.D que cette hypothése est également suffisante, d’une maniere qui
permet le calcul d’un minorant universel i* des fonctions isopérimétriques des variétés de R et de
bornes universelles des invariants analytiques considérés. Cependant, ces bornes ne sont quantita-
tivement optimales que si on remplace I’hypothése “diametre majoré” par I’hypothese “‘constante
isopérimétrique de Cheeger minorée” (théoremes 6.11, 6.13 et 6.15) |le théoréeme 6.14 montre en
effet que, si ces deux hypotheses sont qualitativement équivalentes dans le cadre ou elles sont ap-
pliquées, elles ne sont pas quantitativement équivalentes|. Ces résultats s’appuicnt sur une estimation
du volume des voisinages tubulaires d’une hypersurface. L’inégalité de E. Heintze et H. Karcher
[théoréme 1.6 (ii)] permet de majorer ce volume a I’aide de la mesure de I’hypersurface et de sa
courbure moyenne. On montre ensuite (Lemme 6.4 et Proposition 6.5) que, lorsqu’un domaine €2
réalise le minimum d’une fonctionnelle du type €2 — % , alors sa courbure moyenne est cal-
culable a priori en fonction des volumes de Q* et de 92* . Ceci permet de majorer le volume du
tube en fonction de celui de ’hypersurface et d’en déduire I’inégalité isopérimétrique (a 'inverse
de I'inégalité¢ de Brunn Minkowski, on arrive a ce résultat non pas en considérant les petits tubes,
mais au contraire des tubes qui recouvrent toute la variété).

La démonstration nécessite 1’établissement d’un certain nombre de propriétés qualitatives de
la fonction h¢ps,g) (section 6.B) ainsi que des domaines dont le bord est de volume minimal pour
un volume interne fixé (Lemme 6.4, Corollaires 6.6 (ii)) qui se déduisent de propriétés des courants
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minimaux (en particulier une remarque de M. Gromov [GV2] sur un résultat de F. Almgren [AN]).

Dans la section 6.E, on montre que 1’hypotheése L*° faite sur la borne inférieure de la courbure
de Ricci peut &tre remplacée par une hypothése plus faible de type L** . Ceci permet d’inclure
dans I’étude certaines variétés singuliéres construites par chirurgie riemannienne et d’obtenir des
estimées d’invariants topologiques par des intégrales de courbure dans ’esprit d’une généralisation
des formules de Gauss-Bonnet et Chern-Weil (pour plus de détails sur les énoncés et les motivations,
voir la section 6.E et [GT6]).

)\Enﬁn,)dans la section 6.F (théoréme 6.18), on donne un minorant universel du rapport

i (M 39

A1 (M, g).¢2/ dim(M)
1’établissement d’un minorant optimal de la constante isopérimétrique de Cheeger (théoreme 6.14).

dans un esprit voisin de celui de la conjecture de Polya. Ce résultat nécessite

Les chapitres 5 et 6 et I’appendice A, présentés ci-dessus, forment donc le cceur de 1’article.
Les chapitres qui les préceédent ne contiennent pas d’énoncés originaux, exception faite des résultats
de la section 2.E qui établissent des rapports entre spectres de Neumann et de Dirichlet d’une variété
a bord et le spectre de son double (considéré comme une variété sans bord singuliére) [proposition
2.8] et d’une relation optimale établie entre le spectre d’un domaine dans une variété et le spectre de
la variété elle-méme. La section 1 est une présentation rapide, destinée aux analystes non spécialistes
de géométrie, de ce qu’il faut savoir sur la courbure pour comprendre comment elle influe sur les
inégalités analytiques et sur la mesure riemannienne. On y privilégie le point de vue intuitif de
la “courbure apparaissant comme premier terme non euclidien dans un développement limité de la
métrique et de la distance” [formules (1.1) et (1.2)] (point de vue classique mais rarement explicité
dans les ouvrages) et le point de vue analytique (sous-jacent aux formules de Bochner-Weitzenbock)
de la “courbure comme défaut de commutation des dérivées d’une fonction” (section 1.B) qui
permet une variante amusante de la démonstration du théoréme de comparaison des mesures de
Bishop-Heintze-Karcher dont 1’origine séminale se trouve dans les théorémes de comparaison de
Rauch (théoréme 1.6).

A Tinverse, les sections 2.A a 2.D sont une présentation (destinée aux géomeétres non
spécialistes d’analyse) de I’opérateur laplacien et de son spectre. Aprés une approche intuitive
(sections 2.A et 2.D), on essaie de mettre les choses un peu en forme (sections 2.B et 2.C) et
de présenter le principe du min-max (a utiliser comme une introduction avec renvois aux ouvrages
classiques de la théorie spectrale).

Dans la section 3, I’auteur a tiré de ses conversations avec des analystes, de leurs réactions et
de I’observation de quelques quiproquos, une liste de difficultés irréductibles que 1’on rencontre dés
que I’on veut transposer dans un cadre géométrique global des résultats d’analyse qui sont pourtant
classiques dans R™ (cette préoccupation est présente chez de nombreux. auteurs, voir en particulier
[AU]).

La section 4 se veut une présentation de méthodes développées par S.Y. Cheng, P. Li, S.T.
Yau, M. Gromov et P. Buser pour les majorations/minorations de valeurs propres : par le principe
du min-max, on ramene 1’évaluation de A;(M, ¢) a celle de la premiére valeur propre d’une boule
géodésique. On remarquera que la dépendance de la géométrie globale (et pas seulement locale) se
voit en particulier dans le fait que ces boules, ayant un rayon éventuellement plus grand que le rayon
d’injectivité, ne sont généralement pas difféomorphes a des boules de R™ .

Les sections 5 et 6 ayant été présentées ci-dessus, nous avons regroupé dans 1’appendice “A”
tous les exemples qui illustrent notre propos, qui donnent le calcul effectif des majorants/minorants
dans les inégalités isopérimétriques ou analytiques ou qui permettent de vérifier I’optimalité de ces
inégalités. Les résultats A.1 et A.2 sur les variétés de révolution (ce dernier a relier a la proposition
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6.1) ont un intérét propre.

L’auteur remercie M. Berger et D. Meyer dont les questions ’ont amené a préciser sa pensée.
Le lecteur notera qu’une partie de ce travail doit beaucoup a une collaboration avec P. Bérard et
G. Besson (théoremes 5.4 et 6.16); de plus, bon nombre des préoccupations auxquelles la section
5 apporte des réponses étaient déja présentes ou sous-jacentes dans un cours effectué “en duo”
par P. Bérard et I’auteur a 1’Ecole Normale Supérieure ([B—G2], voir aussi [BE2]). Remerciements
également a Y. Colin de Verdiére, M. Gromov, G. Courtois et B. Teissier pour des conversations ou
précisions utiles. Enfin, si ce texte est devenu lisible, le lecteur le doit au referee qui n’a pas ménagé
sa peine.

1. Courbure et théorémes de comparaison

A. La courbure vue comme invariant qui mesure I’écart entre géométrie infinitésimale
et locale.

Nous allons présenter quelques-unes des bases de la géométrie riemannienne dans une optique
tres proche de celle de M. Gromov dans [GV 1] :

a) La géométrie infinitésimale. —

1.1. PREMIERE APPROCHE. La définition habituelle d’une variété riemannienne (M, ¢)
comporte la donnée de la structure différentiable (c’est-a-dire C°°) M et d’un champ de 2-tenseurs
x — g (i.e. une section de T*M ® T*M) tel que g, soit une forme quadratique définie positive
sur chaque espace tangent T, M .

1.2. SECONDE APPROCHE (c¢f. [GV 1]). — Au lieu de définir la géométrie par la donnée de
la métrique g , on peut vouloir partir de la distance d . Dans ce cas, il faut supposer que la distance
d confere a la variété une structure d’espace de longueurs, i.e. que d(z,y) est lu borne inférieure de
la longueur des courbes qui joignent ¢ a y .

Ces deux structures géométriques (métrique riemannienne g d’une part, distance d d’espace
de longueurs d’autre part) permettent de définir la longueur de toutes les courbes de M qui sont
suffisamment régulieres (par intégration de la norme du vecteur vitesse pour g , par partition de plus
en plus fine de la courbe pour d). Il y a identité entre ces deux structures lorsque les deux notions de
longueurs coincident. Ceci suppose que la distance d , alors appelée “riemannienne”, vérifie a pxiori
un certain nombre de propriétés : en particulier, pour tout point zg , la limite (au sens de Lipschitz,
¢f. [GV1]) de (M, z¢, A - d) lorsque A tend vers I'infini (i.e. la variét€ vue par un microscope centré
en xp dont le grossissement tend vers 1’infini) est 1’espace tangent T, M , centré en zéro et muni
de la distance euclidienne canoniquement associée au produit scalaire g, (¢f. [GV1], proposition
3.15). En coordonnées locales, ceci implique :

d*(zo, 0 + h) = gzo(h, h).(1 +0(1)) .
11 est donc naturel de se demander quel est le terme significatif suivant dans le développement limité
de la métrique. Nous allons montrer qu’il s’agit de la courbure.

b) La courbure. — Sur une variété riemannienne (M, g) (cf. définition 1.1), toutes les
courbes c , suffisamment réguliéres, paramétrées par leur longueur, vérifient d[c(t1), c(t2)] < [t2 — 1]
pour tous les #1,t2 . Les courbes minimisantes sont celles pour lesquelles I’égalité est vérifiée.
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Suivant la démarche classique, 0. Jémontre I’existence de courbes localement minimisantes appelées
géodésiques et d’une application de 1’espace tangent T, M au point o sur la variété M , appelée
“application exponentielle” ou “carte normale” et notée exp, . La traduction de la notion
d’application exponentielle dans le langage des espaces de longueurs riemanniens (une démonstration
directe serait a écrire) peut se faire de la maniére suivante : Au cours de la convergence (décrite en
1.a) de ’espace pointé (M, zo, A.d) vers I’espace tangent euclidien (T, M, 0, d,,) , les géodésiques
cy (associées a la distance ).d) restent globalement invariantes; pour toute géodésique c; issue de
zo , en envoyant ci(t) sur cx(t) = c1(t/)) et en passant a la limite, on obtient donc une carte
canonique d’un voisinage U de zo dans M sur un voisinage  de 0 dans T, M qui envoie ¢ (¢) sur
t.¢1(0) et n’est autre que la carte exponentielle inverse.

En identifiant U et Q via exp,, , on peut considérer U et 2 comme étant un méme ouvert
de R™ sur lequel on peut comparer les deux distances d et d, et les deux métriques g et g, .
Moyennant cette identification, on prouve I’existence d’une forme bilinéaire symétrique R, (le
tenseur de courbure), définie sur AZ[T,(,M 1, telle que

1
(1.1) d(zo + b, o + k)2 = dyy(h, k)? — 3 Reo(hnk, hak)
+0[(dzo (20, 20 + h)* + dyo (20, 20 + k)?) - dug(h, k)]

lorsque h et k sont petits.

1
(1.2) 9zeth(X,Y) = 2o(X, ) = 2 Reo(hnX, haY)
+0[gao(h, B/ - g2(X, XD - goo(V, V)2

lorsque h est petit et lorsque X et Y sont deux vecteurs tangents a R™ .

Les égalités (1.1) et (1.2) pourraient servir de définition a la notion de courbure, nous
préférerons cependant partir de la définition plus formelle qui suit.

c) Définition de la courbure et preuves des égalités (1.1) et (1.2). — Notons D la dérivation
covariante de la connexion (de Levi-Civita) canoniquement associée a la métrique g (nous renvoyons
aux ouvrages d’introduction a la géométrie riemannienne, tels [B-G-M] ou [G-H-L], pour la définition
de cette notion). Etant donné quatre champs de vecteurs X,Y,U et V , on définit le tenseur de
courbure, indifféremment noté R(X,Y,U,V) ou R(X AY,U A V) , par I'égalité

(1.3) R(X,Y,U,V)=g(DxDyV — DyDxV — Dixy,V,U) .

Ce tenseur peut également €tre considéré comme un 3-tenseur a valeur vectorielle que nous noterons
alors
R(X,Y)V =DxDyV — DyDxV — DixyiV .

Nous noterons ® le systéme de coordonnées polaires associé a la carte exponentielle, i.e.
I’application de 10, +oo[x.S7! dans M définie par ®(t,z) = exp, (t.z) , od S=~! est la sphére
unitaire de T, M . Il existe une application ¢, de S;‘o_l dans ]O, +oo[ (appelée rayon de coupure)
telle que & soit un diff€omorphisme de 'ouvert U = {(t,z) : 0 < t < to(z)} sur son image et
telle que cette image soit égale a2 M \ {zo} privée d’un ensemble de mesure nulle (le cut-locus du
point zo). Fixons un point = de S;‘o"' , la courbe ¢t — ®(t,z) est une géodésique (paramétrée par
sa longueur) que nous noterons ¢ . A chaque vecteur X (tangent en z a S;’O‘l) on peut associer le
champ de Jacobi le long de ¢ :

Ix(®) = Ti,0) 2(X) = t.T¢ o €xp,,(X) .
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L’application tangente en zéro a exp,, étant (par construction) I’identité, on a
(1.4 Jx@ =0 et DiJy,,=X.

Par ailleurs, en effectuant des permutations dans les dérivées et en utilisant le fait que les courbes
t — ®(t,y) sont toutes des géodésiques, on obtient I’équation classique des champs de Jacobi

D:DeJy = De[T(é. Jx)] — R(Jx.6)é .

ou T(U,V) = DyV — DU —[U, 17] est la torsion de la connexion. La torsion d'une connexion de
Levi-Civita étant nulle par définition, on obtient

(1.5) D:D:Jx = —R(Jx.d¢

Remarquons d’abord que R(Jx, ¢)¢ est orthogonal a ¢ , donc que Jx(¢) est orthogonal & ¢(¢) pour
tout ¢ d’apres (1.4) et (1.5) [cette propriété se nomme “/emme de Gauss”]. Par ailleurs, les égalités
(1.4) et (1.5) permettent le calcul des dérivées successives de g(Jx (). Jy (¢)) . par rapport a la
variable ¢ , au point ¢ = 0 . Un développement limité donne :

£

9eIx @, Jy@®) = t.9,,(X,Y) - 3

Si on identifie un voisinage U de z¢ avec un voisinage 2 de 0 dans T,, M par I’application exp;o’ .
les vecteurs Jx(t) et Jy(t) se confondent alors avec les vecteurs ¢.X et ¢.}" tangents en t.x & Q .
Ceci et le lemme de Gauss prouvent I’égalité (1.2). L’égalité (1.2) implique (1.1). Notons en effet
14(7) la longueur d’une courbe v , mesurée par la métrique ¢ . Si c (resp. cp) désigne la-géodésique
minimisante de la métrique riemannienne ¢ (resp. de la métrique euclidienne g¢,,) qui relie les deux
points &o + h et o + k de U (considéré ici comme un ouvert de R™), on a

- e[ RCX, (0)é(0). Y]+ O(#%) .

g, (co)
d(zo + h,z0 + k) = ly(c) < ly(co) = / T geo(), o)\ 2dt
0

lg(c)
oo k) = Iy, (co) < Iy, () = f 0o é0), )2t
0

L’égalité (1.2) permet de développer g(¢o(t), ¢o(t))!/? par rapport A g, et g4, (&(t), é(t))!/? par rapport
a g . Ceci, ajouté au fait que les courbes ¢p et ¢ sont asymptotiquement proches, prouve (1.1). =

d) Autres notions de courbure. —

1.3. DEFINITIONS. —

e La courbure sectionnelle o est une fonction, définie sur le fibré en grasmannienne des
2-plans tangents P , par I’égalité

o(P) = R(e1, e2, €1, €2)
ou {e1, ez} est une base orthonormée de P .

o La courbure de Ricci Ric est le champ de formes bilinéaires symétriques qui, a tout couple
de vecteurs X et'Y de T, M , associe la trace de I’endomorphisme : Z — R, (Z,X)Y de T, M .

o La courbure scalaire est la fonction de M dans R dont la valeur au point x est la trace de
la courbure de Ricci Ric, relativement a la métrique g, .

Interprétation géométrique de ces notions (cf. par exemple [G-H-L]) :

Reprenons I’identification d’un voisinage U de zo avec un voisinage ouvert {2 de 0 dans R"
par I’application exp;o1 . La métrique ¢ s’y lit comme une métrique sur §2 dont les géodésiques
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issues de 0 sont des droites de R™ . C’est par rapport a cette métrique que nous mesurons la longueur

1,[S(P, €)] du cercle de rayon ¢ tracé dans le 2-plan P de R™ , la densité -‘ﬁé’ﬂ- au point A € R™
z0

de la mesure riemannienne canonique dv, par rapport a la mesure euclidienne du plan tangent et le

volume de la boule B(g) , de centre 0 et de rayon ¢ . Les égalités (1.1) et (1.2) et un calcul direct

donnent :

1,(Se) = 2me(1 - ?ez +0%) ,
dvg 1. 3/2
(h) = 1 — = - Ricyy(h, h) +Olgao(hy )/
dvg,, 6
n n ( )
vol,[B(e)] = vol(B™) - ™ - (1 — % 2 +0(Y) .

D’apres ce qui précéde, une hypothése qui impose une borne a la courbure sectionnelle n’est autre
qu’un contrdle infinitésimal de 1’écart entre distance riemannienne et distance euclidienne (en effet,
la donnée de la courbure sectionnelle permet de reconstituer tout le tenseur de courbure); par contre,
une hypothése qui impose une borne a la courbure de Ricci équivaut au contrdle infinitésimal du
rapport entre les mesures. Ceci explique pourquoi ce deuxiéme type d’hypothése, beaucoup plus
faible, aura notre préférence dans la suite.

1.4. DEFINITION. — Nous dirons que la courbure de Ricci est minorée par la constante
(n — Dk (notation : Ricci > (n — 1)k) lorsqu’elle vérifie, pour tout champ de vecteurs tangents X ,

Ric(X, X) > (n - Dk.g(X, X) .

Comme la courbure de Ricci représente le premier terme significatif du développement limité
du rapport entre mesure riemannienne et mesure euclidienne, on pourrait étre tenté d’en induire un
contrdle global de ce rapport par un théoréme d’accroissements finis. Le but du chapitre suivant est
de donner un contenu correct & ce désir. Cependant, remarquons que les objections ne manquent
pas :

— il est impossible de définir la métrique euclidienne de référence g, sans ambiguité 1a ou
I’application exp,, n’est pas injective.

— L’expression, dans la carte normale de zp , du développement limité de la mesure au
voisinage d’un point = non situé au centre zo de la carte n’obéit pas aux formules énoncées ci-
dessus.

Drailleurs, si le principe des accroissements finis pouvait s’appliquer sans précautions, des
boules géodésiques de méme rayon p , dans deux variétés d’Einstein M et N (i.e. vérifiant
respectivement Ricyy = kp - gm et Ricy = ky - gv , OU kps et ky sont des constantes),
auraient le méme volume dés que leurs coefficients de proportionnalité kps et kxn sont égaux.
Or, ceci est faux : par exemple, le projectif complexe P4(C) (muni de la métrique canonique dont la
courbure sectionnelle est pincée entre 1/4 et 1) a un volume strictement inférieur a celui de la boule
géodésique de rayon = tracée sur la sphére de méme courbure de Ricci (donc de rayon [2(%1] Y 2)
[la démonstration peut s’obtenir par un calcul direct ou comme corollaire du théoréme 1.6, (i)].

B. Théorémes de comparaison.

a) Comment la courbure intervient dans un probléme d analyse. — La dérivée covariante
étant définie sur les champs de vecteurs, on la définit par dualité sur les 1-formes différentielles
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[ie. Da(X,Y) = g(Dxa',Y) = Xa(Y) — a(DxY) pour toute 1-forme «], puis sur leurs produits
tensoriels selon la formule classique de dérivation d’un produit.

Etant donné une fonction C*° f , on peut ainsi définir ses dérivées covariantes successives.
Un calcul direct fait apparaitre que le défaut de commutation entre dérivées est mesuré, au niveau
des dérivées secondes, par la torsion (nulle pour une connexion de Levi-Civita) et, au niveau des
dérivées troisiémes, par la courbure. En effet, la définition (1.3) donne

DDdf(X,Y,Z) — DDdf(Y, X, Z) = R(X,Y, Z,grad f) .

L’opérateur laplacien A (pour une présentation de cet opérateur, voir le chapitre 2) s’applique a une
fonction C'>° f selon la formule

Af = — Trace(Ddf) = div[grad f] .

Un calcul direct, fondé€ sur des commutations de dérivées, permet d’en déduire la formule suivante,
due a Bochner,

(1.6) d(Af)s) = =) DDdf(ei, i, +) + Ric(s, grad f)

=1

ol {e;} est une base orthonormée de I’espace tangent au point ou s’effectue le calcul.

b) Laplacien de la fonction “distance @ une sous-variété”. — Considérons une sous-variété
réguliere H de codimension p dans M , ou plus généralement une sous-variété singuliére vérifiant
la propriété (P) suivante :

1.5. PROPRIETE (P). — Le pied sur H d’une géodésique qui réalise la distance d’un point
z de M\ H a H est toujours un point régulier de H .

Notons H 1’ensemble des points réguliers de H et Ty M la restriction au-dessus de H du
fibré TM . La métrique g permet de définir le sous-fibré N(H) normal & T'H dans Ty M ainsi que
le fibré U(H) 5 H formé des vecteurs de norme 1 de N(H) . La carte normale ® (ou “systtme
de coordonnées cylindriques™) est 1’application de [0, +oo[ xU(H) dans M définie par

B(t, X) = eXPri)taX) .

La propriété (P) implique la surjectivité de ® sur M \ H . Comme, par ailleurs, il existe une fonction
X — t(X) (appelée rayon de coupure) telle que les géodésiques ¢ — P(¢, X) sont minimisantes
si et seulement si ¢ € [0,t(X)] , Pouvert @ = {(t,X) : X € U(H) et 0 < t < #(X)} s’envoie
difféomorphiquement sur M \ H privé d’un ensemble de mesure nulle (le “cut-locus” de H). De
plus, en tout point de ®(2) , on a d(®(¢t,X),H) =t . Notons p la fonction z — d(z,H) et a /la
densité de la mesure riemannienne par rapport a la mesure-produit des coordonnées cylindriques
(i.e. ®*dvy = a(t,X).dt dX). A tout point (¢,X) de € , associons un voisinage de la forme
[t —e,t+€] x V encore inclus dans 2 . La formule de Green, appliquée a V, = ®([t —¢,t+e] x V),
donne

/ (Apo ®)adtdX = / dp(N).dvg = /(a(t —e,X)—alt+¢,X)).dX ,
[t—e,t+e]lxXV oV, \%

ot N est le champ de vecteurs normal dirigé vers l'intérieur de V. . En diminuant la taille du
voisinage et en passant a la limite, on obtient la formule classique

1 da
1.7 Ap= —— . —
(4.7 P a Ot
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c) Contréle de la mesure riemannienne en fonction de la distance (variante d’une démons-
tration de M. Gage ([GE})). — Par différentiation de 1’égalité précédente, nous obtenons (en tout
point ol la fonction distance est réguliére)

10a, 16a 2
(d(Ap), dp) = 6t[ ‘&}— Sz H(Ap)

En reportant dans (1.6) et en notant que Ap = — Trace(de) et que A(|dp|?) =0, ceci devient

1

gztz +Ric(gradp, gradp) = (Trace Ddp)* — || Ddp]|?
En faisant le changement de fonction b = awT , nous obtenons 1’équation suivante, due a M. Gage
([GED

— Tr: 2
(1.8) % += 1_ - Ric(gradp, gradp).b = g—_b—l [|:de||2 - —a‘:(_#] <0.m
Posons :
=k~ 2sin(k'/%t)  si k>0
(1.9) sk(t) = { =t si k=0
= |k|" 2sh(|k|}/?t) si k<O

et notons c(t) sa dérivée. Le principe de comparaison de Sturm-Liouville s’applique & I’inéquation
(1.8) et donne, lorsque Ric(X, X) est minoré par (n — 1).k ,

b
bt ) < B0, ) - el + 300, ()

Les conditions initiales b(0, ) et %(O, «) sont données par la géométrie du plongement de H dans
M . Nous allons les préciser dans deux cas particuliers : celui ot H est un point (étudié par R.L.
Bishop, voir [B—C]) et celui ou H est une hypersurface (un des cas étudi€s par E. Heintze et H.
Karcher dans [H-K]). Dans le premier cas, la carte ® coincide avec les coordonnées polaires définies
en 1.A.c, et on a (d’apres (1.4)) :

b
b50,¢) =0 et E(O’ =1.

Dans le second cas, ¢ peut €tre considérée comme une application de ] — oo, +oo[xH sur M . La
condition initiale 5(0,z) = 1 est vérifiée par construction; la dérivée initiale %(0, z) est égale a la
courbure moyenne (notée n(z)) de I’hypersurface au point régulier z . Ceci découle de (1.7) et du
fait que Ddp(z) est la seconde forme fondamentale de H au point z , dont la trace vaut (n — 1)n(z) .
Ceci nous ameéne au

1.6. THEOREME. — Soit (M, g) une variété riemannienne dont la courbure de Ricci est
minorée par (n — 1)k . Alors

, . ) - . . Vol, B(z,r)
(i) (R.L. Bishop, cf. [B-C]) : Pour tout point x de M, la fonction r — vl S"—‘.‘];rsk(t)"'ldt

est décroissante (au sens large) et tend vers 1 en zéro.

(ii) (E. Heintze et H. Karcher, c¢f. [H-K]) : Pour toute hypersurface H vérifiant la propriété
(P), la carte normale ® vérifie, en tout point ®(x,t) de M situé en de¢a du cut-locus :

8 (dvy) < (cx(®) + n(@)sk @)}~ .de.dt

ou n(z) est la courbure moyenne de H au point régulier z et ou la notation a, désigne sup(a,0) .

Remarque. — Ce théoréme 15ermet de comparer 1’évolution de la mesure sur (M, g) avec
celle de la mesure de la variété simplement connexe de courbure constante k . En effet, sur cette
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derniere, la fonction introduite en (i) est constante et €gale a 1 tandis que 1’inégalité de (ii) est
une égalité dés que ’hypersurface considérée est totalement ombilicale (i.e. a toutes ses courbures
principales égales).

2. Introduction a I’opérateur laplacien

A. Signification physique du laplacien et de son spectre, présentation intuitive.

De maniere classique, on introduit 1’opérateur laplacien A en le faisant apparaitre dans 1’ap-
proximation au premier ordre de I’équation du mouvement ¢ — (¢, z) d’un point z d’'une membrane
M vibrante compacte. Si 1’énergie potentielle est supposée proportionnelle a I’accroissement de 1’aire
de la membrane, son approximation au premier ordre vaut [, |Vu[? . Les mouvements étant les
“points” critiques du Lagrangien [i.e. (Energie potentielle) — (Energie cinétique)], ils vérifient 1’équa-
tion d’Euler associée :

2.1 22—;- +Au=0,

olt A est I’opérateur symétrique canoniquement associé a la forme quadratique ¢(u) = | M |Vuf?
(voir par exemple [G-H-L] p. 170-2 et [BE2] pour plus de détails). Ainsi défini, le laplacien de
I’espace euclidien R™ s’écrit, dans un systeme de coordonnées orthonormées, A = —Z,—%; . Sur
une variété riemannienne quelconque, dans une carte normale centrée en un point my , cette écriture
reste vraie au seul point mo , ce qui la rend d’ailleurs le plus souvent inutilisable pour les calculs.
C’est pourquoi on préferera une écriture intrinseque de ’opérateur A . Celle-ci s’obtient & I’aide de
la dérivation covariante de Levi-Civita canoniquement associée a la métrique riemannienne.

2.1. DEFINITIONS. —

o L’application o — ot est I'application de T}M dans T.M canoniquement associée
la métrique riemannienne. Pour toute fonction différentiable u , le gradient de u est le champ de
vecteurs Vu = (du)t .

e Le laplacien est défini sur les fonctions u de classe C? par
Au(z) = —Tracer, y[X — Dx(Vu)] .

N.B. : Le laplacien est une application d’un espace fonctionnel dans un autre. Nous n’avons
ici précisé que la correspondance point par point u — Au , restent a définir I’espace de départ et
I’espace d’arrivée qui dépendent des conditions aux limites (contraintes imposées a la fonction u sur
le bord de la membrane et au voisinage d’éventuelles singularités de la métrique). Cette discussion
sera poursuivie en 2.B.

Supposons momentanément que la membrane M est compacte et fixée sur son bord. La
méthode de séparation des variables nous ameéne a considérer la solution générale commé somme
infinie (sous réserve de convergence) de solutions décomposables de (2.1) ou “sons purs” de la forme
f@®).o(x) , 0ot ¢ =0 sur OM . A chacune de ces solutions décomposables est associ€ un scalaire A
tel que

f"+Af=0, Ap=X¢, p=0surdM.

L’ensemble des )\ pour lesquels ces trois équations ont des solutions non triviales forme une suite
discréte (M étant supposée compacte) appelée “spectre de M” [Une définition plus formelle de
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ce concept sera donnée dans la section 2.B]. Cette présentation fait apparaitre la notion de spectre
du laplacien et la décomposition de toute fonction en somme infinie de fonctions propres (voir
le théoréme 2.5) comme une généralisation, aux fonctions définies sur une variété riemannienne,
de la décomposition en séries de Fourier multidimensionnelles, a priori valable pour les fonctions
définies sur un rectangle de R™ ou sur un tore rectangulaire, et ce, sans passer par un systtme de
coordonnées locales. Aussi n’est-il pas étonnant que certains usages que 1’on peut faire du laplacien
et de son spectre, par exemple pour démontrer I’existence ou la régularité de solutions d’équations
aux dérivées partielles ou de limites de suites de fonctions, soient des transpositions des méthodes
classiques de décomposition en séries de Fourier. Nous verrons en 2.E.b un exemple d’application
de ce paralléle entre les deux théories.

Cette présentation interpréte I’omniprésence du laplacien dans les problemes de la physique
comme le fait que la nature sélectionne les solutions d’énergie critique, or les valeurs et points
critiques de la forme quadratique ¢(f) = [ ulVf | sont les valeurs propres et fonctions propres du
laplacien (cf. théoréme 2.5). L’apparition du laplacien dans de nombreux problemes de la géométrie,
en particulier dés qu’il s’agit de calculer les variations d’un invariant riemannien provoquées par des
modifications de la métrique, s’explique aussi par le résultat (folklorique et trivial) suivant :

2.2. LEMME. — Tout opérateur différentiel linéaire d’'ordre 2 a coefficients réels sur M ,
formellement symétrique par rapport au produit scalaire de L*(M, dvy) , dont le symbole principal
est égal a la métrique riemannienne duale de g (définie sur T* M) est de la forme Ay +V , on V
est une fonction-potentiel.

Ce lemme se déduit du fait que tout opérateur d’ordre 1, symétrique par rapport a une mesure
donnée, est automatiquement d’ordre zéro (I’intégration par parties fait en effet apparaitre que le
terme d’ordre 1 est nul). Le symbole principal au point z d’un opérateur L d’ordre k est le polynome
homogene o(L; x) de degré k sur Ty M défini par

ik
o(Li0)©) = L@ |

ol ¢ est n’importe quelle fonction vérifiant p(z) = 0 et dp = £ au point = . Le fait que le symbole
principal de A soit la métrique duale g* de g découle de maniére immédiate de 1’égalité

1
2.2) 5AG%=ﬁAf—¢#K#%.

Une des conséquences de ce lemme est que, sur tout espace homogene dont le groupe
d’isotropie agit irréductiblement sur 1’espace tangent, tout opérateur différentiel linéaire L d’ordre
2 a coefficients réels, formellement symétrique et invariant par les 1sométries de ’espace, est de la
forme L = constante (A + V) [en effet, le lemme de Schur assure que .le symbole principal est
proportionnel a la métrique]. Ceci confirme la place privilégiée du laplacien parmi les opérateurs
différentiels qui sont des invariants riemanniens.

B. Définition de I’opérateur laplacien et de son spectre.

11 est bien connu qu’un opérateur défini sur un domaine donné d’un espace de Hilbert possede
a priori plusieurs extensions autoadjointes. Dans la suite, nous ne nous intéresserons qu’a 1’extension
de Friedrichs qui (lorsqu’elle existe) est unique et ne dépend que du domaine de départ. La formule
de calcul de Af restant toujours la méme (une fois fixée la variété et sa métrique), c’est donc le
choix du domaine de définition D* de 1’opérateur qui différencie les divers problémes au laplacien
que I’on peut considérer. Ainsi, sur une variété riemannienne sans bord (M, g) , le laplacien est a
priori défini sur I’ensemble D58 des fonctions C'™ & support compact. Sur une variété riemannienne
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a bord (M,0M, g) , on considere les deux problemes “de Dirichlet” et “de Neumann” suivant que
le domaine considéré est I’ensemble DP des fonctions C* a support compact dans 1’intérieur de
M ou I’ensemble DV des fonctions C> & support compact dans 1’adhérence de M .

NOTATION. — Dans la suite, x symbolisera, suivant le probléme considéré, SB, D ou N.

a) Définition par extension de I'opérateur. — Les domaines ci-dessus définis n’étant pas
complets, on ne peut leur appliquer les résultats généraux de la théorie spectrale qu’en prolongeant
I’application f — Af [par un procéd€ standard de fermeture du graphe utilisant la symétrie
de l’opérateur et un lemme de Riesz (¢f. [R-S] sections VIIL1 et VIIL2)] en un opérateur
autoadjoint de D; dans L*(M) , on D; est le complété de D* pour la norme H, définie par

WAl = I1F1 e + 1ALz -

2.3. DEFINITION. — Le spectre du laplacien d’ une variété sans bord (resp. du probléme
de Dirichlet, resp. du probléme de Neumann) est I'ensemble des X tels que (A — \.id) , considéré
comme opérateur de Dy B (resp. DY resp. DY) dans L*(M) , n’ admette pas d’ opérateur réciproque
borné.

b) Définition par extension de Friedrichs de la forme quadratique. — Soit @ une forme
quadratique définie sur un sous-espace dense W de L*(M,dv,) et vérifiant, pour au moins une
constante réelle C' ,

YweW, Qw) > C.llw|}32

(i.e. Q est semi bornée dans la terminologie de [R-S, II]).

2.4. DEFINITIONS. — Les suites croissantes de [C,+oo[ définies par :
pi(@) = Sup Inf  [Q(w)]
V ss. esp. vect W J.V]
de dimension i [1*lI=
de W
vi(@Q) V ss. er;g vect ,?é’\‘/’ Q)]

de dimension i+1  ||v]|=1
de W

[ou I’ orthogonalité et les normes s’ entendent au sens du produit scalaire de L*(M, dvy)] sont égales
et sont appelées “spectre de la forme quadratique Q)" .

La fonction de comptage Nq()) est le nombre de valeurs du spectre de Q qui sont strictement
inférieures a A .

N.B. L’égalité des suites u;(Q) et ;(Q) peut se démontrer, comme les théorémes 2.5 et 2.6,
a I’aide du théoréme XIII.1 de [R-S].

Notons ¢* la métrique duale de g , définie sur T* M , et ¢* la forme quadratique définie, sur
le domaine D* = DSB | DP ou DY suivant le probléme * considéré, par la formule

() = / o'(df, df)dv, |
M

[que nous noterons encore [y, |df * ou ||df|[2, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur la métrique g
choisie]. Notons Df le complété de D* pour la norme

23 1, = IfIIZ + () -
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Puisque ¢* est (par la formule de Green) la forme quadratique canoniquement associée a 1’opérateur
symétrique A, D} s’injecte canoniquement dans L(M, dv,) et I’extension canonique ¢ de ¢* 2
Dy est une forme quadiatique fermée au sens de [R-S], chapitre VIII. Ceci suffit pour démontrer qu’a
la forme quadratique ¢* correspond un unique opérateur autoadjoint qui coincide avec 1’extension
évoquée en 2.B.a (¢f. par exemple [R-S], théoréme VIII.15). Ce procéds, s’il s’applique évidemment
au cas ol la métrique est C*° , permet également la construction de laplaciens autoadjoints pour
certaines métriques singulieres, telles celles que nous étudierons en 2.E.a et dans 1’appendice A.

C. Relations entre Spectre du laplacien, spectre de la forme quadratique et valeurs
propres du Laplacien — Principe du min-max.

Sur une variété riemannienne (avec ou sans bord suivant le probléme considéré) on peut
établir, pour chacun des trois problémes “x” considérés (sans bord, de Dirichlet ou de Neumann) les
relations suivantes entre le spectre du laplacien (A, D*) , ses valeurs propres, le spectre de la forme
quadratique (¢*, D*) et celui de son extension g* au complété D de D* pour la norme H'(M) .

a) Le cas des variétés compactes a métrique réguliére. —

2.5. THEOREME. — Si (M, g) est une variété riemannienne compacte (avec ou sans bord
suivant le probléme considéré) :

(i) Tous les éléments du spectre de (A, D*) sont des valeurs propres de A , de multiplicité
finie.

(ii) Les spectres de A , de q¢* et de f‘ coincident.

(iii) Valeurs propres et fonctions propres du laplacien coincident avec les valeurs et les points
critiques de la fonctionnelle f — Tli;_lgl% , définie sur I'espace D} \ {0} .

(iv) Les espaces propres engendrent, par somme directe, un sous-espace simultanément dense
dans L*(M) et dans C¥(M) munis de leurs topologies canoniques respectives, on C*(M) est le
complété de D* pour la norme C* .

Remarques. —
o L’égalité (ii) est connue sous le nom de “principe du min-max”.

¢ Ce théoréme est le point de départ de tout ouvrage sur le spectre des variétés compactes,
aussi pourra-t-on en trouver la démonstration dans la littérature. Une mention particuliére pour la
jolie preuve de [BE2] (pp. 53—64) qui a I’avantage de s appuyer sur des arguments simples et souligne
le rdle majeur de I’inclusion compacte et continue de H!(M) dans L2(M) .

e L’égalité (ii) montre que le spectre du probléme de Neumann est celui de la forire
quadratique f — [, |df|?.dv, étendue A I'espace H'(M) tout entier (car le complété de DV
pour la norme H! est H'(M) entier). La condition d’annulation de la dérivée normale, qui était
nécessaire pour définir le domaine de 1’opérateur initial, devient donc superflue lorsqu’on passe par
la forme quadratique. Les fonctions propres (définies alors par le principe variationnel de (iii)) sont
de dérivée normale nulle au bord, sans que cette condition ait besoin d’&tre posée a priori (ceci
découle de I’équation d’Euler de la variation).

Dans la suite, les variétés que nous étudierons seront généralement compactes. Cependant
certains des espaces—modeles qui nous serviront dans les théorémes de comparaison seront non
compacts et/ou singuliers et nous aurons besoin de quelques informations sur leur spectre.

b) Le cas des variétés non compactes ou @ métrique singuliére. —  Sur une variété non
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compacte ou singuliére, le spectre de (A, D*) se décompose en deux parties : le “spectre discret”,
formé des points isolés du spectre qui sont des valeurs propres de multiplicité finie, et son
complémentaire le “spectre essentiel’. Notons A(A,D*) la borne inférieure du spectre essentiel.
Les rapports avec le spectre de la forme quadratique associée sont régis par le

2.6. THEOREME (c¢f. par exemple [R-S] Théoréme XIII.1). Sur une variété rieman-
nienne M non compacte avec ou sans bord suivant le probléme considéré, on a (pour chacun des
problémes sans bord, de Dirichlet ou de Neumann) :

(i) A(A, D*) = Sup; pi(g*) = Sup; ui(g*)
(ii) Tous les éléments du spectre situés dans Iintervalle [0, A(A, D*)[ sont des valeurs propres
de multiplicité finie de A . En adoptant la convention de numérotation ad hoc (voir 2.C.c), leur suite

(éventuellement finie) coincide avec les parties des spectres de ¢* et de ¢* qui sont incluses dans
[0, A(A, D).

Ce théoréme est également valable pour des variétés & métrique singuliere des que le procédé
d’extension de Friedrichs peut s’appliquer. Des exemples de calculs de spectres de variétés non
compactes ou singuliéres sont donnés dans I’appendice.

¢) Conventions de numérotation des valeurs propres. — Les valeurs propres du laplacien
seront notées A; ou \;(M,g) . L’usage le plus répandu est de commencer la numérotation des
valeurs propres du spectre d’une variété compacte sans bord et du spectre de Neumann a Ao = 0
(ceci afin que la premiére valeur propre non nulle soit \;) et de répéter les valeurs propres multiples
autant de fois que 1’exige leur multiplicité. C’est la convention que nous adopterons désormais, bien
qu’elle pose quelques problemes de cohérence lorsqu’on passe au cas non-compact, ou lorsqu’on doit
comparer avec le probléme de Dirichlet dont le spectre s’écrira 0 < AP < AP <. < AP <+ .
Avec cette convention de numérotation, les énoncés 2.5 et 2.6 donnent A} = p¥ = v} dans les cas
du probléme * sans bord et du probléme de Neumann et AP = uP, = v2, dans le cas du probléme
de Dirichlet.

D. Noyau de ’opérateur de la chaleur.

Le principe physique “la variation de la quantité de chaleur a I’intérieur d’un domaine 2 est
proportionnelle au flux du gradient de la température a travers le bord de ce domaine” se traduit,
dans un systeme d’unités convenablement choisi, par la formule

d au n—1
% [/ﬂ u(t, x)dvg] =— o N dvg T

ol u(t,z) est la température du point z a I’instant ¢ , o g—;\‘,- est sa dérivée normale (la normale
étant orientée vers l’intérieur de Q) et ou dv;" est la mesure (n — 1)-dimensionnelle induite sur
09 . La formule de Green permet d’en déduire 1’équation de la chaleur

24 Au+%1;=0.

On appellera “noyau de 1’opérateur de la chaleur” une solution (t,y) — k(t, z,y) de (2.4) satisfaisant
a la condition initiale k(0, z,+) = §, (masse de Dirac en z). L’existence et I’unicité de cette solution
pour tout point z fixé est assurée lorsque M est compacte et la métrique ¢ réguliere (cf. par exemple
[B-G-M] pp.205-214). Dans le cas non-compact, seule 1’existence est assurée mais, parmi toutes
les solutions possibles, il en existe une qui est minimale et qui s’obtient comme limite, quand R tend
vers I’infini, du noyau de 1’opérateur de la chaleur sur une boule de rayon R qui vérifie, sur le bord,
la condition de Dirichlet (voir par exemple [AT] sec.7, [DK] et [CL] p.188). L’appellation “noyau”
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se justifie par le fait que la connaissance de k donne toutes les autres solutions de I’équation (2.4),
une fois connue la distribution initiale ug , en posant

u(t,y) = /M k@, y, 2) - uo(2)dvy(z) .

L’opérateur de la chaleur e~*4 agit (lorsque M est compacte et g réguliére) sur chaque fonction
propre ¢; par multiplication par e~**i . Ceci implique que son noyau s’exprime comme

kt,z,y) = Y e N - pi(@) - piy)
i€EN

siles {¢;} sont choisis orthonormés dans I*(M, dvg) .

E. Quelques relations entre les trois problémes (de Neumann, de Dirichlet et sans bord).

a) Le spectre du double d'une variété a bord. — Etant donné une variété rieman-
nienne (M, g) , a bord compact et différentiable M , on construit la réunion disjointes M LL M, de
deux exemplaires de M et les applications canoniques 11 et ¢ de M sur My et M, . On construit
le “double” M§M comme quotient de M; 1L M, par la relation : v1(z) ~ 12(z) ssi z € OM . Les
deux bords ainsi identifiés forment une hypersurface que nous nommerons “équateur”’. La structure
différentielle ainsi obtenue par recollement est C° . En effet, si ® est la carte normale de [0, [ xOM
dans M (définition donnée en 1.B.b), on obtient une carte C™ de ] — ¢,e[xOM sur un voisinage
de 1’équateur en posant

P 0 B(—s, ) si <0,
¢(3”)={¢20¢(s,z) Sis>0.

Les deux métriques g; et g, sur M; et M, qui sont les images de g par 3; et i, se recollent
continuement sur M#M en une métrique de type C%' que nous appellerons 4 .

2.7. LEMME. — L’opérateur Ay, de C®°(M{M) dans L*(MY{M,dvy) , défini par

(Arf)or = Amglf o], (Arf)oh2 = Awr,glf o 92]

est un opérateur symétrique dont la forme quadratique est ¢(f, ) = |, MiM hY(df, df).dvy, . Il admet
une extension de Friedrichs autoadjointe.

Preuve. — La définition de ¢ et la formule de Green appliquée a (M, M) donnent
q(f,u) = /M(u 0 ¥1).Am,g)(f 0 ¥1).dvg + / (u 0 12). A, g)(f 0 t2).dv,
M

- /a LA 0 )W) 0+ d(f 0 Y)N)aw o

ol N est le champ de vecteur normal unitaire intérieur de M . La premiére partic du Lemme
se déduit du fait que dipy(N) = —dyo(N) = —dyp(£) . Par ailleurs, le procédé d’extension de
Friedrichs décrit en 2.B.b s’applique au cas présent. ]

La proposition suivante est une mise en forme d’arguments sous-jacents dans [M-S] et dans
[FS].
2.8. PROPOSITION.

(i) Le spectre du laplacien de (MYM, h) (en tant que variété sans bord) est la réunion des
spectres des problémes de Neumann et de Dirichlet sur (M, g) .
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(ii) Il existe une base hilbertienne de fonctions propres dont la restriction a chacun des deux
exemplaires de M est une fonction propre pour le probléme de Dirichlet ou de Neumann.

(iii) Le noyau de I’ opérateur de la chaleur de MM existe et est égal a u , oil

1 .
U[t, 1/":'(1:), 11’1(!/)] = '2'[kN(tv z, y) + (”l)l—JkD(t7 Z, y)]

ol kn et kp sont les noyaux de I'opérateur de la chaleur pour les problémes de Neumann et de
Dirichlet sur (M, g) .

Preuve. — L’isométrie o de MM , définie par oo = 1), et cop, = ¢y , agit (par action
a la source) de maniere involutive sur C°(M M) . Cet espace se décompose donc en somme directe
des deux sous-espaces propres Ep et En correspondant aux valeurs propres —1 et +1 de 1’action de
o . Le laplacien A, commutant avec les isométries, il laisse Ep et Ey invariants. On démontre (i) et
(ii) en remarquant que les fonctions de Ep et Ey vérifient respectivement la condition de Dirichlet
et de Neumann sur I’équateur et en appliquant le lemme 2.7. La fonction u définie en (iii) vérifie, de
maniére évidente, Apu € L? (le laplacien étant pris par rapport i la variable y) et Apu + %7 =
Comme A}, est autoadjoint (lemme 2.7), cette solution est la seule qui vérifie u(0, z,+) = 6, et telle
que u et Apu appartiennent tous deux a L2(M4§M, dv,) pour tout ¢ > 0 . ]

b) Une relation entre le spectre d’ une variété sans bord et le spectre du probléme de Dirichlet
sur tout sous-domaine. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte et {2 un domaine inclus
dans M . Notons {¢;} une base orthonormale hilbertienne de I*(M, dvg) constituée de fonctions
propres du laplacien. A tout entier k¥ € N* , associons le plus grand entier e(k) tel que

e(k)

/ an dvg < k+1

1=0
et I’élément m(k) de [0, 1[ vérifiant
e(k)

m(k)+/ Z<p, dvg =k+1.

1=0
Moyennant ces notations, on a la

2.9. PROPOSITION ([C-G]). — Pour tout entier k € N et tout domaine 2 inclus dans M ,
ona

() SELAP@) > T8 MM [ vy + mik) Mg -

(ii) Si de plus (M, g) est un espace homogeéne, on a 1+ e(k) = partie entiére de NAE(k +
1), m(k) = k+1 — L (e(k) +1) et

k+1 e(k)
Vol(©2)
§ : D
- > (—2 ) - '
= )\] @ > (VOI(M)) ; Ai(M) + m(k). Ae(ry+1
Remarque. — Afin de situer ’optimalité de cette proposition, remarquons qu’elle implique
en particulier que
k/\D(Q)>.__i__ ¢ ( ] )Z/n
LN®> G X (Vorm

pour tout k € N* et pour tout domaine Q de R™ [la preuve se fait en prenant pour M un tore plat
rectangulaire qui contient 2]. Or la conjecture de Polya consiste & se demander si la méme inégalité
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vaut pour chacune des valeurs propres [i.e. est-il vrai que AP(Q) > W (v2&s) 2™ pour tout
k], le second membre de 1’inégalité étant I’équivalent asymptotique du premier lorsque & tend vers
I’infini (cf. la proposition 4.3). La proposition 2.8 est également optimale lorsque Vol(£2) est proche
de Vol(M) , puisqu’on obtient dans ce cas

S AP@ =) MO+ +D(1-

<k i<k

ol O

Yo lM) Ak (M)

Preuve. — Notons {u;} une base orthonormée de ¥, dv,) formée de fonctions propres
du probléme de Dirichlet sur €2 ; appelons @; la fonction obtenue en prolongeant u; par zéro hors de
) et P; la projection orthogonale de L*(M, dvy) sur le sous-espace engendré par {@1,..., %k} .
En utilisant la nullit€ de %; sur OS2 et sa continuité et en décomposant ensuite %; selon la base des
®; , nous obtenons :

k+1 k+1

YaP@o=>" / |dii; |*dvg = ZA D Y (@5 @i
— j=1 =0 J<k+1
= Z A;(M)“Pk(ﬁat)llsz(Q) )
=0

la convergence des deux séries infinies étant assurée par le fait que %; € H;(M) . Posons
A= ||<,o,~||"};<m . Comme la trace de P estégalea k+1 ,ona

k+1

Z )\]D(Q) > Min{ i/\,‘(M).Z,' : i.’b,’ =k+1 z; €0, A;] pour tout z} .

j=1 =0 =0

La croissance de la suite A;(M) donne (i). On obtient (ii) en remarquant que, sur tout espace

homogene, si {2} est une base L2-orthonormée de ’espace propre Ker(A — \.id) , alors la fonction

> 50;\(.'1,')2 est constante et, par conséquent, égale a 91\%13;%) . n

3. Quelques difficultés spécifiques a I’analyse sur les variétés

Le calcul effectif du spectre d’une variété est pratiquement toujours impossible. A titre
d’illustration, les domaines de R? pour lesquels un calcul effectif est possible sont le disque, le
rectangle, 1’ellipse (bien que le calcul ne soit pas dans ce dernier cas trés effectif, ¢f. [M-F]), le
secteur circulaire ([P-S]) et les triangles équilatéral, isocéle-rectangle et demi-équilatéral (voir [BE1]
pour une méthode générale de calcul). On ne sait pas, par exemple, calculer le spectre d’un triangle
isocele quelconque. En fait, le calcul n’est actuellement possible que lorsque la variété a suffisamment
de symétries pour que le probléme se présente (apreés réduction) comme un probléme i une seule
dimension d’espace : c’est le cas des variétés de révolution que nous utiliserons abondamment
comme exemples et espaces-modeles (cf. Appendice). Dans certains cas, le calcul du spectre se
rameéne a un probléme algébrique ou arithmétique : c’est le cas en particulier lorsque le domaine
(resp. la variété) considéré est un domaine fondamental (resp. le quotient) de 1’action d’un groupe
sur un espace de spectre connu (domaines pavant le plan ou quotients de I’espace hyperbolique
par exemple) [la difficulté est alors de déterminer quelles sont les fonctions propres invariantes par
’action du groupe].
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Puisque le spectre n’est pratiquement jamais calculable, nous en sommes réduits a chercher
des estimations. Dans les sections suivantes, nous chercherons des minorations des valeurs propres
A;(M, g) du laplacien & I’aide d’une fonction C'(7) (ayant un comportement asymptotique convenable
par rapport & 7) que 1’on peut déterminer de maniére uniforme sur un ensemble de variétés M et de
métriques g le plus vaste possible.

Du point de vue de la physique, les phénomenes de résonance sont un sujet d’étude important,
d’oti I’intérét de savoir situer, en fonction de la géométrie de variétés, les intervalles oll peuvent
éventuellement se situer leurs fréquences propres. D’un point de vue plus interne aux mathématiques,
remarquons que, pour une variété M donnée, les espaces L?>(M) et Hy(M) (i.e. ’ensemble des
fonctions qui les constituent) ne dépendent pas de 1a métrique choisie, car ils peuvent étre définis par
passage aux cartes locales et partition de I’unité. Par contre, les normes L*(M, dvg) et Hi(M, g) [voir
la définition en (2.3)] en dépendent. Cette dépendance est relativement faible en ce qui concerne
la norme L2 | puisqu’d deux métriques g; et g de méme volume, on peut toujours associer un
difféomorphisme ¢ de M sur M tel que f — f o ¢ soit une isométrie de L2(M, dvg,) sur
LM, dvg,) (ceci découle d’un résultat de J. Moser : deux densités C> de méme intégrale sur
une variété compacte sont conjuguées par un difféomorphisme, ¢f. [MO]). En ce qui concerne
la norme H; , et plus généralement les normes des espaces de Sobolev et de Holder, celles-ci
doivent étre préalablement exprimées par rapport a une métrique de référence fixée pour permettre
la transposition aux variétés riemanniennes des résultats de compacité qui sont classiques dans R™ .
Par conséquent, dans un certain nombre de problémes de convergence géométrique faisant intervenir
une suite de métriques g, , les théorémes analytiques de compacité ne sont applicables que si I’on
sait estimer uniformément le rapport entre les normes de H1(M, g,,) et de Hi(M, go) . Ceci explique
en particulier pourquoi les métriques de courbure bornée ne forment pas un sous-ensemble compact
de ’ensemble de toutes les métriques riemanniennes sur une variété donnée, bien que les dérivées
secondes de ces métriques soient bornées. En effet, chacune de ces dérivées secondes est mesurée
(ainsi que sa norme) par rapport a la métrique correspondante qui, par définition, peut varier (voir
[GV1] pour une étude plus approfondie des résultats de compacité en géométrie). Il serait bien siir
possible de définir la norme H; , via une partition de I’unité (¢;);er subordonnée a un systéme de
cartes locales, par la formule

flla = IIfeillman

i€l

ce qui permettrait d’étendre trivialement aux variétés les résultats d’analyse classiques pour R™ .
Cependant, cette norme ne répond pas a nos besoins puisque sa définition suppose en particulier
que la structure différentiable de M est enticrement fixée. De plus, pour que le rapport entre
cette nouvelle norme et la norme H;(M, g) [selon la définition (2.3)] soit borné, il faut également
supposer que le volume de (M, g) est minoré indépendamment de ¢ (en effet, on a dans ce cas :
Vol(M, g) = |[1][%; Mg = C- |11][3;,)- La premiére de ces deux suppositions est évidemment exclue
dés qu’on se propose d’appliquer ces résultats d’analyse a 1’estimation d’invariants topologiques
(cf. [LI], [GT2, 3 et 5], [B-G1], [ME] et [G-M]). La seconde supposition doit également €tre exclue,
car un des exemples-types dont notre étude devra rendre compte est celui d’une suite de métriques
gp , de courbure et de diametre bornés, dont le rayon d’injectivité tend vers zéro (ce qui, sous
ces hypotheses, signifie que le volume tend vers zéro) et dont le spectre converge (voir [CR-GV],
[FA1 et 2] et la proposition 6.1). C’est aussi la raison pour laquelle le lemme standard suivant est
insuffisant, puisqu’il suppose la structure différentiable M fixée et le volume uniformément minoré.

3.1. LEMME (folk.). —  Sur une variété compacte, si deux métriques g, et ¢, Vérifient
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Ci1.91 € g2 < Ca.q1 , alors les valeurs propres de leurs laplaciens vérifient :

n/2 n/2
1 2
Cf” Ailg1) < Ailge) < C?H Ailgn)

[La preuve découle du fait que les formes quadratiques g, et g4, associées aux laplaciens
des métriques g; et g, sont dans un rapport borné. On applique alors la définition 2.4 des spectres
des formes quadratiques et leur identité avec le spectre des laplaciens correspondants (cf. théoréme
2.5).]

Cette discussion montre la nécessité d’arguments géométriques globaux pour 1’établissement
d’inégalités analytiques sur les vari€tés riemanniennes. La suite de cet article est consacrée a la mise
en place de tels arguments.

4. Une méthode d’estimation des valeurs propres
fondée sur le principe du min-max

(méthode utilisée par S.Y. CHENG [CH], P. Liet S.T. Yau [L-Y], M. GRoMmovV [GV2], voir aussi
[BU1])

Le point de départ est le lemme élémentaire suivant :

4.1. LEMME. — Soient Hy et H, deux espaces de Hilbert dont les produits scalaires sont
notés (e,e)1 €t (o, )2 . Soient Q1 et Q, deux autres formes quadratiques sur Hy et H . S’il existe
une application linéaire ® de H, dans H, telle que, pour tout x € H; ,

(o, o)1 < C1(B(@), B@))z et Qi(z) > Co.Q20¥(z)
alors vi(@1) > Zvi(@2) .
Ch

La preuve s’obtient en remarquant que ® est injective, la définition 2.4 conduit &

G Qi) 1
vi(@2) < —. Inf Su; —_— = —vy; .
i Q X CZ Vsev. Prev <z,.’l7)1 02 t(Ql)
de dimension i+1
e H
4.2. COROLLAIRE. — Sur une variété riemannienne compacte (M, q) on considére des
domaines disjoints D, ..., Dy et un recouvrement Q1,...,}; . Ona

At11(M) < Sup;i AP (D)
* 1 N
’\jl(M) > —.Inf,-gj /\, (Q,) )
m
ol {/\P }iet {/\,N }1 désignent les spectres des domaines D; et Q; pour les problémes de Dirichlet
et de Neumann, on \!(M) désigne le spectre du laplacien de M pour I'un quelconque des
problémes sans bord, de Dirichlet ou de Neumann et ou m est I'indice du recouvrement (i.e.

m = Max}{i: z € Q;}).

Preuve. — Notons Dj(M), DP(D;) et DIV (R;) les complétés (pour la norme H, relative 2
g) des domaines de 1’opérateur laplacien sur M (pour le probléme  considéré), sur D; (pour le
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probléme de Dirichlet) et sur 2; (pour le probléme de Neumann). Considérons les trois espaces de
Hilbert H; = D}(M), Mz = i<k DP(D;) et Hz = Bi<;D{Y (Q;) munis de leurs produits scalaires

(o =W Gan » (£ h2=Y Gy s (£ )3 =Y IfliZzqy »

i<k i<y

et des formes quadratiques

Qi) = ldfGeany » Q) =Y NldfIFoapyy » Qs = lldfI3acq, -

i<k 1]

Considérons les applications & de H; dans H; et ¢ de H; dans H3 définies par
fi,on f) =Y Fis v =, F)

i<k

oll f,- représente la fonction obtenue en prolongeant la fonction f; de DP(D;) par zéro hors de D;
et oll f, est la restriction a ; de la fonction f de D} (M) . On achéve la preuve en appliquant le
Lemme 4.1 aux applications @ et ¢ et un utilisant 1’identit€ entre les suites de valeurs v; et u; et
le spectre du laplacien (cf. la définition 2.4 et le théoréme 2.5 avec la convention de numérotation
2.C.c). [ ]

Les deux propositions suivantes illustrent la maniére dont les résultats 4.1 et 4.2 agissent
comme méthode de comparaison entre le spectre (inconnu) d’une variété et le spectre (supposé
connu) d’un pavé ou d’une boule.

4.3. PROPOSITION (H. WEYL [WL]). — Le comportement asymptotique du spectre du
probléme de Dirichlet sur tout domaine ) compact de bord régulier de R™ est, lorsque 1 tend vers
Uinfini,

D 2/n g2 4 2/n
AP(). Vol(@)/" ~ ()

La preuve est laissée au lecteur (indication : recouvrir par des petits pavés et appliquer le
corollaire 4.2). On remarquera que la preuve fonctionne essentiellement parce que le nombre de
carrés qui rencontrent le bord est asymptotiquement petit par rapport a leur nombre total. Le résultat
4.3 se généralise a toute variété compacte, avec ou sans bord, car toute métrique riemannienne est
infinitésimalement euclidienne (¢f. 1.A.a).

4.4. DEFINITIONS (c¢f. [GV1 et 2]). — On appelle c-remplissage d’une variété rieman-
nienne (M, g) toute famille de boules disjointes B; , de rayon ¢ , incluses dans M et dont le nombre
est maximal. Le coefficient de e-remplissage N (¢) est le nombre de ces boules.

A tout e-remplissage d’une variét€ sans bord, on peut associer un 2e-recouvrement en
recouvrant la variété par les boules concentriques de rayon 2e¢ . Cette remarque établit le corollaire
classique suivant de 4.2.

4.5. COROLLAIRE (utilisé par [CG] pour (i), [L-Y] et [GV2] pour (ii)). — Sur une variété
riemannienne compacte sans bord (M, g) , on considere un c-remplissage maximal (B;); et le 2¢-
recouvrement (ﬁi) qui lui est canoniquement associé. Si m est I'indice de ce recouvrement et si
N (e) est le coefficient du e-remplissage, on a

(i) An(e)-1(M) < Sup; AP(B))
(ii) Aneoy(M) > L Inf; AV (B))
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Le corollaire 4.5 ne résoud que la partie analytique d’un probléme d’estimation de valeurs
propres en ramenant 1’estimation des \;(M) au calcul (de difficulté & peu prés identique) de la
premiére valeur propre des problémes de Dirichlet et de Neumann d’une boule non petite. Résoudre
la partie géométrique du probléme pour rendre le résultat non vide, c'est savoir majorer ou minorer
les quatre invariants suivants (correspondant aux points a,b,c et d) en fonction d’un minorant
(n — Dk de la courbure de Ricci (définition 1.4) et d’'un majorant D du diamétre). [Nous suivrons
ici 1a méthode adoptée par [GV2], voir [L-Y] pour une autre démarche aboutissant a un résultat
comparable] :

a) Majorer le coefficient de c-remplissage N(c). — 1l découle du théoréme 1.6 (i) que
Vol(M,g) _ bi(D)
< < )
NE < T vol By S 7o)
ol br(p) = [ sk(t)"~'dt (voir la définition de sy en (1.9)).

b) Majorer Iindice m du recouvrement. — Le nombre de boules de rayon 2¢ du recouvre-
ment (B;); qui contiennent un point donné = ne peut étre supérieur au nombre de boules B; de
rayon ¢ qui sont incluses dans la boule B(z,3¢) . Ceci donne

m<  Sup Vol B(z, 3¢) < Sup Vol B(y, 5¢) < b (5¢)
zy Vol B(y,¢) Y Vol B(y,¢) bi(e)
y€B(z,2¢)

d’apres le théoreme 1.6 (i).

c) Majorer )\ID(B,-). — Enposant z; = centre de B; et f(s) = 1— %.d(wi, «) , On obtient une
fonction qui vérifie la condition de Dirichlet sur dB; . En remarquant que |df| = % en tout point
non situé sur le cut-locus de z; et que celui-ci est de mesure nulle, on a, d’apres le théoreme 1.6 (i),
Jp|dfPdvs _ 4 VolB@ie) _ 4  bi(e)

Jp, frdv, = €2 Vol B(zi,e/2) ~ € bi(e/2)
Ceci donne bien un majorant de )\,D (B;) d’apres le théoreme 2.5 (ii) et la convention de numérotation
2.Cc.

1o(@®) <

d) Minorer )\{V (ﬁi). — Ce dernier point se déduit également du théoréme 1.6 (i), mais de
maniére non triviale comme on peut s’en convaincre en lisant [GV2] auquel nous renvoyons pour
cette partie de la preuve, nous contentant ici de souligner ’importance du théoréme de comparaison
1.6 dans les estimations spectrales. Remarquons cependant que nous avons d’ores et déja les moyens
de prouver le

4.6. THEOREME (interprétation libre de [CH] et [BU1)). — Sur une variété rieman-
nienne (M, g) , de diamétre d , de volume V et dont la courbure de Ricci est minorée par (n—1).k |

l
on peut déterminer un nombre critique iy = (M) = tel que

Y 16"2 Ay (E—M) pour i< 1,
i y9) & i n V. k n/2 1/n
16( D). oNB7) ) [((,+1)V01(B" ) ] pour i> i ,

n
oit A(e) = (421B)" et oi Aa(e) = (”;f) Ai(2) .

Remarque. — L’exemple de la variété M = S™~!(e) x SY(D) , munie de la métrique
riemannienne produit g qui confére 3 S"~'(¢) et & S'(D) les diamétres respectifs m.c et w.D
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(e « D) , montre qu’il est nécessaire d’avoir une majoration différente pour ¢ < io et pour
. 2 . ,
¢ > 1o , que la premiere est au mieux de la forme A\; < Cte x % (puisque, sur 'exemple, on a
MM, g) = NISYD)] = %2; tant que : < (n — 1)1/22), que la seconde est au mieux de la forme
i\2 . e . .

Ai(M, g) < Cte x ( —"7) /o , pour étre en accord avec I’estimation asymptotique lorsque 7 tend vers
I'infini (¢f. I’estimation asymptotique généralisant la proposition 4.3). Le théoreme 4.6 est optimal
dans la mesure ot il obéit a ces deux conditions et ou, de plus, la valeur de coupure qu’il annonce
est du méme ordre que la valeur de coupure

_1\1/2 . |
it = (n = ' o B2 sy [VAED MM, g 7
€ T Vol(M, g)
que I’on obtient sur I’exemple.
Preuve de 4.6. — Nous faisons la démonstration en nous plagant dans le cas le plus

défavorable : celui ou k est négatif. Si ¢ < iy , posons ¢ = 2%. . Sur (M,gq) , il existe une

géodésique minimisante vy de longueur d . Les boules de rayon ¢ centrées aux points 7(# sont
disjointes, d’ot N(¢) > ¢+1 . On conclut en appliquant le corollaire 4.5 et la majoration de A{”(B;)
obtenue en 4.c. Si ¢ > ¢y , posons

e = ns s (GHeE) ]

Comme les boules B ; de rayon 2¢ , concentriques a celles d’un e-remplissage maximal, recouvrent
M , le théoréme 1.6 (i) donne

€)= 4 - 2 4 >,
sup,[Vol(B;)] ~ b«k(e)

On ache¢ve la preuve (dans le cas ol ¢ > ¢) en appliquant le corollaire 4.5 (i) et la majoration de
MP(B;) donnée en 4.c et en utilisant la croissance de A; . | |

5. D’une inégalité isopérimétrique a des inégalités analytiques

Dans toute cette section les variétés riemanniennes seront supposées sans bord et de volume
fini (compactes ou non). Sur une telle variété, notée (M,g) , pour tout 8 €]O, %] , notons Wp
I’ensemble des domaines a bord régulier dont le volume interne vaut . Vol(M, g) (par “domaine”
on entend : sous-variét¢ de méme dimension que M a bord régulier).

5.0. — Sur toute variété riemannienne (M,g) et pour chaque valeur de B €]0,1[ ,
’ensemble W est non vide.

Preuve. — En opérant au besoin une homothétie sur la métrique g nous pouvons supposer
que Vol(M,g) = 1. Soit ¢ un nombre réel strictement positif. Soit  un domaine de M dont le
volume est strictement compris entre 5 —e et § (I’existence d’un tel domaine se prouve en appliquant
par exemple le lemme de Sard). Considérons une fonction ug , positive, de classe C> , d’intégrale
égale 2 1, dont le support est inclus dans §2 . Posons 3’ = Vol(2, g) et

= (- 2)- (5.

54



INEGALITES ISOPERIMETRIQUES ET ANALYTIQUES

Si ¢ est choisi suffisamment petit, u est positif et fQ u - dvg = . Le résultat de J. Moser ((MO])
prouve ’existence d’un difféomorphisme ¢ de M tel que p*dv, = u - dvy , ce qui prouve que

() € Wp . ]
5.1. DEFINITION. — La fonction isopérimétrique hps [ou hpm,g)] est la fonction de 10, %]
dans R* définie par 5
Vol(092)
= Inf [———
hu(B) = Inf, [Vol(M, g)}

La donnée de la fonction isopérimétrique est une information plus fine que celle de la classique
“constante isopérimétrique de Cheeger” définie par

Vol 69 hu(B)

Min(Vol &, Vol M\ ) — "seny) g5

H(M,g) =Infocm

Comme le bord de M \  est aussi celui de 2 , la fonction ks permet de minorer le volume
du bord de tout domaine de M , une fois connu son volume interne.

5.2. DEFINITIONS. —
(i) Une fonction positive h* | définie sur [0, %] , Sera dite “de comportement asymptotique
en B~ s'il existe une fonction strictement positive H , de classe C' sur [0, %] , telle que

h*(B) = B'~".H(B) pour tout B € [0,%] . Le prolongement de h* a [0,1] par la symétrie
h*(1 — B) = h*(B) sera encore noté h* .

(ii) Nous noterons M« I’ ensemble des variétés riemanniennes (M, g) [quelles que soient leur
dimension, leur topologie et leur métrique] dont la fonction isopérimétrique hys vérifie I'inégalité
isopérimétrique hpr = h* .

Fixons des éléments quelconques : € N* , ¢t € R* et 8 € [0,1] . Sur I’espace M. , nous
étudierons les extrema des fonctionnelles

(M, g) — Ai(M, g) = M€ valeur propre du spectre de (M, g)

PR lldu||Lm
M Am M,g9) = Vol M, m. Inf —_
(M, 9) = Am,o(M,g) = Vol(M, g)a = _Inf <12£ [lu —al|ze

(M, g) — Vol(M, g). SEUA[/; k‘(Myg)(t, z,T)

(M, g) — Inf{\ (£, 9) : © C M tel que Vol(Q,g) = 8. Vol(M, g)} .

ol ||dul|gm :/ g} (du, du)® .dv,
M

et |lu —al|Le =/ lu — al.dvy .
M

Nous répondrons aux questions suivantes.

(1) Ces fonctionnelles admettent-elles des bornes non triviales sur M« tout entier (Théoréme
5.3)7

(2) Est-il possible d’expliciter ces bornes sous forme d’un théoréme de comparaison avec des
espaces—modeles construits a partir de la seule donnée de h* (Théoréme 5.4) ou avec un
probléme spectral-modgle sur I’espace de Hilbert L2([0, 1]) (Théoréme 5.6)?
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(3) Est-il possible de calculer les extrema de ces fonctionnelles sur M« . Ces extrema sont-ils
réalisés par les espaces—modeles ci-dessus (Théoréme 5.5)?

Les espaces—modeles seront décrits en 5.B.

Remarque. — Bien que nous ne focalisions pas 1’étude sur ce point, il convient de remarquer
que ’espace M. contient des variétés singulieres. Les énoncés des théorémes qui suivent sont donc
aussi valables pour ces variétés.

A. L’existence de bornes non triviales sur M;. ne dépend que du comportement
asymptotique de h*
5.3. THEOREME. — Soit h* une fonction dont le comportement asymptotique est en 31~"

(i) Pour tout i € N* | Infopr gyem,. Ai(M, g) est strictement positif si et seulement si r est
positif ou nul. De plus, la suite de ces bornes inférieures tend vers I'infini avec i si et seulement si
r est strictement positif.

(ii) Inf (a1, 00e Myw Am,g(M, g) > O si et seulement sir > L —

Q-

(iii) Pour tout t € RY |, SUP(1 pem,e [Vol(.M,g).SupzeM k(M‘g)(t,:c,.T)] est fini si et
seulement si r est strictement positif.

Preuve de 5.3. — La compacité de [0, %] assure 1’existence de deux constantes C) et C,
telles que, pour tout 3 € [0, ]

Ci18'T < R*B) < Cof T

Sir < 0, I’appendice A.5 donne une suite de variétés (M, g,) appartenant a M. et telles que
lim,, oo A;(M, g,) = 0 . Ceci démontre que (i) donne bien une condition nécessaire pour que la
borne inférieure soit non triviale.

Lorsque r < 0, les variétés (M*,g.) de 'appendice A.3 appartiennent a M. dés que
€ est assez petit (a condition d’y choisir L < 5175—52) car, d’aprés 1’appendice A.1, leur fonction
isopérimétrique vérifie h,g,y(8) > (1 — B\ ghr ™% = C2f'~" . Posons L = 3% - Nlest
prouvé dans I’appendice A.3 que, dans ce cas,

c ¢
VOI(M*, ) SUp, ¢ sy keaae gyt 7,2) > (;)"/2.(47?)-% > C.(dnt/p)~% .

Comme le membre de droite tend vers ’infini avec p , on conclut que (iii) donne bien une condition
nécessaire pour que la borne soit finie. Il en est de méme pour la condition (i) qui se déduit, de
maniére analogue, des exemples donnés par les appendices A.3 et A4 et de I’appendice A.1 qui
assure leur appartenance & M. . Nous avons ainsi prouvé que toutes les conditions données par le
théoreme 5.3 sont nécessaires pour que les bornes correspondantes soient non triviales. Le fait que
ces conditions soient suffisantes résultera du théoréme 5.4. En effet, nous avons vu ci-dessus que
nous pouvions remplacer 2*(8) par C1.8'~" . Dans ce cas, les bornes données par le théoréme de
comparaison 5.4 sont non triviales dés que r satisfait aux hypothéses de 5.3, comme le prouve le
calcul de ces bornes effectué dans les appendices A.3 et A.4. [ ]

B. Construction des espaces extrémaux pour les inégalités analytiques : variétés de
révolution profilées sur la fonction h*.

A partir de la donnée de h* nous allons construire une famille d’espaces de révolution
(M*, g¢) qui nous serviront d’espaces de comparaison. Le comportement asymptotique (lorsque e
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tend vers zéro) de ces variétés riemanniennes et de leur spectre fournit une construction des éléments
du bord dans une compactification de I’ensemble des variétés de révolution de diamétre majoré et
de courbure de Ricci minorée telle que le spectre passe a la limite (proposition 6.1 et appendice
A.2). Nous démontrerons par la suite :

— que le rapport entre la fonction isopérimétrique de ces espaces et h* tend uniformément
vers 1 lorsque ¢ tend vers zéro (appendice A.1);

— qu’une borne uniforme (sur M,.) de chacune des fonctionnelles considérée est donnée par
la valeur de la fonctionnelle correspondante sur (M*, g.) (Théoréme 5.4);

— qu’en modifiant légérement (M*, g.) , on obtient une famille d’éléments de M. qui, par
passage a la limite réalise 1’extremum de la fonctionnelle sur M- .

Notons S la fonction de [0, %] dans [0, L[ définie par

12 4
S(B) = /ﬂ e

ou L = fol 2 h.](z) dz est éventuellement infini. Notons A la fonction réciproque de S . Considérons

la variété M* =] — L, L[xS™"! que nous munissons de la famille de métriques
2
ge = (ds)* + 2. h*[A(|s] 7T .ggn-1 .

Si L est finie, nous compactifions M* par adjonction de deux “pdles” zp et z; (la métrique
ge sera donc généralement singuliere aux poles). Etant donné la fibration canonique p : M* =
1-L,L[xS" ! ] —L, L[, nous appellerons “domaines de révolution” les domaines de la forme
p~1( — L, s]) [lorsque M* est compacte, ce sont les boules géodésiques centrées sur le pole xo].
On remarquera que tout domaine de révolution 2* vérifie, pour toute métrique g. ,

Vol,, (09¥*) B Vol (Q2*)

Vol,, (M*) — Volg, (M*)
et que les métriques g. que nous venons de construire sont les seules métriques de révolution sur
M* qui vérifient cette propriété. C’est pourquoi les variétés (M*,g.) seront appelées variétés de
révolution n-dimensionnelles profilées sur la fonction h* et h* sera appelé le profil des variétés de
révolution (M*,g.) .

Remarquons également que, si le comportement asymptotique de 2* esten 3! ~" | la dimension
isopérimétrique de (M™, g.) au voisinage des pOles, au sens
dimension isopérimétrique } inf { [ Vol 0B(r) } }
=1 )
Vol B(r)! ==

est égale a ‘; . Le théoréme 5.3 peut donc se relire de la maniére suivante : [’ existence de bornes non
triviales sur My« pour les invariants considérés ne dépend que de la dimension isopérimétrique
des espaces modéles. L’importance de cette dimension isopérimétrique dans les estimations et le fait
que la dimension de M* en tant que variété n’intervient pas sont illustrés par les exemples traités
dans les appendices A.3, A.4 et A.5.

m:0 < lim

au voisinage de zo r—0

C. Le théoréeme de comparaison

5.4. THEOREME [B-G 1] pour (i) et (iii), généralisation de [GT 4] pour (ii) et (iv)). — Soit
L* une fonction dont le comportement asymptotique est en 31~" (r € R*) . Notons (M*, ge) Une
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famille de variétés de révolution, de dimension quelconque, profilée sur h* a la maniére de 5.B.
Pour toute variété riemannienne (M, g) dont la fonction isopérimétrique est minorée par h* , on a,
pour tout € positif,

(i) M(M, g) = A\P(M*, g.) = lims_0 M (M*, gs) , ot M* est le demi-espace p~Y0-L,0]).

(ii) Pour tout domaine Q inclus dans M , I'infimum de son spectre (pour le probléme de

Dirichler) vérifie /\D(Q 9) = AP+, g.) , on Q* est le domaine de révolution de (M*,g.) qui
Vil

Vol(@*)
vérifie V:l(M‘) Vol(M)

(iii) Pour tout (t,z) e R* x M ,ona
VOI(Ma g) ° k(M,g)(t5z7 I) S VOI(M*y gs)k(M‘,gg)(tax()a lto) .

(lV) /\Z,q(Ma g) 2 lims—»o ’\2,q(M*7 g&) .

Remarques. —

a) En fait, comme le prouve 1’appendice A.2, les seconds membres des inégalités du théoréme
5.4 ne dépendent pas de ¢ ni de la dimension de M* .

b) Une fois établi le théoréme 5.4, le probleme sera de trouver les hypotheéses géométriques
optimales qui délimitent un ensemble de variétés dont la fonction isopérimétrique hjp; admet
un minorant uniforme h* (calculable en fonction des hypothéses faites) dont le comportement
asymptotique soit en S'~" pour un r strictement positif (resp. > 0) . En effet, dans le cas
contraire, le théoreme 5.4 (iii) et (iv) [resp. 5.4 (i) et (ii)] ne donne, d’apres le théoreme 5.3, que
des résultats vides. Ce programme sera réalisé dans la section 6.

c) La démonstration des points (i) et (ii) a son origine lointaine dans 1’inégalité¢ de Faber-
Krahn ([FR], [KN1-2]) qui s’appliquait & des domaines de R™ . Plus récemment, la démonstration en
avait été généralisée aux variétés de courbure de Ricci supérieure a celle de la sphére par P. Bérard
et D. Meyer ([B-M]) via une inégalité isopérimétrique de M. Gromov ([GV 2]), et aux variétés
a courbure de Ricci minorée par une constante de signe quelconque par I'auteur ([GT 2,3,4]) via
une inégalité isopérimétrique comparant la variété au “double disque” de I’appendice A.3 ([GT 4]).
La démonstration du point (iii) a son origine dans des travaux de E. Talenti ([TA]) repris par C.
Bandle ([BA]), qui s’appliquaient aux domaines de R™ . La démonstration originale de (iii) ((B-G1])
fut ensuite reprise dans différents travaux des mémes auteurs ((B-B—G], [B-G 2] et [BE 2]). Une
nouvelle démonstration de (iii), donnée par G. Besson dans 1’appendice de [BE 2], a I’originalité
de présenter ce résultat comme une comparaison entre le laplacien de la variété et I’opérateur
—h* - &5 =2k - h* - & sur LX(0,1]) .

Le théoréme 5.4 decoulera ici du théoréme 5.6.

D. Optimalité du théoréme de comparaison

La fonction h* est supposée avoir un comportement asymptotique en 31~" (r € R*) . Nous
supposerons de plus qu’elle est croissante, de classe C? sur 10, %] et vérifie h*(31) + h*(5) >
h*(B1 + B2) pour tous les 31, 3, positifs tels que 4 + 32 €]0, %] .

5.5. THEOREME. — Pour toute fonction h* vérifiant ces hypothéses, pour chacune des
fonctionnelles analytiques riemanniennes estimées dans le théoréme 54, la borne que donne ce
théoréme est en fait I’extremum de la fonctionnelle considérée sur I'ensemble My« des variétés
riemanniennes dont la fonction isopérimétrique admet h* pour minorant.
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Remarque. — Le calcul explicite des bornes inférieure (resp. supérieure) sur M. des
invariants considérés, lorsque Ah*(8) est de la forme C.41~" , (r > 0) est effectué dans les
appendices A.3 et A4.

Dans ce théoréme, les bornes ne sont généralement pas atteintes pour une variété riemannienne
réguliére, mais plutot pour un espace-limite dans un complété de ’ensemble des variétés de révolution
appartenant 3 M« (i.e. I’espace obtenu comme limite, lorsque ¢ tend vers zéro, des variétés (M*, g.)
décrites en 5.B). Cette complétion est décrite dans la proposition 6.1.

Preuve de 5.5. — Une fois établi le théoreme 5.4, ce qui manque pour démontrer 5.5, c’est
de savoir que (M*, g.) appartient 2 M. . En effet, I'inégalité ‘6‘:}1?&’ > h* VXT%}—) n’est vraie

que pour des domaines de révolution et est généralement fausse pour un domaine  quelconque.
Par contre, nous démontrons dans 1’appendice A.1 que, pour des domaines quelconques, la fonction
isopérimétrique h(pr,q,) des surfaces (M*, g.) profilées sur h* vérifie h(psg,) = (1 — By/E).A* . 11
suffit donc de remplacer la métrique g, par §. = (1 — B+/€)?.g. pour obtenir un élément (M*,.)
de M. . Si ’on remplace la métrique g. par §. dans le second membre du théoréme 5.4, on ne
modifie pas la limite de celui-ci lorsque ¢ tend vers zéro. Ceci achéve la preuve du théoréme 5.5. m

E. Comparaison avec un modéle de dimension 1

L’équivalence entre 1’inégalité isopérimétrique de 1’espace euclidien et 1’inégalité de Sobolev
associée au plongement de H; dans L==T est un résultat classique d’Analyse. Celui-ci a été généralisé
aux variétés par E. Bombieri ([BI]) qui a démontré que la donnée de A;,_n est équivalente (2 un
facteur 2!/” pres) 4 la donnée de la constante isopérimétrique Is(M, g,n) = Inf sEn,) (f‘ﬂ‘g\f_—(?) )

L’énoncé suivant généralise cette équivalence entre donnée d’une inégalité isopérimétrique et donnée
des invariants spectraux ou des constantes de Sobolev.

5.6. PROPOSITION (Traduction de 5.4). — Soit h* une fonction dont le comportement
asymptotique est en 81=7 (r € R*) . Alors, pour toute variété (M, g) qui satisfait a I'inégalité
isopérimétrique hpy > h* ,ona

L7 1 @)P 1P as

(i) /\I(Ma y) > Infuecoooqoyé[) j;)l WGP B .

(ii) Pour tout domaine Q C M
SBR[ h*(8)2dB
o y(B)2dp

’\ID(Qv 9 = Infuecge(]o,“,’g-%[)

(iii) Pour tous les (t,z) € Rt x M ,

Ou ,t

1 2
Vol(M, g).kar(t, 7, 2) < /0 (55G-9)] 4.

ol u est la solution de I équation §% — h*(ﬁ)z.gi% =0, de donnée initiale uw(0,+) = 1, qui vérifie
les conditions limites u(t,0) = 0 et u(t,1) =1 .

1 1
. "(B)™ R*(B)™dB) ™
(iv) Am,o(M, g) 2 Infcc(o.13) [ Jo 1o ds ]

Infacr([] [w()—als.dB)¥
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(v) Pour tout i € N, \i(M,g) > C(h*).5%" .
L’ optimalité du théoréme 5.5 vaut aussi pour les inégalités ci-dessus.

F. Preuves des théorémes 5.4 et 5.6

Les propriétés des variétés de révolution établies dans 1I’appendice A.2 prouvent que le
théoreme 5.4 est une conséquence du théoréme 5.6, c’est donc ce dernier que nous allons démontrer.
La preuve suivra grosso-modo la démarche de [B-G 1]. Nous adopterons dans toute la suite la
notation V = Vol(M, g) .

a) La symétrisation du probléme. —

5.7. LEMME. — Soit f une fonction C* de M dans R . Posons a(y) = % Vol{f > u} et
&(f) = fla fonction de [0, 1] dans R définie par

F(B) = Inf{u: a(y) < B}
Alors a est strictement décroissante et
(a) pour toute valeur réguliére y de f ,ona

Foawy=p

~ 1
Va'(w) = V.f' *‘:-/ ——dvp_1 .
a'(p) f'la(p)] oy 1T, Vn—1

(b) pour toute fonction u : R - R

/Muof.dvg = V./ol wo f(B).dB .

(c) pour tout q ,

1
[ 1attyaoy > V. [ F@Mmairas
M 0
(out hpr est la fonction isopérimétrique de (M, g)).
~ _h2 d* ~
@ g5 Fiany AF-dvg > hM(ﬁ)'W[f{bf(ﬂ)} f'd”g] >0

Signification de ce lemme. — L’application f — f est une application de L*(M, dv,)
dans L?([0, 1]) appelée dans la littérature symétrisation (voir par exemple [TA] ou [BA]), cette
application conserve les normes LP des fonctions et permet une comparaison entre la forme
quadratique Q(f) = f,, |df|§.dvg et la forme quadratique Q. (u) = fol |u'(B)[2.h*(B)2.dB ainsi
qu’une comparaison (au niveau des intégrales) entre 1’opérateur laplacien de (M, g) et I’opérateur
L =—h?2. 2y —2h* h*..Z de L¥(0,1)) .

Preuve du Lemme. — La propriété (a) se déduit immédiatement de la formule de la coaire
(¢f. par exemple [B-G-M]) qui s’énonce : pour toute fonction f € C*® , on a

/ sup(f) u 1
u.dv, = / / ——dvp_1 | du
M ! inf(£) {f=n) |df g J
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ol dv,_; est la mesure (n — 1)-dimensionnelle induite sur {f = p} par dv, . Remplagant u par
® o f , utilisant (a) et le changement de variable x — a(y) , on obtient (b). L’inégalité de Holder
donne, pour toute valeur régulicre y ,

1-¢
1
/ ‘df'q_l,dvn—l > L(#)q (/ —d‘—.dvn_1> ,
{f=un} {f=u} |df|

ot L(y) désigne le volume (n — 1)-dimensionnel de {f = u} . La propriété (a) et la définition 5.1
de la fonction isopérimétrique donnent

5.1 / df |9~ dva_y > V.hI[a(w)].| Fla(w]|~" .
{f=n}

Or, la formule de la coaire, appliquée a la fonction u = |df|? , donne, d’aprés (a) et (5.1) :

sup(f)
/ \df |7 = / / (A1 dvn_1.d
M inf(f) J{f=n}

sup(f) -
>V / ML Pl d
inf(f;

ce qui prouve (c). Notons D, I’ensemble {f > p} . La formule de Green et (5.1) donnent pour
toute valeur p réguliére,

Af.dv, = / \df|.dvn_y > —V.K[a()]. Fla(u)] >0 .
D, aD,

Une démonstration identique a celle de (b) donne

a(p) _
/ f.dvg = V/ f(®».dg .
D, 0
On déduit (d) des deux derni¢res équations. [ |

Preuve des inégalités (i), (ii) et (iv) du théoréme 5.6. L’inégalité¢ (iv) se déduit
immédiatement des propriétés (b) et (c) du Lemme 5.7. L’inégalité (ii) s’en déduit également en
utilisant le principe du min-max et en remarquant que, si f s’annule sur le bord de 2 , alors

f \‘,’0"1']“7,1 =0 . L’inégalité (i) se déduit de (ii) en remarquant qu’un au moins des deux domaines
{f >0} et {f < 0} est de volume inférieur ou égal a V/2 . n

b) Ou réside la difficulté de prouver (iii) et (v)?. — Comme !’application ¢ : f fde
L*(M, dv,) dans L*([0,1]) vérifie ||f|[2. = V.||®(H)|[2 et Q(f) > V.Qu-[2(f)] on est tenté de
lui appliquer le principe de comparaison utilisé dans la section 4 (Lemme 4.1) et d’en déduire que
le spectre de @ est minoré par celui de Qg+ . Or ceci est faux des la seconde valeur propre. Pour les
variétés de révolution profilées sur h* c’est méme 1’inverse qui est vrai. En effet, nous démontrons
dans I’appendice A.2 que le spectre de Q. correspond seulement i celui de la restriction Q° de
@ au sous-espace Ko de Hi(M,g) dont les éléments sont les fonctions invariantes par les rotations
autour de P’axe. On a donc p;(Qpe) = pi(Q°) > p:(Q) . Ainsi, pour la spheére S2 , on a

12(Qre) = 12(Q) =6,

alors que x(Q) = 2 . La raison pour laquelle le lemme 4.1 ne s’applique pas est que ® n’est pas
une application linéaire et que I'image de H;(M, g) par & est un cone dont il faut contrdler qu’il ne
dégénere pas trop pour en tirer un principe de comparaison.
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c) Fin de la preuve du théoréme 5.6. —

Preuve de 5.6 (iii). — Notons v la solution de I’équation de la chaleur de donnée initiale
64, (01 o est un point fixé€ de M). Notons ¢ 1’image par ¢ de v (¢f. lemme 5.7) et posons

D(t, ) = {z € M : v(t,z) > (¢, B)}
8
u(t,fB) = V./ 0(t, s)ds .
0

Appliquons la propriété (b) du lemme 5.7 (en y remplagant u par X)s(:,g)+o0l) , PUis la
propriété (d), nous obtenons successivement

52) it f) = / olt, y).dv, () ,
D(t,8)

& o
0< - Bz [ / v(t,y).dvg(y)] < f Av.dv, < / —§.dvg
8% LU p.p) D(t,8) D,py Ot

Le dernier membre est égal a —% d’aprés [BA] lemme 4.23. Nous en déduisons
ot i
as (IB) 2 \
ot op
L’égalité (5.2) implique par ailleurs que
(0, ) = éxo(xD0tp)) = 1,
a(t,0) < sup[u(t, »)]. Vol[D(¢,0)] = 0

i) = [ ot oy =1.
M

Le principe du maximum et I’hypothése A, > h* impliquent que @ est majoré par la solution u de

Ou 200
o O 8ﬂ2 =

u®,0 =0, u@,1)=1, u@,s)=1,
a condition que celle-ci existe et soit unique, ce qui est démontré dans I’appendice A.2. Nous avons
donc démontré pour tout (a,t)

aﬂu BB < / 5048

La convexité de ¢ — ¢* et la deuxiéme formule de la moyenne impliquent la méme inégalité sur les
intégrales des carrés des dérivées. Nous achevons la preuve en utilisant la loi de semi-groupe et le
lemme 5.7 (b) qui donnent

ou ,t 2
Vol(M, g).km,g(¢, zo, T0) = V/ ,y dvg(y) / [Gﬂ 2, d

Preuve de 5.6 (v). — Les valeurs propres A; du laplacien de (M, g) vérifient

Te X! = Trace e7*4 =/ ky(t, 2, z).dvg(z) .
M
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D’aprés le théoréme 5.4 (iii), cette derni¢re quantité est majorée par
VOI(M’ gt)kg‘ (t’ zo, 330) < C(h*)'t—}l/z

(voir aussi les calculs des k,, donnés en appendice A). Posons ¢ = ;\1: , nous obtenons
Lk <me i ¢ CR*NE?
€

ce qui acheve la preuve. ]

6. Etablissement d’inégalités isopérimétriques sur les variétés

En 1919, Paul Lévy ([LE]) démontra que la fonction isopérimétrique de toute hypersurface
convexe M de R™! | de courbure supérieure a celle de la sphére, est minorée par celle de (S™,can) .
Ce résultat a été généralisé par M. Gromov ([GV 2]) aux variétés riemanniennes (M, g) dont la
courbure de Ricci est plus grande que celle de la sphere canonique. Parallelement, C.B. Croke
([CR 1]) a donné un minorant de la fonction isopérimétrique de toutes les variétés dont la courbure
de Ricci et le volume sont minorés et le diamétre majoré. Dans [GT 2—4], le méme type de résultat a
été obtenu sans hypothése sur le volume, i.e. si on se donne un minorant K (éventuellement négatif)
de la courbure de Ricci et un majorant D du diamétre, il existe un nombre R(K, D) tel que la
fonction isopérimétrique du double du disque de rayon R(K, D) (cf. I’appendice A.3) minore celle
de (M, g) [théoréme 6.15]. Dans [B-B-G], le méme type de résultat a €té démontré en prenant pour
espace de comparaison une sphere de rayon R'(K, D) (une nouvelle preuve en est donnée dans le
théoréme 6.16).

Nous allons, dans la suite, établir un certain nombre d’inégalités isopérimétriques et en déduire
des estimations du spectre, du noyau de I’opérateur de la chaleur et des constantes qui interviennent
dans les inégalités de Sobolev. Au-dela du résultat, les préoccupations suivantes soutendront le choix
que nous ferons des hypotheses : toute hypothése géométrique délimite, dans 1’ensemble de toutes
les variétés riemanniennes (M, g) un sous-ensemble R .

¢ Quelles sont les hypothéses nécessaires pour que les variétés riemanniennes appartenant a
I’ensemble R qu’elles délimitent vérifient toutes une méme inégalité isopérimétrique et pour que
cette inégalité induise une majoration (resp. une minoration) non triviale du noyau de 1’opérateur de
la chaleur (resp. de chaque valeur propre du spectre? (cf. la section 6.A).

o Quelles sont les hypotheéses suffisantes pour obtenir le méme type de résultat? Voir les
théorémes 6.11, 6.13, 6.14, 6.15, 6.16, 6.17, 6.18 et la discussion autour des théorémes 6.9 et 6.10.
L’idéal est bien entendu de ne retenir comme hypothéses suffisantes que celles qui se sont avérées
nécessaires dans la section 6.A.

¢ En déduire des inégalités isopérimétrique et spectrales qui soient optimales quantitativement
[i.e. I’égalité est atteinte pour une des variétés appartenant a la classe R considérée, voir les théoremes
6.12, 6.13, 6.14, 6.15 et 6.16 (i)] ou qualitativement (théorémes 6.17 et 6.18).

A. Discussion sur les hypothéses retenues.

a) Nécessité d’une borne sur le diamétre. — L’énoncé suivant montre que, pour que
toutes les variétés d’un ensemble R de variétés riemanniennes vérifient une méme inégalité
isopérimétrique et pour que cette inégalité induise une majoration (resp. une minoration) non triviale
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du noyau de I’opérateur de la chaleur (resp. de chaque valeur propre) il est nécessaire que les
diamétres des variétés de R admettent une borne supérieure finie.

6.0. PROPOSITION. — Etant donné une fonction h* qui vérifie les hypothéses de la
définition 5.2 (i), notons D (resp. A; , resp. k;) la borne supérieure (resp. inférieure, resp. supérieure)
des fonctionnelles

(Mag) — dlam(M7g) ) (M>g) L )‘t(M7g) )

et
(M7 g) Land VOI(M7 g) SupIGM k(M,y)(t»sz')

sur I'ensemble des variétés riemanniennes (M, g) qui vérifient I'inégalité isopérimétrique h(nr g) >
h* . Pour que kﬁ < +oo (resp pour que lim;_, ., A; = +o0) il est nécessaire que D soit fini, et on a
alors D <2 fol/ h*(B)~1dB = diam(M*, g.) pour toute variété de révolution (M*, g.) profilée sur
h* (cf. la section 5.B). Cette condition est également suffisante lorsque h* vérifie de plus I’ hypothése
de sous-additivité : h*(B1 + B2) < h*(B1) + h*(B2) pour tous les By, 3, tels que By + 3, < 1/2 .

Preuve. — Prolongeons h* a ’intervalle ]O, 1[ en posant h*(1 — 3) = h*(8) . Considérons
n’importe quelle vari€té riemannienne (M, g) qui vérifie hpr,g) > h* . Etant donné deux points
z et y de M tels que d(z,y) = diam(M,g) , notons B, la boule de centre z et de rayon
r et posons A(r) = ‘—%&%@ . Reprenons les notations de 1.B en appelant S™~! la sphére
unitaire de 1’espace tangent T, M , t(X) la distance de coupure dans la direction du vecteur
X € S™!' | & la carte normale et a la densité de la mesure ®*dv, par rapport a dt - dX .
Posons Q, = {X € S™1: #(X) > r} . La décroissance de la famille 2, implique que

1 r " .
A(r)— AGr— ) > m—)/ﬂ /r_ha(t,.X)dt-d_X ,

donc que
lim inf A(r) — A(r — h) S Vol(0B,)
h—0, h ~ Vol(M)

En faisant le changement de variable 8 = A(r) , nous en déduisons :

AenM:9) Vol(0B,) . _ /‘ dp
Vol@B,) " = Jo W B)

Comme h*(8) ~ Cte x B!~" quand § tend vers zéro, D est fini d&s que » > 0 donc (d’aprés
le théoréme 5.3) dés que k;, < +oo ou dés que lim;_, A; = +oo . Réciproquement, sous
I’hypothése de sous-additivité de h* , I’appendice A.1 prouve que les surfaces de révolution (M*, g.)
profilées sur h* vérifient 1’inégalit€ isopérimétrique h(ar 5,) = h* , au prix d’une perturbation
asymptotiquement nulle de la métrique du type §. = (1 — Be)?.g. . Or, nous avons vu dans
la section 5.B que le diametre de (M*,g.) vaut 2L = Zfol/z R*(B)~1.dB . Ceci implique que

diam(M, g) = /
0

D = diam(M*,g.) =2 fol/z R*(8)~'dp , ce qui achéve la preuve. (]
b) Autre hypothése pouvant remplacer celle sur le diamétre. — L’hypothése “diameétre

borné” sera remplacée par I’hypothése “constante isopérimétrique de Cheeger minorée” (définie au
théoreme 6.9) qui donne des résultats quantitativement meilleurs, car optimaux (théorémes 6.11,
6.12, 6.13 et 6.15). On remarquera cependant que les hypotheéses de ces théorémes impliquent
implicitement que le diamétre est borné (cf. le théoréme 6.11 (ii)) et que, lorsqu’elles sont vérifiées,
elles sont qualitativement (mais pas quantitativement!) équivalentes aux hypotheses “diamétre majoré
et courbure de Ricci minorée” d’apres le théoréme 6.14.
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c) Nécessité d’ une hypothése sur la courbure de Ricci. — Le contre-exemple de I’appendice
A.6 montre que, méme si le diamétre et le volume d’une suite de variétés riemanniennes (M, g;.)
est supposé constant, il est possible que A;(M, gx) tende vers zéro lorsque k tend vers I’infini. Sur
ce contre-exemple, ceci n’est possible que parce que la variété comporte des rétrécissements ou
certaines de ses courbures sont trés négatives. La nécessité d’une hypothése sur la courbure est
prouvée par la remarque suivante :

LEMME. — Considérons I'ensemble des variétés d’ Einstein de dimension paire fixée dont
le diamétre est majoré par une constante D . Pour que la fonctionnelle (M, g) — \i(M, g) admette
sur cet ensemble un minorant non trivial, il est nécessaire que I’ensemble des valeurs possibles de
la courbure de Ricci soit minoré.

Preuve. — Considérons d’abord le cas de dimension 2. Considérons un entier v tel que
2y — 3 > 7 . Un résultat classique de géométrie hyperbolique (fondé sur le corollaire 4.2 et
une estimation de la premiére valeur propre du probléme de Dirichlet sur chacun des pantalons
hyperboliques) assure 1’existence d’une surface H de genre v , de deux constantes positives a et
B et d’une suite de métriques g, de courbure —1 sur H qui vérifient lim,_, ., diam(H,g,) =
+oo , M(H,gn) < o.e”F-damHign) (voir par exemple [BU2]). Posons d, = diam(H,g,) .
Alors la métrique g, = 717971 est de courbure constante et de diameétre borné, bien qu’on ait
lim, o A\i(H, ) = 0 . Le lecteur construira les contre-exemples de dimension supérieure en
considérant les produits riemanniens de (H, §,) par elle-méme. ]

d) Role joué par la double hypothése “diamétre majoré et courbure de Ricci minorée”,
compactification de I'ensemble des spectres des variétés de révolution qui vérifient cette double
hypothése. — Sur la variété M* =]0,1[xS™"! , on appelle métrique de révolution compacte
toute métrique de la forme g = (L.ds)? + b(s)?.g,n-1 , oli L est une constante finie et ol b est une
fonction de classe C! sur [0, 1] telle que 5(0) = b(1) = O (i.e. par adjonction de deux pdles g et
z1 , la variété riemannienne (M*, g) est compacte, une telle métrique est éventuellement singuliere
en zo et x1 .

On définit une distance entre métriques de révolution g, et g, , ot g; = (L;ds)?+b;(s)?.ggn-1 ,
en posant

d(g1,92) =|L1 — La| + ||b1 — b2 0.«
b by

+ —_

(fo bl(S)"‘lds)ﬁ K bz(s)"‘lds)# s '

Notons R, p I’ensemble des métriques de révolution compactes sur M * dont la courbure de
Ricci est minorée par (n — 1)K dans les directions radiales et le diamétre majoré par D .

On construit le complété de R i, p en considérant les classes de suites de Cauchy de métriques
pour la distance d . Nous avons vu dans la section 5 que, parmi ces suites, certaines jouent
un role extrémal dans les inégalités isopérimétriques et analytiques, ce sont les “écrasements”
qui se construisent ainsi : A chaque métrique ¢ = (Lds)?* + b(s)%>.ggn-1 , On associe la suite
g1/n = (Lds)* + L. b(s)2.ggn-1 .

6.1. PROPOSITION. — Le complété de Ry p pour la distance d est compact. Son bord
est formé de toutes les classes d’écrasements de métriques g € Ry p . Pour chaque i € N |
I'application g — X;(g) est uniformément continue. En particulier lorsque g, tend vers un point du
bord, \i(gn) tend vers la iéme valeur propre du spectre-limite d’ un écrasement (dont le calcul est
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effectué dans I’ appendice A.2 en fonction du profil isopérimétrique).

Des préoccupations similaires a celles de ce résultat sont présentes dans [CR-GV] et dans
[FA1 et 2], ces derniers résultats s’appliquant & toutes les variétés réguliéres de diamétre borné, mais
supposant la courbure sectionnelle minorée et majorée.

Preuve. — Nous allons démontrer que toute suite (gx)ren admet une sous-suite qui converge
(au sens C%%) vers une métrique g ou qui est asymptotiquement équivalente 2 un écrasement. En
multipliant la métrique par une constante ad hoc, nous pouvons supposer que Ricci > —(n — 1) .
Posons g = (Lxds)? +bi(s)*.ggn-1 . D’aprés la formule (1.8), la courbure de Ricci vaut — "L“ . %':1
en tout point différent des poles. Par ailleurs, le développement limité de la mesure au voisinage des
poles (cf. I'interprétation géométrique des définitions 1.3) montre que, si la courbure de Ricci est
supposée partout minorée par —(n — 1) , alors 0 < b,.(0) < L (car le point-conique éventuel ne
peut avoir pour courbure —oo). Un raisonnement identique donne —L;, < b}.(1) < 0 . Notons D la
borne supérieure du diamétre. Le principe de Sturm-Liouville, appliqué a I’inéquation b} < D%.b; ,

1
implique que bi(s) est bornée par Bb'k(O).sh(D.s) , donc que b} est bornée supérieurement par

une constante A . Posons fr(s) = bi(s) + %s(l —s) . Le fait que f;' < O implique que
(1) £ £1(s) < £;(0) . La compacité du plongement de C! dans C°* implique que les suites f;

et by admettent des sous-suites f, et b, convergentes au sens C* vers des fonctions f et b et que
L}, admet une sous-suite correspondante de limite notée L . Le principe de Sturm-Liouville donne

b,(s0 + 8) < by(s0). ch(Ds) + —lD—.b;,(so) sh(Ds) .

Lorsque sp €]0, 1[ est tel que lim,_. o, by(s0) = 0, la positivité de b, implique que lim,_, b;,(so) =
0 et que b = lim b, est partout nulle. L’alternative est donc la suivante : ou bien b est partout non
nulle sur ]0, 1[ et alors g, converge vers la métrique g = (L.ds)? + b(s)?.gsn-1 , et le spectre de
gp tend vers le spectre de g d’aprés le lemme 3.1, ou bien b est partout nulle sur [0,1] . Dans ce

1
dernier cas, posons B, = b,( fol bp(s)"~'ds) ™1 . On a alors B < D?.B, . Par un argument
du type Sturm-Liouville (analogue a celui qui intervient dans la preuve du théoréme 1.6 (i)), nous
montrons que 77(% est décroissante et donc que

1 n— %0 n-1 1 _ n—
L Gr) e [ Goe) e [ hpa—) #l

0

Nous en déduisons que la norme L de B, est uniformément majorée par une constante A . Comme
précédemment, on pose fp(s) = Bp(s) + A.D?5(1 — ) /2 . De la concavité de f, on déduit que,
pour tout s € [e,1 — €],

1 1
UM = fd -1 < f(1 = &) < f5() < f0) < < [fple) = f(O) .

Par conséquent une sous-suite de B, converge uniformément vers une fonction B sur [e,1 — €] .
Comme de plus B, est bornée sur [0,e]U [1 —¢€,1] , une sous-suite de B, converge vers B en
norme L™~! . Ceci implique que les métriques gp correspondantes vérifient d(g,,g1/,) — 0 , ol
g1/p est la suite d’écrasements donnée par

1
g17p = (L.ds)* + FB(S)Z.gSn_l )

Le fait que I’hypoth¢se de minoration de la courbure de Ricci continue a &tre vérifiée a la limite
résulte du fait que 1’inégalité

B,(z+h)+ By —h) —2B,(z) < h:.  sup  B,(t)
t€Elz—h,z+h]
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passe a la limite.

Convergence des spectres lorsque b, tend vers zéro : la démonstration de I’appendice
A.2 prouve que, dans ce cas, A;(M*,g,) est équivalente (lorsque p — oo) a la i€me valeur
propre de la forme quadratique Qp, : u +— L;? fol u'(s)2.Bp(s)""1ds , de domaine inclus dans
L*([0, 1], By(s)"~'ds) . Notons &, la somme directe des espaces propres du laplacien de la métrique
gp correspondant.a des valeurs propres plus petites qu’un A donné. Il résulte de [GT5] (preuve du
théoreme 1.1), appliqué a la formule de Bochner (1.6), que toute fonction u € &, vérifie

lldul|pee(g,y < CU, DXL+ N4 |dul 12,
< O, DY+ ) [ul 2, -
En appliquant le principe du min-max on en déduit que
Ai(@,) < A(@p) + C(K, D)1 + ) ||B, — B||pn-1 .

La méme inégalité étant vraie quand on intervertit Qp et Qp, , Ai(@p,) tend vers \;(Q p) qui est
explicité dans I’appendice A.2. ]

B. La fonction isopérimétrique pour elle-méme.
a) Continuité. —

6.2. LEMME. — La fonction isopérimétrique de toute variété riemannienne compacte est
continue.

Preuve. — La preuve découle, de maniére évidente quoique non explicitée, de démonstra-

tions faites dans [GT2], [BR], [GT4], [B-P] et [GT6]. Le fait que hps(3) tende vers zéro lorsque S

tend vers zéro se déduit immédiatement du fait que s [Y5B4E2 | < 2B . Quitte & faire subir

une homothétie a la métrique, on peut supposer que Vol(M) = 1 dans la suite de la démonstration.
La variété étant fixée (donc de courbure bornée), le théoréme de comparaison de Rauch implique
I’existence d’une constante positive « telle que, pour tout z de M ettout ¢ <

%.5" Vol(B™) < Vol B(z,¢) < %.5".V01(B")

3
Z.e”_l Vol(§™~!) < Vol 8B(z,¢) < %.e"“.Vol(S""l) .
Par ailleurs, pour chaque ¢ et tout domaine §2 , le théoréme de Fubini donne 1’égalité “
/ Vol[B(z,e) N Q).dz = / Vol[B(y, €)].dy ,
M Q

d’ou I’existence d’un point z de M tel que

classique” :

Vol()
Vol(M) *
Considérons deux nombres § et 8’ tels que 0 < 8 < 3’ < 1 . Notons ¢ le nombre réel positif défini
par %.s”.Vol(B").,B’ = (' — B . Pour tout n > 0, il existe un domaine Q tel que Vol(Q) = B
et Vol 0Q < hp(B') +n . L’argument précédent assure 1’existence d’un point z et d’un nombre &’
inférieur a ¢ tels que Vol[Q2 \ B(z,e')] = 8 . Nous obtenons donc

hat(B) < ha(B') +n + Vol[dB(z,e")]

8 -8

< hu(8)+ C(T)n— :

Vol[B(z,e) N Q] > %e". Vol(B™).
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la deuxie¢me inégalité étant obtenue par passage a la limite et en appliquant le théoréme de Rauch
(¢f. supra). En changeant 8 et ' en (1 — 3) et (1 — ') , et en utilisant la symétrie de Ay, , nous
obtenons de méme

B - ﬂ)(n—l)/ n

-8

ce qui achéve la démonstration de la continuité de hys . n

hu(B) < ha(B)+ Co (T

)

b) Comportement de la fonction isopérimétrique au voisinage de zéro. —

6.3. THEOREME (P. Bérard, D. Meyer [B-M]). — Soit (M,g) une variété rieman-
nienne donnée. 1l existe une fonction e () , qui tend vers zéro avec x , telle que tout domaine
Q inclus dans (M, g) vérifie

Vol 62 Vol §*~1
NVolayi—17m = > (- E(M’g)[VOI(Q)D(V)l—B")T% .

Cette inégalité optimale ne découle pas trivialement du fait que la métrique est asympto-
tiquement euclidienne (c¢f. 1.A.a) car les domaines de petit volume et de diamétre non petit sont
admis.

Sur une variété fixée, on a donc toujours

Vol 571 _L -1
hu(B) ~ oy Vol M) TE B
Ceci ne prouve évidemment pas que la borne inférieure h* des foncnons isopérimétriques d’une
famille infinie de variétés ait aussi un comportement asymptotique en ,31‘ = (un contre-exemple est
donné par I’appendice A.5). Un tel résultat (sous des hypothéses géométriques ad hoc) sera donné
par le théoréme 6.15.

c¢) Propriétés de la dérivée de hp;. — La dérivabilit€ presque partout de la fonction hy,
est établie dans [B-P]. Le lemme suivant répond a des préoccupations différentes.

6.4. LEMME. — Sur toute variété riemannienne compacte (M, g) :

(i) pour tout B €]0, %] , il existe une hypersurface H qui a la propriété de régularité 1.5,
qui partage la variété en deux domaines de volumes respectifs 3. Vol(M, g) et (1 — 3). Vol(M, g) et
qui vérifie

VOI(H)
YolO) = hy(B) .

1[h +e)—h

(ii) La courbure moyenne n de cette hypersurface (en tous les points réguliers) est une
constante minorée par -5 .limsup, _, 1 .

€
(iii) Si h* et ® sont des fonctions de classe C' définies respectivement sur 10, %] etR , si®
est croissante et si ® o hyy — ® o h* atteint un minimum local en un point 8 de 10, -‘2-[ , alors ce

point est un point régulier de hpr et la courbure moyenne n de I’ hypersurface minimisante H qui
réalise hp(B) vérifie

e 2B
- = h* .
(n =Dy = hiy(B) = k¥(B). —5— 7= Tha(B)]
Preuve. — La partie (i) est une remarque de M. Gromov ([GV2]) sur un résultat de F.

Almgren prouvant I’existence et la régularité¢ de courants minimaux de volume interne donné (voir
aussi [MI], [BU1] et [B-P]). Une rédaction compléte de cet argument serait cependant souhaitable.
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Preuve de (ii) et (iii) : soit » une fonction C'*° quelconque, définie sur H , dont le support
est inclus dans I’ensemble des points réguliers de H (ceux-ci forment un ouvert dense). Considérons
la variation Vi(z) = V(t,z) = ®(t.u(z),z) , ou & est la carte normale a H définie en 1.B.b.
L’hypersurface H, = V;(H) partage M en deux domaines 2, et M \ Q, de volumes respectifs
B(t). Vol(M, g) et (1 — B(2)). Vol(M, g) . (noter que la variation laisse fixes les points singuliers de
H , donc que H,; a le méme type de régularité que H = Hp). La formule de variation premiére des
volumes donne, au point ¢t =0 ,

6.1) i(Voth) = / u.dvg , i(Vol H)=((n-— 1)/ n(x)u(z)dvg(z) .
dt H dt H

La propriété minimisante de H implique que n est constante (prendre u d’intégrale nulle). Lorsque
u est d’intégrale non nulle, la fonction ¢ — B(¢) et sa réciproque sont dérivables au voisinage de
zéro. Nous déduisons (ii) du fait que

hulBO) = bag®) _ o VOICH) = VoIt _

msup === =F < I Vol — Vol

Le méme raisonnement, appliqué a la fonction ® o hpsr — ® o h* , donne, en tout minimum local de
cette fonction,
0<[®ohpy —Poh*][BE@)] —[®ohpy —Boh*I(H)
Vol H, Vol H . Vol ./ Vol
< - - pra—— .
<®(goar) ~ 2(Sorar) * 2" (Sorar) ~ 2" (Sorar)
De la formule (6.1), on déduit ensuite

0<[@ohy —PoR™][BM] —[®ohy —Poh*](B)

1
<o / w.dvg) (' 0 hag(B).(n — 1)y — @' o h*(B).h*(8))t +o(t) < o[ B(t) — ] .
Vol M * Jy
La derniére inégalité s’obtient en remarquant que ¢ et 3(t) peuvent prendre les deux signes et sont
du méme ordre de grandeur dés que [ g u-dvg # 0, ceci prouve (iii). [ ]

d) Comparaison de la croissance de la fonction isopérimétrique d’ une variété a courbure
de Ricci minorée avec celle d’une variété a courbure constante. Nombre de composantes connexes
des domaines de bord minimal. — Nous systématisons ici une démarche entamée dans [GT2-4].
Considérons un élément quelconque (K, R, ¢) de Rx]0, +oo[ x]0, 1[ et notons sy la fonction définie
en (1.9). Nous appellerons “trompette” la boule B*(R) , de rayon R , munie de la métrique qui, en
coordonnées polaires

{]0, Rl x §"~' — B™(R)

(t,z) — t.x,
s’écrit
ge = (dt)? + €2 s g (#) . ggnr .

Lorsque € = 1, nous obtenons ainsi la boule de rayon R et de courbure constante I . Nous noterons

Lo 66

My p,e la variété riemannienne (appelée “modele” par la suite) obtenue en recollant sur leur bord
deux exemplaires de la “trompette” (cf. 2.E.a). Les espaces My g, sont les espaces de révolution
de dimension n profilés sur la fonction
1
hk r(B) = ;Is(w.ﬂ) )

ol Is(fy” sx(®)"1dt) = sxc(2)" ! et od w =2 [ s (®)" Nt .
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6.5. PROPOSITION. — La fonction isopérimétrique h s de toute variété riemannienne com-
pacte (M, g) dont la courbure de Ricci est minorée par la constante (de signe quelconque) (n — 1)K
vérifie la propriété suivante : pour tout (3, R) e]O,%] x R* | si hy(B) > hi,r(B) , alors
hy 2 hi,r sur tout Uintervalle 10,81 . En particulier, pour établir I'inégalité isopérimétri-
que hyr > hir , il suffit de vérifier que har(3) est plus grand que hi r(3) .

Preuve de la proposition 6.5. — Si la proposition est fausse, il existe un couple de valeurs
(8, R) €10,1] x R* et un nombre ' €10, A tels que hp(B) > hi,r(B) et hy(B') < hg,r(B') .
Ceci (avec la continuité de hps) implique I’existence d’un nombre 5o €13, Al tel que

1
ham(Bo) < hi,r(Bo) et lim S(l)lp g(hM(,BO +¢€) — ham(Bo)) > k. r(Bo)

Notons H I’hypersurface qui réalise has(fo) et qui divise M en deux domaines 2 et M \ Q de
volumes respectifs Gy. Vol(M) et (1 — Fp). Vol(M) . De méme, notons 2* le domaine de révolution
(voir la définition en 5.B) qui partage M r . en deux domaines de volumes respectifs Gp Vol My g .
et (1 — fBo). Vol M g, . Si n (resp.n*) désigne la courbure moyenne de 052 (resp. de 92*) pour
’orientation extérieure de la normale, on déduit du choix de (3 et du lemme 6.4 (i) et (ii) que
Vol(H)  Vol(oQ*)
Vol() Vol(Q2*)
Par le théoréme 1.6 (ii), en posant u, = sup(u,0) , nous en déduisons

/0 [ex(®) — ns®IT1dt > /0 ek (t) — n*sxe®Idt |

ce qui est en contradiction avec le fait que n > n* . n

etn>=n.

De la proposition 6.5 découlent les corollaires suivants :

6.6. COROLLAIRE. — Sur toute variété riemannienne compacte dont la courbure de Ricci
est positive ou nulle,

(i) %{4_—(? décroit sur 10,11 . Son minimum est réalisé par une hypersurface qui partage la

variété en deux domaines de méme volume. De plus, k37T (B1) + h3 1 (B2) > k3T (By + B2) pour
tous les 1,32 tels que B+ B2 < 1/2 .

(ii) Pour tout B €10,11 | tout domaine Q qui réalise hp(B) (i.e. tel que YOSk = 3 et

Vol M
YEEL = hp(B)) a une seule composante connexe. De plus, si nous notons W3 I'ensemble des

domaines connexes a bord régulier dont le volume interne vaut (3. Vol(M, g) ,

Vol 6§
hﬂl(ﬂ) = IanEWg [VO](M g) .

Preuve du corollaire 6.6. — Comme ho r(8) = —771‘,;-}7/31‘% d’apres I’appendice A.3 (i), la
proposition 6.5 implique que, si 8 < fo , alors 2240k > -51_-_,-,*; . Ceci implique (i). Dés que B
et 3, sont strictement positifs, on obtient donc hps(5;) + h;w(ﬂz) > hp(G1 + B2) , ce qui prouve
que tout domaine minimisant a au plus une composante connexe. Si §2,, est une suite de domaines a
bord régulieur, de volume relatif 3 , tels que V{’,lo—laff tende vers hps(8) , alors les volumes de toutes
les composantes connexes de §2,, , sauf une, tendent vers zéro. En ne conservant que la composante
connexe dont le volume ne tend pas vers zéro, et en modifiant légérement son bord, on obtient une
nouvelle suite Q! telle que
Vol 09,

Vol M

Vol 2,

Vol M =8

— hpm(B) . ]
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6.7. — Sur toute variété riemannienne compacte dont la courbure de Ricci est minorée par
(n — DK , pour tout By tel que hp(Bo)* > —(n — 1)2K.B2 la fonction 3 — LME@ est strictement
décroissante sur I'intervalle 10, Bo[ .

Preuve du corollaire 6.7. — D’apres le corollaire 6.6, il suffit de faire la démonstration
lorsque K est négatif. Montrons d’abord que B +— Iiﬂ@ est décroissante. Ceci découle de la
décroissance de = — s:h’ eyl dont la dérivée est négative si et seulement si

(n—-l)——/ (sht)* ! < (shz)"!.

Cette derniére inégalité se démontre en majorant & S par sht Comme lim, _, o, z’ =n-1)/|K]|
I’existence d’un nombre fini R tel que hy r(Bo) = hap(Bo) découle de I’hypothése hpr(Go) >
(n — 1)4/|K|Bo . De la proposition 6.5 et de la décroissance de 3 — ﬂﬂ@ , on déduit

hu(B) o hxrB) B
hm(Bo) ~ hk,r(Bo) ~ Bo

6.8. COROLLAIRE. — Pour tous les (K,D) € R x R* | il existe une constante positive
B(I, D) telle que, pour toute variété riemannienne compacte (M, g) dont la courbure de Ricci est
minorée par (n — 1)K et le diamétre majoré par D ,

(i) EME@ décroit strictement sur I'intervalle 10, 5(K, D)] .

(ii) Pour tout B €]0, S(K, D)] , tout domaine qui réalise hp;(3) n’a qu’une seule composante
connexe.

(iii) Si Wg est I’ensemble des domaines & bord régulier, de volume interne (3.Vol(M,g) ,
dont le nombre de composantes connexes n’ excéde pas 1+2.8(K, D)~ , alors, pour tout 8 €0, %] R

Vol 0Q
har(B) = Inf [-—}
m(B) n Qew) Vol(M, 9)
Preuve du corollaire 6.8. — Le théoréme 6.15 implique en particulier I’existence d’un

nombre (K, D) tel que ﬁﬂll“_i@ > v(K,D) , donc I’existence d’un nombre B(K,D) tel que

hﬁ%{—‘ﬁ[’n > (n — 1)4/]K] . Le corollaire 6.7 implique (i). Les points (ii) et (iii) se déduisent

de (i) selon le méme schéma que celui de la preuve du corollaire 6.6. [ ]

C. Inégalités isopérimétriques optimales sous les hypothéses “courbure de Ricci et
constante isopérimétrique de Cheeger minorées”.

Pour toute variété riemannienne (M, g) , on définit la “constante isopérimétrique de Cheeger”
H(M,g) par
Vol 092 — Inf h M(,B)
Min(Vol 2, Vol M \ Q) pENY T g
Le lien avec le spectre est établi par le

H(M,g) =Infocy

6.9. THEOREME (J. Cheeger [CHE]). — Pour toute variété riemannienne sans bord
(M,9) ,

1
MM, g) > 7HOM, g .
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Nouvelle preuve. — La donnée de la constante isopérimétrique de Cheeger est équivalente
a I’'inégalité isopérimétrique
hm(B) > H(M, g).B .
D’aprés 1’appendice A.4 (iii), le bas du spectre des variétés de révolutions (AM*, g.) profilées sur la
fonction h*(8) = H(M,g).B est égal & H(M, g)* lorsque ¢ est suffisamment petit. Le théoréme
6.9'se déduit donc du théoréme 5.4 (i). ]

Remarquons que /a seule donnée de la constante isopérimétrique de Cheeger n'est pas
suffisante pour minorer les autres valeurs propres ni le noyau de I'opérateur de la chaleur, comme
le prouve la

6.10. PROPOSITION. — Pour tout i € N*, pour tout t€ R* et tout nombre positif §, on a

2
Inf{\;(M, g) : (M, g) telles que H(M, g) > 6} = 6

Sup{Vol(M, 9).kcps,q)(t, x, ) : (M, g) Vérifiant H(M,g) > etz € M} = +oo .

Preuve. — La propriété H(M,g) > 6 étant équivalente a I'inégalité isopérimétrique
hum(B) = 6.8, la seconde égalité découle du théoréme 5.3. La premiere égalité découle d’un contre-
exemple, donné par P. Buser dans [BU2], qui peut se relire de la mani¢re suivante : 1’appendice A.1
(i) assure I’existence d’un nombre B tel que la famille des variétés de révolution (M*, ¢.) profilées
sur la fonction h*(8) = 8§(1 — Be)~! - B vérifie H(M*,g.) > 6 . L’appendice A.4 (iii) assure que
m est un point d’accumulation du spectre de (M*, ¢g.) . | ]

Pour améliorer I’inégalité de Cheeger, d’une part en 1’étendant aux autres valeurs propres,
d’autre part en améliorant quantitativement I’estimée de la premitére valeur propre, il est donc
nécessaire de faire une seconde hypotheése sur la géométrie de la variété. Celle que nous ferons
ici porte sur la courbure de Ricci.

A tout couple (K, H) € Rx]0,+o0[ tel que (n — 1)2Ix > —H? , nous associons /a plus petite

solution positive R = R(K, H) de I'équation TR-K—(—I(%:——la H (hypothése (n — 1)’ > —H?

assure ’existence d’une telle solution). Nous notons B(K, H) (resp. B,) la boule géodésique de
rayon R(K, H) (resp. de rayon r) dans 1’espace simplement connexe de courbure constante I{ .
Nous définissons la fonction R¥ u »de 10, %] dans R* en posant, pour tout r €]0, R(K, H)] ,

B ( Vol B, ) _ ( Vol 0B, )
K.H\2 . Vol B(K,H)) ~ \2-Vol B(K, H)

Rappelons que kJ K.H) €t kB K, désignent les solutions fondamentales de ’équation de la chaleur

sur la boule B(K, H) , soumises aux conditions de Neumann et de Dirichlet sur le bord et que

MP[B(K, H)] désigne la premiére valeur propre du spectre de cette boule pour le probleme de

Dirichlet.

6.11. THEOREME. — Soit (M, g) une variété riemannienne C'> compacte sans bord,
de dimension n , qui vérifie Ricci(M,g) > —-5H(M,g)* . Posons K = Miny n_m’?Tf et
H=H(M,g) . Alors :

(i)
M(M,g) > AP[B(K, H)]
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pour tout (t,z) € R* x M |
Vol(M, ).k, g)(t, 2, ) < Vol B(XK, H) [kg( ki, 0, 20) + kB, n(t, o, xo)] ,
(ii) \;(M, g) > T(K, H).i¥'™ pour tout i € N* , on T'(K, H) est une constante qui ne dépend
que de K et H .

n 1/"
(iii) Posons a(K,H) = (H<S ) o x[R(K, H)]"—l) . Alors la fonction isopérimétri-

H(M,g9)
que de (M, g) est minorée par celle de la sphére de rayon a(K, H) , ce qui entraine :
n
> —_—
MM, 0) > s
Vol(M, g). K(m,q)(1, z,2) < Z e B Tt
1=0

ou les X} sont les valeurs propres du spectre de la sphére (S™,can) .

(iv) La constante de Cheeger H(M, g) est réalisée par une hypersurface qui partage (M, g)
en deux domaines de méme volume.

Remarques. —

(1) En ce qui concerne la premitre valeur propre du spectre, I’hypothése faite sur la
courbure donne bien un minorant plus grand que celui de J. Cheeger (théoreme 6.9) puisque
hi u(B) > H(M, g).B en vertu de la décroissance de la fonction 2228) (¢f. 1a preuve du corollaire
6.7).

(2) La valeur R(K,H) introduite dans ce théoréme a une signification naturelle : c’est
le maximum du diameétre de toutes les variétés qui vérifient simultanément H(M,g) > H et
Ric > (n — 1)K (cf. la proposition 6.12).

(3) Le principal intérét de la formulation des inégalités (ii) réside dans leur optimalité pour
chacune des valeurs de K et de H . Plus précisément, on a la

6.12. PROPOSITION (optimalité¢ du théor¢éme précédent). —  Pour tous les (K,6) €
R x]0,+oo[ qui vérifient les deux hypothéses §* > —(n — 1)*K et 6> > K.H(S™,can)? , pour
chacun des invariants estimés dans le théoréme 6.11 (i), la borne que donne, en fonction de &
et K | ce théoréme est en fait I'extremum de I'invariant considéré sur I’ensemble des variétés
riemanniennes (M, g) qui vérifient simultanément Ric(M,g) > (n — 1)K et H(M,g) > § . Les
variétés asymptotiquement extrémales (lorsque ¢ tend vers zéro) sont les modéles My r . (définis
en 6.B.d), on R = R(K, ) .

Remarque. — La seconde hypothése 62 > K.H(S™,can)? n’est pas restrictive puisque,
d’aprés le théoréme 6.14, toute variété riemannienne (M, g) vérifie H(M, g)* > K.H(S™,can)? .

Un cas particulier intéressant est celui ol la courbure de Ricci est positive ou nulle. Dans ce
cas, on a les inégalités optimales suivantes

6.13. COROLLAIRE (cf. [GT4]). — Sur toute variété riemannienne C> , compacte, sans
bord, de dimension n , dont la courbure de Ricci est non négative, on a
harp(B) > 27V H(M, 9).8'%
\P(Bn 1
09> 2D g g2 > THOL?

Xi(M, g) > C(n).H(M, g)*.:*/" .
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Dans les deux premiéres inégalités, I’ égalité est (asymptotiquement) atteinte, lorsque ¢ tend vers
zéro, pour les modéles Mo /1, qui Sont obtenus en prenant les doubles de cones euclidiens dont
la génératrice a pour longueur Wg) et dont I’angle au sommet tend vers zéro avec ¢ .

Preuve du théoréme 6.11. —

Preuve de (i) et (ii). Par construction, la fonction h}(, g ©st la fonction hg g de la proposition
6.5. Comme hg r(1/2) = ;(,H(I/Z) = H(M, 9)/2 < hm,)(1/2) , 1a proposition 6.5 implique
que h(r,g) > R g - Les trois autres inégalités se déduisent des théorémes 5.4 et 5.6 et aussi, en ce
qui concerne le noyau de I’opérateur de la chaleur, de la proposition 2.8 (iii). Le fait que le diamétre
de (M, g) soit majoré par 2. R(K, H) découle de la proposition 6.0.

Preuve de (iii). Notons hgn(,) la fonction isopérimétrique de la sphére de rayon a = a(K, H) .
Les définitions de a(K, H) et de R(K, H) (cf. (i)) impliquent que Vol S™(a) = 2. Vol B(K, H) .
Du lemme 6.3, on déduit que la limite de -,:—'s}ﬁ-(%(ﬂ) , lorsque S tend vers zéro, vaut 1. Comme par
ailleurs, h(ng,q) > hY i d’aprés (ii), il suffit de montrer que la fonction r";‘;{,{: est croissante pour

prouver (iii). Pour cela, posons y = h;ﬂ; ety = hg_}([a) . Un calcul, mené dans 1’appendice A.O,

montre que
n

y”_yn;_z = —nl{ y y”'y.ﬂ.:_z = _;:2_, ,

ce qui implique que y". 5 —7"y > 0 (cette inégalité, évidente lorsque K < 0, se déduit du fait que

% > H(S™,can) lorsque K > 0 d’apres le théoréme 6.14, puisque la proposition 6.5 implique

alors que hgn < h;‘v,,F =K -%h;(’ ). Par intégration, on obtient y'.37—3'.y > 0, ce qui démontre

la croissance de £ et achéve la preuve de I'inégalité isopérimétrique h(ar,g) > hsn(a) - Les deux
autres inégalités (fe (iii) se déduisent du théoréme 5.4.

Preuve de (iv). — C’est une conséquence immédiate du corollaire 6.7.

Preuve de la proposition 6.12. — Pour démontrer cette proposition, il suffit (d’apreés le
théoréme 6.11. (ii)) de démontrer que les modeles My g . de rayon R(K,6) vérifient asymptoti-
quement les deux hypotheses, c’est-a-dire que leur courbure de Ricci est minorée par (n — DK
et que leur constante isopérimétrique de Cheeger est minorée par §(1 — n(e)) , ol n(e) tend vers
zéro avec € . Remarquons que ces modeles sont les variétés de révolution M* =] — R, +R[x 5™~
munies de la métrique g = (ds)? + €2.b(s)®.ggn-1 , Ol R = R(K,6) et ott b(s) = sx(R — |s|) .
Comme R(K,6)*.K < 7*/4 ,ona —“T" > K (cette propriété étant également vraie au sens des
distributions en zéro). Dés que € < 1, on a par ailleurs ?l—b; - (%’-)2 > K . Les équations de Jacobi
(cf. (1.5)) et de Gauss-Codazzi impliquent donc que la courbure de Ricci de (M™*, g.) est minorée
par (n — 1)K . L’appendice A.1 (i) implique que, pour ¢ suffisamment petit,

&.hare 917272 2 [1 = @126 > —(n — 1)*K .

11 découle alors du corollaire 6.7 que

H(M*,g) = 2haue 6.(1/2) > (1 = n(e).6 . .
Preuve du corollaire 6.13. — Appliquer le théoréme 6.11 (i) et (ii) en remarquant que,
lorsque K =0, B(K, H) est la boule euclidienne de rayon ; . ]
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D. Inégalités isopérimétriques sous hypotheéses “Courbure de Ricci minorée et diamétre
majoré”.

a) Relations optimales entre constante isopérimétrique de Cheeger et diamétre. —

6.14. THEOREME (d’aprés [GT2-4]). — Sur I'ensemble des variétés (M™, g) qui vérifient
Ricci> (n 5 1)K et diam(M, g) = D , la fonctionnelle (M, g) — H(M, g) admet pour maximum

) 2 . . o

T onia et pour minorant ( [y '" cx(®)"~'dt)~! . Ce minorant est aussi le minimum de la
o sg()n—dt

Sfonctionnelle lorsque K < 0 ou lorsque K = %ZT .

Preuve. — Si la majoration est relativement triviale (appliquer ’inégalité de Bishop, cf. le
théoreme 1.6 (i)), il est moins trivial de démontrer que ce majorant est en fait la borne supérieure
de H(M,g) . L’ensemble découle du fait que % < R(X,H) et du fait que 1’égalité est
(asymptotiquement) atteinte pour le modele Mk p/2,. (¢f. Proposition 6.11 (i) et Proposition 6.12).
Preuve de la minoration. — D’aprés le lemme 6.3, la fonction 242 tend vers I'infini lorsque
B tend vers zéro. La continuité de la fonction isopérimétrique (lemme 6.2) et le lemme 6.4 (i)
impliquent I’existence d’une hypersurface H , de courbure moyenne constante n , qui partage M en
deux domaines Q et M \ Q , qui vérifie la propriété de régularité 1.5 et qui réalise H(M,g) i.e.

Vol H
Inf(Vol 2, Vol M \ Q)

En appliquant I’inégalit€ de Heintze et Karcher (Proposition 1.6 (ii)), nous en déduisons

=H(M,g) .

I3 D-p
[ o | Jn(_t)dt] ,
0 0

olt J,(t) = sup[ck(t) — nsx(@)),0]" 1 et ot p = Sup,cq d(z,09) . En changeant au besoin Q en
M\ Q , nous supposerons que n > 0 . La minoration sera alors une conséquence immédiate du

H(M,g) > Inf

LEMME. — Si a,b et n sont des nombres réels positifs, alors
asb

a b )
Min | / Ty(t)dt, / Tp(—t)dt] < / Jo(t)dt .
0 0 0

Preuve du lemme. — Supposons les variables a et b liées par la relation a + b = D .
Comme les deux intégrales situées dans le membre de gauche sont alors respectivement croissante
et décroissante par rapport a a , le membre de gauche prend sa valeur maximale lorsque

a D—a
(6.2) / To(t)dt = / Ty(—t)dt .
0 0

Notons a = a(n) et b = b(n) les valeurs de a et de (D —a) telles que (6.2) soit vérifiée. En remplagant
au besoin a par une valeur plus petite (et en diminuant D d’autant), nous pouvons supposer que
cx(t) — nsxc(t) est positif ou nul pour tout ¢ € [—b,a] et donc que J,(t) = (cx(t) — ns IN0) Lk
En dérivant (6.2) par rapport a n , nous obtenons :

, 3 n—1 a b
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ou p(t) = . Posons

si(t)
cx()—nsk ()

a(n) b(n)
2o = [ hodes [ 5,-0d
0 0
Un calcul direct donne, en dérivant H et en appliquant (6.3),

b a
i—(—l—H'(n)[Jq(a) + T, (=B)] = —J,(a) / Q(—t).Jy(=t)dt — J,(—=b) / @(1). T, (Bt .
n—1) 0

Remarquons que 0 < —p(—t) < ¢(t) et que Jy(a) < J,(—b) , nous en déduisons I’existence
d’une grandeur positive C' telle que

b a
H'(p).C < /o P Jp(—t)dt — /0 p®) T, (@)dt .

Remarquons que b < a d’apres (6.2), que J,(t) < J,(—t) et que ¢ est croissante sur [0, af , nous
obtenons

b a
H'().C <o) /o Ty(=t)dt — /0 Ty(tdt) =0

Par conséquent H () atteint sont maximum en n = 0 . On achéve la preuve du lemme en appliquant
6.2). |

Optzmalzté de la minoration et fin de la preuve du théoréme 6. 14 — Considérons I’inégalité
H(M,g) > ( fo c K(t)" 1dt) -l que nous venons d’établir. Si K = T)T , I’égalité est atteinte pour
la sphére S™ de rayon D Lorsque K est négatif ou nul, considérons une variété N de dimension
(n — 1) , munie d’une mémque go de courbure de Ricci positive ou nulle. Considérons le cylindre
1-Z, %[xN , muni de la famille de métriques g. = (ds)® + £2.ch(1/|K|s)®.go . Notons M la
variété obtenue en recollant sur leurs bords deux exemplaires de ce cylindre. Des calculs directs
(fondés sur les équations de Jacobi et de Gauss-Codazzi) donnent

Ric(9e) > (0 — DK , lim diam(g,) = D

La premiére inégalité s’entend au sens des distributions, mais il est aussi possible de lisser les
métriques g. en des métriques C'™° qui continuent de vérifier les deux propriétés ci-dessus. Les
variétés (M, g.) ainsi construites vérifient toutes

1
JP72 eh(+/IK]syn=1ds |

ce qui achéve de prouver le théoréme 6.14. ]

H(M,g) <

b) Comparaison entre fonction isopérimétrique d’'une variété riemannienne et fonction
isopérimétrique euclidienne. —

D’apres I’appendice A.3, le profil d’'un double-cone euclidien dont la génératrice est de
longueur égale a 1 est égal au profil du double B™§B™ d’une boule euclidienne unitaire, i.e.

RYmygn =n.2"7B"%  (cf. Appendice A.3)
B¢B

Pour établir une comparaison et pouvoir obtenir des estimations explicites des invariants spectraux
via le théoréme 5.4 et les calculs de I’appendice A.3, il suffit donc de savoir minorer le rapport

huealf) e qui est le but du

B
6.15. THEOREME (c¢f. [GT2-4]). — Pour toute variété riemannienne (M, g) , on a
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(i) si Ricci(M, g) > 0, alors

hrgy(B) -1 21w
Tp-r 2PN Gntr g

(ii) si Ricci(M,g) > —(n — 1) , alors

-1
n

diam(M,g) n—1
h‘;‘;*—-"’,(ﬂ) > H(M, g)'~ = ( / (cht + w sh t) dt> > y[diam(M, g)] ,
1 A

ou ~ est la fonction décroissante définie par

+(D) = (/OD [cht(/oD (cht)"~1dt) + Sht] dt)—%

Remarques. — Dans (i) et (i), la minoration de h“:l'_ (5) en fonction de H(M,g) est

optimale, (cf. [GT4], section 1.2), I’égalité étant (asymptotiquement) atteinte pour les variétés décrites
dans la fin de la preuve du théoréme 6.14.

Preuve. — Considérons la fonction F(8) = ﬂg{f}{@ . Lorsque la courbure de Ricci est

positive ou nulle, cette fonction atteint toujours son minimum pour g = ’5 d’apres le corollaire 6.6
(i), ce qui prouve la premiere inégalité de (i), la seconde découlant immédiatement du théoréme
6.14.

Lorsque Ricci(M, g) > —(n—1) , ou bien F atteint son minimum en 3 = 0 (resp. en 3 = 3)
ou bien F atteint son minimum en un point 3 €]0, %[ . Dans ce dernier cas, le lemme 6.4 (iii) assure
I’existence d’un domaine 2 , de volume relatif 3 , dont le bord est de courbure moyenne constante

_ 1 Volag Vol 8Q : Vol 89 PPN
= —oin s tel que F(B) = —o 2 e . Le fait que 335 > H(M, g) et le théoréme de
Heintze et Karcher (théoré¢me 1.6 (11)) donnent alors
Vol 592 S H(M, g)'~=

(VoL ' =% (VoL M)% ™ ( [P(ch ¢ + HOLD gh yn-1gp) *
Pour demontrcr (i), il suffit de constater que le membre de droxte de I’ mcgahtc ci-dessus est plus
petit que F( ) et que lim g_.o F(B) . Ceci découle du fait que F( ) > 2-%H (M, g) et du théor¢me

6.14 en ce qui concerne F( ) . En ce qui concerne limg_,g F(3) , ceci découle du fait que, en
utilisant le lemme 6.3 et le théorémc de Bishop 1.6 (i),

Vol "1\ % Lo [P -4
li — nl- ;11- hid > 1-+ n-1 / n
im F@ == (Sr) " 2 7H( ) hor )
Ceci prouve la premicre inégalité de (ii). La minoration par (D) s’obtient en appliquant le théoréme

6.14. [ ]

c¢) Comparaison entre fonction isopérimétrique d’une variété riemannienne et fonction
isopérimétrique de la sphére. —

6.16. THEOREME (amélioration quantitative de [B-B-G]). —  Considérons toutes les
variétés riemanniennes (M, g) dont le diametre est majoré par une constante D

(i) Si Ricci(M, g) > Ricci(S™,can) , alors

how,gB) 7"/2 (cos tyn1 dt
h(S",can)(ﬂ) ~ D/2(COSt)" 14t
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(ii) Si Ricci(M, g) > 0 , alors

han,g(B) 2 /"’2 AL
—_ > . D dt ¢ _—
hisn cam)(B) ~ n ( 0 (cos?) ) D

(iii) Si Ricci(M,g) > —(n — 1) , alors

T, . n—1 T, . n—1 1/n
heu,0(B) S Inf Jo sint)*~1dt Jo int)*~dt
hesmeam@) ~ | [Pch2ey?Pat’ \ [P ch2t)*F dt

Remarque. — Ici, seule ’'inégalité (i) est optimale : lorsque D = =« 1’égalité est atteinte
lorsque (M,g) = (S™,can)). L’inégalité (i) contient 1’inégalité isopérimétrique de M. Gromov
([GV2]) ainsi qu’une amélioration (non quantifiée) qui en fut ensuite donnée par C.B. Croke ([CR2]).

Nouvelle preuve. — Les inégalités (i) et (ii) découlent, par un calcul direct du théoréme 6.11
(iii) et de la minoration de la constante de Cheeger donnée par le théoréme 6.14. La démonstration
de (iii) que nous allons donner maintenant permet également de redémontrer (i) et (ii) : posons
ho = h(sn can) €t har = hp,q) €t prolongeons les fonctions hps et ho a tout Dintervalle ]0, 1[ de
maniére a ce qu’elles soient invariantes par la symétrie 5 +— 1 — 3 . Le lemme 6.4 (iii) s’étend
trivialement a ce cadre et, si le rapport ﬁhﬂof- atteint son minimum en un point Fy €]0, 1[ , alors hjs est
dérivable en ce point et h,(fo) = ﬁ,{:(ﬂo).ha(ﬂo) . D’apres le lemme 6.4, il existe une hypersurface
H qui réalise hpr(So) , de courbure moyenne n = ﬁh’M(ﬂo) , qui partage M en deux domaines
Q et M\ Q de volumes relatifs o et 1 — By . L’inégalité de Heintze et Karcher (Théoréme 1.6 (ii))
implique, lorsque le diametre est majoré par D et la courbure de Ricci minorée par (n — 1)K , que

hu(Bo) [P° o1
6.4 < V), w)rldt
6.4) Foo) |-, (V(t), W)§
oll p = SUp,cqd(z,09) , ol V(t) est le vecteur (cx(t),sx(t)) € R? et W le vecteur

(ho(Bo)==1,m.ho(Bo)==T) € R? . Posons w = Jo sint)~'dt . On a
ho (l / (sint)"‘]dt) = Lignrnt .
w Jo w
Nous en déduisons que
1
(=168 + 1] (8] T =1.

Le calcul de n en fonction de hy(Go) donné plus haut permet d’en déduire que

n—1 1 hM n—1
W= < s [1, (52 60)™ ]

En remplagant dans (6.4), nous obtenons
D-p

h n
w <sup S0, (o] [ Iveolntat

—-p
Un calcul direct donne alors le résultat annoncé lorsque ﬁhf- atteint son minimum sur ]0, 1[ . Si au
contraire, le minimum est atteint au bord, le lemme 6.3 et le théoréme de Bishop (théoréme 1.6 (i))

donnent
hm im hy(B) _ Vol " S w
ho ~ =0 ho(B) ~ VoIM = [P yn-1gt’
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ce qui implique également (iii). |

E. L’hypothése L™ faite sur la partie négative de la courbure de Ricci peut étre
remplacée par une hypothése intégrale.

Pour tout point z € M , posons r(z) = Inf xe1, M, x||=1 &cfg_{-ﬁ& .
6.17. THEOREME. — Soient o et D deux constantes positives. Soit p n’importe quel

élément de In,+oo] . Toute variété riemannienne (M™,g) dont le diamétre est majorée par D
et dont la courbure de Ricci obéit a I'inéquation

r p/2 o -1
VolM/ g A<y (C’B(”) P-1)
vérifie
(i) hangy(B) > 2552 . 615
(ii) Pour tout 1 € N,
X(M, g) = Ci(p)*A(a, D).i*/7 .

(iii) Pour tout domaine 2 C M dont le volume est inférieur a %Vol(M ),
Vol M |2
AP, 9) > Cr(@ (e, DY ( )7

2Vol
(iv) Pour tous les (z,y,t) € M x M x R* |
Vol(M, g). kv, )¢, 2, y) < VOUM™, g)keure 0, (¥(er, DYt, 20, 20)

o (M*, g.) est le “double céne” de dimension isopérimétrique p , de rayon L = 1 et de pédle zy
(cf. 'Appendice A.3) et on B(p),vy(a, D) et C;(p) sont des constantes universelles.

La démonstration de ce théoreme, la valeur des constantes impliquées ainsi que quelques
applications sont données en [GT6].

Motivations du théoréme 6.17. — Cet énoncé marque un progres qualitatif par rapport aux
théoremes 6.15 et 6.16. Les hypothéses nous permettent en effet de considérer certains espaces
singuliers sur lesquels il est admis que la courbure de Ricci puisse atteindre la valeur —oo . Dans
les opérations de chirurgie riemannienne par exemple (i.e. construction de nouvelles variétés en
découpant des variétés qui satisfont aux hypotheses et en les recollant entre elles), il est rare de
pouvoir continuer a contrler la norme L de la partie négative de la courbure de Ricci, tandis
qu’un contrdle de ses normes L% est plus accessible (¢f. 'appendice de [GT6]). I y a cependant
une limite aux chirurgies qui sont possibles de maniére a conserver un contrdle de la fonction
isopérimétrique et/ou du spectre, limite que les hypothéses du théoréme 6.17 situent de maniére
optimale (au moins sur le plan qualitatif). En effet, I’hypothése faite sur la courbure de Ricci dans le
théoréme 6.17 peut s’exprimer : “la partie de la courbure de Ricci qui est inférieure a une constante
préfixée —a? est suffisamment petite en moyenne L¥ pour au moins un p > n”. Les contre-exemples
(construits par chirurgies successives) de 1’appendice de [GT6] prouvent qu’on ne peut affaiblir ces
hypothéses soit en remplagant “p > n” par “p > n”, soit en remplagant “petite” par “bornée”, soit
en remplagant la “moyenne L”/?” par la “norme L?/?”. Enfin, les inégalités isopérimétriques des
théoremes 6.15 et 6.17 induisent des théorémes de finitude topologique (¢f. [GT2 et 5] et [GT6]
sections 4 et 5). Les hypothéses L?/? (oli p = n+¢) du théoréme 6.17 donnent i ces estimations une
formulation plus proche de celle donnée par les formules de Gauss-Bonnet et Chern-Weil, ol une
classe (plus restreinte) d’invariants topologiques est estimée a I’aide de normes L"/? de la courbure.

F. Minoration du rapport entre ;™€ et 1°T¢ valeurs propres.
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6.18. THEOREME. — Pour tout n € N\ {0, 1} , il existe une constante universelle C(n)
telle que toute variété riemannienne (M, g) compacte, sans bord, de dimension n , vérifie :

(i) M. 3l o ) > C(n)i¥™ des que sa courbure de Ricci est positive ou nulle ou, plus
généralement, dés que sa courbure de Ricci est minorée par —("—n‘,l)H (M,g)* ,on H(M,g) est la
constante isopérzmétrique de Cheeger.

(u) ( 3 > > C(n)(enDPVIKI 1) .i%/™ lorsque sa courbure de Ricci est minorée par

(n—-1DK (ou If < 0) et son diamétre majoré par D .
PRRY : . . D(q)
Remarques. — Ce théoréme fournit un pendant au résultat de Payne qui majore % pour
1

tous les domaines plans 2 .

— L’hypothese “%“‘—)z 2=1% faite dans la panie (i) du théoréme est justifiée par le fait
que, sur le “double cusp” (cf. Appendlce A.4) qui vérifie H(T)T > — n‘ 7 ,0na %:%I"—l-‘ﬂ =1 (ou

les A; désignent alors les valeurs du spectre de la forme quadrathue associée au laplacien). Le fait
que le “double cusp” n’est pas compact n’invalide pas ce contre-exemple, car on peut en faire une
approximation par une suite de variétés de révolution compactes (M*, g,) , dont le diamétre tend
vers I’infini, telles que Ti(ﬁ%'ﬂ tende vers 1 quand p tend vers I’infini.

— Ce contre-exemple explique aussi pourquoi on a besoin d’une hypothése supplémentaire
sur le diamétre dans la partie (ii) du théoréme.

Preuve de (i). — Sous les hypothéses de (i), un résultat de P. Buser ([BU1]) implique que
M(M,g) < 12.H(M, g)* . Lorsque la courbure de Ricci est positive ou nulle le théoréme découle
donc du théoréme 6.13. Lorsque la courbure de Ricci vérifie Ric> —(n— 1)K > —-l'ﬁlH (M, g)?,
le théoréme 6.11 (iii) implique que

R =2
(o s 1de) ™
s }\'( R)Zn -2
ou R est défini comme solution de 1’équation :
sg(R)"!
S spc®yn—1dt
Notons a(n) la solution de I’équation

MM, g) = A(n) - - H(M, g)**/™

=H(M,g) .

sh(a(n))*! —n
Jo shyn—1dt

la décroissance de la fonction z — T(:h;%"—w (preuve du corollaire 6.7) et le fait que H(M, g) >
n+/|K| assurent que R\/|K| < a(n) . Par ailleurs, la croissance de la fonction z +— TJSEQ—

sht)»=1dt
0
et le théoreme de P. Buser déja cité donnent

a(n) op yn—1 gy) 52
b shtm1dt)

Ai(M,g) 2 A'(n)( sh(a(n))?n—2

‘ Al(Mv g) * iZ/n )
ce qui achéve la preuve de (i).

Preuve de (ii). — Nous pouvons supposer que K est négatif et que H(M,g) < n /||,
les autes cas étant couverts par (i). Le théoréme 6.15 (ii) implique alors que

P > [0 - DV " HOn g - VD )
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Le théoréme 5.6 (v), les calculs effectués dans la preuve de celui-ci et dans I’appendice A.3 (iv)
donnent alors, par comparaison avec un double-cone euclidien,

6.5) MM, g) > B)(€rDVIELD _1)™% g, g% KM 2
Le théoréme de P. Buser [BU1] donne, sous les hypotheéses de (i), M(M,g) < 2(n —
D+/I|K|.HM,g) +10.H(M, ¢)* . En appliquant ce théoréme, 1'inégalité (6.5), la minoration du

théoréme 6.14 et en se souvenant du fait que H(M, g) < n4/|K| , nous achevons la démonstration
du théoréme 6.18. [

Appendice A

Espaces de révolution

Un espace de révolution sera pour nous un cylindre M* =] — L, L[xS™~! , muni d’une

métrique qui, au point de coordonnées (s, z) , s’écrit
g = (ds)? + b(s)>.ggn-1 ,

ol b est une fonction positive et paire sur ] — L, L[ , C! par morceaux et tendant vers zéro lorsque
s tend vers =L . M* est compactifiable par adjonction de deux points xo et z; appelés poles. La
régularité¢ de la métrique en ces points n’est vérifiée que si d(s — L) ~ s quand s tend vers zéro
(d’apres (1.4)) et si L est fini. Nous noterons p la fibration canonique ] — L, L[xS™™ ' -] —L, L[ .
Le demi-espace M* est ’ensemble p‘l(] — L,0]) . Plus généralement, le domaine de révolution §,
est ’ensemble p~1(] — L, ]) . Le profil isopérimétrique h* est l1a fonction de ]0, %] dans R} définie
par

. ( Vol 2, ) _ VolaQ,
VolM*/ ~ VolM*

A.0. La courbure de Ricci de (M*,g.) , calculée en un point quelconque de p~'(s) et pour
le champ de vecteurs = = grad p , est égale a I'expression —(21) di;;(h"ﬂ_r ).h* "=t calculée

i poing 50 — 07 _ o, i700-1,0]

e = ot
Preuve. — En tragant la formule (1.5), nous obtenons Ric(£,2) = —(n — 1)"T“ . Le
résultat se démontre par un simple changement de variable s — ((s) . [ ]

A.1. Soit h* une fonction croissante, définie sur 10, %] , Vérifiant les hypothéses de la définition
5.2. Supposons que h* vérifie de plus la propriété de sous-additivité : pour tous les By, 3, tels

que B, B et B+ B €10,31, h*(B1) + h*(B2) > h*(By + B2) . Notons (M*,g.) la famille de
variétés de révolution de dimension n profilées sur h* (cf. définition en 5.B). Alors la fonction
isopérimétrique vraie hys g,y de (M*, g.) (cf. définition 5.1) vérifie :

(1) hpme g,y converge uniformément vers h* lorsque ¢ tend vers zéro.

(ii) Sin = 2 ou si KB o5t borné, alors (1 = Be)h* < hpge g, < h* , ot B est une
constante ne dépendant que dg h* .

Preuve. — En multipliant au besoin b par une constante, nous supposerons que

L
/ b(s)* 'ds =1 .
-L

81



S. GALLOT

Fixons 8 €]0, %] . Notons €2, une famille de domaines a bord régulier vérifiant
Vol, (2.) Volg, (6Q)
Vol,, (M*) Volg, (M*) —

ou h, désigne la vraie fonction isopérimétrique de la variété (M*, g.) . Notons I (resp. I, resp. I.)
g & €

-1
I’ensemble des points s €] — L, L[ tels que f(s) = Voi,’ol(‘ﬂ(' :_p(a)()’» soit supérieur a ¢ (resp. inférieur
1

a (1 —¢) , resp. compris entre € et 1 — ¢). L’inégalité isopérimétrique sur la sphére S™~! implique
que

=8 he(B)(1 +0(e)) ,

() Vol (89 N p~'(s)) > A.Inf [Vol,, (e N p~(s)), Vo, [(M\) N p—‘(s)]] =

En intégrant cette inégalité sur les ensembles I} \ I. , I; \ I et I, , nous en déduisons que
les volumes (pour la métrique ¢1) des ensembles Q. N p~1(I7 \ L) , (M \ Q) N p~ (IF\ L) et
p~1(I.) sont respectivement majorés par C.e 71 , C.c=21 et C.c==T multipliés par ~*(5) .

Parmi les composantes connexes de I, , nous ne retenons que les intervalles ]s;, t;[ (2 € J) tels
que f(Js;,t:[) =le,1 — e[ . Notons J_(resp. J;) ’ensemble des ¢ € J tels que s; < O(resp. s; > 0).
Posons
s_ = Sup{s; : i € J_} (en particulier s_ = —Lsi J_ =0) ,
t, =Inf{t; : 7 € Ji} (en particulier t, = Lsi J, = 0) .
L’intervalle ]s_, t.[ étant entiérement inclus dans un des deux ensembles I} ou I , nous avons

Bts) — Bls) (A — f)+C - e7Th(B),

ol B(s) = fj L b(t)"~1dt . La croissance de h* implique que I’application ¢; : (s,z) — z de
p~1([si,t;]) sur S*~! diminue les distances dés que les espaces de départ et d’arrivée sont munis des
métriques g, et §. = €2 - Inf[b(s;), b(t:)]*- gsn-1 . D’autre part, par définition de I, , I’ensemble des z
tels que cp;'(x) rencontre 2 la fois §2, et M\ 2, a une mesure au moins égale a (1 —25)~V01; sn-t
Ces deux constatations impliquent que )

[1+0()1h(8) > Y (1 —2¢) - Inf(h*[B(t:)], h*[B(s:)])

[1+0()he(8) = R*[B(s-) £ C"- Eﬁh'(ﬂ)] +h*[Bt) £ C" - = R*(3)1 .
La propriété de sous-additivité de h* et sa croissance impliquent que A*(31)+h*(32) = h*(|52— A1) ,
d’od
[1+0()] - he(B) > h*[B(ts) — B(s—) £ 2C"e =T h*(B)]
> h*[B—3C" - emTh* ()] .

La propriété (i) découle de I'uniforme continuité de h* .

Preuve de (ii). — Lorsque h*(8) < C - f , I'inégalité ci-dessus donne

* " . e

h*[B(1 = C" - e751)) <h®

h*(3) h*(8)
La propriété (ii) découle, dans ce cas, des propri€tés asymptotiques de h* (définition 5.2 (i)). En
dimension 2, posons I, = f -100,1]) . En intégrant 1’inégalité (x) nous obtenons

(%) Mesure(l.) < C - ¢ - he(B) .

[1+0(e)]
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Par le difféomorphisme canonique de S'x] — L, L[ sur R? \ {0} , chaque composante connexe
(notée L) du bord de Q. s’envoie sur une courbe fermée dont I'intérieur est noté A% . Notons J
I’ensemble des i tels que A ne contienne pas 0. La courbure de la métrique g. étant uniformément
majorée en dehors des pdles en vertu de 1’appendice A.0 et du comportement asymptotique de h*
(définition 5.2 (i)) qui implique que h*(8) < C - '/2 , on peut appliquer Iinégalité de Fiala (voir
par exemple [ON]) qui donne

Vol (L) > 4 Vol,, (ADI[1 + C; - Vol,, (AD)] .
En sommant, nous obtenons

> Voly, (D1 + C; - €) < he(B)? - VOl(M*, g.)? .

i€
En ajoutant (ou en retranchant) les A* & Q. de maniére  supprimer les L¢ du bord de €. , on
diminue le volume de 02, en changeant S en (1 + C -¢)- 4 . C’est pourquoi nous supposerons
désormais que toutes les composantes connexes de 02, sont des courbes qui entourent le pole,
chacune de ces courbes étant située dans une couronne p~!(ls;,¢;[) olt ]s;,t;[C I. eti € K . La
formule des accroissements finis et (x*) donnent

37 IR B — R [B(s1] < Sup, [R*R¥ ()] - D [t — si| S C-e- h*(B) .
i€eK i€K
La croissance de h* implique alors que
Vol,, (09.)

Vol, (M%) 3 Inf(R*[BGs)), h*[B(E)D)

i€K
> ) Sup(h*[B(s)], h* (Bt — C - € - h*(B) .

i€K
La propriété de sous-additivité de ~* et sa croissance impliquant que 2*(51)+h*(32) 2 h*(|B2—f1)) ,
nous obtenons :

he(B)(1 +0(e)) 2 R*(B) — C - € - h*(B) ,

ce qui acheve la preuve de (ii). n

A.2. Si h* est une fonction qui vérifie les hypotheses de la définition 5.2 (i), considérons d’une
part la forme quadratique Q- (u) = fol u'(B)*h*(B)*dB définie sur le sous-domaine C§°(]0, 1[) dense
dans L2([0,1]) . D’autre part, considérons la famille de variétés de révolution n-dimensionnelles
(M*, g.) profilées sur h* et la forme quadratique . canoniquement associée au laplacien de g. .
Notons Ky I’ensemble des fonctions sur M* =] — L, L[xS™~! qui ne dépendent que de la premiére
composante et Q° la restriction de Q. a K .

PROPRIETES. — En reprenant les notations de la définition 5.2, on a, sir >0 .

(i) p1(Qn+) = lim_o \i(M*, g.) = AP(M*)

(ii) Spectre(Qp+) = Spectre(Qg) = lim._o Spectre(Q).) . En particulier le spectre de Q‘E’ ne
dépend ni de € ni de n .

(iii) Pour tout domaine de révolution Q* , posons 3 = % (B est indépendant de ).
Ona
12 1 () 2. h*(s)2ds

ﬁ)ﬂ u(s)?.ds

AP, g0) = Inf{ s u € Cg=(0, ﬂ[)} .
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(iv) Si r > 0, I'équation de la chaleur admet une solution unique de donnée initiale §,, sur
(M*,g.) . Celle-ci vérifie
1
Ou t 2
VOI(M*, g.).kare o), o, Z0) = /0 [a_ﬂ(i’ ﬂ)] s,

on u est I'unique solution de- I’équauon — h*2(B) & ; = 0, de donnée initiale u(0,e) = 1 , qui
vérifie les conditions aux limites u(t,0) = 0 etu(t, 1) =1 pour toutt >0 .

(v)Szr,i—; , alors
(Jo [(B)R.h*(BRdB)'>
Infer (fy [u(B) — ale.dB)"/*

A2,¢(M*, ge) = Inf{ € ([0, 1])} .

Preuve de (ii). — Considérons la fibration canonique p : M* —] — L, L[ (¢f. A.1) et
décomposons 1’espace de Sobolev Hi(M*,g.) en deux sous-espaces supplémentaires Ko et Ko
formés respectivement des fonctions constantes sur chaque fibre et d’intégrale nulle sur chaque fibre.
Un calcul direct montre que ces deux sous-espaces sont simultanément L2 et Q.-orthogonaux. Le
spectre de (). est donc la réunion des spectre de ses restrictions 8 Ky et 8 K, . Le premier
de ces deux spectres est celui de la forme quadratique u +— ffL u'(s)?b(s)*~1.ds , de domaine

I wonta

Cs°(Q—L, L) ¢ L*Q—L, L[, b(s)™~ds) . En faisant le changement de variable 3(s) = m ,
L

on démontre que ce premier spectre est aussi celui de @+ . Par ailleurs, toute fonction f € K,

vérifie, sur chaque fibre,
/\1(5"‘1)
df |2 > 2 dv, .
/ﬂ—l(s) I fl e’ ge 2.6(3)2 p"l(a) f Je
En intégrant sur ] — L, L[ , on en déduit que le bas du spectre de la restriction de Q. & K, est

minoré par 1—*—%;)(—8—)]% qui tend vers 'infini. Ceci implique que pi(Qr+) = pi(Q.) pour ¢ assez
petit.

Preuve de (v). — On procede de maniére identique en décomposant f en ses composantes
fo et foo sur Ky et K, . On démontre de méme que, par rapport a la métrique g, ,
l|dfool 2 c

I > .
Vol(M*)}=%.Inf, || foo — allpe  €-SUP(®)

Ceci prouve que, lorsque ¢ est petit, 1’étude peut €tre restreinte aux fonctions de Ky . Le méme
changement de variable s — ((s) que précédemment donne (v).

Preuve de (iii). — Le premier espace propre de (2*,g.) (pour le probléme de Dirichlet)
étant de dimension 1, ses fonctions sont invariantes par les isométries de g, , donc appartiennent a
Koy . Le méme changement de variable s — f3(s) que précédemment démontre que AP(Q*, g.) est
égale a la premiére valeur propre de la restriction de @;» aux fonctions qui s’annulent en 3 .

Preuve de (i). — La premicre égalité se déduit de (ii). Le corollaire 4.2 implique que
M(M*,g.) < /\ID(Mi) . Soit f n’importe quelle fonction d’intégrale nulle, appartenant a Kp
A un changement de signe prés, on peut supposer qu’une des composantes connexes de 1’ensemble
{f > 0} est incluse dans un des deux demi-espaces M* ou M} , ce qui donne u1(Q%) = AP
({f = 0}) > A\P(M*) . On achéve de prouver (i) en appliquant de nouveau (ii).
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Preuve de (iv). — Si r > 0, alors f10/2 ﬁdm < +oo et les variétés (M*,g.) sont
compactes. La proposition 2.8 (iii) assure que la singularit€ de g. a I’équateur ne pose pas de
probleme pour ’existence et ’unicité de la solution fondamentale de 1’équation de la chaleur. Le
seul probléme peut venir des singularités de g. aux poles. Posons r = 1 > 0 . D’aprés la proposition
2.8 (iii) et I’écriture du laplacien en coordonnées polaires autour de z , il suffit de prouver I’existence
des solutions v(t, s) de 1’équation —i}’ —(n=-D1E¥ '(s) -8 _ v =, vérifiant les conditions aux
limites %(t, —L)=0cet v(t,0) = O(resp a"(t 0) = 0) . L’hypothése de la définition 5.2 (i) assure
que (n—l)~%’(s) = h*'[ﬂ(s)] ~ 1’;%2 , donc qu’il suffit de savoir résoudre 1’équation ci-dessus lorsque
%,(S) = ?;,f;,f , ce que nous faisons en A.3 a I’aide de fonctions de Bessel. Notons encore (¢, s)
la solution de 1’équation de la chaleur de donnée initiale §,, sur (M*,g.) (écrite en coordonnées
polaires, cette solution est invariante par les isométries de g. , donc appartient a Kj). Faisant une fois
de plus le changement de variable s — ((s) , nous définissons & par o(¢, 5(s)) = Vol(M™*, g.)v(t, s) .

Cette fonction vérifie 1’équation

%o IoD] 81')
_h* 2 _ * * —
R*(B)” - Erd 2R* (B)R*(B) - 0,6 N 0.
Posons u(t, 8) = foﬂ ¥(t, z)dx , on obtient une solution de 1’équation
&u au
- 2 —
W6 55+ 55 =0

qui vérifie u(0,5) =1, u(t,0) = 0 et w(t,1) = 1 . L’unicité de cette solution vient du fait que
u(t, ) — 3 est 'unique solution, située dans L([0, 1], T{.‘:ﬁ?dﬂ) , de I’équation de la chaleur associée

a ’opérateur auto-adjoint L = —h*(B)? - 5‘3% dont la donnée initiale soit la fonction 8 — 1 — 3 .

012 . . 2
On conclut en utilisant la loi de semi-groupe : ky, (t,z0,20) = f},. kg, (5, 20,y) dvy, () et en
remarquant que, en vertu du changement de variable effectué,

1
Vol(M*, g / K(t, 20, y)Pdv,, = / (¢, BYP.dB . .
M* Jo

A.3. Le double-cone de dimension isopérimétrique p.
Nous appellerons ainsi la variété M* =] — L, L[xS™~! | munie de la métrique
ge = (ds)? + €2(L — |s))* AT g g

oll p > n), que I’on compactifie en ajoutant les deux poles xo et x; . Cette variété peut aussi €tre
obtenue par recollement de 2 demi-espaces M} et M* . Lorsque p = n , la variété est obtenue
par recollement de deux cones euclidiens. Cette constatation justifie 1’appellation “double-cone” et
explique la ressemblance entre le spectre de cette variété et celui d’une boule euclidienne.

PROPRIETES. —
(i) Les double-cénes (M*, g.) sont les variétés de révolution profilées sur la fonction

B8 = 5787

La dimension isopérimétrique au voisinage du péle est égale a p .

(ii) Le spectre de (M*, g.) tend, lorsque ¢ tend vers zéro, vers la suite

Po J1 P1 JL Pk
= — < = — =2 =L
I? L2<L2< <L <L2< ’
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ou ji et py sont respectivement les kiémes zéros positifs des fonctions de Bessel J'-z‘—’ et J l’i—‘ , ol
k
Ji@) = T+ D) SR o~ 2
(iii) La premiére valeur propre, pour le probléme de Dirichlet, du domaine Q% = {(t,z) €
2
M* 1t < s} est égale a iy
(iv) Le noyau de I’ opérateur de la chaleur vérifie, au pdle xo et en tout instant t ,
oo
VOI(M*, g keae,0.)(t 20,20) = 1+ 3 age 7477 + Be ™7
k=1
Vol(M*, ge)kae g.)(t, 20, 70) > C.LP.(4mt)~?/2

ou
1 22
ak=2p—3 I-\zz'Jz . )
-p-I'(%) p/z(Jk)
Br = ! . P
21"3.;).1"(‘;3)2 Ji;l(p") ’
et ou
co2
p T(»/2)

(v) L’espace de Sobolev HX(M?*,g.) est inclus dans LI(M*,dv,,) ssi -:; >1- % . Dans le

cas limite L =1 -1 ona
P q

K(p) _ .. N 1 K(p)
I S ll_rg) A2,q(M*,gc) < 27 T

ou " )
R 12(TB) /P

K@) = 2T ®-2 (_F(p) )
Remarque. — L’énoncé ci-dessus montre bien que la dimension n de M™* en tant que variété

ne joue aucun role dans le comportement asymptotique du spectre du noyau de I’opérateur de la
chaleur au pdle et dans les inégalités de Sobolev et que c’est la dimension isopérimétrique qui
apparait dans les estimées.

Preuve. — (i) se déduit immédiatement de la définition de h* . Comme (M*,¢.) est le
double du demi-espace M* (au sens donné a ce mot en 2.E.a), la proposition 2.8 implique que
son spectre est la réunion des deux spectres des problémes de Neumann et de Dirichlet sur M* .
Lorsque ¢ tend vers zéro, la seule partie de ces spectres qui subsiste est, d’apres la preuve de A.2,
celle qui correspond aux fonctions situées dans Ky , c’est-a-dire du type u(s,z) = f(s+L) . Trouver
les fonctions propres u et les valeurs propres correspondantes A équivaut (en écrivant le laplacien
en coordonnées polaires autour de zp) a trouver toutes les fonctions f et les scalaires A tels que
I’équation

P+ 2P0 =0, FO=0,

ait une solution f qui vérifie également f(L) = O (resp f'(L) = 0) quand il s’agit du probléme
de Dirichlet (resp. de Neumann). Les fonctions propres sont de la forme ui(s,z) = fi(s) =
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Br.Taz2 (s7/Xk) (esp. ui(s,z) = fr(s) = arJag2 (sv/Ax)) . La condition au bord implique donc
que L+/Ay doit étre choisi dans la liste des zéros de Joz2 (resp. J;il) Les propriétés classiques des

fonctions de Bessel permettent de démontrer que les ;. ainsi construits engendrent un sous-espace
dense de Ko , nous en déduisons (ii) et (iii). On déduit (iv) du fait que, d’apres la proposition 2.8,

1 1
ke g0 (@, zo, o) = EkN(t,wo,xo) + Eko(t,zo,l‘o) )

oll kp (resp. kn) est le noyau de 1’opérateur de la chaleur du demi-espace M* pour le probléme de
Dirichlet (resp. de Neumann). On calcule kp (resp. kx) par la formule classique (c¢f. 2.D)

VoM, g.)-kpgesp. Ny(t, 30, 20) = Y €™ up(zo)?
k
ol les u; sont normalisés de sorte que
1

2
— u .d’U = 1 N
Vol(M*, o) Jpre © %

Remarquons que cette condition fixe le choix des coefficients o et S (dont le calcul donné
ici en (iv) dérive des propriétés classiques des fonctions de Bessel, ¢f. [B-G1] et [A-S]). Ceci
démontre la premiére pflrtie de (iv). Considérons maintenant la fonction u définie sur R* x M* par
ult,y) = (drt)"P/2e= = et posons p(s) = d(zo,s) . En tout point régulier de p , on a (d’aprés
(1.7) Ap = —(n — l)bT, > -—L;l . Comme p est de classe C! sur I’équateur (cf. 2.E.a), I’ensemble
de ses points singuliers se réduit & {zo, z1} et est de mesure (n — 1)-dimensionnelle nulle. Comme u
est de gradient borné, la formule de Green s’applique et donne, pour toute fonction positive C® ¢ ,

ou
(Bu+ G, < [ (~Zu_plou By
/."’ ot " M.\(zo,m“’( & p Op a)

Par ailleurs, par définition de la mesure dv,, , nous avons
_p T®/2)
2Lp 27p/2
Le principe du maximum permet alors de comparer ks g,) €t u et achéve la preuve de (iv). ]

tlir{)l u(t, e).dvg, = .Vol(M*, g.).bz, -

I

Preuve de (v). — On applique A.2,(v) avec le changement de variable 8 — s(B)

2!/p L./ . Dans un premier temps, choisissons a égal & u(3) , ceci donne, lorsque % =3- % ,

21/p L (foL |u’(3)|23p—1d8)1/2

A (M* ge) = Inf w .
P/ g L wLrZo (fo |u(s)|2sP~ ‘ds) 1/q

Le second membre se calcule grace au lemme de Bliss (cf. [AU], proposition 2.18, p. 42) et est

1/p
égal a [p(p — 2)]'/2 [—M-L] . Reprenons la méme démarche, mais utilisons cette fois le fait que

2I'(p)
21/” .h*(B) est inférieur 2 B~ 7 et & (1 — B)'~% , nous obtenons, en faisant u;(s) = u[B(s)] et
U2(S) =u[l - ()],
22/pL2
/ A2 q(M*y 95)2
p

2L-R _
b u{(s)zs" lds+f uh(s)?sP~1ds

2L—-R |’U,2(S) _ uz(R)lqsp—]ds)z/q

inf Supgepo2
wa RO PR () — (R Jasp-ds +
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On conclut en utilisant 1’inégalité

(@+b%7 2287 (a% + %) .
Si au contraire 1 < 1 — 1 | alors la fonction f(z) = d(zo,2)~ % est de norme H finie tandis que
la norme de (f — a) est toujours infinie, ce qui achéve la preuve. ]

A.4. Les “double-cusps”.
Nous appellerons ainsi la variété M* =] — oo, +oo[xS™~! , munie des métriques
ge = (ds)* +e2.e7 2l ggu_y |
ou 4 est une constante positive arbitraire.

Cette variété peut aussi €tre obtenue par recollement de deux cylindres hyperboliques infinis
ou “cusps”.

PROPRIETES. —

(i) Les “double-cusps” sont les variétés de révolution n-dimensionnelles profilées sur la
fonction h*(B) = (n — 1).6.8 . En dimension n = 2 , leur fonction isopérimétrique h. (cf. définition
5.1) vérifie

(1 - BVe)h* < he <h*.
En particulier, leur dimension isopérimétrique au voisinage des pdles vaut +oo .
(ii) Le spectre du demi-espace M* , pour le probléme de Dirichlet, est égal & ]@-;—1)362, +oof .

(iii) Le spectre de (M*, g.) est égal a {O}U]ﬁ'———,}m,+oo[ lorsque ¢ est assez petit.

Preuve. — La démonstration de (i) est semblable a celle de A.1. Le fait que M* soit égal
a ]L‘Pi, +oo[ lorsque dim(M™) = 2 est un résultat classique de théorie spectrale sur les variétés
hyperboliques. Ce résultat s’étend facilement au cas de dimension quelconque puisqu’il ressort, de
la décomposition H; = Ky + K, de A.2, que la partie du spectre correspondant aux fonctions
situées dans Ky est insensible a la dimension et ne dépend que de h* . Ceci prouve (ii). On en
déduit également (iii), car toute fonction f de M* dans R qui appartient & Kj et est orthogonale aux
fonctions constantes a son quotient de Rayleigh minoré par uf({z : f(z) > 0}) . A un changement
de signe pres, I’ensemble {f > 0} est inclus dans un des deux demi-espaces, donc le bas de son
spectre est minoré par =18 On conclut en utilisant la proposition 2.8 (i). n

A.5. Une suite de variétés (M*, g.) vérifiant hp(8) > C.5"** (a > 0) et telles que
lim,, o0 A(M*, g,) =0.

Considérons le cylindre C,, = [0,n?] x S! (-,;11;;) , muni de la métrique produit, ot SY(R)
désigne la sphere de dimension g et de rayon R . Nous obtenons (M*, g,,) en recollant une hémisphere
de S?(-+=) et une sphére S*(1) (de laquelle on a préalablement excisé une boule géodésique de
rayon ;ﬂ:;) aux deux bouts du cylindre. Pour tout domaine 2 de M , on a

Vol 90
Min(Vol Q, Vol M \ Q)1+e
Par ailleurs les fonctions v, , définies sur C,, par ui(s,8) = sin[%’%] ont leur quotient de Rayleigh
majoré par (-,’i—Z,’)2 . On achéve la preuve par le principe du min-max (théoréme 2.5). ]

>C>0.

A.6. Une suite de variétés de révolution (M*, g;) dont chaque valeur propre du spectre
tend vers zéro, bien que volume et diamétre restent & peu preés constants (exemple faisant
partie du folklore).
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Découpons [—1, 1] en (4k + 1) intervalles égaux notés Iy, ..., Is; . Considérons une fonction
paire by, de [—1,1] dans [0,4] , égale a EIT sur les intervalles d’indice impair et d’intégrale égale
a -}c- sur les intervalles d’indice pair, telle que bx(—1) = bi(1) = O . Définissons la métrique g
sur M* = [-1,1] x S™! par gp = (ds)® + bk(s);%r.gsn—l . Notons ¢; la fonction continue,
affine sur chacun des intervalles I; , qui vaut 1 sur I; et zéro sur les I, pour tout ¢ # j .
Les fonctions u; , définies sur M* par 1’égalité€ u;(s,z) = ;(s) , sont de supports disjoints
f |Vu,-|1.dv,k -

uf.du,u

limg—oo M(M*, 1) =0 . .

et vérifient < % . Le principe du min-max (¢f. le théoréme 2.5) implique que
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