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EXPOSE n° III

FORMULES DE VARIATIONS DE L'AIRE ET APPLICATIONS

H. Blaine LAWSON et Jean-Pierre BOURGUIGNON

I. LA VARIATION PREMIERE,

Soit M une variété riemannienne dans laquelle nous considérons une réunion

c s 1 . . . P . .
M de sous-variétés de classe C de dimension n munies de la métrique induite.
Nous supposons M de volume fini. Soit V un champ de vecteurs sur M a support

compact dont le flot est noté (wt)

t€R

Nous nous intéressons d la fonction ¢t v v(t) = vol(wt(M)) dont les varia-

tions successives sont notées

a

k
§ v (V) vol(p, (M), _
I t | £=0

Il est commode de voir le volume v(M) comme IM[ﬁxl dﬂn(x) o M désigne
le champ de n-vecteurs unitaire tangent de M (si (el,...,en) est une base or-
thonormée au point x , on peut prendre ﬁ; = (el,...,en)) et d¥" 1la mesure de
Hausdorff n-dimensionnelle. (Aux points ol M est réguliére, cette mesure coin-

cide avec la mesure riemannienne).

_ k . _ . P,
Pour évaluer & v , il est nécessaire de calculer, pour un élément £ de la

k
grassmannienne G M des n-plans de M , 4 le_gll|,_, ol ¢ _& désigne le n-
n ak ot | t=0 t

plan image de £ par le difféomorphisme @t .

THEOREME 1. - La variation premiére du volume de la sous-variété M dans la di-

rection d'un champ de vecteurs V est donnée par

slv(v) = J @i ,H) arc
M

Ao nT VAL ne
e n

1 i
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Preuve : Nous avons

d YA \
3t o8l le=t = 2 \W It ((DtE,(DtE)}It=T
1 1 d *
=3 TE;ET It @t(g)(€,€)|t=T .
Par suite pour t=0 pour lequel @, = Id et el =1,

d -
dc 198l e = £y8(E:E)

On introduit la dérivation covariante de Levi-Civita V de M .

Comme, pour tous champs de vecteurs X et Y, on a la formule £XY=VXY—VYX N

il est possible d'établir que

(ol QY est un champ de tenseurs de type (1,1))

pour 1l'action sur les champs de tenseurs obtenue par extension comme dérivation du

produit tensoriel qui commute aux contractions.

Par suite, en se souvenant de ce que Vg =0,

d [ = v,
= <08, 0.0 lL(vV— cL)gJ (£,8)

dt
\Y
= - (Lea)(E,¢)
\
=2(Q &8 . -
COROLLAIRE 2. - §_}_ M est une variété compacte & bord, alors
dlv(V) = —J <V,B> + J <V, v>
M M

oi H désigne la courbure moyenne de M et v la normale extérieure 3 3M dans

M.
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v _ .
Preuve : Dans la formule donnant (L(M), on sépare V en sa partie normale et

sa partie tangentielle.

On trouve alors, si (ei) est une base orthonormée de TXM et donc

A...NE
n

N
<, W ),ej>

<am,y>= &
= 1 3j

<v (vT) ,e.> +
f e. ]

1 j j

[ =1

Le premier terme s'identifie 3 la divergence pour la métrique induite sur M
T . PR
du champ de vecteurs V . Le second terme, lui, est précisément (avec la conven-
tion que nous avons prise) 1'opposé de la trace de la seconde forme fondamentale

dans la direction normale VN . "

II. APPLICATIONS. THEOREME DE MONOTONIE .

Nous commeng¢ons par une application qui met en évidence le rdle du bord et de

la non-compacité.

Soit M un ensemble de rayons issus de l'origine dans M que nous prenons
-
comme étant le disque ouvert de rayon 1 centré a l'origine. Nous notons vy les

vecteurs directeurs unitaires de ces rayons.

La formule de la variation premiére ne comporte qu'une contribution du centre

~

. Ind . . .
qui est z vy (il n'y a pas de contribution du

i=1

bord du disque, car nous 1l'avons pris ouvert), d'oii

la condition de minimalité

- -
v. =0

La deuxiéme application est un théoré&me de monotonie.

z L . - . . - - . .
THEOREME 3. - Soit M wune réunion de sous-variétés de dimension n de classe au

moins C1 de la boule B1 de rayon 1 telle que élvM =0 . Alors la fonction

-n .
rer  vol(MN Br) est croissante.

Preuve : La preuve s'appuie sur la formule de la variation premi&re appliquée

3 un champ de vecteurs adapté i la situation, i.e. radial.
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. - . _ 1
Soit V(x) = ©(|x|)x ol la fonction ¢ est supposée C . Comme, pour un
vecteur w ,

(w,x)

T+ o(|xw ,

v p—
U =V V=0 (|x])
si & = ejA...Ae_ pour une base orthonormée (ei), alors

v n \
< (e),e>= 1 <O e.,e.>
j=l J J

3
- o' (Ix)) Jﬁi snolxD)

ol xg désigne la projection orthogonale de x sur & .

D'aprés la stationarité de M , pour toute fonction ¢ & support compact

dans [0, 1[ ,
2

T
x|
0=J {(.p'(|x|) '-l-;r+n(.0(|x|)} a®
M
. . 1 _ . .
Si nous prenons pour ¢ une fonction C décroissante qui approche la fonc-

tion linéaire par morceaux dont le graphe est donné ci-dessous,

0 r r+e 1 t
nous obtenons
2
1 Ix'] o«
n | o(x]) =-= ] ax
M €l M
r+e r
2
r+e Ifo n
<= B
Mr+e_Me

ZE (v(r+e)-v(r))

N

En passant a4 la limite sur € , comme v est & variation bornée, nous trou-

vons
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nv(r) <r v'(2) ,

v'(2)
v(2)

n
<
r

et donc par intégration des dérivées logarithmiques le résultat cherché.

Remarque Dans le cas classique, la preuve du théoréme de monotonie se fait en

considérant % Aix|2 (ot x désigne le vecteur de position). On trouve
n vol = J <v,x>
oM

Les deux formalismes sont souvent reliés par une intégration par parties.

ITI. LA VARIATION SECONDE.

THEOREME 4. - Si élvM =0, alors

2 2 2
L vol(o, M) |, _ =J ROl +<[al’ocﬁ— ) ]ﬁ,M>
dt t 7 |t=0 M
[EN V=2 n
+<(RV VM,M>-<Q" MM} di
-
Preuve : Il faut calculer
a? 1 2 o 1 =2
L v | o= | 3 (e @ - Jepdin® e
dt a M

Or

2 - \Y —
£08(E,8) = (T, - O) o (T, - 08} (E,8)

1@, - A (g 1,0

_([vv, cU’Jg) €,6) + (ol (£,6) .

Nous avons donc
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2
d [ 1 (= AV \ Vo = Vo o
E v(®.M le=0 = JM 3 {Zg\[Vv,C\/]M,M/ 2(00 g) (CL'M,M) - 2<(QUM,M>}diC

— Vo= = V AV = Vo 2 Vo = 2
J {<[vV, O IM,M> + <A M, M>+ QUM -<CU'M,M> } ax
M

Evaluons le commutateur fﬁV,ClY] s

- V= V. V=
[Ty, QW =7, @/ - o0 T
=V, VV-V vV
VvV 'w = ’
VVW
soit en ajoutant et en retranchant V, V.V - ¥ v,
’ WV —
V.V
)
v v
= \ = ~ V v, 2
= V + -
(Vg QW Ry u L w-(aH"w

a cause de la définition-méme de la courbure.

V.V
PP P P P Qa v
La sous-variété M étant supposée minimale, le terme ne donne aucune

contribution, d'oli la formule annoncée. L

Le cas classique est celui oi M est une sous-variété sans bord et ol le
champ de vecteurs de variation est @ support compact et normal 3 M . Un certain
nombre de termes de la formule de la variation seconde peuvent alors se réinter-—

n

- P = . . V: DU — N
préter. Ainsi, M é&tant minimale, CL‘ﬁ se réduit a % elA...A(Ve V) Aeeene

1 ]

J
de telle sorte que

2 no 2
rai’ =z on@, e,
j=1 j

. . - . P N i1
ceci fait apparaitre la connexion notée V du fibré normal pour laquelle nous

avons donc
2 2
1w’ = et

De méme le terme ‘<(CLY° OY - ((lY)z)ﬁ,ﬁI> peut se réinterpréter. Nous avons

en effet
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\

@.al - @hhHi-= elA...A(QVe.l)A...A(o_VeJ.),\...Aen ,

i#j

<(O,Vo(l,v - (CLV)Z)FE,Q > T <Q.V(ei)AQY(ej),ei/\ej>

i#j
= 1 {<B , V> <B ,V>-<V,B >2}
00 Te. e, e.,e. e.,e.
1,] i1 1] 1]
2 ..
=- I <V,B > (car M est minimale)
.o e, ,e.
1,] J
= —<t3\21 , V>

(puisque <@ (V),u>= I <V,B_ _><B_ _ ,W>)
i,] i’7] i’7]

I1 sera commode de définir un opérateur & associé 3 la courbure en posant
par définition

_ n
&) = ¢ R e.
) _ ej,V ]

j=1

~

(cet opérateur est quelquefois appelé 1'opérateur de Jacobi, & cause de son rdle
dans 1'équation des champs de Jacobi). Grice & cette définition nous pouvons

écrire

n
<(R, VIM,M> = 7 <R e.,Vv>
’ =] j

=<R(V),V> .

En regroupant ces remarques nous obtenons

COROLLAIRE 5. - Dans le cas "classique',

2

d_z vol(oM) |, o = J AR - <@ (), v+ <RV ,v >} aic™,
dt M

Remarque . L'hypoth&se que V Soit normal & M en tout point est en fait inutile.

En effet, si ¥ = V+Vl est un champ de vecteurs défini au voisinage de M dont
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la partie normale est V et la partie tangentielle Vl , alors, si (wt)t€I dési-
2 2
v 1 . d 4
gne le flot de et @ celui de Vv, , dtz vol(npt M)|t=0 = ;:E vol(wt M)‘t=0

1

N (et

parce que le flot wt est approximé au deuxiéme ordre prés par Y 0@
1 - P .. _
vol(@to @, M) = volGDtM)).La sous-variété M étant minimale, le développement au

deuxiéme ordre de ¢, n'intervient pas pour évaluer la variation seconde du volume.

t

IV. QUELQUES RAPPELS DE GEOMETRIE RIEMANNIENNE.

On rappelle que sur une sous-variété M d'une variété riemannienne M , la

courbure R est relide & la courbure R de M et i la seconde forme fondamentale

B par 1'équation de Gauss : our tous vecteurs tangents U,V,W,Z a M
p

< W,z2>=<B B, >-<

>
U,W OV, 2 By,z > By,

>-<
W,Z RU,V

R
u,v
(Remarquer que si tous les produits scalaires s'expriment tous de fagon unique

griace 3 la métrique <,> de M , le produit scalaire du deuxiéme terme de gauche

est celui induit sur M , alors que les deux termes de droite ne font intervenir

que le produit scalaire induit sur le fibré normal).

Si on suppose M minimale, un certain nombre de propriétés peuvent &tre dé-

duites de 1'équation de Gauss, par exemple

PROPOSITION 6. - Si M est une sous-variété minimale de dimension n d'une va-

riété riemannienne (M,<,>), alors

n n
. = .M _
i) .Z <Re.,V ej,W>+ <Ric (V) ,Ww>= .Z <Be.,V N Be ,W>
j=1 j i=1 i
.. - M 2
ii) r <R e e.,ek>>+ Scal = -|BI .
jok=1 ¢37%k )

COROLLAIRE 7. - Toute sous-variété minimale M d'une variété M a courbure sec-

tionnelle constante ¢ vérifie

Ric < (n-1)c
2
scal = n(n-1)c - 1Bl
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Ce corollaire implique en particulier que toute immersion minimale d'une sur-

face compacte de genre | dans un tore plat T = /A est totalement géodésique

et la métrique induite est plate, elle aussi.

V. SOUS-VARIETES MINIMALES STABLES

DEFINITION 8. - Une sous-variété minimale M d'une variété riemannienne M est
dite stable si la variation seconde de 1'aire est non-négative pour toute variation

a support compact.

Un cas typique de sous-variété minimale stable est fourni par les variétés

qui sont d'aire absolument minimisante dans leur classe d'homologie.

ca , = 2 <
Pour une telle sous-variété, l'opérateur L = V*V + & -0%" est donc non néga-

tif lorsqu'il agit sur l'espace C:(M,NM) des sections & support compact du

fibré normal.

Le cas particulier des sous-variétés minimales de codimension 1 3 fibré normal
trivial mérite une attention particuliére. Dans ce cas il est en effet possible

d'identifier les champs de vecteurs normaux aux fonctions sur M en associant
V=1fv a8 f (ici v est un des deux champs normaux unitaires). L'opérateur L

. == 2 ~ -
prend alors la forme plus simple L = A - Ric(v,v) - IBII® oli A est l'opérateur

de Laplace-Beltramiagissant sur les fonctions.

PROPOSITION 9. - Dans une variété riemannienne 3 courbure de Ricci positive, il

n'existe aucune hypersurface minimale stable & fibré normal trivial.

Preuve : Sur les fonctions constantes, L est négatif et la sous-variété mini-
male ne peut &tre stable. -
Remarques : 1) D'aprés le théoréme de Myers, le groupe fondamental d'une variété

a courbure de Ricci positive est fini. Ici, grdce 3 la dualité de Poincaré et 3

un théoréme de représentation de toute classe de (H—l)—homologie par une hypersur-
. PR . 1~

face d'aire minimisante, on retrouve le fait que H (M) =0 .

.. . . P +
ii) Les hyperplans projectifs (linéaires) RP"  dans RP" l sont stables.

PR - . n . +1
Ils ne prennent pourtant pas le théoréme en défaut car, soit IRP , soit Rp"
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n'est pas orientable, ce qui emp&che le fibré normal d'étre trivial.

Dans le cas oi M est de dimension 3 et M une surface, R. Schoen et S.T. Yau
ont fait une remarque simple mais dont les conséquences sont tré&s importantes. Ils

notent que 1'opérateur L peut s'écrire

(ScaT - scal + IBIP)

Nl—

car

%]
0
o
et
=
I
l
I\
[REEN]
A
=
o
<
V
1
™
A
P

2 s€. >
'el,eJ

2 Ric (v,v) + scall + 817
griace 3 1'équation de Gauss, et par suite
-<Ric(v),v>- lIBII" = -3 (Scal - Scal + IIBIIY)

COROLLAIRE 10. - Toute surface orientée compacte sans bord qui est minimale et

stable dans une variété de dimension 3 3 courbure scalaire positive est une sphére.

. 0
Preuve : Pour toute fonction £ C , nous avons

J (1ag] %2+ Lscal £ >J L @t st =o0 .
M 2 M 2

Par suite, en prenant f=1 ,

J Scal =2 0
M

Par le théor&me de Gauss-Bonnet, x(M) = 0 et M est soit une sphére, soit
un tore. Si M est un tore, alors elle est totalement géodésique et la métrique

induite est plate. Comme 1'intégrale de droite est positive, ce cas est exclu. ®

VI. LES éQUATIONS DE SIMONS.

Ces équations établissent que la seconde forme fondamentale d'une sous-variété,
dés qu'elle est 3 trace nulle, satisfait un syst@me elliptique que 1l'on d&duit de

1'équation de Codazzi-Mainardi.

Rappelons en effet que la seconde forme fondamentale B d'une sous-variété
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M d'une variété M vérifie pour tous vecteurs tangents U,V,W a M la relation

— N
(11) (VUB)V’W - (VVB)U,W = (RU’V W)

On peut noter que le membre de gauche n'est autre que la différentielle exté-
rieure de B vue comme l-forme sur M & valeurs dans le fibré des homomorphismes

du fibré tangent dans le fibré normal muni de la connexion normale.

Si M est minimale, en prenant la trace de (l1) sur les vecteurs U et W,

nous obtenons

(12) -
i

[ aci=}

n_
(ve.B)e.,V - .E (R
| B | j=

Les équations (l1) et (12) font intervenir les deux opérateurs fondamentaux
dv et &' du faux complexe de deRham des formes 3 valeurs dans le fibré T*M®NM
v v . . P
(A noter en effet qu'en général d od # 0 , mais le symbole principal de cet opé-

rateur est d'ordre zéro et s'identifie d la courbure du fibré T*M ® NM .

I1 est a noter que les membres de droite des équations (11) et (12) ne dépen-
dent que de la métrique de M et de la décomposition TM = TM ® NM 1le long de M.

Il suit donc que, lorsque M est minimale, sa seconde forme fondamentale satisfait

au systéme elliptique, dit de Simons (cf. [31]),

a's = o
§'B = 5
oi p est la 2-forme sur M 3dvaleurs dans T*M © NM PU.y W= (ﬁU v W)N et ol
i 3
p' est la section du fibré T*M® NM définie par p'(V) = & (Re v ei)
= t)

On peut noter 1'analogie que le systdme de Simons a avec le systéme de Yang
et Mills pour la courbure d'une connexion qui est critique pour la norme L2 de
sa courbure (cf. [1]). Dans ces deux systémes, la premiére &quation est universelle
et ne contient aucune information sur le caractdre critique du champ considéré.

- . . . \%
D'aprés J. Simons, il est naturel de former le laplacien A = dvév + évdv

~

associé a ce systéme elliptique. Nous obtenons

13 Vs =
(13) A'B =p_
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~ ~ V— v VRS
ol nous avons posé o _ = d'p' + § p . On peut remarquer que, sur une variété M a

courbure sectionnelle constante c¢ , alors p = 0 et par suite, p' =0 et

0y = 0, d'olt :

COROLLAIRE 14. - La seconde forme fondamentale d'une sous-variété minimale M d'un

espace 34 courbure sectionnelle constante est une section harmonique du fibré
T*M ® NM .

On peut noter que n'est pas nul pour les espaces symétriques non 3 cour-
bure sectionnelle constante, et qu'il contient en général la dérivée de la courbure

de M . On a en fait

< a {IIVRI + IRI IBI}

Hpo

pour une constante universelle a .

J. Simons a exploité 1'équation (13) gridce 3 la technique de Bochner. On a en

effet

PROPOSITION 15. - Le laplacien de Hodge-de Rham des l-formes a valeurs dans

T*M ® NM satisfait 3 1'identité suivante

AVCB = VO + R@®)

e.
1 ] ]

0@ = 1 R, (®, .
J= 3

Preuve : On se place en un point x de M et on fait le calcul en utilisant un

champ de vecteurs V tel que (VV)(x) = 0 et une base locale (ei) vérifiant

aussi (Wej)(x) =0 .
Nous avons
n
'@, -z v, (@®

. . e.
j=1 73] ]
o v v v

=c oV lmy, (1o @® - W@e, gy
j=1 ] j e. ] j’ e,

b j

n

=-3 v [@® ]
. e. e.,V
=1 7] i)
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n
= _.Z ve.[(ve.CB)V - (Vv®e.]
=l 73 ] h]
n
=- 1 [, v, Wy - (VgD 1
j=1 i j j
n
SRR AL SN CA. S
j=1 373 ] ]
o9
= (v*vt%)v + 3 (ve V@,;)e .
j=1 i’ ]
Par ailleurs
V.V _
A8 @)y = v,(6®
n
= -7, (E (ve'Gé)ej)
j=1 ]

T2
=1 (VV,e.cB)ej
=1 i
En rapprochant ces deux termes, on fait apparaitre le terme en courbure

annoncé.

I1 est utile d'aller plus loin et d'exprimer 1'opérateur & en termes de ®&
et de B . Cela conduit 3 des calculs assez complexes, mais qui peuvent tout de
méme étre exploités dans des cas intéressants géométriquement comme nous 1'expli-
quons plus loin. Nous donnons pour mémoire la formule générale, avant d'en tirer

les conséquences dans des cas particuliers.

/ \
THEOREME 16. - La seconde forme fondamentale B d'une sous-variété minimale satis-

fait au systéme elliptique

— ~
V¥VB + &8 B - BoB - B, B = N

ol B est 1'endomorphisme du fibré NM défini pour v € NM par

n
B(v) = r <v,B >B et oi B est 1'endomorphisme du fibré SZT*M
List % ~

défini pour V,WETM par
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= < >e.®e.
BEow =2 D <By By e @e
sJ= J
n
- < >e,QV +< >e.QW} .
. g_{ Be.,e.’B .o W e.]® * Be.,e.’Be.,V e_]® }
i,j=1 1’73 i 1’73 i

Nous considérons maintenant le cas oii M est & courbure constante c¢ . Il est

facile de voir qu'alors (@B)V w-ne BV W’ de telle sorte que pour une hypersur—
b b

face, le systéme (16) prend la forme

VVB = (-nc+IBI%)B
car

F-08l*1d et BoB=0 .

COROLLAIRE 17. - Soit M une sous-variété compacte sans bord minimale de la sphére

Sm.1 . Si ||B||2 <n, alors M est soit une sphére Snm1 plongée de facon tota-

lement géodésique comme un équateur, soit isométrique 3 un produit de sphéres

2
sP x g4 (p+q =n) de rayons /E E/glalongées de telle sorte que lIBI"=n et

La discussion du cas d'égalité est due a& S.S. Chern, M. doCarmo et S. Kobayashi

(cf. [2]).

VII. ESTIMEE A PRIORI DE SCHOEN - SIMON - YAU .

Cette estimée a priori donnée dans [ 4 ] utilise de fagon essentielle 1'appro-
che de Jim Simons décrite dans la section précédente. Elle s'applique aux hypersur-

faces minimales stables.

THEOREME 18 (cf. [41). - Soit b 1la seconde forme fondamentale d'une hypersurface

minimale stable M dans une variété riemannienne M dont la courbure est contrd-—

1lée par des constantes kl . k2 et c¢ au sens suivant

i) k, <X<k, , oli K désigne la courbure sectionnelle de M
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Pour tout p € [4,4+V g[ , 11 existe une constante B (dépendant de p)

telle que

j £ |p|P < BJ {|ve|P + cP £y
M M
2 _ 203

+ k]—k2 + max{-kz,O})

a) Conséquences de 1'estimée de Schoen-Simon-Yau

Avant de donner les principales &tapes de la preuve du théoréme, nous donnons

quelques conséquences spectaculaires.

La premiére conduit 3 une estimée uniforme de la seconde forme fondamentale.
Pour cela, on introduit sur M une exhaustion lipschitzienne propre sous la forme
d'une fonction p : M - R telle que |Vp| <1 (par exemple p peut &tre la
distance dans M ou, si 1'injection de M dans M est propre, la distance dans

M 3un compact K).

Posons MR = {xIxEZM, p(x) <R} . On a bien sir M = U M_ . On considére

R R
fR,e = wR,e op pour 0 <6 <1 et 0 <R<=, ol la fonction wR,e a pour
graphe

1

1

|

[l

|

T >

6R R

En appliquant 1'estimée a priori a fR g » O obtient

b

1
J b|P <8 J —_— + cP I Ve

v
-0yP gP 8
MGR MR (1-8)" R MR

<

LI & 4 PPl oy
RP L(1-0)P f7 Tk

Si M est un espace 3 courbure non-négative, alors C=0 , et 1'estimée

devient
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[ IbIP< 8 vol MR )

_a\P P
MSR (1-8) R

THEOREME 19 (cf. [ 4]). - Soit M un espace 3d courbure constante >0 . Si M

est une hypersurface minimale stable telle que pour un p dans [ 0,4+V E [

vol M

lim R_o,
R= RP
alors M est totalement géodésique.
. i n+l s oz < P
Exemple. — Si dans M = R , on prend une sous-variété M plongée et minimi-
sante et pour fonction d'exhaustion p(x) = |x| ,

1 n n
< - =
alors vol MR <3 vol SR <, R
M
d'oll pour tout €>0
vol(M,)
lim ——ni[—&—— -0
R-oo R ©
dés que n<5 , et le théoréme suivant
- , n+l s
THEOREME 20 (cf. [1]). - Une hypersurface proprement plongée dans R qui_est
minimisante est totalement géodésique si n<5
. . . . P n .
Cas particuliers : 1) Si M est un graphe défini sur tout R , on obtient

ainsi une solution de la conjecture de Bernstein pour n<5 ;

ii) si M est simplement connexe 3 courbure non positive et n>5 et si

vol M
R2 (%3 4 [K|) + R < B,
alors
e
sup |b] < ﬁ
OR
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pour tout 6 , 0 <8 <1, oi e est une constante ne dépendant que de Bo ,0 et

n .

iii) Si de plus M est minimisante dans B (xo) , alors pour n<5
)

bl <2
[o]

ol e est une constante absolue.

b) La preuve de l'estimée de Schoen-Simon-Yau

On présente maintenant les principales étapes de la preuve du Théoréme 18. Le
point de départ en est 1'équation de Simons pour la seconde forme fondamentale de

1'hypersurface supposée minimale
2 —
v*vb = |b|“b - R(b) + o,

PROPOSITION 21 (cf. [ 1). - Si la courbure de M est contrdlée par des constantes

c, kl et k2 , alors

2
= .

|<®(b) + po,b>| < 2c |b] + n(k,=2k,) |b

La preuve de cette proposition est longue et technique mais facile. »

La seconde &tape consiste a utiliser 1'équation elliptique de Simons pour

établir une estimée sous-elliptique de |b]| .

On considére

1

2 79 [b]% = <yxub,b> - |vb|?

]

|b[4 + <-R(b) + pgob> = |vb|2
< |b|4 + 2c |b| + n(k,~2k,) |b|2 - |vb|2
On remarque que

2 2
3 VXV [b]® = |b] v*v|b| - |v|b]|® .
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Par suite
b v*vlb] - [b]* < 2¢[b] + n(k-2k,) [b]* + [9]b[|® - [vb|? .

Une version de 1'in&galité de Kato reliant la norme de la dérivée covariante

~

d'un champ de tenseurs a celle du gradient de la norme donnée par Schoen-Simon-Yau

s'énonce ainsi.
PROPOSITION 22 (cf. [4]). — Pour tout e>0 ,

2 2 -1 2 2 2
[db] |7 - |vb|® < E%?E—l O P R GFvs = l[d|b] | .

La troisiéme étape utilise le fait que 1'hypersurface est stable. Pour toute

fonction f sur M & support compact, nous avons

J {gvE-£2 (Ric. _ + [b|HI v >0,
M v,V g

d'ot

JM{fAf - (nk, + |b|2)f2} Vg >0,

soit encore

2 I 2, .2
JM [df| Vo > M(nk2 + |b|)E Vg

On utilise alors le degré de liberté que représente f pour le remplacer par

f|b|a pour o=>1 . On obtient ainsi
J (nk ‘bIZa + |b|2u+2)f2 v <I {OLZIblZa-Z ldleZ + [bIZa Idflz +
M2 & M

20-1

+ 2a|b] f<d|b|,df>}vg .

2

. . P o 20-2
On intégre alors la relation déduite de la Proposition contre f lbl
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-J 11292 2 5 < [ (=2a=1)[b2%72 [u]]|2 + 2¢]b] 27" + n -2k, [b] 2 +
M g M 1 2

n(n-1) 1 2 20-2, .2 20~1
e e (O SO Vv, -2 f £]p]“®

<df,d|b|> v
M g

I 1 20-2 2.2
[ - (za-l)JjM|b| 9] |2y,

On peut alors €liminer les termes en [b|20L+2 en ajoutant les deux équations.
On obtient
- 2 -
[——ii—— - (a—l)z] J 1612472 Ja[b]|2 £2 v+ 2(1-a) J £1b] 2! <af,dlb|>
(l+e)n M g M

< J |b|2u |df[2 Vo + termes en courbures.

Maintenant on majore le terme rectangle 2(o-1)|f| Ibl_I |<df , d|b|>| par

e(a—l)2 f2 |b[_2]d|b||2 + é |df|2 . Nous avons donc

2 2 2a-2 2 2 1 2a 2
[?TIETE - (a-1) (1+a)] JM [b] ldlv||© £ Vo < (%) JM [b]“” |af] vg *

2a + n(n-1) 2&—2} f2 v

+ J {2¢ |b]%*7! 4 n(k,-3k,) |b] -
M

(k k) [b] .

On pose alors p = 20+2 , de telle sorte que p-4 = 20-2 que l'on veut posi-

tif.
Par ailleurs il est nécessaire de trouver un €>0 tel que
2 2 . . P
T om (a=1)" (l+e) > 0 , soit avec la relation précédente entre a et p

g < (p-h)2 et p <4 +V g

L'équation précédente se réécrit donc pour p € [4, 4 +V g[ ,
I [b|P™% |a|b||? £ < 8, J {[b|P"2 |ag|? + (k,-3k,) [b[P7? £+
M M

te [pP7? £ e (e P E% v

ol 8, dépend de n et p .
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En revenant 3 1'inégalité de stabilité, on a aussi

J b [P £ v, < J o P qap )t b P2 jag)? + 206 P73 £ <d|b],afs) v,
M M

-2 .2
-nk J b|P7 £ v
2 M g

On majore d nouveau le terme rectangle

R_, P
<Iol® £ albl, [pl? ats <3 1P E? falblF e 5 [P Jag|®

En recombinant avec 1'estimée précédente, on obtient

J|b|p 2y <38 J{|b|p_2 1ag]? + cb]P7 2 ¢ k)2 [B|PTY £ 4
g 1 M |

-2 2
+ max(k, =3k, ,nk,,0) [b|P7% £} v,

Il reste seulement 3 majorer les termes par des estimations non-linéaires

standards pour tout €>0

C|b|P—3 p/3

N

a|b|p + 62(9) c

- _ 2
61772 Jag|? = £2([p (P72 1L,
f

N

P
L R O
f

t|b|P'2 p/2

N

e|b|p + 64(5) u

N

2 -4 p . \P/2
(k ~k,) |b|P elb|? + 8() (k7ky)

On obtient finalement
~ P
(1-Be) J Ib|P £ < B (e) f {19%£? + [cp/3 + (kl—kz)P/z +
M £40  £P

21 .2
+ max(k1-2k2, -nk2 ,O)P/ ] £7} vg

qui donne 1l'estimée annoncée si on prend

€ = (253_1 et f = Fp/2 .
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