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EXPOSE n° IX

LA_CORRLSPONDANCE DE_BRYANT

P. GAUDUCHON

Le présent exposé fait suite a 1'ExposéVII et se propose de décrire, en termes
3

géométriques, la correspondance de Bryant entre les espaces de twisteurs D3 et CP
des variétés riemanniennes EPZ et 84 .

Bien que cette construction soit simple en son principe, elle met en ceuvre un
certain nombre de constructions et d'identifications préalables que nous avons jugé
utile d'exposer, par leur intérét propre, dans les parties I, II et III.

La construction de la correspondance de Bryant elle-méme est décrite
dans la partie IV , ainsi que ses cons&quences les plus importantes dans le cadre de
ce séminaire : 1'existence et la construction explicite d'immersions minimales
- en fait superminimales — d'une surface de Riemann (compacte) quelconque dans la
sphére canonique SA , résultats dis & R. Bryant [1] .

Dans la partie V nous retrouvons, a partir de la situation géométrique envisa-
gée, 1'expression analytique de la correspondance telle qu'elle figure en substance
dans [1] et, sous la forme qui est donnée ici, dans [2] oli elle est interprétée en

termes de correspondance birationnelle entre l'espace des drapeaux D, et l'espace

. 3 3

projectif TP~ .

Cette expression analytique est simple et quelque peu mystérieuse.

L'interprétation géométrique que nous proposons permet peut—&tre d'en éclairer
la nature.

En particulier, son caractd@re quadratique repose esssentiellement, dans 1'inter-
prétation que nous en donnons, sur la correspondance birationnelle entre le plan
projectif EPZ et 1'espace total du carré tensoriel du fibré de Hopf (dual) au-dessus

. . . 1 . R . .
de la droite projective TP qui est & la base de notre construction (cf.partie I).

181



P. GAUDUCHON

I. IDENTIFICATION BIRATIONNELLE DU PLAN PROJECTIF COMPLEXE EPZ AVEC L'ESPACE

TOTAL DU CARRE TENSORIEL DU FIBRE DE HOPF (DUAL) Hf( AU-DESSUS D'UNE DROITE PROJEC-

TIVE X .

Nous rappelons bri&vement certaines notations de 1'exposé précédent.
Soit E un espace vectoriel complexe de dimension 3, muni d'une structure
hermitienne (définie positive).
Nous notons PE 1'espace projectif associé, dont les points sont les droites
(= les sous—espaces vectoriels complexes de dimension 1) de E .
Chaque 2-plan (= sous-espace vectoriel complexe de dimension 2) IT de E déter-

mine une droite projective de PE qui, comme variété complexe, s'identifie a 1l'es-

pace projectif P71 canoniquement plongé dans PE .

~

Choisissons un "point & 1'infini" x dans PE et notons X 1la droite projective
o
. + o .
duale (= associée au 2-plan m = x orthogonal & la droite X dans E) .

Soit HX le fibré de Hopf dual au-dessus de X (par commodité, nous modifions

l8gérement la notation de 1'Exposé VIII ol le fibré de Hopf dual est noté H*).

I1 est bien connu que 1'espace total de HX s'identifie 3 PE- {x_} .
L'identification n'est pas complétement canonique et dépend du choix d'un

élément non-nul e, (que 1'on peut supposer unitaire) de la droite x ~ dans E .

A tout point )\ de H, au-dessus d'un point x de X ( A est une forme linéaire

X
complexe définie sur la droite x du 2-plan 1 associé& 3 X) nous associons alors
(o2}

la droite de E constituée des éléments u+)\(u)e2 lorsque u décrit la droite x

(dans E).

-

Nous obtenons ainsi 1'ensemble des droites de E & 1l'exception de X

Si nous choisissons un repére orthonormé (eo,e

oo !

,e2) de E tel quex = C.e, ,
PE s'identifie & EPZ, X a CP et 1'identification de HX avec PE- {gm} s'écrit

2

(en coordonnées homogénes)

2
(uo.ul,)\) € HX —_ (uo.ul.}\(u)) € TPE =~ TP .

-

Fixons une droite projective A de PE passant par le point & 1'infini x_ . Nous

nous proposons d'identifier PE-A avec 1l'espace total du carré tensoriel H; de Hy

o . 2
privé de sa fibre Hx en x
o
tives X et A . Cette identification, comme la précédente, n'est pas entiérement

0’ ol X est le point d'intersection des droites projec-

canonique et dépend du choix, outre 1'élément e, déja fix& dans la droite x_,

d'un élément non-nul e, dans la droite ;o duaie de X dans X (= orthogonale &
X dans le 2-plan IT ). gous choisissons le couple {eo,ez} orthonormé.

A tout point ¢z de HX au-dessus de x , x # X ( ¢ est une forme quadratique
complexe définie sur la droite x de E) nous associons alors la droite de E cons-

tituée des éléments
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LA CORRESPONDANCE DE BRYANT

uo(u)u + z;(u)e2

lorsque u parcourt la droite x , ol u (u) désigne la composante suivant e, de la
o

projection de u sur la droite ;o .
Si nous complétons le couple {eo,ez} en un repére orthonormé {eo,el,ez} de
E (el est donc un élément unitaire de la droite X de E), 1l'application ainsi déter-

. 2 2 L. ~
minée, que nous noterons p , de HX - HX dans PE-pA s'écrit, en coordonnées homo-—

génes
2
T P . . 1Y
(uo.ul,g) —_— (uo.uoul.g(uL

ol u=ue +u]e1 »oug # 0, est un élement de [T - x , et 7 une forme quadrati-
©o co

que sur la droite x = C.u.
. . . . ces . 2 2
L'application o constitue une identification de HX - HX sur PE-A .
o
Elle se prolonge visiblement en une application holomorphe, également notée p ,

3 la fibre Hi privée de son origine 0X = (0:1:0).
o
. 2 . .
L'image, par p , de HX - OX est réduite au seul point x = (0:0:1) dans PE.
o o

De méme 1'isomorphisme inverse p—l de PE-A sur H; - Hﬁ se prolonge 3 la droite

o
A privie de X, et 1'image, par p_l de A—{xm} se réduit au point O_ de Hi
*o o
En résumé, nous obtenons
g2 - {0 e (PE-
- . } _ A) U X
o
2
(HX —{OX} —_— %)
o o
p‘l 2 2
-7 -
PE xw} _ s (HX HX ) u Ox
o o

(A_{Xm} _—_ OX )

o
qui précise les caractéristiques de la correspondance birationnelle que nous avons

, . 2 . .
établie entre HX et PE (cf. figure 1). On notera que les fibres de H; (a2 1'excep-

. 2 . . . .
tion de Hx ) ont pour image par p les droites projectives de PE passant par X

o
3 1'exception de A (le point x_ &8tant lui-méme exclus de 1'image de chacune des

. 2
fibres autres que HX ).
o
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xm=(0:0:l)
GF
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lH
| X
|
l
|
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i
1
X
0 0
X X
o
Fig. 1
LEMME 2. . 2 . L
L'espace des sections holomorphes de HX au-dessus de X s'identifie a 1'espace

X

des formes quadratiques complexes sur le 2-plan x =T

Si o ={u-= ue tuj.e; > Aug + Bu u + Cuf} est une telle section holomorphe,

vue comme une courbe (complexe) de H

X N O

, son image par p est la courbe

2 2 2
(uo.u]) > (uo.uou].Au0 + Buou1 + Cul)

de PE, c'est-3-dire une conique de PE passant par x_ et tangente en x_ 3 la
droite projective A .

Parmi celles-ci, nous distinguons les coniques dégénérées constituées de la
droite projective A et d'une droite projective ne passant pas par le point 3 1'infi-

ni X (quelconque par ailleurs).
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LA CORRESPONDANCE DE BRYANT

. 2 . .
Elles correspondent aux sections holomorphes de HX qui s'annulent en X, (= qui

passent par le point Ox ), caractérisées par la condition C = O . Nous établissons
o
o . - . . 2
ainsi une bijection entre 1'espace des sections holomorphes ¢ de HX s'annulant en

x et 1'espace des droites projectives D de PE ne passant pas par le point &
1'infini x .
©

En particulier, la section nulle est associée a la droite projective X .

Si ¢ n'est pas la section nulle, elle s'annule, en dehors de X, en un second
point de X qui n'est autre que l'intersection de la droite projective correspon-
dante D de PE avec X (ce point peut naturellement, coincider avec X si o

s'annule en X d 1l'ordre 2 : l'ensemble de ces sections est ainsi en bijection
avec l'ensemble des droites projectives de PE - A exceptée - qui passent par xo).

Quant aux droites projectives de PE passant par X, Ce sont, comme nous avons
vu, a l'exception de A , les images par p des fibres de Hi aux points ol ces

droites projectives rencontrent X .

P, R 2 . . R
Considérons la variété DHX des directions tangentes (complexes) & HX , dont les

P, o . 2
éléments sont constitués d'un point de H

X et d'une direction tangente (complexe)

[

2 .
HX en ce point.

. 2 . .
n'appartenant pas 3 la fibre Hx , toute direction tan-
° 2
gente distincte de la direction fibrée (= déterminée par la fibre en HX passant par

En tout point ¢ de H;

ce point) est déterminée par une unique section holomorphe de H,, passant par ce

X
point et s'annulant en X .

I1 lui correspond, comme on a vu, un point p(Z) bien déterminé de PE - A et
une droite projective, elle-méme bien déterminée, passant par p(z), c'est-3d-dire

un élément bien déterminé de la variété des drapeaux DE (identifiée, au moyen de

la base {eo,el,ez} de E & la variété D, considérée dans 1'exposé précédent).

3
PR . . 2
Nous obtenons ainsi une correspondance birationnelle entre ]DHX et DE

X

- . . . - el
De fagon précise, si nous considérons les deux courbes (complexes) Rl et 2

A
2
de DE définies respectivement par

IS
]

{(x_,8) € DE| x €&},

=
o

2= {G.0) € DE| x €4},

nous obtenons une application holomorphe P de DE = DE - {llmU Ré}

Cette application est injective en dehors de la surface (complexe) S1 de DE

2
dans DHX

définie par

S, = {(x,6) € DE| x €4}
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dont 1'image de 1'intersection avec DE est constituée des directions tangentes a

2 . . . o _ ~ .
Hx au point 0X , la direction fibrée exceptée (que nous noterons 0X ). Les fibres
0 o

dans S, sont les courbes (complexes) de DE constituées des drapeaux (X,{) ol x
est un point fixé de A={x_} et g ume droite projective quelconque, distincte de A,
passant par x .
L'image par P de DE est constituée de 1'ensemble des directions tangentes
aux points de H; hors de la fibre Hi .
o

. - R 2 .
L'inverse P ! se prolonge pour sa part a D privée de la courbe (complexe)
p

CX constituée des directions tangentes en 0X
o 9 o
La surface complexe Sx de DHX constitude des directions tangentes aux
o
points de la fibre Hi , privée de la courbe CX , Se projette toute entiére sur le
o o

drapeau (Xm,A) de DE .

Nous aurons aussi 3 considérer, pour des raisons qui apparaitront plus tard,

la surface complexe S, de DE définie par

2
8, = {(x,8) € DE | x_€ £}

. . ~ . -1 . .
dont 1'intersection avec DE est 1'image, par P , de 1'ensemble des directions

fibrées de DH; en les points hors de Hi .
o

Nous pouvons résumer les caractéristiques essentielles de la correspondance

birationnelle P é&tablie entre DE et DH; par le tableau suivant

X

o A P 2 ~
DE—{Zl UEZ} —_— (DHX--Sx )u (CX -{Ox 1))

o (e} o

X
(s,~(2, ey} — 5 ¢ =@ D

-1 o o
2 P
( 3) DHX—CXO - (]DE—SI yu {(xm,A)} .
(SX -CX —eree— Sy (stA))
o o

- -1 .. .
oi P et P sont holomorphes, injectives en dehors des surfaces complexes S1 et

S respectivement (on observera que 1'image de S ar P est une courbe complexe
q g P

X 1
o

tandis que 1'image de SX par P-1 est un point).
o

6. L'espace des drapeaux DE est fibré holomorphiquement au-dessus de PE et de

*
1'espace dual (PE)
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LA CORRESPONDANCE DE BRYANT

DE

0/

PE  (PES

avec p ((x,£)) = x et p,((x,8)) = & .

Les fibres de Py et de Py sont des courbes (complexes) horizontales (= ortho-
gonales aux fibres de la projection twistorielle de DE sur PE, cf. Exposé VIII)
de DE.

Nous les nommerons respectivement droites horizontales de premiére espéce et

de seconde espéce. En notation générique :

x _ -1 g _ -1
L =P (x) L5 = Py © .

. . . s < X
L'image, par P , d'une droite horizontale de premiére espéce 21 non contenue dans

2 e . .
la surface SI(X ¢ A) est la courbe (complexe) de DHX constituée des directions
tangentes au point p_l(X) .
Si QT est contenue dans Sl(x €A, X # xm) son image par P est réduite 3

un point de DH2

X (une direction tangente en 0x ) .

o

Une droite horizontale de seconde espéce L, est formée de 1'ensemble des

drapeaux (x,£) ol x parcourt la droite projective £ . Si £ ne passe pas par X
. . . 2 . P P
il lui correspond une section holomorphe ¢ de HX , nulle en X, bien déterminée

€
2

sont constitués des points de o et des directions tangentes déterminées en chacun

. 2 .
et 1'image, par P , de & est la courbe de DHX eugendrée par ¢ (dont les points
de ces points par g ).

Si & (&#A) passe par X c'est-a~-dire si lg est contenue dans la surface 82’
son image par P est la courbe de DH; engendrée par la fibre correspondante de
2
HX .

IT. LA GEOMETRIE DES DROITES HORIZONTALES (OU LAGRANGIENNES) DE TP° .

Rappel des notations de 1'Exposé& VIII (48)et(49)Pans ce qui suit, V désigne un espace

vectoriel complexe de dimension 4 muni d'une structure symplectique hermitienne

déterminée par la donnée conjointe

- d'un produit scalaire hermitien (défini positif) «<.,. > ,

- d'une structure symplectique complexe, i.e. une 2-forme I-bilinéaire alter-

née de rang 4, notée (.,.),

- d'une structure quaternionnienne, i.e. un opérateur j C-antilinéaire, de

carré -1 , les trois &léments de la structure &tant liés par la relation

<u,v >= (u,v j) ,Vu, veV.
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L'action de j confére & V une structure d'espace vectoriel quaternionnien
. . ~ H
de dimension 2 notée V .

L'action de H , en particulier celle de j , sur V sera notée a droite.

Les droites quaterniomlennes de V]I sont les 2-plans j-invariants de V .

Les droites projectives correspondantes de 1'espace projectif (complexe) PV

sont les droites verticales (ou réelles) de PV.

. . . . . 4 .
Ce sont les fibres de 1'application twistorielle m de PV sur PVBi:iS qui,

3 tout point x de PPV associe 1l'unique droite verticale de PV passant par x
(déterminée par x et 1'image xj de x par j - cf. Exposé VIII , II).
La fibre en x , c'est 4 dire la droite projective de PPV associée 3 la

droite quaternionienne m(x), sera notée RX .

Un 2-plan T de V est dit lagrangien si la restriction de la forme symplectique
(.,.) @ ce 2-plan est nulle (= Tl est isotrope)

Les droites horizontales de PV sont les droites projective de PV associées

aux 2-plans lagrangiens de V .

Un 2-plan IT passant par la droite x de V est lagrangien si et seulement
si M est orthogonal (pour le produit hermitien < .,. >) 3 la droite xj .

Les directions tangentes déterminées par les droites horizontales de PV pas-—
sant par X sont donc exactement les directions horizontales au sens twistoriel,
c'est-a-dire les directions orthogonales aux fibres de la projection twistorielle
de PPV sur 34 .

La réunion des droites horizontales de PV passant par x constitue un plan
projectif de PPV , que nous notons H; , associé au 3-plan de V orthogonal a xj :

H P i3
x (%33 .

Les plans projectifs H% de PV sont dits horizontaux, ce qui ne veut pas dire que
toutes les droites projectives de PV contenues dans ﬂ% soient horizontales. Seules
sont horizontales les droites projectives de ﬂ% passant par x .

En effet, il n'existe pas de triangle non—dégénéré constitué de trois droites

horizontales

1° %9 et Xy serait
isotrope relativement & la structure symplectique (.,.), ce qui est impossible

Si tel était le cas, le 3-plan de V engendré par les droites x

puisque V est de dimension 4 (dans le langage usuel de la géométrie symplectique
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LA CORRESPONDANCE DE BRYANT

réelle ou complexe, les espaces lagrangiens sont les sous—espaces isotropes de di-
mension maximale, &gale a2 la moitié de la dimension de 1'espace, ici 2).
Ce fait constitue la base de la géométrie des droites horizontales et peut

s'exprimer sous la forme du

LEMME PRINCIPAL 4. Pour toute droite horizontale D et tout point x de PV hors

de D, il existe une et une seule droite horizontale passant par x et rencontrant

D (le point d'intersection sera appelé projection horizontale de x sur D).

La preuve du Lemme principal est immédiate : la droite horizontale D ne passant
pas par x n'est pas contenue dans le plan horizontal H; et le coupe, par consé-

quent, en un point unique (distinct de x).

Le plan horizontal ﬂ% peut &@tre caractérisé d'une autre maniére.

Observons, tout d'abord, que ﬂ% contient une droite verticale unique : la
droite quaternionnienne de VH orthogonale au sens quaternionnien (= relativement
& <.,.> eta(.,.)) ala droite quaternionnienne (x,xj).

Cette droite verticale est donc la fibre, pour la projection twistorielle = du
point antipodal, dans la sphére S4 , au point m(x).

Nous 1'appellerons fibre antipodale de x , notée Ex .

Ainsi, les droites horizontales passant par x sont exactement les droites

projectives passant par x qui rencontrent la fibre antipodale de x ﬁ; .

L'intersection x de la droite horizontale X issue de x avec RX est le

point & 1'infini de X relativement & x (cf. Fig.5).

R
X

(orthogonale a ﬁ;)

X
(contenue dans ¥ )
Fig.s X
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LEMME 6.
L'ensemble des droites horizontales de PV constitue une variété complexe (de

dimension 3) ¥ qui est une hypersurface (complexe) de la variété G des droites

projectives de PV (= la grassmannienne des 2-plans de V).

La variété G est la quadrique de IP( Ev ) déterminée par 1'équation

2
s € A V.

i
o

A D

. o . < S 2
Soit L la restriction 3 G du fibré deHopf de P(AV) .

La forme symplectique (.,.) induit une section holomorphe w du dual L* qui associe
a 9= uav le nombre (o) = (u,v).

La variété H des droites horizontales s'identifie alors au zéro de la section w .
Fixons une droite horizontale X dans X et un repére orthonormé (au sens hermitien)
(61,52} du 2-plan correspondant {T de V . Comme IT est isotrope, {el,ez} est aussi
un H-repére orthonormé (au sens quaternionnien ) de V11 , de sorte que ¥ s'iden—
tifie 3 1'espace homogéne Sp(2)/U(2) , ol Sp(2) est le groupe symplectique unitaire

d'ordre 2 et U(2) le groupe unitaire d'ordre 2 canoniquement plongé dans Sp(2).

. P . . 2
Remarque. Le groupe sz agit C-linéairement sur 1'espace vectoriel complexe AV .
Cette action préserve le produit extérieur oAV , considérée comme une forme

quadratique complexe sur A2V au-moyen de la forme-volume glAeleeerzj (ol

. : P H
{El,?z} est une base quaternionienne-orthonormée quelconque de V7).

. P . . 2 . .
Elle préserve aussi la structure réelle induite sur AV par j (dont 1'action

sur A2V est C-antilinéaire et de carré + 1).

Elle préserve enfin 1'&lément ( = elAelj + ngezj qui n'est autre que la forme
symplectique complexe (.,.), considérée comme un élément de A2V via 1'identifica-
tion V.~ V¥ qu'elle induit elle-méme.

On vérifie aisément que la forme quadratique & A ¥ , restreinte & 1l'espace
(AZV)]R des &léments j-réels de A2V est de signature (1,5) et de signature (0,5)
lorsqu'on la restreint au sous—espace % orthogonal a Q (lui-méme j-réel) dans
R

Nous réalisons ainsi sz comme un revétement (3 deux feuillets) de

505 o~ SOO,S c 801,5 identifiant ainsi sz au groupe spinoriel Sp1n5 .

Le sous-groupe Sp x Sp, préserve, en outre, 1'élément e‘Aelj - eerzj (qui

1
appartient 4 o' et qui, contrairement 3 @ , dépend de la base {el,gz} choisie)
et se trouve ainsi réalisé dans le méme temps comme revétement (& deux feuillets)

' s g .
de SOO,A o~ SO4 , c'est a dire comme le groupe Spln4

Nous identifions ainsi la droite projective quaternionienne canonique
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Spy SO Spin

————— 4 . . . .
3 -~ . st~ = = —= . Cett d tif at st o
SP1XSP1 a la sphére canonique 804 Sp1n4 ette identification e un

HPI

identification d'espaces riemanniens symétriques.
p

L'espace projectif complexe EP3 , avec sa structure canonique d'espace homogéne
5Py 3
———— et la projection twistorielle de CP
UIXSp1

kdahlérien, est, lui-méme, identifié a

Sp, . Sp,
leSpl Sp]xSp

sur S4 n'est autre que la fibration du type Hopf (cf. Exposé

1

o

n° VIII, (46))-

LEMME 7.
Pour toute droite projective D de PV, 1'espace tangent (complexe) TDG_§ G en D

s'identifie canoniquement 3 1'espace Homm(ﬂ,ﬂi) des homomorphismes CT-linéaires du

2-plan 1 associé 3 D dans son orthogonal (hermitien) Tt

La correspondance peut &tre décrite de la maniére suivante : chaque &lément A de
Homm(n,ni) peut &@tre considéré comme le graphe d'un 2-plan de V et le vecteur
tangent associé est déterminé par la courbe (holomorphe) qui, au paramétre T , asso—
cie le-2-plan de graphe <A .

Si D est horizontale, c'est & dire si TT est lagrangien, il en va de méme de T+

qui n'est autre que Tj , canoniquement C-isomorphe au dual (complexe) ™ de T

(2 tout élément uj de Tj , u € T, nous associons la forme linéaire

v > (v,uj) = < v,u >

de ).

Nous obtenons ainsi 1'identification

TG = mk@m* , pDeEXc G .

Le 2-plan de graphe A est lui-méme lagrangien si et seulement si
(Au,v) = (u,Av) , V u, veT .
I1 en résulte 1'identification naturelle

TH = RO, DEX

oli O note le produit tensoriel symétrisé. En d'autres termes, TﬂK s'identifie

~

naturellement 3 1'espace des formes quadratiques complexes sur le 2-plan IT .

Une telle forme quadratique est déterminée, 3 une constante prés, par son
"céne de lumigre", c'est-a-dire les deux droites de 1T (= les 2 points de D) -
éventuellement confondues - oili elle s'annule.

Ainsi 1'ensemble des directions tangentes en D & la variété # des droites

horizontales
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s'identifie naturellement & 1'ensemble des couples de points de D
Etant donné un tel couple {xl,xz} , la direction tangente associée est déter-—

minée comme suit.

Si X =%, =X, c'est la direction tangente déterminée par ﬂ; considéré comme

une courbe complexe de ¥ , la courbe des droites horizontales passant par x .
Si X # X, considérons deux droites horizontales D1 et D2 distinctes de D

passant par x; en X, respectivement (quelconques par ailleurs).

Par tout point de Dl passe une droite horizontale unique rencontrant D2 (Lemme

principal 4).

La courbe (complexe) ainsi construite détermine la direction tangente cherchée

(cf. Fig.7) (les courbes complexes que nous considérons sont non paramétrées et

déterminent des directions tangentes et non des vecteurs).

Fig. 7

III. CORRESPONDANCE BIRATIONNELLE FNTRE EP3 ET DH; .

La variété FX .
Fixons & nouveau X dans ¥ et un repére orthonormé {el,ez} du 2-plan lagrangien

Mo correspondant 3 X (c¢f. Lemme 6).

Nous considérons la sous—variété FX de ¥ constituée des droites horizontales
de PV qui rencontrent X , 3 l'exception de X elle-méme. Cette variété 2 posséde
une projection naturelle p sur X = P T qui, 3 tout Elément D de FX,associé
son (unique) point d'intersection avec X

La fibre Fi = p~I(x) n'est autre que le plan horizontal ﬂ% considéré, comme
nous l'avons fait en 7 , comme une courbe complexe (contenue dans FX) de ¥ .

Nous avons vu (supraketseg.)que la fibre Fi s'identifie naturellement & la
droite verticale ﬁ; (fibre antipodale de x) privée du point & 1'infini X ( = droite
orthogonale 3 x dans le 2-plan 7 ) qui correspond & la droite horizontale X elle

méme : & tout point y de ﬁ;—{;} correspond la droite projective (horizontale)
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déterminée par les points (distincts) x et y . A son tour, ﬁx-{;} s'identifie
naturellement (via le graphe) & 1'espace vectoriel (unidimensionnel) Homm(;j,;) des
homomorphismes C-1inéaires de ;j dans X .

Ainsi FX apparait-elle comme 1'espace total d'un fibré vectoriel holomorphe
de rang 1 au-dessus de X = Pﬂ6 , de fibre Homm(zj,;).

Le dual(complexe) (Xj)* de Xj s'identifie naturellement 3 la droite X via

la structure symplectique rpour tout u dans §j et tout v dans X nous posons
v(u) = (v,yu) = - < v,uj > .

Nous identifions enfin la droite X au dual x* de x au moyen de la base orthonor-

mée {e;,e,} de M en posant

u(v)=<u/\v,g1/\52>, Yu€ETX,

VVEZX.

Nous pouvons considérer cette identification comme la composée de deux isomorphismes
C-antilinéaires : celle de x* sur x (via la métrique hermitienne) et l'applica-

. ~ - . .
tion ~ de x sur x définie par

ue€ x ._:;_>II =uJ (elA 62) € X

ol -l note la contraction hermitienne (uJ(elA 52) = Ep< LU T g <EyU> ).

L'homomorphisme C-antilinéaire ~ ne dépend que du produit extérieur EjAEy
c'est-3a-dire du choix d'un représentant unitaire ¢ dans AZV de X considéré
comme E&lément de IP( AZV)

?i ® est Femplacé par eie¢ (i.e. si {el,cz} esFremplacée par {Ei’eé} telle

i ~ c oA ~ ig ~
que g A gé = e e.glAez), u doit étre remplacé par e e.u pour tout u dans x .

Au terme des identifications proposées nous identifions naturellement la fibre
X o . . P
FX 3 1'espace vectoriel x* ® x* des formes quadratiques(complexes) définies sur
la droite x .

Nous avons ainsi établi la

PROPOSITION 8.La variété FX , considérée comme un fibré vectoriel holomorphe de

rang | au-dessus de la droite projective X = I’ﬂb s'identifie, modulo le choix d'un

_ o . 2 _ . P
représentant unitaire ¢ de X dans AV , au carré tensoriel H; du fibré de Hopf

dual de X

L'identification s'établit comme suit : & toute forme quadratique ¢ définie

sur la droite x du 2-plan M, nous associons la droite horizontale de PV passant
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par x et coupant RX au point Yoo i.e. la droite de V constituée des Eléments

z(u)

<u,u>

~. o~
uj + u. , u€ x.

En particulier, l'origine de la fibre Fi , correspondant 2 =0 , est la droite

horizontale déterminée par les points x et xj .

~

. _ 6 _ ~ i .
Remarque 9. Si ¢ est remplacé par Lo , U est remplacé par u.et et le point

y

c de Rx associé & la forme quadratique ¢ est remplacée par y 218 °
e

. g
L'identification FX o Hz dépend donc effectivement du choix de ¢ au-dessus

2 X
de X dans AV .
Toutefois, 1' "origine" (x,;j) de Fi est la méme pour tous les choix de ¢ ,

o . - X
ainsi que la structure d'espace vectoriel complexe de Fx , Vx€X .

Remarque 10.La droite horizontale X apparait comme le point & 1'infini commun i
toutes les fibres.

La variété obtenue en ajoutant X 3 FX est singuliére en X .

Nous pouvons la désingulariser en faisant "éclater" le point & 1'infini X de
maniére que les points 3 1'infini de chaque fibre soient considérés comme distincts.

La surface complexe ainsi obtenue est comme sous le nom de deuxiéme surface de

Hirzebruch.

Soit D wun &lément de la fibre Fi c X .

X
L'espace tangent (complexe) TDFX a4 F en D est un sous—espace de

TD H ~T*Om , ol M note (et notera par la suite) le 2-plan (lagrangien) de V
associé 3 D (cf.Lemme 7).

Comme les éléments de FX sont assujétis a rencontrer X , TDFX est constitué
des formes quadratiques de T qui s'annulent sur la droite x (=l%l1ﬂ).

Le "cdne de lumiére'(cf.lemme7)correspondant i un vecteur A de TDFX est
donc constitué du point x , qui est fixe, et d'un point variable z de D (qui
peut coIncider avec x) .

Nous obtenons ainsi une bijection naturelle entre les points de D (dans PV)

et les directions tangentes a FX en D (cf. lemme 7).

En particulier, au point x correspond la direction fibrée.

Si, au contraire, z est distinct de x , la direction tangente correspondante
est obtenue en tragant par 2z une droite horizontale I ne rencontrant pas X , quel-
conque par ailleurs (cf. 7 ). Considérant, pour chaque point y de X , l'unique
droite horizontale joignant y a ¢ (cf. Lemme principal 3 ), nous obtenons une

section (holomorphe) de FX , égale @ D en x , déterminant en D 1la direction
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tangente fixée par z .

Nous identifierons désormais toute droite horizontale I ne rencontrant pas X
avec la section holomorphe de 2 qu'elle détermine.

Toutes les droites horizontales passant par z (et distinctes de D) déterminent

~ . . R X . .. .
la méme direction tangente & F en D . Parmi celles-ci il en est une, unique, ZO

qui s'annule en un point fixé X (distinct de x) de X : celle qui rencontre
X

1' "origine" de F" en X c'est-a-dire la droite horizontale (xo,xoj) que nous

noterons Y .

Fig.ll

Nous retrouvons le fait, &tabli en 2 , que les directions tangentes en un point
de H; (identifié a FX) hors de la fibre en X correspondent bijectivement aux
sections holomorphes passant par ce point et nulles en X -

Nous en tirons aussi, comme corollaire, que les droites horizontales I ne
rencontrant pas X constituent la totalité des sections holomorphes de FX .

La section nulle est la droite horizontale Xj (et non pas X qui correspon-—
drait, aprés "éclatement" de X , & la section infinie, cf. Remarque 10 ).

Nous récapitulons les points essentiels de ce qui précéde sous la forme sui-
vante :

- chaque droite horizontale D de PV rencontrant X et distincte de X corres—

pond bijectivement 3 un point du fibré Hi s

- chaque point z de D correspond a une direction tangente (complexe) a

X . : . P
F* o~ Hx en D (le point x = DNX correspond 3 la direction fibrée),

- les droites horizontales passant par z etdistinctesde D correspondent

.. . . X 2 . .
bijectivement aux sections holomorphes de F~ o~ HX passant par D et induisant
en D 1la direction tangente déterminée par z .
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Si x est distinct du point-origine X de X , 1'unique section holomorphe de
2 . . . .

FX o~ HX nulle en X s passant par D et induisant en D 1la direction tangente

déterminée par =z est la droite horizontale z, joignant z 3 Y 0X (cf. Fig.

11). [¢)

Soit 2z un point de PV n'appartenant pas a X .

D'aprés le Lemme principal 4, passe par z une droite horizontale unique D

s T

appartenant 3 F et le point 2z détermine une direction tangente (complexe) en
D a P .

Nous obtenons ainsi une application holomorphe Q de PV-X dans la variété
D FX des directions tangentes 3 FX .

Si z appartient 3 X , nous lui associons non pas un point de DFX mais
la courbe complexe constituée des directions fibrées en les &léments de la fibre

2

i Inversement, nous obtenons une application holomorphe Q-1 de I)FX dans PV
définie comme suit : @ tout couple (D,z) de DFX , D€ FX , z € D, nous associons
le point z .

Cette application Q_l est partout définie et bijective en dehors de la surface

complexe S de p X constituée des directions fibrées de FX définie par
X
S = {(D,z) € DF |z € X }.

L'image de S par Q—1 est la droite horizontale X . La fibre en un point x de X
est 1' "image" de x par Q c'est-d-dire 1l'ensemble des directions fibrées des

points de la fibre Fi

Nous obtenons ainsi une correspondance birationnelle Q entre 1'espace projectif
ey X
PV et la variété DF" .
. X . cera w42 P . .
Puisque F~ est identifiée 2 HX nous en déduisons une correspondance biration-

nelle que nous continuons de noter Q (et Q—l), entre PV et DH2 , décrite par le

X

tableau

- Q -

PV-X — 5 DH -S

2 Q'l
(12) DH, — ~ 5 PV

X

(8 — X)

< -1 . . .- . -1 .- .
oi Q en Q sont des applications holomorphes, Q est bijective, Q ~ estbijective
en dehors de la surface complexe S des directions tangentes fibrées (identifiée

a3 S) qui se projette sur X .
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On observera que la correspondance birationnelle entre PV et DFX est complé-
tement intrins&que (= ne dépend que de la structure symplectique unitaire de V).
La correspondance birationnelle entre PV et DH; dépend, en outre, de l'identifica-
tion choisie de FX et H; , c'est 3 dire du choix d'un représentant (unitaire) ¢ du
Z-plan ﬂo (associé a X) dans A2V . On notera enfin que le point origine X de X

. o P . . -1
ne joue aucun rdle dans la détermination de Q et Q .

IV. LA CORRESPONDANCE DE BRYANT.

En combinant les correspondances birationnelles entre DE et DH; d'une part,
PV et DH; d'autre part, nous obtenons la correspondance (birationnelle) de
Lryant entre DE et PV , c'est-a-dire entre les espaces des twisteurs projectifs
de PE (=tp?) et PV (=s).
Cette correspondance est aisément décrite en combinant les tableaux (3 ) et (12).
Nous posons

R =g l.p

définie (= holomorphe)de DE-{EleJ2A dans PV

2}
Cette application R est injective en dehors des surfaces complexes S] et 82 intro-
duite en I.

%o A X
L'image, par R, de Sl—{Q] U 12} est la droite horizontale Y (= 1l'origine de F~ en

X rivée du point x .
0) P P o x

a . A . . P
De méme,l'image, par R, de SZ—{ZI00 U 12} est la droite horizontale X privée du
point X, De fagon précise, chaque droite horizontale de premidre espéce ZT conte-
x
nue dans Sl - llw(XE A ,x # xm) se nrojette sur un point, distinct de X de Y et,

de méme chaque droite horizontale de second espéce lg contenue dans

52 - Qé(me £, £ # A) se projette sur un point, distinct de X s de X .
X
L'image, par R, de DE —{zllelé} est constituée de PV privé du plan horizontal

ﬂ% 3 1l'exception des droites horizontales X et y , elles-mémes privées du point
o

X .
o
Nous posons de méme

définie sur PV-{XU Y} , 3 valeursdans DE .

Elle est injective en dehors du plan horizontal H% (privé de X et Y) dont 1'image
o
dans DE est constitué de 1'unique-drapeau (x , A).

L'image, par R_l , de PV- {XUY est constituée de DE- {SIU 82} augmentée du

point (x_,A).
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Nous obtenons ainsi le tableau suivant

X
_ @b
DE ULI UJLZ}

> (mv—;(xo)u XUy - {xo})
X

- *® Ay -
Sl {i’,l UJLZJ________> Y {XO}
A
X _
82 {JLI U!Lz}____) X {xo}
_.l

(13) PV -{XUY} R > (DE - {Slu S,Hu {(x_,0)}

o, - (XU Y) s (x,0)
o

qui met en évidence, comme les tableaux (3 ) et (12), les domaines de définitions
. . . -1 L. . P .
et les images des applications R et R ainsi que leurs domaines de non-injecti-

vité.

PROPOSITION 14. La correspondance de Bryant préserve les distributions horizontales

de 1'espace des drapeaux DE et de 1'espace projectif PV détermin€es par la projec-

. . . 4 .
tion twistorielle sur PE ef S respectivement.

Démonstration. En chaque point (x,£) de 1'espace des drapeaux DE, l'espace tangent

horizontal H DE est engendré par les deux directions horizontales déterminées

(x’ 5)

‘ s X £ o ~ .
par les droites horizontales 21 et 22 , de premiére et seconde espéce respective-
ment, de DE .

I1 résulte clairement de la construction de R que 1'image d'une droite horizontale

. s - X . . N X .
de premiére espéce & est une droite horizontale de PV appartenant & F si x

1
n'appartient pas 3 A et se réduit 3 un point dans le cas contraire.

£
2

horizontale de PV (ne rencontrant pas X , mais rencontrant Y) si ¢ ne passe pas

De méme, 1'image d'une droite horizontale de second espéce £, est une droite

par x et se réduit a un point dans le cas contraire.
oo

Les droites horizontales de PV sont des courbes horizontales a&u sens twistoriel

et les directions au'elles déterminent engendrent 1'espace horizontal
HZPV en tout point z de PV .

. -1 . . ‘s 5
Leurs images par R sont des droites horizontales de premiére espéce (ou des
points) si elles rencontrent X , des droites horizontales de seconde espéce (ou
des points) si elles rencontrent Y .
Si z n'appartient pas 2 ﬂ% , les directions déterminées par ces seules droites
o
horizontales (celles qui rencontrent X de Y) engendrent 3 elles-seules 1'espace

tangent horizontal HZPV . En général,si & est une droite horizontale de PV ne
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. . . -1
rencontrant ni X , ni Y , son image par R est la courbe holomorphe de DE cano-—
niquement engendrée par une courbe holomorphe de PE (la conique - non dégénérée -
tangente en x 4 A associée & I , causidérée comme section holomorphe - ne s'annu-
o
X 2

lant pas en x_ - de F' =~ He, cf. Fig.1). Cette courbe est horizontale (au sens

twistoriel) dans DE . O

De la Proposition nous déduisons immédiatement le

COROLLAIRE 15.Les courbes holomorphes horizontales de PV sont exactement les images,

par 1'application R , des courbes holomorphes horizontales de DE .

Remarque. Bien que R et R ne soient pas partout définies sur DE et sur PV
leur restriction & une courbe holomorphe de DE ou de PPV peut étre &tendu & la courbe

toute entiére.

Par ailleurs, il est toujours possible, une courbe holomorphe C &tant donnée
dans DE , de trouver x et A dans PE de telle maniére que C é&vite ZTW et lg :
il suffit que X n'appartienne pas a la pi?jection pl(C) dans PE et que A n'appar-
tienne pas 3 la projection p2(C) dans (TPE) .

Mais la restriction @ C de R peut n'étre, en génédral, ni injective, ni une

immersion (ce point sera précisé plus loin).

L'intérét du corollaire précédent s'appuie sur les deux faits suivants, démontrés

dans 1'Exposé VIIT et que nous rappelons bri&vement
a) les courbes holomorphes horizontales de PV sont en correspondance bijective

(via la projection twistorielle) avec les applications superminimales d'une surface
de Riemann M dans la sphére SA .
En particulier, les applications harmoniques de la sphére 52 dans la sphére S4 sont
en correspondance bijective avec les courbes holomorphes horizontales de genre zéro
de PV (on vérifie aisément que les droites horizontales de PV correspondent aux

sphéres équatoriales — de dirension 2 - de 34)

b) Les courbes (holomorphes) horizontales de DE sont
- les droites horizontales de premidre espéce,
- les courbes engendrées dans DE par les courbes holomorphes de PE (nous rappelons
que si f : M > PE en une courbe holomorphe de PE, oli M est une surface de
Riemann, la courbe engendrée f : M » DE est déterminde par
T(p) = (f(p), la droite projective tangente en f(p) & la courbe f)est partout défi-
nie, méme aux points singuliers otila dérivée f' s'annule).
Ainsi, toutes les applications superminimales ¢ d'une surface de Riemann M dans

4 . . . .
S s'obtiennent de la fagon suivante (en dehors de certaines sphéres é&quatoriales):

199



P. GAUDUCHON

DE R \ PV
A 7
’f pl m
M __£>IPE s

- considérer une application holomorphe quelconque f de M dans le plan projectif
PE ,
- son relévement canonique T dans 1'espace des drapeaux DE,

- son image dans 1'espace projectif PV au-moyen de la correspondance de Bryant ,

- la projection (twistorielle) dans S4 .

. . . . . 2 4 P
En particulier, toutes les applications harmoniques de S~ dans S sont fabriquées

de cette facon.

Nous pouvons maintenant énoncer le théor&me suivant et son corollaire, diis a

R. Bryant, qui constituent les résultats principaux de [ 1]

THEOREME 17Toute surface de Riemann compacte admet un plongement holomorphe horizon-

tal dans 1'espace projectif PV.

COROLLAIRE 18Toute surface de Riemann compacte admet une immersion minimale - en

fait superminimale - génériquement injective (= injective en dehors d'un nombre

fini de points) dans la sphére S4 .

Le corollaire se déduit immédiatement du Théor@me compte-tenu des faits rappelés

au paragraphe précédent.

Démonstration du Théoréme. I1 suffit de montrer 1'existence, pour toute surface

de Riemann compacte (de genre g) M , d'une application holomorphe f de M dans
le plan projectif PE , telle que :

a) le reldvement canonique f dans DE est un plongement,
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b) la restriction de R & la courbe C = F(M) est un isomorphisme.

Le point a) est satisfait d&s lors que f n'admet que des points doubles ordinaires

ce qui est toujours possible.

En ce qui concerne b) nous avons vu qu'il est toujours possible de choisir, dans IPE,
le drapeau (gn,A) qui détermine la correspongjnce de Bryant de telle sorte

que T = ?(M) évite les droites horizontales 21 et zg sur lesquelles R n'est

pas définie. Mais il n'est pas possible pour C d'éviter les surfaces Sl et 82 ol
R n'est pas injective.

La condition b) sera satisfaite si et seulement si C n'est pas tangente 4 S, et

1
S2 (faute de quoi RIE ne serait pas réguliére au point de contact) et ne rencontre
pas deux fois une méme droite horizontale de premiére espéce dans S1 ou une méme
droite horizontale de seconde espéce dans S2 .

Traduites en termes de la courbe C = f(M),ces conditions deviennent :

- C n'est pas tangente & A( ¢ [ non-tangente 3 Sl)
- les tangentes en les points d'inflexion de C ne passent pas par X (¢ T non-

tangente a SZ) :

- les points doubles de C n'appartiennent pas 3 A (* T ne coupe pas deux fois

une droite horizontale de premiére espéce dans Sl)

- les bitangentes 3 C ne passant pas par X ( ¢ C ne coupe pas deux fois une

droite horizontale de seconde esp&ce dans SZ) .

I1 est clair que ces conditions sont aisément satisfaites pour un choix judicieux

du drapeau (xm,A) . O

Remarque. La courbe horizontale I de PV image de C par la correspondance de

Bryant coupe le plan horizontal K; en des noints qui se répartissent sur
o
les droites projectives X et Y , 1'intersection X, = XNY é&tant exclue.

Les points d'intersection de T avec X correspondent aux points d'intersection
de C avec 82 , donc de C avec A : ils sont 2u nombre de d , si d est le
degré de C . Les points d'intersection de C avec Y correspondent aux points
d'intersection de C avec S1 , donc au nombre de tangentes 4 C 1issues de x :

. * L % b

ils sont au nombre de d si d est la classe de C (= le degré de la courbe duale
* *

C dans (PE) ).

Nous en déduisons que le degré § de la courbe horizontale I' est égal i la

*
somme d + d des degrés et classe de la courbe plane C associée.
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V. EXPRESSION ANALYTIQUE DE LA CORRESPONDANCE DE BRYANT.

Nous considérons le repére orthonormé {51,32} du 2-plan lagrangien ﬂo de V

associé 3 la droite horizontale X de PV .

~

Le point-origine X de X est la droite T.e, et le point & 1'infini ;0 la

1
droite E.gz .

Le 4-uple {el,elj,ez,ezj} constitue une C-base de V au moyen de laquelle

V est identifié a E4 et PV a ¢P3 .

L'espace E , de son cdté, est repéré par la base orthonormée {eo,el,ez}

. o .. cps - L2 L. .
considérée en I  qui identifie E & E3 , PE a CP” ainsi que le dual (PE* via

la base duale {e:,eT,eE} de E¥ .
Pour cette identification, les &léments x_ X X s A introduits dans la partie

I (cf.Fig.l) s'écrivent

x_ = (0:0:1) € PE

X = (0:0:1) € (]PE)* s
(19) x = (0:1:0) € PE ,

o *

A = (1:0:0) € (PE) ,

. . . P P, 2
Chaque droite projective D de PV est représentée par un élément ¢ de AV

(20)3 = doelAeij + dlelA€2+ dyejne,d + d3€1JA82 + d4€1JA€2J + dSAezAEZJ

de carré nul, i.e.

(21) dodS - dld4 + d2d3 =0

Le 6-uple (do:dl:...:ds) vérifiant (21) constitue les coordonnées plickériennes

de la droite projective D .

D est horizontale si et seulement si

(22) us(<1>)=do+d5=0 . (cf. 6 ) .

Les droites projectives X et Y (= origine de FX) de PV sont représentées par

les 2-vecteurs €1 nE,y et g]Aezj respectivement

(23)

(0:1:0:0:0:0)
(0:0:1:0:0:0) .

. . . . cet o s . . . 1 _
La droite projective X est identifiée d la droite projective CP plongée

dans EP3 par
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X 3
( 24) (uo.ul)______>(ul.O.uo.O) € CP (=~ PV) .,
” . . . . cerz s 1 _ 2
La méme droite projective est identifiée a TP plongée dans CP par
X 2
( 25) (uozul)______> (uO:uI:O) € TP (=~ PE) .

Les droites horizontales de PV issues d'un point x de X sont représentées par

les 2-vecteurs de la forme

( 26) !I>Z; = g(u) €] AEy + ual

ol u est un élément de x (dans V), U 1'élément correspondant dans la droite X
(cf.M)et ¢ une forme quadratique (complexe) sur la droite x , c'est-a-dire un &lé-

ment de H; .

Ceci fournit 1'expression analytique de 1'identification H; o~ FX de la partie

IIT

2 _ X
(27) ceHg »D =[o]€F

En coordonnées pliickériennes la droite horizontale DC s'écrit

2 2 _
z(u) : uj : u_ e 0 : uoul)’ u=u e, + uje, -

28) D = (-uu 1

o . 2 .
Au méme point ¢( ¢ # Ox ) de HX correspond par ailleurs, par la correspondance
o

birationnelle p entre Hi et PE (cf. I), le point
(29) ()=(2~ : g (uw)
¢ o(t ugsuu s og(u

de PE .

Deux droites projectives de PV représentées par les 2-vecteurs ¢ et y se ren—

contrent si et seulement si
30) AP =20.

En particulier, une droite projective de PV rencontre X (resp.Y) si et seulement
si sa coordonnée pliickérienne d4 (resp.dB) est nulle. Considérons une droite hori-
zontale § de PV, de coordonnées pliickériennes (oo:...:os), ne rencontrant pas X
(04 # 0) .

I1 lui correspond la section holomorphe de F" qui, 3 tout point x de X, associe

. . . X
1'unique droite horizontale DE de F passant par X et rencontrant ¢ (cf.II)
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De (28) et (30) nous tirons aisément que la forme quadratique ¢ correspondante

(définie sur le 2-plan ﬂo) s'écrit

1
o

_ 2 _ 2
a1) g(u) = . [02 u o+ (co 05) u Uy * ooy g 1.

avec g - 05= 200 = - 205 puisque ¢ est horizontale.

Soit z = (q:B:y:8) un point de PV n'appartenant pas 3 X ( g ou § #0) .

La projection horizontale de z sur X est le point
(32) (6:0:-8:0) .
La droite horizontale DZ passant par x et z a donc par coordonnées pliickériennes
2 2
(33) D = (B§:aB *+ys 6 :8 :0:=BS) .

Si nous confrontons cette expression avec(ZZ), avec (uozul) = (8:-g) a@ cause de

(32) et (24, nous voyons que le point x de PE correspondant a DZ€Fx , aprds iden-

tification de FX et H; (donnée par (27)et(28)) et la correspondance birationnelle

o (donnée par (29)), s'écrit

2
(4) D, 5 x = (g :-ps:ap+ys) € PE .
Ceci nous donne la composante Po R7! de la correspondance de Bryant

*
(inverse) de PV dans 1l'espace des drapeaux D3 < PE x (PE) .

< . -1 .
Pour déterminer 1'autre composante pzoR , 11 nous faut supposer que z

n'appartient pas au plan horizontal ﬂg (B8 # 0) et déterminer la droite horizontale
o
zo passant par z et rencontrant Y (cf.III ).

La projection horizontale de z sur y est égale a
(35) (y:0: 0:8)
Les coordonnées pllckériennes de I, sont donc
2 2
(36) D (By:y :y6—aB:0:=8" : - By)

. X 2 _ .
La section holomorphe correspondante de F~ =~ HX s'écrit donc, compte tenu de (31)

z
37) z O(u) = ﬁi [(aB—yé)ui - 26yuou1]
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Cette section s'annule en X (u0 = 0) par construction.

I1 lui correspond, par p , une droite projective de PE, qui, par (10), est la
droite £ constituée par les points
Zo 1
(38) (uozul=c (u)) = (uotulz ?(aB-Yé)uo - ZByul)
de PE .

En coordonnées homogénes (dans (PE)* ), & s'écrit
2
(39) g = (aB—ys: - 28y : - g")

Le couple (34)-(39) constitue 1'expression analytique de la correspondance de
Bryant (inverse) R_1
Nous voyons que le couple (x3£) € D3 < PE x (DE)* associé a3 z € PV par

R_l est bien défini méme pour g = O (zEéKX ), pourvu que y et § soient différents
o
de zéro (z ¢ XUY)

Si (xO:x]:xz) et (go:gl:gz) notent les coordonnées homogénes de x et & dans
*

2 2 .
TP~ et (CP7) respectivement, de telle sorte que

(40) X £

0 b0 T X B T X8y =0

o

. . -1 < . . .
1'application R poss@de 1'expression analytique suivante

. x, =B €y T 0B ~ v
(a:B:y:8) = > X = - RS El = =28y
2
Ca) X, = aBty§ £, = =8

B # 0 ou
B=0etys#0

x
7. L'expression analytique de 1'application R définie sur DE-—{zlmuzé} s'en déduit

aisément
ey sw sF oF s R o = Xbp T %8
(Xo'xl'XZ’Eo'EI'EZ)‘__—“"%’B s
XobotX 8 X8y = 0 go ’
= X
“2) s o T e
(xo.xl.xz) # (0:0:1) §=-2 x £
ot 1°2
(£,:8,:8,) # (1:0:0)
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I1 est facile de vérifier directement, & l'aide des expressions analytiques des
l-formes ¢ en y qui déterminent les distributions horizontales de EP3 et D3 (for-
mules (54) et (66) de 1'Exposé VIID, que les applications R et R_l définies par

(4z) et (41) préservent ces distributions.
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NOTE ADDITIONNELLE.

Aprés lecture de ce texte, Frangois LABOURIE a proposé la description suivante
de la correspondance de Bryant (dans le sens R_l, de 1'espace projectif PV dans
1'espace des drapeaux DE ), fondée sur une identification birationnelle directe des
varigtés FX et PE qui sous—entend, sans 1'expliciter, la double identification
birationnelle de ces variétés avec 1l'espace total H; du fibré de Hopf (dual) au-
dessus de X décrite en I et III, et un traitement symétrique des droites horizon-
tales de référence X et Y dans PV (les notations et termes utilisés sont ceux
du texte).

A tout point z de PV n'appartenant pas au plan horizontal ﬂ;o est associé
(cf.II) un couple unique de droites horizontales DZ et Dé passant par z et ren-
contrant respectivement X et Y en x et y

I1 existe une unique droite horizontale I passant par le point ;Oj et rencon-—
trant DZ . Inversement, Dz est déterminée par le point x (sur X) et cette droite
I qui est elle-méme déterminde par son intersection £ avec la droite verticale

R, (que T rencontre puisqu'elle passe par ;oj , cf.II).
o
De méme, la droite horizontale D; est déterminée par le point y et par

1'unique droite horizontale I' passant par x et remcontrant D; , qui est elle-

méme déterminée par son intersection £' avec la droite verticale Rx .
o

Considérons d'autre part, dans le plan projectif TPE, les points x, , X et
X de la figure 1 , et les droites projectives X , A et A déterminées respective-
ment par les couples (xo,xo), (x,, X ) et (x ,x ) (i.e. A et Iy representent les

fibres en X et ;; du fibré HX dans 1' 1dent1f1cat10n birationnelle TPE = HX) .

Nous associons alors a la droite DZ un point dz de PE de la fagon suivante.
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Nous identifions (holomorphiquement) les droites projectives X et Rx de
o

PV aux droites projectives X et % de PE , de telle sorte que les couples
(Xo’;;) et (xo,xoj) de X et RX (dans PV ) soient identifiés aux couples
o
(xo,xo) et (xm,xo) de X et A (dans PE).
Les points x et & qui déterminent D, sont alors identifiés respectivement a

des points, encore notés x et £,de X et Y (dans PE) .

Le point dz de PE que nous associons 2 D _est 1'intersection des droites

projectives de PE déterminées par les couples (xo,g) gg_(xw,x).
On notera que x et £ sont respectivement distincts de X et x puisque =z

est pris hors de plan horizontal ﬂ% .
o
Nous procédons de méme avec D; aprés avoir identifié les droites Y et Rx de
o

PV aux droites A et & de PE de telle sorte que les couples (Xo’;;j) et (xo,xoj)

de Y et Rx (dans PPV) soient identifiés aux couples (xo,xm) et (;;,xm) de A et
o
7% (dans PE).

On note que 1'identification de RX avec A est différente de la précédente, ce
qui est imposé par le fait que nous nous sommes bornés a échanger X et Y

Les points y et &' , qui déterminent la droite Dé , sont alors identifiés
3 des points, encore notés y et &',de A et % respectivement.

Le point dé associé a la droite Dé est 1'intersection des droites (xo,g') et

(x_,y).

On vérifie aisément par le calcul (en s'aidant d'un repére orthonormé de E
et d'un repdre orthonormé symplectique de V , et des formules de V ou en interpré-
tant les constructions proposées a 1'aide de la double identification

X . . P 5
Fo e Hi ~ PE (cf. plus bas))que les points dz et d; sont conjugués par rapport a

une conique C de PE pour laquelle le triangle (xo,;o,xm) est auto-conjugué (la
conique C dépend par ailleurs des identifications faites). La polaire de d; rela-

tive 3 C est une droite Qz de PE passant par d;

Le drapeau (d;,lz) est 1'image dans DE de 2z par 1'application de Bryant

. -1
inverse R (cf. plus bas).

Une variante de cette construction consiste & briser la symétrie de X et Y
et 3 construire directement la droite L, associée 2 D; de la fagon suivante.

On identifie, comme précédemment, les droites Y et RX de PV aux droites
o

A et A de IPE de maniére, cette fois, que les couples (Xo’;;j) et (xo,xoj) de Y

et RX (dans PPV ) soient identifiés aux couples (xw,xo) et (xm,zo) de A et A (dans
o
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PE ). Cette fois, 1'identification de RX avec A est la méme que celle qui a &té
o
faite a propos de D . Elle se déduit de la précédente au moyen de la conjugaison

par rapport a la conique C . Les points y et ¢£' de Y et RX (dans PV) s'iden-
o

tifient alors avec les points y, et &i de A et A (dans PE) qui sont les conjugués
des points y et ' de la construction précédente relativement & C ,sur
les droites A et A respectivement.

La droite lz est donc la droite (yl,g;).

Cette variante s'interpréte aisément au moyen des identifications biration-
nelles sz H}Z( ~JPE .

La droéte DZ , Vue comme un point de HiczFX , est 1l'intersection de la fibre
en x de HX , alias ladroite (xm,x) de PE, et la droite (xo,g) qui n'est autre,
dans 1'identification H; ~PE, que l'unique section holomorphe de H; , passant par
le "point" DZ , et s'annulant en X 3 l'ordre 2 (cf. I et Figure 1), elle-méme
identifiée 3 la droite I de PV, vue comme section holomorphe de FX . Ainsi, la

. . X 2 .
droite D, vue comme un point de F ~Hy ,"est" le point dZ de PE=~ HX .
. . ~ . 2
La droite horizontale Dé "est'", de méme, une section holomorphe de HX s'annu-

lant en x_ .
o
Elle est déterminée, comme telle, par sa pente en X mesurée par le point y

de Y , donc le point Y de A, et sa valeur en X qui n'est autre que la droite
' , vue comme un point de FX , donc le point £' de A .

Ainsi, la section holomorphe D; de Hi‘zPE "est" la droite RZ

Nous vérifions ainsi que le drapeau (dz,zz) s'identifie avec 1'image de z

par 1'application R—1 décrite en IV.

Paul GAUDUCHON
53, rue de Lyon
75012 PARIS
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