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EXPOSE n° VI

SURFACES MINIMALES DANS LES SPHERES

Marie-Louise MICHELSOHN

I. INTRODUCTION.

Le but de cet article est d'étudier des immersions minimales de 52 dans Sn_l.
I1 s'agit surtout des travaux de Calabi [2], [3] avec une amélioration de Barbosa
[1]. L'idée directrice, analogue & 1'argument de H. Hopf [5], est d'utiliser 1le
fait que sur 52 il n'existe aucune p-forme holomorphe, pour p> 0, ce qui rigidifie
la géométrie.

Le scénario découle de 1'observation suivante : une sous-variété complexe
d'une variété kihlérienne doit &tre minimale. Donc une immersion holomorphe
©: M$PX dans une variété kdhlérienne X est toujours une immersion minimale.
D'ailleurs soit 7 : X+ Y une submersion riemannienne et soit ¢ : M$ X une immersion
minimale telle que ¢ soit horizontale pour la submersion w, alors mo,®:M->Y est
minimale. Ainsi, si 7 :X~>Y est une submersion riemannienne d'une variété kihlérien-
ne X et si ¢ est une application d'une surface de Riemann dans X de telle sorte
que ¢ soit holomorphe et horizontale par rapport 2 la submersion m, alors m,® est
minimale.

Or pour une immersion minimale conforme y de S2 en Sn-lc:IRn , E. Calabi a
montré qu'il existe une réciproque. Ainsi il a construit une sous-variété X de

N
CP , avec N grand, et une fonction holomorphe, =, de 52 dans X telles que :

. . . . . n-1
1) il y ait une submersion riemannienne 7 : X-> S .

2) = soit un rel&vement de o,

3) soit horizontale par rapport a la submersion de 7.

[§3]

E. Calabi en a tiré le théoréme suivant.

THEOREME PRINCIPAL (Calabi).- Soit ¢: Sz->-Sn_1 une immersion minimale telle que

: ~ n-1
1'image de SZ ne soit pas contenue dans un équateur de S . Alors

1) n-1 est pair, disons 2m,

2) 1l'aire de S2 immergée est 2kr, ol k est un entier,

m+1

3) k/2 =( 2 ) . Cette borne inférieure est atteinte.
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Ce résultat a été amélioré de la fagon suivante.

Amélioration du Théoréme Principal (Barbosa). Soit @: Sz—»Sn‘1 une immersion véri-

fiant les hypoth@ses du théor@me précédent. Alors l'aire de S2 immergée est 4mq ol

q est un entier.

Remarque : La preuve du théoréme principal est aussi valable pour une immersion

.. sz 2 n-1 . . - ces < .
minimale ramifiée de S~ dans S . Par immersion minimale ramifiée, on veut dire

une application ¢ lisse dont les points singuliers (ceux ol dp s'annule) sont

isolés et qui est minimale en dehors de ces points. P uisque toutes les applica-
tions @: SZ-»Sn_l harmoniques et non-constantes sont des immersions minimales rami-
fiées (cela reste vrai méme si on remplace Sn_1 par une variété riemannienne quel-

conque, cf. [4]),on a ce théoréme pour les applications harmoniques de S2 dans Sn_].

II. CONSTRUCTION.

. n-1 < n . n-1 . .
Soit S la sphére de rayon 1 de R et soit § : S S une immersion
isométrique minimale. Prenons les coordonnées isothermes suivantes z=x+1iy. La

métrique induite est

(1) d52 = 2F(z,z) Idzl2
2 2 2 2
-3 1 .3 .3 3 3y 3y 3y 3y 9P
L = (= - —_ = || = || 2 || = |—| — 1> =
ol 3-=7 (ax i ay), et F Iazl Ig;' . Donc 2F !Bxl | v et <3x’3y> 0.
L'équation des surfaces minimales est
(2) AY = =2y
comme, pour une surface minimale,
2 2
1 2

(3) A='2‘]?(a_2+'?—'2‘)='f'3—"3: ,

3% 3y T 3z 3z
donc

il
(%) =2 y--my

9z 3z

Nous allons travailler dans R ®R(l!= r" @ir" =" , donc dans t" avec une
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structure réelle distinguée. Indiquons par ".'" 1'extension bilinéaire complexe de

P n . .n P N
la métrique de R a T . Nous prolongerons encore cette métrique a

P _n _ P n
(A]R]R ) ®]R E—Am T par
(5) V]/\...Avp.wll\.../\wp=detm(vi.wj)

Par contre, la métrique hermitienne sera indiquée par

(6) (ryw) =r.w

Or nos équations sont

@ Id)!2 =1 car 877! est de rayon 1,

(8) b, U= F
car z=x+1y, x et y étant des
coordonnées isothermes

(9 v,ev, =0 ,

(10) b, = -Fy par l'équation des surfaces minimales.

Observons que y . y =1 entraine que

(1

De la méme maniére wz' wzs 0 entraine que

(12) v

<
1]
<
<
1]
o

LEMME 13 . - Soit y : Szﬂ»Sn_l une immersion minimale isométrique et x, y des coor-

données isothermes pour . Soit & la section de @ﬂ Tl’O

définie par

4 N .
o=, v, ) dz oi z=x+1iy

Alors ¢ est bien définie et holomorphe.

Preuve : Prenons deux coordonnées locales holomorphes z et w. On a ww==%% wz.
Donc
2 2
_dz dz
(14) Vs = ;;7 wz*'(dw) L.
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Ainsi
dz 4
15 = (=%
(15 1J"ww : q}ww (dw) wzz : wzz
est bien défini. D'autre part,
= (wzz : ‘sz = 2ll}zz_z-' IJ)zz
dz
= 2(‘1)2;) : wzz

2(=279) - ¥

-4(FZLP+F11JZ) ‘v, =0

en utilisant (11) aprés avoir dérivé (9).

Par ailleurs, il n'existe aucune p-forme holomorphe sur 82. Donc ¢=0. =

COROLLAIRE 16 .- Soit 9 : SZ'» Sn_I une immersion minimale isométrique et z un para-

métre isotherme. Alors, 1'équation suivante est vérifiée

ll)zz : ll‘zz =0
et donc
lyzzz * wzz =0 .
< A, . 2k 1,0" . .
Par récurrence, en considérant la section <I>k de ®°T définie par

k k

_ QY 3y 2k

CDk = (—__l_(-’—k) dz

dz 3z

que 1'on peut prouver étre bien définies et holomorphes, on peut montrer :

. 2 -1 . . P . . -
LEMME 17 . =-=Soit ¢ : S > Sn une immersion minimale isométrique et z un paramétre

isotherme, alors

(s
-
<
%4
[
<

(18)

|
:

i+j=>1

5>}
-
[Sh4
N
—

z

quels que soient les entiers i et j.

Définissons des fonctions \pk et Ek 3 valeurs dans Ak((lln)
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2 k
- v 3y v
(19) Wk = S ATTGA AT
3z 9z
2 k
(20) Ek = 9%%A-§:%-A... AE%i% .
3z 9dz dz
Prenons m maximum tel que %né(). I1 s'ensuit
m+1 m k
3 U] 3 Y o 2
(21) —2Lt = ¥ a — , €C (S7)
T B N %
et
(22) 2y =ay
- 3z 'm m ‘m
Remarque : Si on définit
k
T 2"y
Xk = yPA 8ZA cee A "
9z

et si m' est 1l'entier le plus grand tel que wm,$ 0 alors, puisque

] j
9 £}
W, =y =0
azJ azJ
on obtient m=m' et
m+1 m k
3 v - 9y
(23) = ¥ a
o7 o Kggk
Posons maintenant
m m
(24) 0= wAé—w—A...A-U—Ay—J-A P’
9z m — —m
9z dz dz
Puisque 93y =-Fy on trouve
s 3% _ofTh gy ey ) 2kl
— o T e ) =0 med e
3z 0z dz dz 9dz 3z 3z
Par conséquent
(25) V.30 ¥-37 0
m — m
3z 3z

Ainsi on déduit par projection que la classe
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2m+1
T En) est constante

[6]1€ P(A

Notons que O a des valeurs réelles. On obtient donc le

1

THEOREME 26 . - Soit /3 Sz%-Sn— cR" une immersion minimale isométrique. Alors il

existe un entier m tel que

2m 2m+1
c

vs?H cs R )

. 2 . ~ 2m
mais tel que P(S”) ne soit pas contenue dans un équateur de S "

Démonstration : L'image de y est contenue dans l'espace engendré par O qui est

constant, réel et de dimension 2m+1. ®

Hypothése 27 .- Pour tout ce qui suit, nous allons travailler avec une immersion
o . P 2 n-1 .

minimale isométrique ¥ : S"H S cR" dont 1'image n'est pas contenue dans un

2 -1 - R

équateur de s" , donc n-1 est égal 3 2m.

Définition 28 . - Soit V un k-plan complexe dans ¢”. on dira que V est totalement

isotrope si X .Y s'annule pour toute paire de vecteurs X,YEV (X=Y inclus).

PROPOSITION 29 .- Le plan Em défini en (20) est totalement isotrope.

m
Démonstration : Les vecteurs jﬁ&,..., é:% forment une base de En. Par 1le

i ; dz dz ’
—3—‘5.3—112'=0 pour tout i,j. ™

lemme 17 , — —
3z 823

Maintenant, on peut remarquer que

8"—_-::
(30) —"n " %mm
3z
3 _—
— =2
3z m
et que 0 :S2 > Aém+l m2m+1==m. Donc aux points ol O #0, il est vrai que
> 1 o\
(31) — (5_ “m) =0 .
3z m

En projetant 13 ot g, me s'annule pas, on peut définir 1'application
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- L2 m 2m+]
(32 Bl + 5 a2 (20 F 2 POTETD)

PROPOSITION 33 . -L'application [Em], définie en (32) , est holomorphe.

Démonstration : Il reste seulement 3 remarquer que Om(z)= OesEm(z) =0 puisque

2ty 3y
est perpendiculaire a — et a —y pour tout i. =
dz 3z

III. LA CONSTRUCTION DE E. CALABI.

Dans ce paragraphe nous démontrons le théor@me réciproque dont nous avons
parlé au paragraphe I. Nous maintenons 1'hypoth&se 27 .

Nous allons démontrer que 1'application [Em] holomorphe définie dans la section
II (voir (20) et (32) ) se prolonge 2 Sz. Pour montrer cela nous constatons

d'abord que 1l'image de [Em] est contenue dans Im oti

()

(34) Im = (EEGm,ZmH :

£ est totalement isotrope}

avec
T o 2m+1
Gm,2m+l = {m-plans complexes en

. . . . . . 2m
On montre ensuite qu'il existe une submersion riemannienne m=1 - S telle que
m

m o[EHJ =w|dom [Em]. Puis il faudra démontrer que [Em] est horizontale par rapport

3 la submersion m et que les zéros de E, sont isol&s. Or soit p un z&ro de E
m

et D un petit disque de coordonnées locales avec p pour centre, on montrera alors
que [Em] p-{p} est holomorphe et bornée puisque [EJ est horizontale ; donc elle se
prolonge en D.

LEMME 35.- Le groupe SO agit sur Im transitivement.

2m+1

+1

_ . . 2m P .
Démonstration : Le groupe SO agit sur € en préservant le produit ".",

2m+]
donc un élément g de SO2m+1 applique Im sur lui-méme. Soit V un élément de Im et

soit (Zl""’zm) une base hermitienne-orthonormée. Si zk=xk+iyk,k=1,.,.,m, avec x, ,

2m+1 +
yk€R. alors v@j{xl,yl,...,xm,ym} est un ensemble orthonormé de RZm ! orienté par *.

Posons u=*(X)Ay|A...AXpAYy) . Supposons que V' soit un autre plan isotrope &gal a

1'espace {x; + iyi,...,xr:‘*r iyr;]} et u' =*(xi A ...Ayn'1). Alors il existe g€ SO

qui envoie {xl,yl,...,ym,u} sur {x{,yi,...,yé,u'} . =

2m+1
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- =50
COROLLAIRE 36 .-0n a Im 2mt] /Um.

Démonstration : Le groupe d'isotropie GV qui laisse V invariant est = Um . =
Il est évident a partir de la structure ci-dessus que

COROLLAIRE 37 .~ Il y a une application naturelle SO -&quivariante

2m+1

™l —> S2m
m

telle que 7 o[:m] =w[dom[5 ]
m
Démonstration : L'application envoie V en u ol V et u sont les mémes que ceux de

la démonstration du Lemme 35 . ®

. -1 .
Remarque 38 . La fibre m (x) de la submersion m est l'espace des structures com-
2 . . . . .
plexes orthogonales sur R o qui sont compatibles avec l'orientation. On a le dia-

gramme suivant :

03/ Uy > S0 /Uy = 1

(SO2m agit sur xl,...,ym).

Nous avons maintenant

Y (minimale)

PROPOSITION 39 .-—L'application m est une submersion riemannienne.

. .. + .
Démonstration : On prend la métrique de Fubini-Study de P(Am(mzm ]» et la métrique

—a . . . . m, 2m+l
sur Im S0 +X/Um induite var les inclusions Tﬁ:Gm’2m+f:P(A (T )). Or SO

2m 2m+1
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. P m _2m+ 2m+ P 2
est inclus dans Isometrles(Am C o 1) =U(Am T m 1). Donc la métrique kdhlérienne
. . . . 2m . .
' . -
om+1 invariante. Or 1l'application 7 : Imﬁ-S est SO2m+l équivariante.

. . ~ 2m .. P
Maintenant on trouve une métrique submergée sur S~ , mais il n'y a qu'une métrique

induite est SO

. . 2m P N L. < o s . P
invariante sur S 3 homothétie prés. Ainsi aprés multiplication de la métrique sur

Im par une constante convenable, 1'application T sera une submersion riemannienne.

PROPOSITION 40 .- L'application [Em] est horizontale par rapport 4 la submersion

riemannienne T.

- . . + .
Démonstration : Soit P un plan de Zm , notons Grm(mzm 1) la grassmannienne des

m-plans dans E2m+]

pel car (@™
m — m

2m+1 P ‘s .
L'espace C se décompose de la maniére suivante,

m2m+1

(41) = PO®PRC. z oi w(P)=z

Supposons que Pt soit une courbe dans Grm(m2m+1) et r, une courbe dans ¢2m+l telle

€Hom(P,Pl) est donné par

< _d
que rtGﬁPt. Alors Po==8? Ptl £=0

o P‘L
(42) P (r) = I[r]

1
ot [ ]P désigne la projection orthonormale sur Pl . Alors

2m+1
Tp(Im) c Tp Grm(m )

Homm(P,Pl)

Homm(P ,P®C. u)

Homm(P,-f) @Homm(P,(I: . u)
Nous allons montrer que
(43) Tp(Im) ~ {L€ Homm(P,ﬁ) ¢ (Lr) . r =0} & Homg (P,L)

D'abord on montrera que
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Cat) T ) = {L € Homp (?,PY) :L(x) . 1=0} .

_d _ .
En prenant rt€Pt€ Im onar . rt—O. Donc O—H (rt . rt)!t=0—2ro SE . En revanche

. . 1P . - P e e . . .
to= [ro] @[ro]P (ot [L] et [L]P signifient projection sur P et P‘L respectivement)

et [i'O]P=L(r0) (voir (3.5)). or

1
~ . ., P . 4P
0—1:0.1:0 r.[ro] +r . [t ]
1
. 1P . .
=T, - [ro] puisque P est isotrope
=T . L(ro)

Mais puisque P" LT . z, la condition r.L(r) =0 est une condition non vide unique-

ment sur la partie Homm(P,F) et (44) entralne (43).

La fibre qui passe par P s'écrit

w_l(u) = {P'elm:P'@§'=P@§} =t

Evidemment
Tp(Flbre) c Homm(P ,P)
et donc

Tp(Fibre) = {Le Homm(P,—f) :L(r) . r=0}

Ce sous—espace est appelé partie verticale et le sous-espace Hom(P,C.u) est appelé

m
partie horizontale. Or[z(z)]l= {ﬂ seees i_‘l’} . Considérons 3 I et 2 S . Posons
m — —m 9z m — m
9z 9z / C dz

_[> 2™y
P=d—v,00s
92z 3z

= sont des applications Lg- et La, respectivement, de P a PJ' exprimées
z I

lo;

N
3
(5]

par

k k
Ly - [e_ u]
3 —k

3z

1]
o
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SURFACES MINIMALES DANS LES SPHERES

Pt
L (Bk) =[Liw]
E BEk z BEk
Jk-1 Tpt
= E Fy (par 1'équation des surfaces
—k-1 c .
dz minimales)
k-1
__ 3
, 3z
d'ol §
La(_li) €C.u ol u=y(z)

Ces applications appartiennent donc d& Hom(P,T .u) qui est la partie horizontale. ®

PROPOSITION 45 . -Soit

1 3 32 Bk
gk= k(k"'l) 2"—__11)/\-_—2111/\.../\?111"
F 3z 3z 9z
pour k>1 et 8, = l= 8| - Alors les A satisfont la formule de récurrence suivante
g 2
_ k=1 “k+1 _ . k(k+l)
A log g = F ( 5 1+ 5 K)
Sk
olt K est la courbure de Gauss.
Démonstration : Voir Calabi [3] pour le calcul complet. =

Nous allons montrer maintenant que les zéros de Em sont isolés & partir du

lemme et du corollaire suivants

LEMME 46 .- Soit @=@(x,y) >0 une fonction c® a valeurs réelles telle que

1}
o

A log @ = 0 et ©(0)

c'est-a-dire que

L[}
(=)

2
who -1Vl ™ = 0 et ©(0)

Alors 0 est un zéro isolé de .

Démonstration : Ecrivons
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ol pm(X,y) est un polyndme homogéne de degré m, pour tout m et oli m est le plus

petit degré pour lequel D n'est pas nul. Remarquons que ©=>0 entrafne que Py =0.
o
Nous supposons que @ posséde un zéro, donc m0=2k0>2. Or le premier terme homogéne

. ey o o 2 .
de Ao~ V®||2 qui a la possibilité d'étre non nul est P .Apm —Hme II” . Donc soit
o o o
c'est le premier terme, soit c'est zéro. Dans tous les cas

2
- >
P Apm I me Il 0

[e] o o]

et

m
alors , comme A loglz| ®<o0 ,

"o
=
A log ( - ) 0
o
|z |
m
Par ailleurs, Py / 'zl © est une fonction ¢ de 1'angle O et
o
1 oMo - (61)2
A 1og(¢(0)) = — (——s——) .
2 2
r ]

Ainsi
"o - (612 > 0

et ¢">0. Puisque & est périodique, elle est constante. Par conséquent,

2 2.k
o(x,y) c(x“+y7) +p2k+2(x,y)+

k
=c |zl + ...

a des zéros isolés. ™

COROLLAIRE 47 . -Soit f=f(x,y), g=g(x,y) des fonctions analytiques réelles et i

valeurs réelles telles que g>0 et

A(log g+£) =2 0

Alors les zéros de g sont isolés.
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Démonstration : On voit que

f = log ef=10gh oll hsef>0

Alors

)

4t(log g+ £f) = A(log g+ log h)

= A log(g . h)
= A log @
ol 9 =g.h=>20 eth>0.
Alors les zéros de g sont les zéros de ¢ qui sont isolés par le lemme 46. L]

PROPOSITION 48 . -Les zéros de Em sont isolés.

Démonstration : Prenons une solution f de 1'équation
Af = F (Eﬁ%;ll K-1)

A partir de la Proposition 45
A(log gk-f) >0

Donc & partir du Corollaire 47 les zéros de % et donc les zéros de E, sont

isolés. =
On prouve maintenant la réciproque promise au paragraphe I, section 1.

THEOREME 49 . - Soit ¥ :SZ¢>Szm une immersion minimale isométrique dont 1'image

n'est pas contenue dans un &quateur et soit [Em] 1'application holomorphe construite

dans la sectiom IT (voir (20) et (32) ). On peut prolonger [EJ en une application

holomorphe sur S2 telle que

2m

™ o[Em] =1 oli ™ est la submersion riemannienne du Corollaire 37.
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Démonstration : A partir de la Proposition 48 on sait que Em ne posséde que

. _ . 2 _ .
des zéros isolés. Soit p€ S un de ces zéros. Prenons D un disque autour de p tel
ue E n'aie pas de zéros. On peut prendre D tel que 9 soit petit. Or [E
q mlD-{p} P P p q Yip , [ rn]
est horizontale par rapport & la submersion riemannienne m. La partie horizontale
étant Hom(P,C .u), (cf.prop. 40), on voit que le gradient de la projection sur la

verticale restreint 3 D-{p} est presque zéro. Donc [Em] est holomorphe et

|D-p
bornée. Par conséquent [Em] peut étre prolongée a D, donc a S°. =™
THEOREME 50 . Toutes ces propositions et tous ces théor@mes restent vrais si ¥
est une immersion minimale conforme ramifiée.
Démonstration : Les démonstrations sont les mémes. Il suffit simplement de tra-

vailler en dehors des points isolés ol l'application tangente dy s'annule. A la fin
on trouve que le relévement [E]ms'étend a4 ces points singuliers par le méme raison-—

nement. ®

De 13 on peut méme prouver le théoréme principal &noncé au paragraphe I. En

réalité nous allons méme montrer 1'amélioration de Barbosa au paragraphe suivant.

IV. L'AIRE DE 11;(52).
Faisons 1'observation élémentaire suivante fondée sur 1'examen des bases

G s02m+1/Umz SO2m+2/Um+l

Grace au Corollaire 36 nous obtenons

I /U .

m = SO2m+l m

La fibre de = :Ima»Szm est donc Im—l et on a le fibré

Im-l = SOZm/Um Im = SOZm+l/Um

(52)

§2m o s /50

Oome1 502y

128



SURFACES MINIMALES DANS LES SPHERES

Par conséquent nous avons une suite de fibrés

¥ —>1 —> 1 —> ... —>1 —>1 —> 1
1 2 m-2 m-1 m
(53)
SZ 52 SZ(m—Z) SZ(m—l) SZm
dont les derniers sont
¢
*— 1 =sz——>mp3=12 ®)
52 84 .

A partir des suites exactes d'homotopie, nous avons pour ces fibrés

o
I

2k 2k,

n2(S ) — ﬂI(Ik—l) —_— ﬂl(Ik) ———)wl(S )y =0 , k>I1
2k 2k,

0 = n3(S )y —> ﬂZ(Ik_l) —_ ﬂz(Ik) —_— nZ(S ) =0 , k>I1

[cf. Spanier p. 377],

i.e. () =)= =T () =0,

(1) =m, () = . =,(1) =2

[Donc Hl(Im)= 0] et £ :82 =11+Im induit un isomorphisme
/A HZ(SZ)iEyHZ(Im) [Hurewicz :cf.Spanier p. 394].

Soit ZJ:%nCiPN(E) un représentant d'un générateur de Hz(Im) et soit C une courbe
algébrique en PN(G) de degré d. Alors aire(C) =d (aire(ZO)). En parcourant le
diagramme (53) on se retrouve a 114-82 qui est 1'identité et qui est une isométrie.

Donc 1'aire de T vaut 4r , d'ol la preuve de 1'extension du théoréme principal.

L4 .. : : 3
®) C'est ici le classiaue isomorphisme SU =~ Spin

4 6 °
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