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QUELQUES PROGRÈS RÉCENTS EN THÉORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES 

par 

Etienne FOUVRY 

I.- Rappel des résultats classiques du crible linéaire 

En toute généralité, un problème de crible s'énonce ainsi : 

Soient éi une suite finie d'entiers 1̂ , z>2 , 9 un en­

semble de nombres premiers et P(z) le produit I I p . 

Que peut-on dire de la quantité 

S(** J»,z) |{a€.rf ; (a,P(z)) = 1}| ? 

Les renseignements sur si concernent 

j*d = -Ca€̂  ; a=0[dJ} 

et s'expriment par la formule d'approximation 

l**d| = w(d)X/d + rO*;d) (1.1) 

où X ne dépend pas de d , où uî(d) , défini pour d , sans fac­
teur carré, avec tous ses diviseurs premiers dans 9 , vérifie la 

formule tu(d) = | | u(p) . 
p|d,p€^ 

Dans la formule (1.1), on espère que rCrf;d) se comporte en terme 
d'erreur. Dans le cas linéaire, c'est-à-dire w(p) valant 1 en 
moyenne, le crible de Selberg mène à la formule suivante (théorème de 
Jurkat-Richert) : 

< -CF(iog D/log z)+E>+ R— 
S z) XV(z) ) 3v(d) |r(^;d) | (1.2) 

> <f(log D/log z)-E>- *— 
d|P(z) 
d<D 
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E. FOUVRY 

où V(z) est le produit eulérien | | (l-co(p)/p) , 
p€ ,̂ p <z 

u(d) le nombre de facteurs premiers de d 
E un terme, négligeable en général, 
F et f deux fonctions continues définies par 

F(s) = 2 e*s-1 

f(s) = 0 

(y constante d'Euler) 

pour 0 < s ^ 2 

et (sF(s))J = f(s-l) 

(sf(s)V = F(s-l) pour s > 2 . 

(On se reportera à [12] pour un énoncé complet.) On montre que Les 
fonctions F et f sont monotones, qu'elles tendent très rapidement 
vers 1 et qu'elles sont optimales, dans la formule (1.2). 

Dans le cas linéaire, les formules du crible de Selberg sont 
maintenant dépassées par celles du crible de Rosser-ïwaniec, de 
nature combinatoire. On a les inégalités (volontairement schémati­
sées) suivantes ([18]) : 

S(.rf,-̂ , z) 
se 

df 

XV(z) 
<F(log D/log z)+ Ei> 

{f(log D/log z)- Ei> 
^±(d)r Orf;d) (1.3) 

d|P(z) 

Le terme principal de (1.3) coïncide avec celui de (1.2) ( Ex est 
une quantité négligeable) et le terme d'erreur contient les coeffi­
cients X-(d) "bien factorisables de niveau D Par définition, 
une fonction arithmétique X(d) est bien factorisable de niveau 
D > 1, si , pour tout Di , D2 1̂ , D1D2 = D , il existe deux fonctions 
Xi(di)3 X2(d2)j nulles hors de [l,Di] et [1,D2], vérifiant 

et 
I>i (di)I,I>2(¿2)I ^ 1 pour tout di et tout d2 

X = Xi * X2 -

Le crible de Rosser-ïwaniec a déjà fourni des résultats ap­
paremment inaccessibles, pour l'instant, par le crible de Selberg : 

2 
équation n +1= P2 , recherche de nombres premiers dans de petits in­
terval l e s , . . . 

Dans cet exposé, nous nous intéressons aux résultats récents 
sur le criblage de 
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THÉORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES 

si = {p + 2 ; p̂ x> pour étudier les nombres premiers jumeaux 
c'est-à-dire la fonction 

JT2 (x) = I-Cp + 2 ^ x ; p + 2 premier} | 
et de 

«ŝ q - -Cn<x ; nsa[q]> pour considérer la fonction 
Tî(x;q,a) = I-Cp<x ; psa[q]}| 

qui compte les nombres premiers dans une progression arithmétique. 
(La lettre p désigne toujours un nombre premier). 

11.- Nombres premiers dans les progressions arithmétiques 

L'équivalence 

7T(x;q,a) <u (li x)/|p(q) (x -> +œ) (2.1) 

bien que conjecturée avec uniformité pour (a,q)=l et q<x1_€ 
(conséquence de la conjecture de Montgomery), n'est en fait démontrée 
que pour q<(log x)A -A quelconque- (théorème de Siege1-Walfisz). 
Toutefois, on sait que l'équivalence (2.1) est vraie en moyenne, pour 
q<x1/2(log x)'A . On démontre : 

THÉORÈME 0 (Bombieri-Vinogradov).- Pour tout A , on a : 

q<X1/2(log x)*"A 

max max |7T(y;q,a)-
y<x (a,q)=l 

li Y 

tp(q) 
=0A(x(log x)"A+2). (2.2) 

Ce théorème, qui repose principalement sur Pinégalité de 
grand crible, a le mérite d3éviter le recours à 13 hypothèse de Riemann 
généralisée, dans beaucoup d3app1ications, en particulier lorsquJon 
crible la suite d . Les choix w(p)= p/(p-l) (p * 2), X = ii x et 
D=x(1/2)~€, dans la formule (1.2) donnent, via la formule de Mertens, 
la majoration asympto tique : 

COROLLAIRE 0.- Pour tout &>0 et x>x0(O, on a 

7T 2 (X) < (4+8) B X 10g"2X . 

On a posé B = 21 | ( l-(p-l)"2), et on conjecture l'équivalence 
p>2 

TT2(x)~Bxl0g2X ( X -> œ ) 
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On pense aussi que l'exposant 1/2 , dans (2.2), peut être remplacé 
par 1 (conjecture d'E1liott-Halberstam) et que le franchissement de 
la valeur critique x1/2 est une question extrêmement difficile de 
théorie analytique des nombres (voir [6] pour des résulats partiels 
dans cette direction). 

Le problème est plus aisé si on cherche des résultats en rap­
port avec le terme d'erreur de (1.3), autrement dit , des résultats 
où le signe de valeur absolue est remplacé par un coefficient bien 
f a.c tor i sa.bl e. On va donner quelques idées de la démonstration du théo­
rème de JBombieri, Fried lander et Iwaniec ([33) : 

THEOREME 1.- Pour tout 6>0, tout A>0, tout x^2, toute fouet ion bien 
factorisable de niveau x4/7_€y et tout entier a , on a : 

>(q) (TT(x;q,a)-(li x)/ip(q)) = Oa,£,A(x(iog x)"A). 

1 
(q,a)=l 

Iwaniec et Fauteur furent les premiers à donner une estimation de ce 
type avec un exposant supérieur à 1/2 , plus préciséent 9/17 ([9]) 
et cette valeur fut portée à 17/32 ([6]). 

Le théorème 1, combiné avec La. formule (1.3), mène au 

COROLLAIRE 1.- Pour tout &>0 et x>x0(&), on a 

TT2U") ^ (7/2 + 8) B x log 2x . 

1•_ Répartition du produit de convolution de deux suites 

On transfère l'étude de la répartition des nombres premiers, 
via certaines identités combinatoires (Linnik, Vaughan ou Heath-Brown) 
à celle, plus générale, de la convolée de deux suites. Ainsi, la clé 
du théorème 1 est le lemme 1 ; il nécessite, pour son énoncé, plusieurs 
notations. 

On note (o:m) et (Bn) deux suites vérifiant 

l«mU TK(m) l&nU TK(n) (2.3) 

où K est un entier fixé et TK(RI) est le nombre de représentations 
de l 'entier m en produit de K entiers >1 . On demande aussi que la 
suite (&n) se répartisse bien dans les progressions arithmétiques 
(condition analogue à l'énoncé du théorème de Siege1-Wa1fisz) : 
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Vn0 Vq̂ l (n0,q)= 1 , Vd>l Vy>2 , VA on a 

n=n0[q] 
(n,d)=l 

d + dd 
1 

tp(q) 
(ll,dq)=l 
n<y 

Pu + 0A (yrK(d)(log y)_A) (2.4) 

et que en s3 annule si n a un petit facteur premier : 

pin et p < exp(log1/10n) =* en = 0 (2.5) 

(cette dernière condition, purement technique, peut parfois être 
omise). On définit maintenant la quantité 

A(. . .)=A(((Xm) , (Bn) ;x,N,q,a) = 

m<xN 1 
n<N 
mn=aC q] 

sf xs 
1 

»p(q) 
dxfv 

m<xN~1 
n̂ N 

(mn,q)=l 

qui décrit la répartition de <xm * &n dans une progression arithmé­
tique, et pour finir, la fonction ô(t) par les formules : 

0<t< : *<t) = ± + ; 1- < t < : *<t) = — + — 
10 2 2 10 6 2 4 1 2 

•^tc^ : *(t) = + ; ± < t < * : *(t) = ^ -
6 4 2 3 4 7 3 3 

- : &(t) = - + - ; < t < : g(t) = l-t 
7 5 2 4 5 2 
J^t<l : &(t) = ± . 
2 2 

En posant u = (log N)/log x , on énonce 

LEMME 1.- Sous les conditions (2.3), (2.4) et (2.5), on a, pour 
tout 6>0, tout A , tout v (&<u<l-&), tout x^2, tout entier a 
et toute fonction X bien factorisable de niveau x8(v)-€ , la re­
lation 

X(q) A(...) = Oa,€,K,A (x(log x)'A) . 

q 
(q,a) = l 

On trouve le lemme 1 sous cette forme dans [8] ; il rassemble 
en un seul énoncé les différents résultats de [3], [6] et [9] et 
montre que la valeur critique x du "niveau de répartition" est 
franchie pour £<D<1/2-£ . La démonstration, très longue et très déli-
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cate, de ce lemme s'appuie sur un calcul de dispersion et des majora­
tions en moyenne de sommes de Kioosterman (C43) qui, dans ce contexte, 
sont plus efficaces que la majoration classique de We i 1 . Evidemment, 
on décompose >=>i*>2 &u mieux de ses intérêts. 

Les identités combinatoires, déjà évoquées, amènent à envisager 
le cas particulier où Bn-1 ? pour tout n . On montre : 

LEMME 2.- Dans le cas particulier où &n=l , l'estimation du lemme 1 
susbiste en remplaçant $(u) par où la fonction $i(t) est 
définie comme suit : 

r//Vn(AF 

ô(t) pour 0<t<-

* t 
5 

pour STD W2 
1+1 
2 2 

pour 1 / 2 t < 

Ce lemme se trouve dans [3], [5] et C 9] et améliore la valeur 
du niveau de répartition pour u ^2/5 (voir figure). Sa démonstration 
uti l ise la technique de Fourier et, une fois encore, les majorations de 
[43. Le théorème 1 sJ acquiert à partir des deux lemmes en analysant, 
pour chaque situation, les valeurs de u rencontrées - la constante 
4/7 provient, en quelque sorte, de & (2/7)=©L(2/7)=4/7 (voir figure). 

2•~ Quelques applications 

Le lemme 1 peut être employé dans un grand nombre de situations. 
Ainsi . partant dp. 1J inégalité 

ir2(x) ^ S ( ^ , Z l ) - î 

2 
S(dp ; & , z | ) 

ZKPi<z 

+ 
1 

2 
S(**P P P ; ^ , P 3 ) + 0(x1/2) 

1 2 3 
2l<P3<P2<Pl<Z 

(où i» = -Cp*2> et Z!<z<x1/2) 

déjà util isée par Pan ([21]), Fouvry et Grupp sont parvenus au 

COROLLAIRE 2 ([8]).- Pour x suffisamment grand, on a l'inégalité 

Tf2 (x) < 3,454 B x log"2 x . 

84 



THÉORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES 

Ce résultat se généralise aux nombres premiers ^ x , de la forme p-a , 
avec uniformité sur |a| ^ (log x)A ( A quelconque) et s3 incorpore 
aux travaux de Huxley ([163, [17]) sur la différence Pu+i~Pu ( pn 
désigne le nombre premier de rang n ) . On a 

COROLLAIRE 3 (E83).- Il existe c-i>0 , tel que, pour x suffisamment 
grand, on ait la minorât ion 

|{pN<X : Pn+1-Pn < 0,4342 log pn>| > C I x log_1x . 

Ce résultat doit être comparé à la récente majoration de Maier ([20]) : 
1im (pn + i-pn)/(1og pn)<0,248 ; malheureusement, sa technique très in­
génieuse ne permet apparemment pas d3exprimer cette borne sous la 
forme du corollaire 3. 

3.- Vers la conjecture d'Art in 

Art in, en 1927, proposa la conjecture suivante : 

Tout entier relatif a , différent de -1 et d'un carré par­
fait est une racine primitive pour une infinité de nombres premiers. 

Hooley, en admettant une certaine généralisation de \3hypo­
thèse de Riemann, prouva l'exactitude de cette hypothèse, et même, 
qu'il y a une densité positive - dépendant -le a - de nombres premiers 
pour lesquels a est une racine primitive ([15]). Il y a quelque temps 
encore, on ne savait même pas si la conjecture d'Artin est vraie pour 
au moins un a . En 1981, Gfupta. et Ram Mur t.y ([11]) ont. montre que si 
P15P25P3 sont trois nombres premiers distincts, la conjecture d'Art in 
est vraie pour au moins un a appartenant à S , où 

2 S = ip p 
1 3 

3 2 2 P P ,P P : 1 2 1 2 P3P2,P2P P2P3 ,P P 3 ?PJP P2 ,P P 3 i 
2 3 1 3 1 2 1 2 3 2 3 2 3 3 2 3 P P P > P P ,P P P 1 2 3 1 3 1 2 3 P P P > 

1 2 3 et par conséquent, que la conjecture d'Artin est vraie pour une in­
finité de a . Leur idée principale, est de chercher dans un ensemble 
très particulier : 

E(x) = iv < P' I p-1 => P' =2 ou p'>x >̂ ( £ constante >l/4) 

des nombres p pour lesquels a soit racine primitive, fin effet, 
pour p€E(x), on a u(p-l)<4 , ce qui permet de contrôler la nature, 
le nombre et les indices des sous-groupes de (2/p2)* multiplicatif. 
La minoration 

|E(x)|>> x log'zx 
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est une conséquence de [93 (avec l'exposant 9/17 ) . Mais Heath-Brown 
a remarqué que le théorème 1 combiné avec la technique d'inversion 
du r81e des variables entraînait pour l'ensemble 

E*(x)={p<x ; p' |p-l =* p' = 2 ou p' >x*,u(p-l)<3> 

la minoration 

|E*(x)1>>x log~2 x 

et qu'il est plus économique de travailler avec E (x) , car, pour 
p€E*(x), (Z/p2)* a moins de possibilités de sous-groupe s. Suivant les 
arguments de Gupta et Ram Murty, Heath-Brown restreint |S| et prouve 
entre autres, les majorations significatives suivantes : 

THÉORÈME 2 ([14]).- On a les relations 

\i p ; p ne vérifie pas la conjecture d'Artin>|< 2 
et 

|{ a ; |a|<x , a ne vérifie pas la conjecture d'Artin>|<<x172 . 

Apparemment, on ne sait toujours pas, s'il existe a€2 , qui 
soit racine primitive pour un ensemble de nombres premiers de densité 
(relative) inférieure positive. 

III.- Théorème de Brun-Titchmarsh 

Pour étudier 7i(x;q,a), avec (a,q)= 1, on peut aussi travail­
ler avec les formules de crible. Ainsi, pour 

d^(q) , £»=S»(q) = {p ; p̂ q> , X = xq"1 , 0)(P) = 1 

et la majoration triviale 

Ir(**<q),d) k 1 

on parvient à la formule (1123) : 
(2+6)x 

7î(x;q,a) < pour X>X0(E) et q^x/2 . 
ip(q) log(x/q) 

Cette majoration, plutSt grossière a été notablement améliorée 
en particulier par l'emploi de (1.3) au lieu de (1.2) (se reporter à 
l'introduction de [19] pour une présentation de ces résultats) et 
entre dans le cadre du théorème de Brun-Titchmarsh. 

On peut aussi regarder le théorème de Brun-Titchmarsh en moyen­
ne, plus précisément considérer le problème suivant : 
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Chercher Les fonctions C(t) définies et continues par morceaux 
sur [0,1[ ayant La propriété suivante : 

VE>0 , VA , 3x0(E,A), VtÇ[0,l-£], Vx>x0(£,A) 

on a L'inégaLité 
7T(x;q,l) < (C(t)+£) *- (3.1) 

ip(q) log x 
pour tout q de l' intervalle [xt,2xt] avec au plus xt(log x)~A 
exceptions. 

(Pour simplifier on s'est restreint à a=l .) Pour ce problème, on 
cherche donc D , le pins grand possible, tel que le terme d'erreur 
de (1.3) soit 'presque toujours petit", ce qui se traduit par l ' e s t i ­
mation 

Sq ) >d r(^(q),d) = 0B(x(log x)"B) (3.2) 

Çkq̂ 2Q d<D 
(d,q)=l 

avec B quelconque, Q=x* et tfq une suite quelconque vérifiant 
!tfqi^l . La relation (3.2) se ramène à des relations de la forme 

VB ) X3 A((xq),(l) ; x,xQ"1,d,-l)= 0B(x(log x)"B) 

d <D 
et le lemme 2 affirme que cette relation est vraie pour 

&i (l-t)-e 
D = x 

Finalement, en remarquant que le théorème de Bombieri-Vinogradov 
donne, pour t<l/2, la valeur conjecturée C(t)=l , on a 

THEOREME 3 ([5],[7]) .- .S'oit S0<l/2 , alors la fonction C(t) dé­
finie par 

1 si t^S0 
C(t) = ( vérifie (3.1) . 

2/ôiCl-t) si g o <t <1 

Une application du théorème de Brun-Titchmarsch en moyenne est la re­
cherche des p-1 avec un très grand facteur premier. Par la technique 
de Tchebyshev-Hoo ley, on montre, en posant P+(n)= max-Cp ; p I ni , que 
si C(t) est une fonction vérifiant (3.1), on a : 

V£>0 3x0(O 3c2(£)>0 
x>x0(£) => KP : P<x P+(p-l)^x6"€> | ^ C2xlog_1x (3.3) 
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où S est défini par l 'égalité : 
dd 

0 
C(t)dt=l . Ainsi Le tlLéorèrae 

conduit à S = 0,65998 . 

1) Amélioration du théorème 2 

Une étude soigneuse de la formule (1.3) montre que Le crible 
ignore un cetain nombre de termes, dont on peut tenir compte dans le 
cas particulier du criblage de ^(q). 11 apparaît alors plus économique 
tout en s' inspirant de la démonstration de (1.3), de travailler avec 
l ' identité de Buchstab itérée. On u t i l i se , entre autres, le lemme 
suivant : 

LEMME 3 ([3],[63).- Sous les conditions (2.3) et (2.4)5 on a> pour 
tout £>0, tout A , tout u (e<u<l-6), tout x>2 et tout entier 
a , la relation 

|A(...)1= 0A(x(log x)"A) 

(q,a)=l 
8 <V)-« 
Q<X 

avec 

*2<t) = 

- + - pour Ô t̂  — 
2 2 10 
- - - t pour —£t< -
8 4 10 6 
— pour ^%t^l . 2 6 

Ce Lemme a une démonstration proche de celle du lemme 1 ; en comparant 
les valeurs de 9(t) et &2(t), on se convainc de la difficulté 
d'améliorer le théorème de Bombieri-Vinogradov avec des valeurs abso­
lues. 

Ces arguments combinatoire s assez compliqués permettent 
d'améliorer la fonction C(t) du théorème 2 pour 1/2 <t^3/5 ([7]), 
en particulier C(l/2) voit sa valeur passer de 2,67 à 1,73 , et 
on montre que (3.3) est vraie pour £=£¿=0,6687. Cette dernière rela­
tion a eu un regain d'importance, Lorsque AdLeman et Heath-Brown ont 
établi un Lien entre une relation de la forme (3.3) avec 
g>2/3 et le premier cas du théorème de Fermât (FLT 1). On a : 

THÉORÈME 4 (Cl],[7]).- Il existe c3>0 , tel que pour x suffisam­
ment grand, on ait 
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1 

P 
> c3. 

Si 
x <p<x 

FLT 1 vrai pour l'exposant p. 

Ainsi le premier cas du théorème de Fermât est vrai pour une infinité 
d'exposants premiers (voir [233 pour une présentation des différents 
critères sur FLT 1). 

2 ) La fonction TT ( x ; q , 1 ) pour q autour de \J x 

On a, dans [73, contourné le phénomène de parité pour presque 
tout q , puisque C(t)<2 pour t = l/2 . Il est naturel de se demander : 
jusqu'à quelle valeur peut-on descendre ? Qu'en est-i l de la minoration 
de TT (x ; q , 1) ? 
Rousselet a donc poursuivi les arguments de [7] en y incorporant un 
nouvel ingrédient : 

LEMME 4 ([10]),- Pour tout &>0 , tout A (0<A<1), tout q^l, tout 
entier a premier avec q et tous les M^l (l<i<3), on a 

1 = 
1 

«p (q) 
1 4- 0£((M1M2M3 ) 46 / 7 5 + £ q_7/30) . 

mira2m,3=a[q] 
Mĵ mi <Mj (1+A) 

(mtm2m3, q) = 1 
Mĵ mj <M* (1+A) 

La démonstration de Friedlander et Iwaniec combine la méthode de 
Burgess et la majoration des sommes de Kloosterman de dimension 2 , 
conséquence de la résolution par Deligne de la conjecture de We i 1 . Le 
lemme 4 conduit à une formule asymptôtique de la somme 

r3 (n) 

n̂ x 
nsaC q ] 

pour q<x 1 7 2 + 1 / 2 3 0 ~£ , récemment Heath-Brown a élargi cette zone, par 
une méthode un peu différente ([133). 
Rousselet a démon tr é : 
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THÉORÈME 5 ([24]).- Pour tout A>0 ,pour tout t inférieur à 
1/2 + 10~100 , il existe x0(A) , tel que pour x supérieur à x0(A) , 
on ait les inégalités : 

0,85 * < 7T(x ; q,l) < 1,48 -
ip(q) log x ip(q) log x 

t t t - A 
pour tout q de [x',2x ] avec au plus x (log x) exceptions. 
La minoration est assez proche de la valeur conjecturée, et sa démons­
tration profite au maximum des propriétés de décomposition des varia­
bles rencontrées, pour appliquer les lemmes 1,2,3 ou 4. Une applica­
tion de cette minoration est : 

COROLLAIRE 4 ([24]).- Une infinité de nombres premiers p vérifie 
P+(P-I)<P0'316 . 

Le problème de trouver p-1 avec uniquement des petits fac­
teurs premiers, fut abordé par Pomerance ([22]) et Balog ([2]), ce 
dernier obtint pour exposant 0,35 , dans P inégalité précédente. 
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