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COHOMOLOGIE DES SOUS-GROUPES S-ARITHMETIQUES DE GL(2) SUR UN CORPS DE FONCTIONS

Ernst-Ulrich GEKELER

Soient:

Fy ,

K, un corps de fonctions d’une variable sur le corps F§ des

le corps fini avec q éléments de caractéristique p;

constantes;

v, une place fixée de K, de degré §;

A, l’anneau des fonctions f € K entiéres en dehors de o;

Kooy la complétion de K eneo;

M = GL(2,A), et G un sous—-groupe de congruence de ['.

B est dit sans p’-torsion si tout élément de torsion de G est de
p-torsion. C’est le cas, par exemple, si G est le sous—-groupe de
congruence principal F"(w) de " pour un ideal non nul mgA.

La méthode usuelle d’étudier G est de considérer
1’opération de G sur 1’immeuble T de Bruhat-Tits de PGL(2,Ke ). En
utilisant cette opération, Serre a demontré [B83]:

Si G est sans p’-torsion, on a

b(G) := dim H'(G,@> = 1 + (q5—1)|:r' Hch SK(—la/cq—n - s(B),
ol SK resp. s(BG) désigne la fonction zéta de K resp. le nombre de
"pointes” de G.
La condition de p’-torsion n’est pas remplie si G = PO(MJ (sous-—
groupe de congruence de Hecke) ou si G = ' lui-meme.
Pour contrfiler les éléments de p’-torsion, il est mieux d’utiliser
le demi-plan supérieur de Drinfeld, qui a une géométrie plus fine
que T.
Soit C = ioa (complétion d’une cldture algébrique de Ke) et
R=Cc - Koo . 2 a une structure naturelle d’espace analytique sur C.
(I1 faut se représenter l’analogie entre les sextuples
(A,K,Ke,C,2,M') et (2,0,R,C,H,SL(2,23)!)

G opere sur f) par les transformations fractionnaires, et 1’espace
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G\ 2 est l'espace analytique associé a une courbe algébrique affine
non-singuliéere Mg. En fait, Mg est définie sur une extension
abélienne finie de K, et b(G) égale le genre g(ﬁs) de la compactifi-
cation non-singuliere ﬁs de Mg.

Par abus de langage, nous écrivons NG au lieu de Mg(C)
etc. (Nous considérons seulement les structures de courbe
algébrique sur C.)

Il y a des bijections canoniques
g - Mg —> ({pointes de G sur T2 —=> G\Py(K),
et pour G =T F\P, (K —> Pic A
(a:b) ——> classe de Aa+ADb.
La plupart de ces propriétés sont dues a Drinfeld [11].
Une forme modulaire de poids k pour G est une fonction £:  —> C
aux propriétés suivantes:
(i)  F(Caz+b)/(cz+d)) = (cz+dI*F(z) zen, (8 D e G;
(ii) f est holomorphe au sens rigide-analytique;
(iii) f est holomorphe aux pointes.
Pour la signification de (iii),voir [B1.

Exemple 1 (séries d’Eisenstein): (i) Pour z¢f), keN, soit

EM (z) = T caz+bd~ k.
a,beA
(ii) Pour O # u =(u,,u,) e cw Yad? (OemgA un idéal)d
soit E&f’ (z) = [:(azﬂ'b).K

(a,b) = u mod A%
Alors, les E (k) resp. Etk) sont des formes modulaires de poids k
pour I resp. " (w),
On peut utiliser les formes modulaires pour décrire les courbes Mg.
Exemple 2: Soit A 1’anneau FqETJ des polyndmes. Alors, il y a deux
formes modulaires g, A de poids q—l,ql—l pour I ,de fagon que
gi= gq+1

est de genre zéro, et est compactifiée par adjonction d’une seule

/ O définit une bijection j: " \Q ——> C. Dans ce cas, Mp

pointe jJ =o0., De plus:
i) g - (T‘—T)E(q-1), et g ne s’annulle pas en o0 ;
(iid) A= TV -TEW"1 +(19-T)3cE(9"4) 39*% &t A a un zéro simple
en od;
(iii) g et A engendrent la C-algebre des formes modulaires de [".
Les g et A ont une signification dans la théorie des
modules de Drinfeld analogue a celle des formes g,,d,, A dans la
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théorie des formes modulaires elliptiques sur le demi-plan complexe
(voir[2,51). Mais notons que,pour des anneaux A plus compliqués,la
situation est loin d’é&tre si transparent.

Par définition,un point elliptique de " est un ze  tel que le

stabilisateur Fz est strictement plus grand que le centre de [".
Dans 1’exemple 2, il existe une seule - classe des points
elliptiques, donnée par jJ = 0. Avec une transscription des méthodes
de la multiplication complexe des courbes elliptiques,on peut
démontrer:
Propogsitign 1: Si d est pair, il n’y a pas des points elliptiques.
Si § est impair, il y a une correspondance biunivoque entre
1’ensemble de classes des points elliptiques et le noyau de
1’application
norme: J(FqE) —_> J(F‘),

et les stabilisateurs des points elliptiques sont isomorphes au
groupe multiplicatif du corps qu.
(Ici, J est la jacobienne du corps de fonctions K.)

Comme dans le cas classique, il y a une relation entre les
formes modulaires et les differentielles.
Proposition 2: Soit k = O (mod g*-1). Le faisceau sur ﬁr des formes
modulaires de poids 2k de [’ est canoniquement isomorphe au faisceau
des differentielles de degre k sur ﬁr avec des pfles d’ordre ¢
kq/(g-1) aux pointes (resp. < kq/(q+l) aux points elliptiques) de [
et pas d’autres pBles.

Posons, pour chaque ideal m non trivial de A de degre d

A, = TTEQ®
0+t uemizar?

Alors, A, est une forme modulaire parabolique de poids q“—l pour I

~“

qui n’a pas de zéro sur 2 . Le point essentiel est que 1’on peut
calculer les développements de E, et de A, autour des pointes. On
obtient des produits infinis (convergeants dans des boules a radius
positif), trés proches des developpements classiques des séries
d’Eisenstein et de A = (2mid*?* q TTc1-q™m 2", voir [21 et [43.
Notons seulement la conséquence la plus importante:

Ihéoreme: A, a un zéro d’ordre

correspondant a £ e Pic A,

2d s :
X(‘~q(—1)—q S<{)(—1) a la pointe

Dans cette Eormule,was) - [:IMM'S, ol la sommation porte sur

les diviseurs positifs m de K premiers a oo appartenants a4 ePic A.
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Par conséquehnt,le degré du diviseur div(lx“) est donné par
(1-q2d 2 ¥ c-10 = ca-a?®raa-aH § -1,
4 € Pic A
En comparant avec les propositions,on peut calculer le genre de'ﬁr.
Corollaire 1 (voir [33):
g(ﬁr) =1 + (g*-1>"%r(g¥-12P(q)/Cq-1) - (Sq(q+1)P(1)/a + el,
oue =0 sid est pair, e = —q(gq-1J)P(-13/2 si $ est impair, et
SK(s) = P(q~%)/(1-q~%)(1-q*~ %) avec un polynBme P(X) A coefficients
entiers. (Rappelons-nous que 1l’on a g(ﬁr) = b(M1)
Corollaire 2: Les pointes engendrent un groupe d’ordre fini dans la
Jacobienne de Mp .
(Il suffit de voir que les div(A,) engendrent un sous—-groupe
d’indice fini dans le groupe des divissurs & support dans les
pointes. Ceci est une conséquence fFacile (i) du théoréme, (ii) de
la formule de déterminant de Frobenius, et (iii) du fait
L(X,-1) ¥+ O pour les séries L des caractéres X de Pic A.)
Remargues: (i) Les corollaires 1 et 2 restent valables si 1’on
remplace ' par GL(Y) (ou Y est un sous-A-module projectif de rang 2
arbitraire de Kz), le corollaire 2 aussi pour les sous—groupes de
congruence de tels groupes.
(ii) Le groupe fini du corollaire 2 semble @tre interessant vu les
travaux de Ribet, Wiles et Mazur/Wiles ou figurent de tels groupes.
(iii) C’est un probléeme purement combinatoire que de calculer g(ﬁs)
pour G c', par exemple G = [ (m), F1(~0... On utilise la formule de
Hurwitz et le fait que les seuls points eventuellement ramifiés
dans les rev8tements My —> Fp sont les points elliptiques et les
pointes, la ramification de tels points étant connue. Pour quelques
formules explicites, voir [3]. Remarquons aussi que, pour G = (m),
la caractéristique d’Euler-Poincaré X(G) de [B] est -deg ‘M, ol M
est le faisceau inversible sur ﬁG des formes modulaires de poids 1.
(iv) I1 y a des généralisations évidentes pour les séries
d’Eisenstein, {2, [ = GL(2,A) (ainsi que pour les modules de
Drinfeld de rang 2 utilisés dans la démonstration du théoreme)
considérant une situation de dimension r au lieu de r = 2. Il est
trés probable que 1l’on obtiendra des résultats analogues avec des
valeurs des fonctions zéta partielles en 1-r. Pour r = 1, on
obtient le théoréme de Deligne/Tate sur les conjectures abéliennes

de Stark dans le cas des corps de fonctions, voir [3,7,4].
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