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En i960 , Rimhak Re e [21 ] a  démontré l'existenc e d'un e séri e infini e d e 

groupes simple s finis , parfois appelé s "groupe s d e Chevalley tordu s d e typ e G^" ; 

si K est u n corp s fini , de caractéristiqu e 3 , cardinal q , e t dont l e groupe de s 

automorphismes es t d'ordr e impair , l e groupe d e Chevalley d e type G^ su r K adme t 

un automorphism e involuti f particulier, don t l e groupe de s points fixes , noté 

G^ (q) est celu i qu i nous intéresse . Plus généralement , l e groupe P e u t 

être défin i pour tou t corp s F  de caractéristiqu e 3  et admettan t u n endomorphism e 

dont l e carré es t l e Frobenius. J. Tits a  donné d e G^(F ) un e belle constructio n 

géométrique [ 2 9 ] . 

Les groupe s 
2^ 
G, 
2 
(q) ont le s propriétés suivante s 

(a) 
2 
'G. 

2 
'q) est d'ordr e q  ( q +  1)( q - 1 ) et est simpl e s i q >  3; 

(b) si t est un e involutio n d e 
2 
G 
2 
(q), l e centralisateur d e t  dans 
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M. ENGUEHARD 

2G. 
2(q) est isomorph e a u produit direc t d e <t > pa r l e groupe unimodulair e PSL 2(q); 

les 2-groupe s d e Sylow de 
2 
G 2 

(q) sont abélien s élémentaire s d'ordr e 8 ; 

(c) l'opération d e 
2 
G 2 (q) su r l'ensembl e d e ses 3-groupe s d e Sylow es t 

deux foi s transitiv e d e degr é (q ^ +  1 ) . 

Les groupe s tordu s d e type G^, o u groupe s d e Ree, jouent u n rôl e importan t 

dans l a classification de s groupes simple s finis , au même titr e que le s groupe s 

PSL 2 o u le s groupes d e Suzuki, à la foi s comm e groupe s deu x foi s transitif s e t 

comme groupe s don t le s 2-groupes d e Sylow on t un e structure simple . Dans s a clas-

sification de s groupe s don t le s 2-groupes d e Sylow son t abéliens, J. H. Walte r 

[ 3 1 ] , [ 32 ] démontr e essentiellemen t l e théorèm e suivan t 

" Soi t G  un group e simpl e don t le s 2-groupes d e Sylow son t abélien s e t ne peu -

" vent êtr e engendré s par moins d e trois éléments . Soit t  une involutio n d e G . 

" Alors l'un e de s assertion s (i ) , (ii ) est vrai e 

" (i ) Le centralisateu r d e t dans G  admet u n seu l 2-group e d e Sylow . 

" (ii ) Il existe un e puissance q  d'un nombr e premie r tell e que l e centralisa -

" teu r de t  dans G  soit isomorph e à  <t> x  P S L 2 ^ * 

On voit qu'o n es t amené à  caractériser de s groupes simple s pa r l a 

structure d u centralisateur d'un e involution , programme déj à proposé pa r 

R. Braue r a u Congrès d'Amsterdam [ 3 ] . 

L'assertion (i ) conduit au x groupe s PSL 2 e n caractéristiqu e 2 , carac-

térisés par Suzuk i [ 2 4 ] . 

L'assertion (ii ) conduit au x groupe s 2 G 2(q) , avec quelques singularité s 

pour q  ̂ : 5 ;  introduisons le s conditions suivante s portant su r un group e 

fini G 

(Rl) G  n'a pa s de sous-groupe d'indic e 2  . 

(R2) Les 2- groupes d e Sylo w de G sont abéliens . 

(R3) I l existe u n entie r primaire q  e t une invoutio n t  de_ G tels que C  (t ) 
~~ • — — —— ~  •  —' G 

soit isomorph e a u produit direc t <t > *  PSL 2(q) . 

Walter [32] , Brauer, Suzuki [24 ] et Janko [19]ont élucid é l e cas q = 3  : 
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CARACTÉRISATION DES GROUPES DE REE 

" Soi t G un groupe non résoluble tel que (Rl), (R2) et (R3); si q = 3, G 

" est isomorphe à PfL^ (8) . 

Janko [18]a obtenu pour q = 5 le "premier group e de Janko", premier 

groupe simpl e sporadiqu e découver t depui s Mathie u 

" Soi t G un groupe fin i tel que (Rl ) , (R2) et (R3 ) . Si q = 5, G est 

" simpl e d'ordr e 17 5 560 et unique à  isomorphisme près . 

Pour q > 5, la caractérisation des groupes tel s que (Rl), (R2) et 

(R3) ou "groupes du type de Ree" est restée en suspens pendant près de 20 

ans. Notre but ici est de décrire commen t le s travaux de H. N. Ward [33] 

Z. Janko et J. G. Thompson [ 2 8 ] , J. G. Thompson [ 20 ] e t Bombieri [1 ] 

permettent d'énonce r le théorème 

" Soit G un groupe fin i tel que (Rl ) , (R2) et_ (R3) . Si^ q est supérieur à_ 5 , 

q est une puissance impair e d e 3 et G est isomorphe à_ G 2 (q) -

Les pages qui suivent renden t compte , ave c quelques détail s supplémentaires , 

d'exposés fait s en novembre et décembre 1981 . Tout en restant trè s explicites, nou s 

nous somme s efforcé s d'écourter le s démonstrations originales , et y sommes par -

venus dan s quelque mesure . 

Le chapitr e 1  est consacré au rappel de quelques énoncé s plus ou moins 

classiques et d'ailleurs peu nombreux. On notera surtou t le s caractérisations des 

groupes p S L 2 pa r Gorenstein e t Walter [15 ] (propositio n 1.7 ) et par M. Suzuki [24] 

(proposition 1.6) . Les propositions suivante s concernen t le s propriétés des 

p-blocs de caractères d'un groupe fin i et leur décompositio n e n blocs. Parmi 

celles-ci, il faut signaler la proposition 1.23 , qui utilise le lien entr e cer -

taines constante s de structure d'un groupe G et celles d'un sous-groupe contenan t 

C*(u) , où u est un r-élément rée l de G C 1 ) ; la proposition 1.2 3 sera utilisé e 

plusieurs foi s aux chapitres 2  et 3. 

(1) nou s dison s qu'un élément x de G est réel si seulement si x est conjugué de 

son invers e dan s G; C*(x) désigne l'ensembl e de s éléments de G qui centrali-
G 

sent x ou le conjuguent en son inverse. Les autres notations son t standard . 
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Les troi s chapitre s suivant s reprennen t [20 ] et [33] ; cependant nous n'avon s 

pas donn é l e calcu l d e l a table complète de s caractère s irréductible s d u group e 

G satisfaisant à  (Rl) , (R2) et (R3 ) ; on l a trouvera dan s [33] . Des considération s 

élémentaires e t l'utilisatio n d u transfert permettent d e montrer rapidemen t qu e 

q est impair , G  est simple , et de décrire l a structure 2-local e d e G. Malgré 

l'emploi d e l a proposition 1.7 , on ne parvient pas à  élucider immédiatemen t l a 

structure local e d e G pour le s premiers divisan t ( q -  l)/ 8 (c f les assertion s 

(5) et (7 ) du chapitr e 2 ) . La théori e de s 2-bloc s e t l a proposition 1.2 3 son t 

sollicitées un e première foi s pour montrer que l a caractéristique es t 3  (a u 

chapitre 1 , (8 ) et (9)). 

La connaissanc e d e l a structure r-local e d'u n group e fin i G, pour un pre-

mier r , permet e n généra l d e calcule r u n sous-modul e d e l'annea u d e Grothendiec k 

R(G) d e G. Ainsi l a connaissance de s centralisateur s de s r-sous-groupe s (ave c 

les morphismes induit s par l a conjugaison dan s G ) permet d e calcule r l e module 

des caractère s généralisé s d e G qui son t constant s su r le s élément s r-réguliers , 

et ceci bloc pa r bloc (Ll . Puig, communicatio n orale ) . Dans le s hypothèses (Ri ) , 

les circonstances favorable s sont , pour r  = 2, d'une part l e faibl e défaut , 

d'autre par t l'existenc e d'isométrie s résultan t d u contrôl e par C_(t) lui-mêm e 

de l a fusio n dan s le s {2,3}'-sous-groupe s d e C_(t) (notation s d e (R3 ) ) (cf . aux 

chapitres 3 , (3 ) et 2 , (5)) . Ces sous-groupes , cycliques, se partagent e n deux 

familles, ceu x don t l'ordr e divis e ( q - l)/ 2 et ceu x don t l'ordr e divis e ( q + l)/4 . 

Dans chaqu e famill e il s son t à intersection trivial e dan s G , comm e il s l e son t 

dans Cç(t) • O n parvient ains i à calculer le s matrices d e décomposition généralisée s 

relatives au x 2-bloc s d e défau t non nul, et le s valeurs de s caractère s d e ces 

blocs su r le s éléments don t l'ordr e divis e ( q -  1 ) . La proposition 1.23 , utilisé e 

à deu x reprises , permet e n particulier d e calcule r l'ordr e d e G . 

La déterminatio n d e l a structure 3-local e d e G  (chapitr e 4 ) exige un e 

avancée plus pénible ver s l a tabl e de s caractère s d e G, pa r l'emplo i de s formule s 

d'orthogonalité, et c U n 3-group e d e Sylo w U  de G est d'ordr e q 3, d e class e 3 , 

et admet , dan s so n normalisateu r dan s G , u n group e cycliqu e d'automorphisme s H , 
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d'ordre ( q - 1) . Seul l e 2-Sylo w d e H a des points fixe s sur (U - {l}) . En 

outre, si x est un élément de ([U,U ] - Z(U)), ^ ( x ) = [U,U] . Ces propriétés 

permettent d e déterminer B = N (U ) modulo le choix d'un certain automorphism e a 

de 3F (c f chapitre 4, (4) et l'article qu i précède). Dan s le cas des groupes 

2G. 
2 
(q), on a a = 3 . Avant de déterminer a, on classifie san s difficulté au 

chapitre 5 les sous-groupes d e G dont l'ordr e es t premier à q -  q. 

Le group e G étant extensio n transitiv e d'u n certain group e B(a), opérant 

sur B(a)/H (cf . chapitre 4, (2)) , il suffit maintenan t d e démontrer que 

(a) le carré de a est 1'automorphisme d e Frobenius; 

(b) si (a) est vrai, l'extensio n es t unique. 

L'assertion (a ) est démontrée grâc e à une propriété d e a (l a "condition de 

Thompson", [28 ] II), propriété qui résulte d e l'existence d e l'extension. Une 

extension de B(a) opérant comm e indiqu é plu s hau t sur B(a)/H, est en effet 

définie par deux application s 

0) : (U - {1}) — v ( U - {1} ) 

p : (U - {1}) H 

satisfaisant à  certaines condition s don t l a plus complex e exprim e l'associa -

tivité du produit. Plus précisément, W et P sont définies , après choi x d'un 

élément s  (ic i d'ordre 2 ) qui normalise H  mais n'es t pas dans H, par 

si u  G (U - {l}) su s G ûJ( u)sUP(u) . 

(le fait que G soit 2 fois transiti f su r G/B, U étant régulie r sur (G/B - {B}) 

implique l'existenc e d'un e décompositio n à  la Bruhat). Encor e faut-il , pour 

écrire que le produit est associatif, connaîtr e t û en quelque endroit . 

On démontr e (chapitr e 6, (1) ) que G 2 ( 3 ) , c'est-à-dir e PlL 2(8), es t plongé 

dans G, l'injection étan t précisée à  un paramètre d  G 3F près . Cela perme t 

de calcule r CJ sur [U,U] , en fonction de d et a et la condition de Thompson 

s'en dédui t (formule s 21 et 22, chapitre 6 ). 

C'est Bombier i [i ] qui a montré que cette conditio n impliquai t (a), 

sauf peut-être pou r un nombre fin i de cas, lesquels ont été traités par 

calcul su r ordinateur. Ayant remarqu é que sa démonstration valai t pour un 
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corps infini , nous démontrons (a ) san s l'hypothès e " K fini" (c f l e théorèm e 

chap. 7  ). La démonstration d e Bombieri consist e essentiellemen t à 

1) déduire d e l a condition d e Thompson l'existenc e d'u n polynôm e 

H ç  F 3 p i ]  (0 ^  i ^ 4) te l qu e 

(*) H (2 
a 1 

) = 0 pou r tou t z  € K  , 

2) à  en conclure, grâce à  un lemm e élémentaire , à l'existence d'un e 

relation d e l a form e 

(**) sq - 3 ± X où 0   ̂ £ ^ 4  e t À 6 W ,  À étan t 

majoré pa r un e fonctio n de s degrés partiels d e H . 

Notre lemm e 6 (chapitr e 7,(2)(a)) C 1 ) e t so n corollaire remplacen t l e 

lemme 3 de [1 ]. Comme en outre le corps des points fixes de O est parfgddfdf 

hypothèse le corps premier IF^, il est clair qu'il suffit de se ramener àfgdffsd 

£ = 0 o u £  = 1  o u a = 3 dan s (* ) e t (** ) . Pour diminuer 5,, on 

revient e n arrière dan s l a procédure d'éliminatio n qu i condui t d e l a 

condition de Thompson à  (* ) :  en utilisant (**) , on peut restreindre le s 

valeurs de i  dans (*) , donc auss i €  dans (** ) (c f ch. 7 , (2)(b ) ) . 

On n e peut éviter d e poser l a question :  à quelles condition s 

l'existence d'un e extensio n transitiv e d e B(<J) (défin i comme aud chapitre 

4, (4) , mais su r un corp s K d'ordre infin i d e caractéristiqu e 3) impose -

t-elle a - 3 .  Nous n'avons pas d e résultats significatif s dan s cett e 

direction. Dans l e cas fini , le plongement d e G 2 ^ ) dan s G est exhib é 

à l'aid e d'u n élémen t d'ordr e 7 qui opère comm e o n l'imagin e su r u n 

2-groupe abélie n élémentair e d'ordr e 8 et est lui-mêm e invers é par un e 

involution... Au paragraphe (2) d u chapitr e 6 , qu e K soi t fin i n'import e 

pas. 

C 1 ) C e lemm e a  été généralis é pa r J.-Y Hée (communicatio n orale) ; c f auss i 

la proposition 2 . 1 , dans J. Tits , Homomorphismes "abstrait s d e groupe s 

algébriques simples , Ann . of Math., 97 ( 1 9 7 3 ) , p. 508. 
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Pour démontrer l'assertio n (b ) plus haut, on revient aux corps 

finis, en reprenant [ 2 8 ]III san s gran d changement . La connaissance de 

0 permet de montrer que d est nul, par un calcul en partie laiss é au lecteee 

Pour conclur e à l'unicité d e U ) est utilisée la géométrie formé e par 

les ensembles de points fixe s d ' involutions de G (dan s son opération sur 

G/B) . On démontre que cette géométri e est déterminée par les relations 

en 0) déjà obtenues au chapitre 6 et la connaissance de G, et qu'en 

conséquence l'applicatio n 0 ) est elle-même déterminée . La tâche est 

relativement facil e parce-qu e d'un e part C (t ) a seulement troi s orbite s 

dans son opération sur G/B, et d'autre par t B a seulement troi s orbite s 

dans son opération par conjugaison sur l'ensemble de s involutions de G. 
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1, PRÉALABLES 

Proposition 1.1 . (Zassenhaus, Brauer, Wielandt [34] ) Soit X un groupe 

fini sur lequel opère un groupe de Klein Q = {l3t^3t^3t ^} . Soient 

X. = Cx(tJ > j = 13 23 3. 

(1) Si X^ - {1}3 X est abélien et t^(x) - x ^ pour tout x 6 X. 

(2) Si X est d_'ordre impair, on a_ 

X = X2X2X3 et \X\\CX(Q)\
2 = I ^ I I ^ H ^ I 

Si i en outre C^(Q) - {1}3 les groupes X^3 et sont abêliens. 

Proposition 1.2 . (Janko, Thompson [20] p.287) Soient D un groupe diédral 

d'ordre 2n3 où n est impair, C le sous-grouve d'indice 2 de D et t une  

involution de D. Si D opère sur un groupe X d'ordre premier à 2 de telle  

sorte que C opère sans point fixe sur X3 on a_ 

\cx(t)\
2 = \x\ . 

Démonstration. 

Pour tou t nombre premie r p, D normalise un p-groupe de Sylow de X, 

soit P, et Cp(t) est alors un p-groupe de Sylow de C^(t). O n peut don c 

supposer que X est un p-groupe. 

Pour tou t sous-group e norma l Y de X stable par D on a 

C X / Y ( t ) =  C x ( t ) y / Y 

soit | c x ( t ) | =  |c y(t) | |cx / Y(t) | 

et C opère san s point fix e sur Y et sur Y/X. 

En considéran t une D-suite de composition de X, on voit qu'i l suffi t de 

démontrer la proposition sou s l'hypothès e " X est un p-groupe abélie n 

élémentaire". 

Or tout e représentatio n fidèl e de D en caractéristique p est induite 

d'une représentatio n de C; l'espace des points fixe s de t est donc de dimension 

moitié de la dimension de l'espace de la représentation, ce qui démontre 

|c x ( t ) |
2 =  |x l -
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Proposition 1 . 3 . (Burnside ) Soient X un groupe fini, P un groupe de Sijlow 

de X, et A et B deux sous-ensembles normaux de P. Si A et B sont conju­ 

gués dans X, A et B sont conjugués dans N^(P). 

Proposition 1 . 4 . (transfert ) Soient X un groupe fini, P p-groupe de Sylow 

de X. On suppose que P est abélien et que X n'a pas d'image d'ordre p. On a 

P n Z(NX(P)) = {!}. 

Proposition 1.5 . (Hupper t [16] IV.8.6 ) Soient X un groupe fini et P un p-

groupe de Sylow de X. 0n_ suppose que P est métacycligue non abélien, d'ordre  

impair. Alors X admet une image d'ordre p . 

Proposition 1 . 6 . (Suzuk i [24]) Soit G un groupe d'ordre pair tel que le 

centralisateur dans G de_ toute involution de G soit abélien. 

Ou bien (i) les 2-groupes de Sylow de G sont cycliques. 

Ou bien (ii) un 2-groupe de Sylow de G est normal dans G, 

ou bien (iii) G est isomorphe au produit direct d'un groupe abélien 

d'ordre impair par PSL^(2n). 

Proposition 1.7 . (Gorenstei n e t Walter [15]) Soit G un groupe fini dont  

les 2-groupes de Sylow sont diédraux. On suppose que le centralisateur  

dans G jî 'une involution du centre d'un_ 2-groupe de Sylow admet un 2-complé- 

ment abélien. Alors G admet un sous-groupe normal d'ordre impair N tel que 

G/H soit isomorphe à l'un des ççroupes suivants  

un 2-groupe de Sylow de G, PSL^(q), PGL^(q) (p = 3, 5 (mod 8)), A^. 

(on n'utilisera cett e propositio n que dans l e cas trè s particulier o ù 

un 2-group e d e Sylo w d e G est d'ordre 4  égal à  son centralisateur , c e qui 

élimine le s groupes PGL^ (q) et A^) 

Proposition 1.8 . Soient p un_ nombre premier au moins égal à_ 5 et X un 

sous-groupe d'ordre impair de GL^(p). Un_ p-groupe de Sylow de X est normal 

dans X. 
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En effe t X  est résoluble d'après l e théorème d e Feit e t Thompson [12]. 

Selon l e théorèm e de Hall e t Higman [17], s i p divise l'ordr e d e X, X 

admet u n p-sous-groupe norma l no n trivial ; donc X  a un p-groupe de Sylow 

normal. 

La fi n de c e paragraphe es t consacré à  l a théorie de Braue r [2] 

à [8] .  Il a  paru plus commode , quitte à  quelques longueurs , de rappele r 

la plupart de s résultats . Sauf référence express e il s son t démontré s dan s 

les livre s d e Dornhoff [11] e t de Goldschmidt [14]. On e n profite pou r 

fixer quelques notations . 

Une foi s pour toute s G est un groupe fini . 

On fix e un nombre premie r p, un corps K d e caractéristiqu e nulle , suf-

fisamment gros , complet pour une valuation discrèt e associé e à  p, et on 

désigne par A l'annea u d e valuation de K, par k l e corps résiduel , qui es t 

donc de caractéristiqu e p . 

On not e Irr(G ) l'ensembl e de s caractère s absolumen t irréductible s 

de G (e n caractéristique nulle ) e t on suppos e que tou t élémen t d e Irr (G) 

est à  valeurs dan s A. On note R (G) le Z-modul e engendr é par le s élément s 

de Irr(G) . 

A tout e représentatio n d e G sur k Brauer associ e un"caractèr e modulaire " 

que nou s considéreron s comm e un e fonctio n central e su r G, à  valeurs dan s 

A, e t nulle su r le s classes! 
\jiorv 

p-régulières. Soit R (G ) l e 7L -module engendr é 

par l'enseinbie Ir r (G ) des caractère s modulaires irréductible s d e G . 

A l a réduction des représentation s d e G su r A e n des représentation s 

sur k correspon d l'applicatio n 

d :  R(G) —> K (G ) 
P 

où d (X) coïncid e ave c x sur le s classes p-régulières . 

Une fonctio n su r G et à valeurs dan s X  ( X = K, A, ... ) défini t naturel -

lement un e form e X-linéaire su r l'annea u d e group e XG . En particulier un e 

fonction central e su r G définit un e form e su r l e centre ZX G d e XG . 
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CARACTÉRISA TION DES GROUPES DE REE 

Si X £ Irr (G), l a restriction de X/X(D à ZAG est à valeurs dan s A; 

elle définit par réductio n un caractère de Z&G, noté 0) 

Un p-bloc (o u bloc, si p est fixé) de G est un idempotent primiti f de 

ZAG. Comme tou t élémen t de AG, un bloc b permute le s fonctions définie s 

sur AG, par 

(b.Ç) (u) = Ç (bu) ( u e AG ) . 

Il stabilis e en particulier le module des formes A-linéaires sur ZAG, et,par 

réduction, celui :  des formes fc-linéaires définies sur O n obtient 

ainsi des décompositions e n sommes directe s 

R(G) = 
E 
b 

b.R (G) et 
P 
(G) = I 

b 
b.R (G ) 

P 

(b parcourant l'ensembl e des blocs de G) 

et l'application de décomposition commut e à l'action des blocs, d'où 

d^ :  b.K (G) + b.R (G ) . 

b p 
Plus précisément on a aussi 

Proposition 1.9 . Soit x €(Irr(G) U  Irr^(G)), et soit b un bloc de G. On a 

b.x - X  ou b.x - 0 . 

Si, dan s les notations de 1.-9, on a b. X = Xr o n dira que "X est dans b" ou 

même que "b contient X"• 

La matrice de décomposition de b, matrice de d relativemen t aux bases 
n 

b.Irr(G) et b.Irr (G ) de b.R(G) e t b.R 

P P 

(G) , sera noté L\ ; la matrice de 
b 

Cartan ser a notée C, (o n a C, = D, . 

b b  b 

r (D^)). Rappelon s 

Proposition 1.10 . (a) Les coefficients de sont des entiers naturels. 

(b) est indécomposable en blocs. 

(c) 0^ est non singulière. 

A tout bloc b de G est associée une classes de p-sous-groupes de G, 

dits groupes de défaut de b. Posons 

GP a 
= P 

et, si D est groupe de défaut de b, |D| = P a(b) 
L'entier a. (h) es t le défaut de b. 
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Proposition 1.11 . Deux éléments X et ^ de_ Irr(G) sont dans le même bloc  

si et seulement si 

wx = xc. 

Tour cela il suffit que (JÛ̂  et câ  otncident sur les classes p-régulières. 

Proposition 1.12 . Le bloc b de G est de défaut 3 si et_ seulement si 

(1) si x € b.Irr(G), P 
a -B divise x(D> 

et (2) il existe x € b.Irr(G) tel que \(l)/p 
a -3 

soit premier à p. 

Proposition 1.13.([8 ] ) 3 € {0,1,2}, un élément X àe_ Irr (G) est dans un 

bloc de_ défaut 3 si et seulement si x(U/p 
a-3 

est un entier premier à_p. i 1 ) 

Proposition 1.14.([8] J Soit b un bloc de G de défaut 3. 

(a) Si $ n'est pas nul, \b.Irr(G)\ > \b.Irr^(G)\. 

(b) S±$ 4 2, \b.Irr(G) \ £ p6 . 

Proposition 1.15 . Le nombre de blocs de défaut maximum est égal au  

nombre de classes p-régulières qui rencontrent le centralisateur d'un 

p-groupe de Sylow de G. 

Soit L un sous-groupe de G. Brauer a défini une application, dit e 

correspondance de Brauer, et que nous noteron s Bt^/ qui transforme certain s 

blocs de L en des blocs de G. 

Proposition 1.16 . Soient D un p-sous-groupe de_ G et H et_ L des sous-groupes  

de G tels que 

DCJD) c L c NJD) et L c H. 

(a) Pour tout bloc b de L% 
Br G 

L 
(b) est un bloc de G et_ D est contenu dans 

un groupe de défaut de Br G . 
'L 

(b). 

(b) Bn G, 
h 

Br H. 
L 
(b)) est défini et éjgal à VA 

G 
L 
(b). 

(*) proposition généralisé e par P. Fong sou s l'hypothès e "l e groupe défau t 

est abélien " in Trans. Amer. Math . Soc. 103 (1962) 484-494. 
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Proposition 1.17 . Soient D un p-sous-groupe normal de G et L - DC^(D). 

Soit E l'ensemble des élémeyits de Irr (L/D) qui sont dans un bloc de  

défaut nul et dont le stabilisateur dans G/L est un p '-groupe. Tout bloc  

de groupe de défaut D de G stabilise une et une seule orbite selon G/L 

dans E et on définit ainsi une bijection entre l_'ensemble des blocs de 

G de groupe de défaut D et l'ensemble obtient E/(G/L). 

Proposition 1.18. (Brauer1s First Main Theorem) Soient D un p-sous- 

groupe de G et H un sous-groupe de G contenant N^(D). La correspondance  

de Brauer de H à_ G induit une bijection entre l'ensemble des blocs de H 

de groupe de défaut D et l'ensemble des blocs de G de groupe de défaut D. 

On appelle bloc principal de G, et on note b Q ( G ) , l e bloc de G qui 

contient 1 . Le Bloc principal est toujours de défaut maximum a . 
G 

Proposition 1.19. Soient D, H et G comme en 1.16. On. a_ 

Br G 
'H 
(b) = bjG) 

o 

si et seulement si b = b (H) m 

Pour énoncer l e deuxième théorème fondamental de Brauer, nous posons, 

(cf [10]) 

si u est un p-élément de G, et B un bloc de G , 

BrU'G(B) = I 
b S (b bloc de C (u ) tel que 

G Br 
G 

cG (u) 
(b) = B) 

En outre, si x  est une fonction centrale sur G , on définit d '  , 

fonction centrale sur C_(u), pa r 
G 

(d ' ()( ) ) (s) = x^us) s i s est p-régulier et s G CQ ( U ) 

= 0 sinon . 

Enfin notons l'annea u obten u en adjoignant à ZZ le s racines de l'unit é 

d'ordre l'ordr e de u. 
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Proposition 1.20 . (Brauer' s Second Mai n Theorem) Soient u un p-êlément 

et b un bloc de G. 0n_ a_ 

dUjG(b.R(G)) c z $ (BrU'G(b).R (CJu)) . 

u p u 

La restrictio n d e d '  à  b .R(G) es t définie, relativemen t au x base s 

b.Irr(G) e t Br U , G.Irr ( C (u ) ) , par un e matrice à  coefficients dans 7L , qui 
p G  u 

u,G u 
sera noté e D , o u D, . 

b b 

Proposition 1.21 . Soient u et_ v deux p-éléments de G et b un bloc de G. 

(a) Si u et v ne sont pas conjugués dans G, on a 

D 
u3 

b 
G T 

(D 
v3G 
b 

- 0 . 

(b) Pour des ordres convenables et cohérents sur les bases de b.R(G) 

et de BrU'G(b) .îtp(Cç(u)) et_ sur les blocs de C^(u) dont BrUjG(b) est la somme  

on a_ 

D 
M. G 
b 

T 
(B 
b 
u3G, 

hhrhtghthgfsf 
(Br G 

'C 
G 
(u) 

(e) = b) 

Si V es t un sous-ensembl e d e G, o n pos e 

R(G\V) =  (X €  R(G)/ X es t null e su r G-V} . 

Proposition 1.22 . ([15]Propositio n 25 , [30]) . Soit V un sous-ensemble à 

intersections triviales de G, de_ normalisateur H. On suppose que V est  

réunion de p-sections de H . Si_ b est un bloc de H tel que b . R ( H \ V ) soit 

non nul, Bn. 
G 
H 
(b) est défini et on a. 

Ind 
Pr 

H 
(b.R(H\V)) c B* 

G 
H 
(b).R(G) . 

Démonstration : I l résulte de 1.2 0 qu e l'opératio n selo n b commute à 

la multiplication pa r l a fonction caractéristiqu e d'un e p-sectio n ( [ 1 0 ] ) . 

On a  donc 

b . R(H | P ) = b.R(H) n R(H|P) . 

Il résulte donc d e l a proposition l o20 qu e s i b . R(H | P ) n'es t pas nul , il 

existe u n p-élément u  de P te l que d U ' H ( b . R ( H ) ) n e soi t pas nul , donc i l 

existe u n bloc b d e C (u ) = C (u ) tel que b  =  Bn 
G 

cG (u) 
( b u ) . 
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Selon 1.16 , B* 
C 
CG (u) 

(b ) 
u 

est défini et égal à  &i 
G . 

H 
(b) . 

Soit B un bloc de G autre que B* 
G 
H 
(b) . Il nous fau t démontre r que si 

6 £ b . R(H | P ) , alor s B . (Ind 
.G 
H 
(fi)) =0 . 

Il suffi t pour cel a que pour tou t p-élément v de G on ait 

d V , G ( B . (Ind 
G 
H 
0))) = 0 

soit Br V' G(B).d V' G(Ind ,G 
H 

( 6 ) ) =  0 . 

Mais puisqu e V est à intersections triviale s et réunion de p-sections. 

v.G 
on bien d  (In d 

G 

H 
( 6 ) ) es t nul, ou bien v a un conjugué dan s P,supposons 

donc que v  = u, et on a alors 

d U' G(Ind 
G 
H 

:e)) = d u ' H 0 ) . 

Finalement on a 

d U / G(B.Ind 
G 
H 

( 6 ) ) = B r U ' G ( B ) . d U ' H ( 6 ) 

= Br U' G(B)Br U' H(b).d U' H(6) (pa r 1.20) 

Or i l est clair que 

Br U' G(B)Br U' G(B>l 
G 

H 
(b)) = 0 

et il en résulte par 1.16 que 

Br U' G(B)B?' H(b) =  0 . 

Proposition 1.2 3 (Suzuk i [25 ] Brauer [6])  Soient u un p-élément de G et H 

un sous-groupe de G tels que 

C*(u) a H c G . 

Soient f C et K deux classes d'involutions de G. On pose 

s i x e K(G), x ( i l = l 
S É K . 

T. 

X(s) 

si 0 E R(g), x(i)fdgrtggrt 
l 

s e (K.OH) 
i 

e(s) 
a = i, 2) 

Soient b un bloc de CJu). b - B* 
u G 

H 

CG (u) 
(bj et B =&i 

G 

CG 
(u) (bu} • On °L 

1 

H 
l 

6 € b.Irr(H) 

0(1) 
Q(2) 

eu) 
oo0 = 1 

G 

E 
X € B.Irr(G) 

X 
(1) 

X 
(2) 

X(V 

4> 
X 

pouA tout élément <J> de b .Irr (Cn(u)). '- T — u P G 

((S 
6. 

0 
est la matrice de décompositio n Db 

.u,H 
, et (6 

4>. 
X 

est D 
u,G x 

B 
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Posons 

aH 1 

a 
i 

6 € Irr (H) 

e d ) e 
(2) 

6(1) 
e et aG = 1 

G 
I 

X € Irr (G) 

X 
(D 

X 
(2) 

X (1) 
X 

D'après l e deuxième théorèm e fondamenta l de Brauer 1.20 , il suffit 

de démontrer que 

d 
u,H [a, 

H 
= d 

u,G 
(a 
G' . 

Or, si g € G, a (g ) est le cardinal de l'ensemble de s (s,t) € K x  K 
G 1 2 

tels que s t = g; de même a^ (h) ,  pour h € H, est le cardinal 

de l'ensembl e de s couples (s,t ) € (K^ f)H) * (K f) H) tel s que s t = h. 

On voi t que ces deux ensemble s coïnciden t su r la p-section de u dans 

C (u) , en raison de l'inclusion d e C*(u) dans H. 
G G 

Nous appliqueron s cett e proposition dan s l e cas où K = = 

est une classe d'involution s de G. En utilisant une base {̂ Ĵ  d u 

Z3-module b  .R ( C (u ) ) et les matrices de décompositio n 
u p  G 

D 
u,H 

b 
= ( 6 o 

0 
D 
u,G 
B = «5 

4 

X , 

on pos e 

A(e,(J>) = 
1 

X 
IE 

Ç G ê. Irr (X) 

C 
(D 

2 

C d ) 
6 
0 
C 

(X = H, G e t e bloc de X) 

et on a dans les hypothèses de 1.23 

[B-Z] A(b#(J)) = A(B,<f>) . 

Proposition 1.24 . Soient b un_ bloc de G et_ u un_ p-élément de G, Soit 

x un_ élément de G qui n 'est pas dans la p-section de u. 0n_ a 

D 
u 

b 
(x(x)) 

X eb.Irr(G) - 0 . 

Démonstration: posons x = vy = yv, où v est un p-élément et y est p-régulier. 

On a d'après 1.20 

X(x) = dV , G ( X ) (y) 

soit (X(x)) 
X€b.Irr(G) 

= 
r 
(Db 

v.G. 
(*(y)) (f) € B rU , G ( b ) .Irr (C (v ) ) 

On voi t que 1.24 résulte d e 1.21.(a) . 

On not e a ( X ) l'indic e de Schur-Frobenius d'un caractère irréductibl e 

X de G. 
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Proposition 1.25. (p - 2) Soit u € G tel que <u> soit un 2-sous-qrouye 

cil clique maxima l de Gs et_ soit b un_ 2-bloc de G, On a_ 

D 
u $ 
$$ 

$$$$ 
X Eb.Irr(G) 

- 0 . 

Démonstration. Soit 

Sh 
G $$ $$I 

X C Irr(G) 
°(X)X • 

Si l'on tient compte de 1.20, on voit que la proposition affirme simple­

ment que 

$ 
u,G 
b 

(Sh 
G 
) = d 

u.G 
(b.Sh 

G 
= 0 . 

Il suffit donc de démontrer que d 
u,G 

(Sh 
G $) = 0. 

Or Sh 
G 
(x) est le cardinal de l'ensemble des y € G tels que y 

2 
= x. 

L'hypothèse faite sur u implique clairement que si x appartient à la 2-section 

de u, cet ensemble est vide; Sh 
G 
(x) est alors nul. 

La théorie dite "des caractères exceptionnels" sera appliquée dans des 

circonstances très favorables de contrôle fort de fusion, ce qui nous conduit 

à énoncer la 

Proposition 1.26. Soient N un sous-groupe de_ G et V ur± sous-ensemble de N 

tels que 

si x € Vj g € G et x 9 EN, alors x 9 E V et g E N. 

Soit E  - U  V g 

g e G 
. L 1 induction de_ N à_ G et_ la, restriction de G à N induisent 

des isomêtries réciproques entre R (N | V ) et R (G | E ) . Si_ 0 est une i s orné trie 

d'un sous-module R' de_R(N) contenant R(N\V) et qui prolonge la restriction 

de Ind 
G 
N 

à R(N\V), on a 

sixEV, x e R', Q(x)(x) = \(x) . 

Démonstration. L'hypothèse implique que V est à intersection triviales 

dans G, de normalisateur N, et que V = EH N. Il est bien connu ([16],V.22.7) 

que dans ces conditions on a 

Ind 
G 
N (Ç(x)) = C(x) pour tout Ç ER(N\V) et tout x € V, Ind 

G 
N étant 

isométrique sur R(N\V) . On en déduit la première assertion. 
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Soient x  £ R' i C € R(N|P) 7 on a  par hypothèse, e t grâce à  la formule d e 

Frobenius, 

(Res 
G 
N 0(X>) -  X ,  C) = (Q(X ) , In d 

G 
N ( O ) -  (X,C)  =  o . 

Mais R(N|P) engendr e l'espac e d e toutes le s fonction s centrale s su r N et nulle s 

hors d e V-, so n orthogonal dan s R(N) n'est autr e que l e module de s éléments d e R(N) 

qui son t nuls su r V. Cec i démontr e l a dernière assertio n d e 1.26 . 
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2, LA CARACTERISTIQUE EST 3, 

Quelques notation s (définitives) . 

G es t un groupe fini ; t est une involutio n de G; p est un nombre premie r 

q es t une puissance d e p; q > 5; on suppos e (Rl) , (R2) et (R3). 

On pose C 
G 
(t) = <t > x  F ( F isomorphe à  PSL 

2 
(q)); P es t un p-group e 

de Sylow de F; S est un 2-group e d e Sylow d e G contenant t . 

Dans c e paragraphe o n étudi e l a structure 2-local e d e G et on démontre qu e 

p est égal à 3. 

(1) q est impair; S est abélien élémentaire d'ordre 8, Toutes les involutions  

de G sont conjuguées dans G; tous les sous-aroupes d 'ordre 4 de G sont con­ 

jugués dans G. 

Soit S 
1 

= s n F. 

Que q soit pair o u impair , S^ es t abélie n élémentair e e t il existe u n 

sous-groupe cycliqu e T, d'ordr e (|S1 
1 
| - 1) , de F te l qu e 

N 
i G 

( s ) n F = s 1 
.T 

et T opèr e régulièrement su r ( S 
1 

- {1}). 

Soit X un complément de S  dans N 
G 
(S) , contenant T (i l en existe e n raiso n 

d'un théorèm e fondamenta l d e Zassenhaus) . I l résulte d e l a proposition 1. 4 

et de l'hypothès e (R2 ) que t  n'est pas centra l dans N 
G 
(S); donc X  est différen t 

de T e t on voit que tou s le s éléments de ( S - {l} ) son t conjugué s sou s 

l'action d e X. Autrement di t toute s le s involution s de G sont conjuguée s 

dans G . En outre s i U est un sous-group e no n trivia l de T, l e groupe N 
X 
(U) 

normalise C 
X 
(U) = <t>, e t donc N 

X 
(U) = T .  Ainsi X  est un groupe d e 

Frobenius de complément T . 

(a) Supposons q  puissance d e 2  :  q = 2 
n 
. 

Le groupe de Frobenius X , d'ordre impair , es t représenté fidèlemen t 

et irréductiblemen t e n caractéristique 2  et dimension ( n + 1) , sur S . 
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On a donc n + 1 ^ |T|, soit n + 1 > 2 
n 

- 1, 

ce qui contredit l'hypothèse q > 5 . 

(b) Selon (a) q est impair et S^f diédral et abélien, est d'ordre 4. 

Donc S = <t> x  est d'ordre 8. Le groupe T est d'ordre 3, X est nécessai­

rement d'ordre 21; son noyau est engendré par un élément d'ordre 7, lequel 

opère régulièrement sur les involutions de S, comme sur les sous-groupes 

d'ordre 4 de S. L'assertion (1) est démontrée. 

Notations t 1) 

Puisque S est abélien, on a q = 1 (mod 4) ou q = -1 (mod 4 ) . 

Soit e € {l,-l} tel que q - e = 4 (mod 8 ) . 

On désigne par 

C un sous-groupe cyclique d'ordre (q + e)/2 de F ; 

D un sous-groupe cyclique d'ordre (q - e)/2 de F ; 

s 1'involution de D et on suppose que s normalise C; Le 

groupe C <s> est diédral; 

u une involution de F qui normalise et ne centralise pas D; 

D <u> est diédral et s et u engendrent un 2-groupe de Sylow de F; 

Q = <t,s> ; on suppose que S contient s et 

E le sous-groupe d'indice 2 de D* 

y un générateur de C et z un générateur de D. 

(2) G est simple. 

Soit L un sous-groupe normal non trivial de G. Si L est d'ordre impair, 

selon la proposition 1.1, il existe une involution t' de G telle que 

C 
L 
(t') fi {l}. Mais puisque F est simple et les involutions de G conjuguées. 

C 
G 
( f ) n'admet aucun sous-groupe normal non trivial d'ordre impair. Donc 

L est d'ordre pair. Selon l'assertion (1) L contient toutes les involutions 

de G, et puisque F est simple. L contient C (t). Ainsi L, comme G, satisfait 

à (RI) et (R3). Ou bien L admet une image d'ordre 2 ou bien les involutions 

t1) Sauf précision contraire, ces notations sont valables pour les chapitres 
2 , 3 , 4 , 5 , 6 et 8 . 
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de L sont conjuguée s dan s L (assertio n (1)) . Dans le premier cas, 0 
2 
(L) 

est d'ordre impai r et normal dans G, donc réduit à (l). Mais cec i impliqu e 

que L est un 2-groupe de Sylow de G, ce qui est absurde. Dans le second cas, 

L est du même ordr e que G, donc éga l à G. 

(3) Tout sous-groupe de G d'ordre impair et normalisé par un 2-groupe de  

Sylow de G est conjugué d'un sous-groupe de F. 

Supposons que S normalise un sous-groupe K de G d'ordre impair , et 

soit v une involution de S telle que |c 
K 
(v)| soi t maximal. On voit dan s 

C 
G 
(v) (isomorph e à C 

G 
(t)) que C 

K 
(v) est centralisé par une autre involutio n 

w de S. Le choix de v impose C 
K 
(v) = C 

K 
(w) = C. 

K 
(vw). Mai s selo n 1.1 , appliqué 

à K normalisé par <v,w>, on a K = C 
K 
(v). L'assertion (3 ) résulte alor s du 

fait que dans F » PSL 
2 
(q), tou t sous-group e d'ordr e impai r normalis é par un 

2-groupe de Sylow est conjugué d'un sous-groupe de E. 

(4) On a C 
G 
(Q) = S.E et_ /V 

G 
(Q) = C 

G 
(Q)<V> 

où y est un élément d'ordre 3 tel que C 
S 
(V) - <u> et_ qui normalise S et_ E. 

Ces propriétés se lisent dans C 
G 
(t) en tenant compt e de l'assertion (1). 

En particulier on sait qu'un sous-group e d'ordr e 4 de PSL 
2 
(q) est normalisé 

et non centralisé par un élément d'ordr e 3. 

(5) Soit E 
1 
un sous-groupe non trivial de E. 0n_ a_ N 

G 
(E 

1 
) = N 

G 
(E) 

et ou bien N 
G 
(E) = N 

G 
(Q), ou_ bien N 

G 
(E) A 

5 
x E<u>. 

Il est clair que E 
1 

est caractéristique dan s E et E caractéristiqu e 

dans N 
G 
(Q) d'où 

N 
G 
(Q) c= N 

G 
(E) c N 

G 
(E 
1 ). 

D'autre part Q centralise mai s u ne centralise pas E , ce qui montre 

que N 
G 
(E 
1 
) contient un sous-groupe d'indic e 2, N, ne contenant pas u. On voit 

que C 
N 
(t) = Q.E 

et les involutions de N sont conjuguée s (actio n de y ). Selon l e résultat de 

Suzuki rappel é en 1.6, on bien Q est normal dans N, ou bien N est produit direc t 
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d'un groupe isomorphe à A 
'5 

par un groupe d'ordre impair, qui ne peut être que 

E. Dans le premier cas Q est caractéristique dans N, donc N 
G 
(E 1 = N 

G (Q). 

Dans le second cas, E est caractéristique dans N, donc N 
G 
(E ) = N 

G 
(E) ; 

l'involution u opère sur le groupe alterné en y centralisant un 2-groupe de 

Sylow, donc centralise le groupe alterné. 

(6) 3 ne_ divise pas (q - e). 

Supposons que 3 divise (q - e). 

Il y a alors une classe d'éléments d'ordre 3 dans C 
G 
(t). Soit T un 3-

groupe de Sylow de E, et soit y' d'ordre 3 dans T. Puisque y centralise une 

involution de S, y et y 1 sont conjugués dans G; soit g G G tel que 

y' = g 
-1 
yg . 

Il est clair que g £ N (E). Soit R = T<y>; R est un 3-groupe de Sylow 
G 

de C 
G 
(T) (assertion (5)). 

Soit U un complément de T dans E. Si y centralise un élément non trivial 

de U, y centralise un groupe de Sylow de U, soit V (pour un certain autre 

premier), donc y' centralise V , et V r
g ^ V, car g £ N 

G E+n G 
(V) . 

Cependant C 
G 
(y1) est contenu dans N 

G 
(E) (assertion (5 ))Selon l'assertion (5) 

E centralise V g (qui ne peut être que d'ordre 5 ) , donc N 
G 
(V ) = N 

G 
(V) g = N 

G 
(E) 

contient E. Mais, comme on le voit dans N 
G 
(El, E g rencontre alors E non 

trivialement, d'où l'on conclut (assertion (5) ) que N G 
(E) = N 

G 
(E) , donc 

g normalise E, ce qui est absurde. On est donc assuré que C 
U (y) = {l>. 

(a) Supposons T d'ordre 3, donc R abélien. On a 

C G 
(R) = C 

G (y) n c G (y') - c 
G 
(y) n u 

G 
(E) = R<u> 

et N 
G 
(R)/R<u> est isomorphe à un sous-groupe de GL (3) . 

Supposons d'abord que N 
G 
(R) possède un unique 3-groupe de Sylow N 

strictement plus grand que R. Puisque R est 3-groupe de Sylow de C 
G 
(T) , T 

n'est pas central dans N; de même, y' étant conjugué de y dans G, <y> 

n'est pas central dans N. Cependant R = N fl C 
G 
(T) doit contenir Z(N). 
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Or l'involulon u, qui normalise T, centralise y et inverse y 1; elle doit 

également normaliser Z (N), ce qui est impossible. 

Supposons maintenant que N 
G 
(R) possède plusieurs 3-groupes de Sylow, 

ce qui implique (assertion (1)) que les 2-groupes de Sylow de N 
G 
(R) sont 

d'ordre 4 et leurs involutions conjuguées. Alors chacune de ces involutions 

fixe un sous-groupe d'ordre 3 de R, et ceci est impossible dans GL^(3) 

(par exemple la proposition 1.1 est contredite). 

Finalement R est un 3-groupe de Sylow de G. 

(b) Si |T| > 3, R est également groupe de Sylow de G: 

En effet T contient alors un sous-groupe caractéristique différent 

de il) de R, soit T 1, et on a 

N 
G 
(R) c N 

G 
(T') = N 

G 
(E) , 

ce qui montre que R est groupe de Sylow de G. 

Puisque G est simple (assertion (2)) , R n'est pas métacycllque 

(proposition 1.5), donc R est abélienj comme en (a). 

Les éléments y et y 1 de R, qui sont conjugués dans G, doivent l'être 

dans N 
G 
(R) (proposition 1.3). Ce n'est le cas ni dans l'hypothèse (a), où 

<y> = C R (u) est normal dans N G (R) , ni dans l'hypothèse (b), comme on le 

voit clairemen t dan s N 
G 
(E) (assertio n (5)). 

(7) Soit X un sous-groupe non trivial de_ C. Le_ normalisateur de X dans G 

admet un 2-complêment normal, Q comme 2-groupe de Sylow, et est d'ordre  

premier à_ (q - e)/4. 

Les qroupes C et E sont d'ordres premiers entre eux. L'assertion (3) 

montre crue 
O 

qui normalise X, est un 2-groupe de Sylow de N 
G 
(X). Il est 

clair que t, qui centralise X, et s, qui l'inverse, ne sont pas conjuguées 

dans N 
G 
(X). On a donc 

N 
G 
(Q) n N 

G 
(X) cz c 

G 
(Q) , 

et N 
G 
(X) admet donc un 2-complément normal (théorème de Burnside). 

Soit K ce complément. On a 

C 
K 
(t) = C, d'où C 

K (Q) = {lh 
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Selon 1.1, K = C.C 
K 
(s) .C. 

K 
(st) 

et C (s) , C. 
K 
(st) sont abéliens. Puisque st opère sans point fixe sur XC 

K 
(s) , 

ce dernier groupe est abélien. De même XC 
K 
(s€) est abélien, et en conséquence 

K centralise X. 

Supposons par contradiction que N 
G 
(X) admette, pour un premier r impair 

divisant (q - e), un r-groupe de Sylow R non trivial. On peut supposer que 

Q normalise R; alors t opère sans point fixe sur R, et on a 

R = C 
R 
(s) x c 

R 
(ts) . 

Supposons par exemple R 
o 
= C 

R 
(s) non trivial. Alors R 

b 
est conjugué dans G 

d'un sous-groupe de C 
G 
(t) , donc conjugué dans G d'un sous-groupe de E, et 

N 
G (R o 

) est isomorphe à N 
G 
(E), et XR est conjugué d'un sous-groupe de N 

G 
(E). 

On voit (assertion (5)) que X est d'ordre 3 ou 5 et que R est cyclique, donc 

égal à R 
c 
. En outre on a 

N 
K 
(R) = X.E 

o 
= C 

G 
(x) n N 

G (R), où E o 
est conjugué d'un sous-groupe de E. 

De même pour tout sous-groupe non trivial V de E 
o 
, comme N 

G 
(E 
o 
) - N 

G 
(V) = N 

G 
(R) 

on aura 

N 
K 
(V) = X.E 

o 

On en déduit, comme X est d'ordre premier à l'ordre de E q , crue X.E 
o 
/X 

est un complément de Frobenius dans K/X. Soit L/X le noyau de K / x . 

Il est clair, C 
K 
(s) étant abélien, que 

E 
o 
= C 

K 
(s) , d'où L = C x c 

K 
(ts) . 

Si E 
o 
.Q normalise un sous-groupe A de C ou de C 

K 
(ts), alors AE 

o 
est 

abélien (car une involution y opère sans point fixe), et donc A est contenu 

dans X. Ainsi aucun sous-groupe caractéristique de L contenant strictement x 

n'est cyclique. C'est donc que L est isomorphe à (C /x ) x ( c / x ) , d'où 

| L / x | = ((q + e)/2 |x|) 
2 

On a (q + e) 
2 
/ 4 | x | 

2 
= 1 (mod r) 

mais aussi q = e (mod r). 

On voit facilement que ces congruences sont incompatibles pour |x|€{3,5}. 

72 



CAR A CTÉRISA TION DES GROUPES DE REE 

(8) Si_ y ne_ centralise pas E, il_ existe un caractère irréductible de G, de 

2-groupe de défaut Q et_ degré m tel que 

G - mq 
3 
(q ~ e) 

Les propositions 1.17 et 1.18 montrent que l'ensemble des blocs de 

groupe défaut Q de G est en bijection avec l'ensemble des orbites selon 

N 
G 
(Q) opérant sur l'ensemble des caractères de défaut nul de C 9 (Q)/Q. 

Puisque C 
G 
(Q)/Q est isomorphe au groupe diédral E<u>, ses caractères de 

défaut nul sont les caractères irréductibles de degré 2. 

Si y ne centralise pas E, il existe 3 caractères de défaut nul de 

C G (Q)/Q qui sont permutés par y; chacun d'eux définit un bloc e 
j 

(j =1, 2, 3) 

de C 
G 
(Q) et il existe un unique bloc e de N 

G 
(Q), de groupe défaut Q, tel 

que 

Br N (Q) 
'C(Q) 

(e') = e si et seulement si e' € {e 
1 2 3 

} . 

Soient b 
j 

= 8 * 
C 
G 
(t) 

C G (Q) 
(e 
j 
) les blocs de groupe défaut Q de C 

G 
(t) 

obtenus par 1.18. 

Soit B = S L̂ 
G 
N 
G (Q) 

(e) . 

De la proposition 1.16 il résulte que pour tout bloc e' de C 
G 
(Q), on a 

Br G 
N 
G (Q) 

Br 
N G (Q) 

C 
G (Q) 

(e')) =Br 
G 
C 
G 
(t) (Efi 

c 
G 
(t) 

C 
G (Q) 

(e')) . 

On en déduit que, si b est un bloc de C 
G 
(t), on a 

Br G C 
G 
(t) 

(b) = B si et seulement si b E {b 
1 
, b 2 , b 3 } 

Chacun des blocs b 
j 
est de la forme b 

G 
j 

(notations de l'appendice). Soit 

o € { a 
1 ; o 2 , o 

3 
} et posons 

o a = Ind 
G 
C 
G 
(t) 

u ) . 

On sait (proposition 1.22) que \\) se décompose uniquement sur des caractères 

irréductibles du bloc B, la 2-section de t dans C 
G 
(t) étant à intersections 

triviales dans G. En outre \p est de carré 4 et nulle en 1, donc se 

décompose sur 4 caractères distincts, éléments de B.Irr (G).Ceci démontre 

que B.Irr(G) est de cardinal au moins 4; selon 1.14, B.Irr(G) est de cardinal 4. 
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La matrice de décomposition généralisée D 
t,G 
B 

= A satisfait donc aux conditions 

suivantes (proposition s 1.20. 1.21 et 1.24). où B.Irr(G) = . } 
3 1  ̂j  « 4' 

(1) A est une matrice (3,4 ) à coefficients dans 2Z 

(2) A. 
T 
A = 4ld 

3 

(3) A(Ç 
j 

(D) = O 

Ces conditions déterminent A au signe près (e t à une permutation des Ç 
j 
près) 

On obtient 

A = 6 

1 1 - 1 - 1 

1 - 1 1 - 1 

1 - 1 - 1 1 

où ô  e { 1 , - 1 } • 

Il en résulte, d'après la troisième condition, que les éléments de B.Irr(G) 

ont même degré, soit m  = £ 
j 

(D . 

Les valeurs des £ 
j 
sur la 2-section de t sont donc connues au signe 

près. Comme 

d 
t,G 

u 
o a 
) = d 

t,C 
G 
(t) 

v 
a 
i 

) = 4 4 o 
i 

(i = 1 , 2 , 3) 

les lignes de A fournissent la décomposition des 
a 

J 

sur B.Irr(G). 

On obtientf à  6 près. 

E 1 (t) = 3(q + e), Ç 2 (t) = Ç (t) = Ç 4 (t) = - (q + e) , 

d'où 

A(B,<J) 
a 
) = 

8 I GI (q + e) 2 

ômq 2 (q 
2 - D 

2 
. 

La proposition 1.2 3 fournit l'égalité de l'assertion à démontrer. 

De cette assertion nous utiliserons seulement, pour démontrer que 

p est égal à 3, le fait que q 
3 
divise l'ordre de G. 

(9) La_ cavaotêrïstique p  est égale £  3. 

Supposons par contradiction que p soit différent de 3. 

Puisque 3 divise q(q 
2 

- 1) et ne divise pas q(q - e) (assertio n (6) ) 

3 divise ( q + e). L'élément d'ordre 3 noté y dans l'assertion (4 ) centra-

lise l'involution u; il est donc conjugué d'un élément de C. Il résulte 

de l'assertion (7 ) que p opère sans point fixe sur E. Donc p opère sans 
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point fixe sur QE. D'où 

q - e = 1 (mod 3) . 

Puisque 3 divise (q + e) , e est égal à 1. On peut donc supposer, en remplaçant 

éventuellement P par un conjugué dans F, que le groupe D, qui est d'ordre 

(q - l)/2, normalise P. Rappelons que P.D est un groupe de Frobenius de noyau P. 

Selon l'assertion (3 ) Q est un 2-groupe de Sylow de N 
G 
(P), <t> étant un 

2-groupe de Sylow de C 
G 
(P). Donc N 

G 
(P) admet un 2-complément normal, que nous 

noterons M. On a 

M = C 
M 
(t)C 

M (s)C M 
(st) 

et C 
M 
(t) = PE 

d'où C 
M 
(Q) = E . 

On voit dans C 
G 
(s) et C 

G 
(ts) que 

C 
M 
(s) = P 

s 
E et C 

M 
(ts) = P 

ts 
E 

où P 
s 

et P 
ts 

sont normalisés par QE, et des p-groupes. 

Puisque QE opère irréductiblement sur tout p-Sylow de C 
G 
(s) qu'il normalise 

P 
s 
et P 

ts 
sont d'ordres 1 ou q. 

(a) Supposons que C 
M 
(ts) = E. 

Puisque P n'est pas groupe de Sylow de G (assertion(8)), P 
s 
est d'ordre q. 

Il est clair que N 
G 
(PP 

s 
) contient N 

G 
(P) et admet un 2-complément normal. En 

outre PP 
s 
n'est pas p-groupe de Sylow de G. On en déduit facilement (toujours 

en utilisant 1.1) que 

N 
G 
(PP 

s 
) = (P 

o 
.E).Q où P 

o 
= PP 

s 
P' (P' Sylow de C 

G 
(ts)). 

Soit Z le centre de P . On a 

Z c c 
G (P) 

, d'où Z c pp 
s 

Sous l'opération de Q, on obtient par 1.1 

Z = C 
Z 
(t) x c 

Z 
(s) . 

Mais QE normalise Z; on a donc C 
Z 
(t) = {l} ou C 

Z 
(t) = P. Or P n'est pas 

central dans P 
o 
; donc C 

Z 
(t) = {l} et par conséquent Z = P 

s 
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Mais si P est centralisé par P 
o 
, P , qui est conjugué de P s 

, est également 

centralisé par un groupe d'ordre q 
3 
, ce qui contredit l'hypothèse (a). 

(b) On a donc 

M =• P 
o 
.E, où P 

o 
est d'ordre q 

3 
et unique p-sous-groupe de 

Sylow de N 
G 
(P). 

Puisque t opère sans point fixe sur P 
o 
/P, ce dernier groupe est abélien. 

et PP 
s 

est normal dans N 
G 
(P) . Mais N 

G 
(PP 

s 
) contient Q, donc admet un 2-complé-

ment normal, et, M étant clairement maximal parmi les groupes d'ordre 

impair que Q normalise (par 1.1), on a 

N 
G 
(PP 

s 
) = N 

G 
(P) et N 

G 
(PP 

ts 
) = N 

G 
(P) . 

De la même façon, P 
s 
étant conjugué de P dans G et normalisé par Q, on 

a N 
G 
(P 
s 
C 
R 
(t)) = N 

G 
(P 
s 
) où R est p-groupe de Sylow de N 

G 
(P 
s 

) 

En outre, ts opérant sans point fixe sur PP 
s 
, PP 

s 
est abélien, donc R 

contient P, et finalement c 
R 
(t) = P. On en conclut que 

N 
G 
(P) = N 

G (P s 
) = N 

G 
(P 
ts 

), 

et que P 
o 
est abélien élémentaire. 

Il est exclus que N 
G 
(P 
o 
) soit égal à N 

G 
(P), car, P 

o 
étant alors p-

groupe de Sylow de G, P et P 
s 
sont conjugués dans N 

G 
(P 
o 
) = N 

G 
(P) (cf 1.3) 

ce qui n'est pas. Mais puisque Q normalise P o , et M est maximal comme sous-

groupe d'ordre impair normalisé par Q, N 
G [P o 

) n'a pas de 2-complément normal. 

Les involutions de N 
G 
(P 
o 
) sont toutes conjuguées dans N 

G (P o 
) . On voit dans 

N 
G 
(O) (assertion (4) ) que N 

G 
(P 
o 
) contient un élément d'ordre 3 qui normalise 

Q sans le centraliser, et est conjugue dans G d'un élément de C. Notons -le x. 

D'après l'assertion (7) , C 
G 
(x) admet un 2-complément normal et N 

G 
(<x>) un 

2-Sylow d'ordre 4. Dans son opération sur P , x permute P, P 
s 
et P 

ts 
, 

donc C 
P 
o 

(x) n'est pas trivial. Par conséquent un 2-groupe de Sylow de N 
G 
(<x>) 

opère sur un p-groupe de Sylow non trivial de C 
G 
(x). Selon 1.1, il existe 

dans C 
G 
(x) un élément d'ordre p centralisé par une involution de N 

G 
(<x>). 
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Notons y'cet élément: y'est d'ordre p et centralise une involution, donc y' 

est conjugué d'un élément de P. Or si Y est un sous-groupe non trivial de P, 

N 
G 
(Y) contient P 

o 
Q et admet Q comme 2-groupe de Sylow (assertion (3)) . Puisque 

t centralise Y et s l'inverse, N 
G 
(Y) admet un 2-complément normal. De 1.1 il 

résulte que l'ordre de N 
G 
(Y) divise q 

3 
(q - 1 ) , donc est premier à 3. 

Cependant x, d'ordre 3, centralise y.' Cette contradiction achève la démonstration 

de l'assertion (9). 

(10) On a e= -1 ; st E...fkgp.. 
l 

est un sous-groupe non trivial de E, N 
G 

(E 
1 
) = N 

G 
(Q) 

Les 2-Sylow de PSL 
2 
(q) sont abéliens, donc q est une puissance impaire 

de 3. On en déduit e = - 1 . Comme 5 ne divise pas l'ordre de C 
G 
(t), le 

second cas de l'assertion (5 ) est exclus. 
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3, LES 2-BLOCS DE DÉFAIT NON NUL DE G, 

On détermine la structure r-locale de G pour les premiers impairs 

r qui divisent (q 
2 

- 1) (assertion s (2 ) et (3 ) de ce chapitr e :  la 

r-fusion dans G est contrôlée par N 
G 
(Q) ou par N 

G 
(C) = C.Q. Les isométries 

correspondantes jointes à la connaissance de C 
G 
(t) (i.e. de la structure 

2-locale) permettent de calculer les matrices de décomposition généralisées 

relatives à t pour les 2-blocs de G. Les propositions 1.23, 1.24 et 1.25 

permettent de lever les ambigûités et de calculer l'ordre de G, ainsi que 

les degrés des caractères irréductibles de 2-défaut non nul. 

( 1 ) Si x est un élément d'ordre 3 de^ G qui centralise une involution, x 

n 'est pas réel. Le 2-groupe Q ne_ normalise aucun 3-groupe différent de {1} . 

Si X est un sous-groupe de C différent de il \ N G (X) est un S'-groupe. 

Supposons x élément de P. Les 2-groupes de Sylow de C * 
G 
(x) étant 

abéliens, C 
G 
(t) contient un 2-groupe de Sylow de C * 

G 
(x). La première 

assertion se lit donc dans C 
G 
(t). La seconde se déduit de la première par 

1.1. La troisième se déduit de la seconde, sachant que N 
G 
(X) contient Q 

et admet un 2-complément normal (assertio n (7 ) du paragraphe 2). 

(2) y opère sans point fixe sur E; N 
G 
(Q)/Q est un groupe de Frobenius. 

Rappelons que y est introduit dans l'assertion (4 ) du paragraphe 2. 

Posons T = <y> et E 
o 
= C 

E 
(T) . 

Supposons par contradiction que E 
o 

# {1}. 

Puisque T est conjugué d'un sous-groupe de P, C 
G 
(T) admet <u> pour 

2-groupe de Sylow et un 2-complément normal K. En outre P 
o 
= K n C 

G 
(u) 

est isomorphe à P. Si E 
1 
est un sous-groupe de E 

o 
autre que {1} , on a 

\assertions (4) , (5) et (10 ) du paragraphe 2) 

N 
K 
(E 
1 
) = (ES)T fi K = E 

o 
T . 

78 



CARA CTÉRISA TION DES GROUPES DE REE 

Puisque T et E 
1 
sont d'ordres premiers entre eux on a aussi 

N 
K/T 

(E 
1 
T/T) = E 

o 
T/T . 

Donc K/T est un groupe de Frobenius de complément E 
o 
T/T ; soit R son 

3-groupe de Sylow. Sur R opère le groupe diédral E 
o 
<u>. Selon la proposition 

1.2 on a, si r divise |E 
o 

6? 

|R| = k R 
(U) 2 = |P 

o 
/ T | 

2 
= q 

2 
/9 ; 

d'où q 
2 
= 9 (mod r). 

Or q 
2 
= 1 (mod r) puisque r divise (q + 1). 

Donc r divise 8, ce qui est absurde. 

( 3) Pour tout s pus-groupe non trivial X de_ C on^ a_ N 
G 
(X) - N 

G 
(C) = C.Q. 

(a) Si_ r est un diviseur premier impair de (q - 1) ou si_ r = 5, 

PSL (r) n'est pas sous-quotient de G. 

Soient N et L deux sous-groupes de G, N normal dans L, tels que L/N 

soit isomorphe à PSL 2 (r), où r divise 5(q - 1)/Z» Pour un tel r, PSL 
2 (r) 

n'est pas sous-quotientde PSL 2 
(q), donc N est d'ordre impair. 

Si r divise (q - 1), le théorème des résidus quadratiques montre que 

( 
r 
3 

) = (-D 
(r-l)/2 

. On en déduit que 12 divise (r-1) ou (r+1). Donc PSL 
2 (r) 

admet un sous-groupe diédral d'ordre 12. Le théorème de Frattini, appliqué à 

un 3-groupe de Sylow de N, montre que L contient un {2,3}-groupe dont un 

quotient est diédral d'ordre 12, ce qui contredit l'assertion (1). 

Si r = 5, l'assertion (10) du paragraphe 2 montre que N est d'ordre 

premier à (q + 1). Si Q 
o 

est un 2-groupe de Sylow de L, on a C 
L (Q o 

I = Q o 

et N 
L (Q o 

) est isomorphe à A 
4 . On sait qu'un élément d'ordre 3 de N G (Q o 

) 

commute à une involution de G (assertion (4) du paragraphe 1) et qu'un 

élément d'ordre 3 de A 
5 est réel. L'assertion (1) est donc contredite. 

(b) C est un sous-groupe de HajJ. de G. 

Soit r un diviseur premier de (q - l)/2 et soit x un r-groupe de Sylow 

de C. Le normalisateur de X dans G contient C.Q. Considérons donc un r-sous-
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groupe R  de G, normalisé par Q, e t différent d e { 1 }. Soit N = N (R ) . 
G 

On v a démontre r que N/© 
2 
, (N) est d'ordre 4  ou 12 . 

Il exist e une involution t ' appartenan t à  Q tell e que C 
R 

( f ) £ { 1 } 

(proposition 1.1) . On a 

C 
N 
(t')c= C 

G 
( f ) n N 

G 
(C 
R 
(t')) 

donc C 
N ( f ) es t isomorphe à  un sous-group e d e C.Q. On e n déduit C N (Q) = Q. 

Or Q es t u n groupe de Sylow d e N (assertio n (3 ) du paragraphe 2 ). 

Si le s involutions d e N n e son t pas toute s conjuguée s dan s N, N 

admet u n 2-complémen t norma l e t on a 

N = <D 
2 
, (N).Q 

Si N adme t un e seul e class e d'involutions , l a proposition 1. 7 perme t 

d'affirmer qu e N/© 
2 
, (N) est isomorph e à  un group e unimodulair e PS L 

2 (q'). 

D'après (a ) la caractéristique d e c e groupe es t différente d e r et de 5 . 

Il possède u n groupe de Frobenius d'ordr e q'(q ' -  l)/2 , lequel opèr e fidèle -

ment su r R, e t sur l'espac e d e Frattin i d e R . Selo n l a proposition 1.1 , 

et puisque Q opère fidèlemen t su r R, R  est engendr é par 3  groupes cycliques ? 

son espac e de Frattini es t de dimension a u plus 3 . On a  donc 

(q' - l)/ 2 ^ 3, d'o ù q ' =  3 (ca r q' es t congru à  3 ou 5 mod 8 ). 

Ainsi 

N/<D 
2 
, (N) est isomorph e à  A 

3 
. 

On e n conclut que dan s tou s le s ca s Q normalis e u n r-groupe d e Sylow d e N. 

Supposons maintenant que R soi t maximal parm i le s r-sous-groupes d e 

G contenan t X  et que Q normalise: R est r-Sylo w d e so n normalisateur, don c 

R es t r-group e d e Sylow de G . 

Pour démontre r l'assertio n (b ) supposons pa r contradictio n qu e R  soit 

différent d e X. On a 

R = X.C 
R 
(s).C (ts) e t R  n'est pa s cyclique . 

Supposons que l e centre de R ne soi t pas cyclique . Il existe alor s u n 

élément d'ordr e r  de Z(R) qui es t centralis é pa r s  ou par ts , donc conjugu é 

d'un élémen t de X. Cette conjugaiso n s e fai t dan s N (propositio n 1.3) , donc 
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N admet une seule classe d'involutions et fi 
1 
(Z(R)) est d'ordre r 

3 
. Sur 

ce dernier groupe opère un groupe T, d'ordre 3, et qui normalise Q. 

Il est clair que Z = C 
G 
(T) PI fi 

a 
(Z(R)) est d'ordre r. Puisque C 

N 
(Z) 

contient T, C 
N 
(Z) et N 

N 
(Z) ont même image dans N/<D 2 

. (N) « A 
4 
, autrement 

dit N. 
N 
(Z)/C 

N 
(Z) est d'ordre impair. Il en résulte qu'un générateur de Z 

n'est pas réel (proposition 1.3). Un r-groupe de Sylow V de C 
G 
(T) contient 

donc des éléments non réels. Selon l'assertion (4 ) du paragraphe 2 et l'asser­

tion (1 ) du paragraphe 3, C 
G 
(T) a un 2-groupe de Sylow d'ordre 2. Donc V 

est normalisé par une involution t' et W = C 
V 
(t') ̂  {l}. Finalement C 

G 
(W) 

contient t' et T, ce qui contredit l'assertion (1). 

Le centre de R est donc cyclique. Cependant, R n'étant pas cyclique, 

R contient un sous-groupe normal et non cyclique, d'ordre r 
2 
et normalisé 

par Q. Soit x = A fl Z (R) . Sous l'action de Q, A décompose en 

A = X x  B 

où X et B sont chacun centralisé par une involution, donc conjugués dans G. 

Soit V = C 
R 
(B) = C R (A). Le groupe V est d'indice r dans R et normal dans R.Q. 

Donc W = fi 
1 
(Z(V)) est également normal dans R.Q, abélien élémentaire d'ordre au 

plus r 
3 
. Puisque B est conjugué de X, C 

G 
(B) contient un r-groupe de Sylow R' 

de G contenant V. Les groupes R et R' normalisent W, mais opèrent différemment 

(l'un centralise B, l'autre non). Le résultat démontré pour N = N 
G (R) 

précédemment s'applique à N 
G 
(W) : R et R' engendrent un sous-groupe d'ordre 

impair de N 
G 
(W). La proposition 1.8 est contredite, ce qui démontre (b). 

(c) Démonstration de (3). 

Le groupe C est sous-groupe de Hall de N 
G 

(X), et on a (assertion (7 ) de 1) 

N 
G 
(X) = <D 

2 
, (N 

G 
(X)).Q 

La proposition 1.1 implique que tout diviseur premier de |N 
G 

(X)| divise 

q(q 
2 
- 1). Les diviseurs de (q + l)/4 sont exclus par l'assertion (7) , et 3 

est exclus par l'assertion (1 ) de ce paragraphe. Donc d'après (b) on a 

0 2 , (N G (X) ) = C 

ce qui démontre (3). 
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(4) Les 2-blocs de défaut 1; valeurs des caractères sur (C - il)). 

Soient, avec les notations de l'appendice, p une racine d'ordre (q-l)/2 

de l'unité et b 
P 

le bloc de groupe défaut <t> de C 
G 
(t) correspondant (p ̂  1). 

Par la proposition 148 il lui est associé un bloc B 
P 
de G, de groupe défaut <t>. 

Selon la proposition 1.22, avec H = C 
G 
(t) et V la 2-section de t dans C 

G (t), 

Ind 
G 
C 
G 
(t) 

y 
h 
), qui est de carré 2. se décompose sur B 

P 
.Irr(G). D'où 

Ind 
G 
C 
G 
(t) 

y 

a 
) = X 

p 
- X y 

p 
et B 

dz 
.Irr(G) = ( x 

dz 
yy 

P 
} (cf 1.14) . 

En outre 

d 
t,G 

(X 
P - X 

y 
) = d 

t,C(t) y 
P 
) = 2$ 

P 

donc y 
P dy 

X P 

= 1  et 6 
d 

P 

X 
= - i . 

Posons N = N 
G 
(C) et V = C<t> - <t>. Il résulte de l'assertion (3 ) que 

les hypothèses de 1.26 sont satisfaites par G, N et V et satisfaites 

aussi par C 
G 
(t), N et V. Pour classifier les irréductibles de N, considérons 

N comme un produit direct du groupe diédral C<s> par <t>. La même racine de 

l'unité p définit une représentation de degré 1 de C (qui envoie le générateui 

y de C sur p), donc par induction un caractère irréductible de degré 2 de C<s> 

d'où finalement un caractère irréductible À 
P 
de N, caractère dont le noyau 

contient <t>. Désignons, pour toute involution t' de Q, par e 
t 
, le caractère 

irréductible de degré 1 de N dont le noyau est C<t'>. Les éléments de Irr(N) 

sont 

1 
N 

, f 
t ,e sz n r st ,eze P 

, yez i 

P 
= e 

s 
hg 
p 

(où À 
sq 

= x 
V 

si et seulement si 

p G {v.V 
-1 

} ) 

Le 7L -module R(N|P) est engendré par 

A 
P 1 

- X 
z 2 

X i 
P z 

- x i 
p. 2 

X 
P z e t - 1 N 

X I 

p z e 
st 

- e 
z fre 
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Comme (q-3)/ 4 ^ 6, et du fai t que 

(ind 
G 
N 

(X 
P 

fgfg t - 1ht 
N ) , 1 G ) = - 1 , 

on voit facilemen t que Ind 
G 
N 

se prolonge isométriquemen t depui s R(N|P) 

jusqu'à tou t R(N); plus précisément i l existe des éléments distinct s 

gg 
j 

(1 * j * 4> r £ 
P 
et Ç 

P 
de irr(G ) e t des entiers n , r i ' / n , n. 3 e { 1 , - 1 } 

tels que Ç 1 = 1 
G 

et 

(d) 

Ind 
Ggf 
N 
G 
(C) 

(X 
P 1 

- X 
'P . 2 

) = n ( ç 
P i 

gf gf 
P 2 

gf) 

Ind 
G 
N 
G 
(C) 

( X ' 
P 1 

- X • 
P 2 

) gfgf ds 
i 

- C i 
P 2 

gf) 

ind 
G 
N 
G 
(C) 

( X 
p 

- e 
t 

- 1g 
N 
G 
(O ) = ne 

p gf - ç i 

Ind 
G 

gf G (C) 
gfg i 

P 
- e 

st 
- e 

s 
) = T T C i 

P 
gfg 2 3 - n fg gfg 3gf gf 

122 

(on a tenu compte de la nullité e n 1) 

D'autre part, on a, pour tou t x  € P, 

(X D - X I 

p' 
) (x) = (6 

P 
- e fg• 

P 
) (x) = (X 

P 
- X 

gf 
) (x) , 

d'où (X 
P 

- X • gfgf p 'i 
- c 

2 
)) = (Res 

G 
N (X 

'P 
- X I 

p 
) gff 

gf 1 
- X 

P 2 
)gf 

= (X 
P 

- X ' 
p 

fg p 1 
- fX 

p 2 
)ff 

De même 

(X 
P 

- X i 
P 

, n* (C 
P i 

- ç 
p 2 

) ) = ( X 
P 

- X 
P 

X 
p 1 

- X fggf 
p 2 

) 

On en déduit que 

<X,X ff 
FFP 

}fg fgffg 
p 
f 

p 
} et n = n ' , 

soit X 
P 

- X t 
P fgg p 

- c c 
p 

) et n ff 6 
f 

P 

f p 

Les caractère s irréductible s d e G qui n'interviennent pa s dans Ind 
G 
N (K(N|P) 

étant nuls sur P, la proposition 1.26 nous permet d'affirme r 

((2)) 

pour tou t x € (C<t > -  <t>), on a 

Z 
P 
(x)i = nx 

P 
(x) ;  Ç i 

P 
(x) =  n X i 

P 
(x) ;  Ç 2 (x) = n 

2 e 
S 
(x) ;  Ç 

'3 
(x) = n 

3 
e 
s 
(x) ((2) ) 

X 1 (x) = 1 , Ç 4 (x) = ne t 
(x) e t ^(x ) =0 pou r tou t autr e élémen t d e Irr(G) . 

On verra que n  = n 
2 = n 3 = l . 
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(5) Le bloc principal j e G. 

Il existe dans G un seul bloc de défaut 3, qui est le bloc principal 

(proposition 1.15) . Il correspond au bloc principal de C 
G 
(t)(proposition 

1.19). La matrice de décomposition généralisée du bloc principal de G 

relativement à t, sur les bases B 

9 
(G) .Irr(G) et {'4 

1 
, o 

2 ; o 3 } (cf appendice) 

sera notée D Q. D'après les résultats généraux du chapitre 1, elle satisfait 

aux conditions suivantes: 

(1) D^ est une matrice à 3 lignes à coefficients dans 7L ; 

(2) la première colonne est (1,0,0 ) (caractère 1 ); 
G 

(3) On a 

D o 
r 
D 
o 
= C 

b 
o 

= 

4 2  2 > 

2 4  2 

2 2  4 

(4) On a D (Ç(l)) =0 (Ç € B (G).Irr(G)) 
o o 

Ces conditions définissent deux classes de matrices. A permutation des caractè­

res près, dans chaque classe, les coefficients sont connus au signe près: 

il existe en effet 6_. € {l,-l} ( 1 < j < 8) tels que 

((3)) D Q = 

1 6

2

 6 3 Ô 4 0 0  0 

0 6 2 0  ô 4 ô 5 0  6 7 

0 0  ô 3 6 4 0 6 6
 ô r 

((3)) 

ou bien 

((4)) 
D = 
o 

1 ô 2 6  ô 4 0  0  0  0  ' 

0 0  6 3 6 4 ô 5 6 6 0  0 

0 0  6 3 ô 4 0  0  6 ? 6 8 -

((4)) 

Les quatre premiers caractères de B Q ( G ) sont non nuls en ty; ils coïncident 

donc avec les caractères Ç rencontrés au paragraphe (4 ) . Posons 

d = çp(l) . 

Des formules ((1) ) et ((2)) on déduit facilement 

((5)) d = C (1) + n . ((5)) 

et C4(ty) = n , d'où 

((6)) ô 
^4 

= n ( (6) ) 
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On a de même 

((7)) nd = n 2 ç 2(i) +
 T 1

3 ^ 3
( 1 ) ( (7) ) 

et C2(ty) = - n 2 et ^(ty) = - n , d'où 

((8)) 
6 
*1 

^2 
= - n 2 et 6 

*1 
Ç3 

= -n 3 ((8)). 

En considérant les valeurs en y, on obtient par ((1)) et ((2)) 

( (9) ) C 2(y) =  n 2 ,  £ 3(y) =  n 3 et ç 4 t y ) = n . ((9)) 

(a) Supposons que D soit donnée par ((3)). B (G) contenant 7 irréductibles. . — — o •— *• o • « 

Les deuxième et troisième irréductibles de B (G) sont conjugués, non 

réels; les caractères induits considérés en ((1)) sont tous à valeurs réelles. 

Il s'agit donc de ^ 2 et Ç^. Le quatrième est , qui est à valeurs réelles. 

On a 

C 4 ( t ) = ^ « ^ ( D + 4) 2d) + (|)3(1)) = 6 4 q , entier impair. 

L'indice de Schur-Frobenius de est par conséquent égal à 1, celui de i 

est nul comme celui de Ç . De la proposition 1.25 il résulte 

1 + 6 = 0 
4 

d'où, en tenant compte de ((5)) et ((6)), 

ç 4 ( D = d + 1  , et d est pair. 

Puisque et ^ 3 sont conjugués algébriques, on a, par ((7)) et ((8)) 

n 2 = n 3 = n = -i 

ô 2 =  6 3 = 1 

d = 2 C 2 ( D = 2 C 3 ( D • 

Il nous est donc possible de calculer A (B q (G) ,(f)̂  ) (notations de la proposition 

1.23) en fonction de d. On obtient 

Ç (t) = r (t) = (q + l)/2 et C 4(t) = -q 

d'où A(BO(G),(|>1) = 
IGI(d + a + l ) 2 

2 2 2 
q (q -1) d(d+l) 

Mais de l'assertion (8) du paragraphe 2 et de l'assertion (2) du paragraphe 

3 on déduit qu'il existe un entier n tel que |G| = nq 3(q 2 - 1). et (1.23) 

implique donc 

((10)) qn(d + q + l ) 2 = (q2 - 1 ) (q - l)d(d + 1) ((10)) 
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Cette dernière égalité montre que q divise d(d+l). 

Si q divise (d+1), q divise (d+q+1), donc q 3 divise (d+1). Or 

w c 
3 
(classe de t) = |G|Ç (t)/q(q2-l)r (1 ) = nq2(q+l)/d 

doit être un entier algébrique, donc d, qui est premier à q, divise n(q+l). 

d'où n(q + 1) > d > q - 1 

soit 
2 

n > q - q + 1 . 

On a aussi qn < (q2 - 1)(q - 1) , d'après ( (10)) . 

Ces deux inégalités conduisent à 2 q < 1 , ce qui est impossible. 

Supposons donc que q divise d; alors (d+1), qui est premier à q. 

divise n. En outre, Ç étant constant sur (C - {1}), (q-l)/2 divise 

ç 4 ( i ) - ç4(y> = d + 2, donc (q-1) divise (d+2). Il existe donc un entier 

n' >y \ tel que 

d = n ' q (q - 1  ) - 2 q . 

Sachant que d + 1 * n < (q2 - l)q - l)/q , 

on voit que 
2 

n' = l , n = d + l , d = q - 3 q , 
et finalement, dans ((10) ) 

q (q + 1  ) = q(q - 3) ... 

Par cette contradiction l'absurdité de (a) est démontrée et est donnée par 

( (4) ) . 

(k) Ordre de G ejb degrés des caractères du bloc principal. 

Notons £ . (j = 1  , 2, . . . , 7, 8 et L = L) les éléments de B (G).Irr(G) 

j 1 G o 
ordonnés selon les colonnes de D dans ((4)) . 

o 
La proposition 1.24 (avec x = y) et ((2) ) impliquent 

o3r3(y) + o e4 (y) = 0. rt' 

En comparant à ((6)) , ((8) ) et ((9)) , on en déduit que ?fdf4 fdfdf
6 {Ç3'fdfdÇ4} 

et on peut supposer que = , d'où, avec une numérotation convenable 

((1D) cj = cj pour j = 1 , 2, 3 et 4. ( d D ) 

Posons a- - 6 j Ç j ( i ) . o j 

La proposition 1.23 implique 
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A ( B ( G ) , * , ) = 

o 1 

G 
2 2  2 

q ( q - D 

(1 + 
1 

d 2 

+ 
2 

q 

d 3 

+ 
2 

q 
d4 

) =  q  -  1 ( (12) ) 

D'autre part, d'après l'assertion (3) de ce paragraphe, on a 

q -  1 = 
G | 

q ( q - D 

U t ) rc(y) 

Ç G Irr(G) u n 
soit, par ((2)), ((6)), ((8)), ((9)) et ((11)) 

q -  1  = 
G I 

2 2  2 
q ( q - D 

(-
2(q+1) 

dssd 
+ i + 

2 

d4 

1 

d 2 

xx 
2 

a 

d3 

-) 

Par comparaison on en déduit 

2(q+l)2/nd + 2/d^ + 2q2/d^ = 0 . 

En tenant compte de ((7)) (i.E. f|d + d̂  + d^ = 0) , on en déduit 

d̂  = qd^ , d'où 6 ^ = 6^ et Ç 3(l) = q Ç 2 ( D . 

Par ( (6) ) et ( (7) ) on a 

n = 6 4 = - 6 2 
et Ç 4(l) = (q + 1 ) Ç 2 ( 1 ) -  Ô 4 

Les caractères £ 2 , £ 3 e t sont réels (car d'après (d)) et ((11)) £ 3 

et E,^ ne sont pas conjugués l'un de l'autre). Ils sont de degrés impairs, 

car ^2(t) = 6 2 q est impair. Leurs indices de Schur-Frobenius sont égaux à 

On a donc par 1.25, 

1 + 62 + 6 3 + 6 4 = 0. 

d'où on déduit 

((13)) 6 2 - 6 3 =  - 1 et 64 = 1 *' X p = C p ; X' - C' . ((13)) 

Posons d. = (j = 2 , 3, 8) 

Puisque ^ 2 est constant sur (C - {1}), (q-l)/2 divise (d 2~l). En tenant 

compte des précisions précédentes la formule ((12)) devient 

((14)) | G | (d2 - l )
2 = q2(q - fgfgfgfgfgfl)3(q + D ((14)) 

Puisque (q-1) divise (d 2~l), d^ est premier à (q -1); donc d^ divise 

|G|/(q2-l) = nq 3. Donc ((14)) s'écrit 

3 
.na . 
d4 

(d2 - l )
2 

2 2 
= q  ( q -  D  d 2 

Il existe donc un entier b tel que d 2 - 1 = b(q - 1) et b divise q. Mais 

on voit aussi dans ((14)) que, g 3 divisant | G | , q divise d^^. Or d 2 et d^ 
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sont premiers entre eux. On bien q divise d^, ou bien q divise d' . Si 

q divise d^, b est égal à 1. Les involutions de G étant conjuguées, 8 divise 

£ 2 d ) - Ç (t) = d 2 - ô = b(q - 1) + 2 , ce qui interdit b = 1. C'est donc 

que q divise d^ = (q+l)d2 - 1 = b (q -  1) + q, ce qui impose b = q. En 

conclusion on a 

((15)) ç 2 d ) = q 2 - q + i # Ç 3 ( l ) = q(q
2 - q + 1 ) 

Ç 4 ( D = q' Ç p(l) = q
3 + 1 ( (15) ) 

((16)) |G| = q 3(q 3 + 1) (q - 1) ((16) ) 

((17)) 
2 

m = (q - 1) (q - q + 1 ) ((17)) 

Selon 1.24 (avec x = 1) on a 

d- + d - + d - + d - =  0 

soit d^ -f d£ = - q 2 + q . 

La proposition 1.23 permet de déterminer d̂  et d£. On a en effet 

Ç 5 ( t ) =ô 5(q-l)/2 ,  Ç6 ( t ) = ô 6(q-l)/2 

d'où 

A(B ( G ) = -

o z 

1 

q + i 

+ 
2 2 

g (q-1) (q -q+1) 

4 d 5 d 6 

= 3a - 1 

q + 1 

soit d£d£ = -q(q2-q+l) (q-1)2/12 

Supposons la numérotation telle que 6 C = -1 et ô_ = 1 . On obtient, 
b 6 

en posant q = 3q 
o 
2 
o 

((18)) d 5 = (q-1)(q Q(q+l) +  q)/ 2 

d = (q-1)(q (q +1) - q)/2 ((18)) 

Par conjugaison complexe, on peut supposer Ç et £ conjugués et Ç , Ç 

5 7 6 8 
conjugués. D'où 

((19)) d5 = d7 ; o5 = o7 hdvd -1; d 6 =  dg ;  66 =  6Q = 1 ((19)) 

(6) Isomêtries depuis N^(E); valeurs des caractères sur (E - {1}). 

La proposition 1.26 est utilisable avec N = N (E) et V = EQ - Q 

(en conséquence des assertions (5 ) et (10) du paragraphe 2) et ces notations 

seront adoptées provisoirement. 
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(a) Les 2-blocs d e défaut 2 . 

Les irréductible s d e G de group e défau t Q son t classifié s pa r l'assertio n 

(2) de c e paragraphe e t l a description fait e e n (8 ) du paragraphe 2 . O n 

obtient ains i (q-3)/2 4 bloc s e t (q-3)/ 6 caractère s irréductible s d e G, tou s 

de même degré m = (q-1)(q 2-q+l). 

A tout e racin e d e l'unit é O d'ordre (q+l)/ 4 de 1  ( a / 1  ) correspond u n 

caractère À  d e degré 1  de E, qui envoi e l e générateur z d e E su r O. L e group e 

cyclique d'ordr e 6  engendré pa r u  et y opère su r ( E - {l} ) comme , dualement , 9 

sur (Irr(E ) - i l i) , et par c e biais ( z étan t fixé) , opèr e auss i su r le s 
E 

racines (q+1)/4-ième s d e 1 . A chaqu e orbit e T, ={ofO
 1 ,a',a' 1 , a \ a " * } 

correspond u n bloc d e groupe défau t Q. L e calcu l de l a matrice d e 

décomposition généralisé e D 
t .G 

BE 
fait e n 2 . (8) montre qu e le s 4 élément s 

de B^.Irr(G ) peuven t êtr e caractérisé s comm e sui t 

soit (j) e b . Irr ( C (t) ) 
P G 

(on a 6 
a 

vo = eE 
a 

£^ est caractérisé pa r 6 
•a 

h. 
= 1  pou r tou t a G Z ; 

E es t caractérisé pa r 5 4 T = 1  s i e t seulemen t s i a €  {T.T *} ; 

On pos e il; =  Ind 
G 
C 
G 
(t) 

(yo) 

et on a vo = eE vo = eE vo = eE 

(b) Isométrie depui s N (E) . 
• - - G 

Les caractère s irréductible s d e N son t le s suivant s 

= Ind f 
EQ 

vo = eE où o  € E 

( A A « et) 

6 caractère s d e degr é 1 , dont l e noyau contien t EQ; o n note e  l'élémen t 

de Irr(N ) te l que e(l ) =  1  e t e (u) = -1 . 

v = Ind 
N 

ES (1E<U> » V 

v' =  e v 

Le 7L -module R(N|D) es t engendr é pa r le s éléments d e l a form e 

yE 
1 

- ïYE0 
2 

; 
Y q -  v - V 

yE 
1 

- Y Z 
2 

;l yE yeye- Ind. 
N 
EQ (1. 

E Q
) 

yE = 

vo = eE Ind f 
f 
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Pour tout 6 £ R ( N | P ) et tout I|J € R (G) , on a (Ind 
G 
N 
(6),l|» = (6,Re s 

G 
N 
(*)) 

et ce produit scalaire ne dépend donc que des valeurs de sur P; si en 

outre \\) est nul sur les éléments 2-réguliers, ce produit ne dépend que des 

valeurs de \\) sur t(E - {l}). Posons donc (notations de l'appendice) 

\p. = Inc 
G 
C G 

(t) 
DDFF (i = 1, 2, 3) . 

Le caractère \p. est décomposé dans B (G) selon la i-ème ligne de D , 

comme on le constate en calculant d ' u1 = E1 - E2 - E3 +E4 On a donc, d'après (5 ) 

Cu1 = E1 - E2 - E3 +E4 DFEZFE 

u1 = E1 - E2 - E3 +E4 FEFEZF 

u1 = E1 - E2 - E3 +E4 FEFEF 

et *j(x) = 0 pour tout x G P 

* 2(x) = i|, 3(x) = -4 = ( v - 31 N) (x) pour tout x € V 

Enfin on a aussi 

u1 = E1 - E2 - E3 +E4 FGERFGFGF+ pour tout x € V 

En utilisant les égalités précédentes et la conservation du produit scalaire, 

on obtient facilement 

((20 Ind 
G FE 

1 
FEFE 

2 
) = Ç 

°2 
- £ FE ((20)) 

(on utilise ici (q-3)/6 > 3) 

L'élément m = Ind 
G 
N 

(Y a - V - V) doit vérifier, par isométrie: 

m Q £ R(G) ; (m o,m a) = 3 ; 

ma(l) =  0 

u1 = E1 - E2 - E3 +E4 
°2 

- Ç m 
u1 = E1 - E2 - E3 +E4 

1 2 
) 

(m0 r 1 G ) - 0 

(m , iP ) = 0 

(ma ,  i(;2) = (ra Q , i )̂ = -1 . 

On en déduit facilement 

((21)) u1 = E1 - E2 - E3 +E4 ((21)) 

De même, posant m̂ . = Inc G 
N 
(Yz - Ind 1

N 

EQ 
,d ), on a 
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m E £ R (G) ; (m E 
,m E ) = 7 ; 

m, 
E 

( D = 0 ; 

(m ,u 
o 

3 
) = (Y 

E r-Y E 
1 
) si a 

a 
€ E 

1 7 

(m. 
E 

,u ] 
) = 0 ; 

(m 
E ,u 2 ) = (m E , u 3 

) = 3 ; 

(m 
E 
,1 G ) = -1 ; 

(m 

3 
,u O 1 

-E 
Q 
2 
) = 0 . 

Ces conditions impliquent 

((22)) m E - - 5 E - 1 G + Ç 4 - £ 5 + 5 6 - Ç 7 +E 8 ((22)) 

Enfin, pour q > 27, les conditions 

(Ind 
G 
N 
(Y E 

1 
- Y E 

2 
) , m 

E ) = ( Y E a - Y 2 , Y E 
) 

imposent 

((23)) Ind 
G 
N 
(Y 

3 1 
- Y E 

2 
) = E 

E 
2 

-E 
E 
1 

. ((23)) 

En conclusion l'isométrie Ind 
G 
N 

: R ( N | P ) * R ( G | E ) se prolonge en une 

isométrie définie sur tout R ( N ) (ce prolongement n'est pas unique). On en 

déduit (proposition 1.26) 

((24)) 

Pour tout x € (EQ - Q), E 
o (x) = - Y a (x) ; Ç E 

(x) = - y 
E 
(X) ; 

E j (x) = - ô j 
(j = 4, 5, 6, 7, 8) 

E 
2 
(x) = - Ç 

3 
(x) = V(x) 

(soit £ 
'2 
(x) = 3 = - £ 

3 
(x) si x E (E - {l}) 

((24)) 
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4, SUR LES 3-GROUPES DE SYLOW DE G, 

^ S o ^ e n ^ V ï£L S-groupe de Sylow de G contenant P9 et B - Nç(U). 

Le centre Z de_U est abélien élémentaire d'ordre q. Pour tout x € (P - il)) 

Cy(x) - P x z et_ (P x z) est un sous-groupe normal de B3 U/(P x z) 

étant abélien élémentaire d'ordre q, On_ a 

B - U.H où H - C.<t> 

et U. C est un groupe de Frobenius de noyau U et_ complément C. 

(&) Soit x € G d'ordre impair et divisible par 3. L'ordre de c

G(x) 

divise 2q 3. 

Puisque £^(1) = q 3, £ 4 est de 
3 
défaut nul. On a donc 

((25)) 5 4(x) = 0 ((25)) 

Selon ((1)) avec ô = f| = 1, on a 

Çp(x) = 1 . 

Le caractère 0)̂  
P 

a donc pour valeur sur la classe de x (cf ((15)) et ((16))) 

|G:CG(x)|ç (x)/ç (1) = q3(q - l)/|c G(x)| 

donc |c _(x) I divise q (q - 1). Mais un élément différent de 1 dont l'ordre 
G 

divise (q - l)/2 est conjugué dans G d'un élément de (C - {l}), et ne cen­

tralise aucun élément d'ordre 3 (assertion (3) du paragraphe 3). Donc 

|c_(x)I divise 2q 3. 
G 

(k) Si_ x est d'ordre impair et divisible par 3, on_ a_ 

Ç (x) = Ç'(x) = 1 ; Ça(x) = Çz(x) = 2£3(x) - 1 ; Ç2(x) + £3(x) = 1 . 

On sait déjà que Cp(x) = 1. Or x est 2-régulier et n'est conjugué 

d'aucun élément de EQ. On en déduit 

u1(x) = (cp - c'p) (x) = uo (x) fgfgf = ni (x) = mv(x) = 0 

o Z 
pour tout G, tout Z, d'où (b) par ((8)), ((11)) et ((13)), ((25)), ((20)), 

(c) Si x est conjugué dans G d'un élément de (P - {l}), 1'ordre 

de Cç(x) divise 2q £t on a_ 

C3(x) = 0 . 
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Le groupe C admet 2 orbites sur (P - (il), l'une contenant y, 

l'autre contenant y ^. Si x ^ Irr(G) est à valeurs réelles, X est 

constant sur (P - {l}) et on a donc 

X(x) = X(l) (mod q) . 

D'où C3(x) = 0 (mod q) . 

Comme ^3(xt) = 53 ( *i + ^2 + ^3* (x) = °gdfgdf 

on a aussi dfsf= ^fdffd (mod 2) . 

Il existe donc a G 7L tel que £3 M =  2aq .D'après l'assertion (b ) précédente 

Ça(x) = 4aq - 1 . 

On a alors 

I 
o |ç0<x>r+ 1 Y, 

|Çz(x) |2 = (4aq - l)2(q - 3)/6 . 

L'assertion (a) impose 

(4aq - l)2(q - 3)/6 < 2q3 

soit a = 0 et ÇQ(X) = -1 . a = 0 et Ç a(x) = -1 . 

La constante de structure de Z(Z3G) relative à la classe de y dans le carré 

de la classe de x est égale à 

G 

|CG(X)|2 xE 

E 

Irr(G) 

lx(x) I2x(y) 

X d ) 

= (q-1)(q2+l)q4 

|CG(x)|2 

Donc |c (x)| divise 2q2. 

(d)Démonstration de (1). 

Considérons d'abord C (P): selon (c) les 2-groupes de Sylow de cdgdgf 

sont d'ordre 2 (t centralise P); donc C (P) contient un 2-complément normal 

soit M, et M est un 3-groupe qui contient Z(U) sans être un 3-groupe de 

Sylow de G. Le groupe C, qui normalise P, opère sur M et, selon l'assertion 

(3) du paragraphe 3, M.C. est un groupe de Frobenius de noyau M et complé­

ment C. On en déduit que M contient, outre P, un et un seul autre facteur 

C-irréductible, abélien élémentaire d'ordre q; ce facteur ne peut être que Z 

et on a donc M = P x z . 

Considérons maintenant N (M). Ce groupe contient encore C et t et admet 
G 

un 2-complément normal, groupe dont M n'est pas groupe de Sylow. On voit 
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comme précédemment que C est un complément de Frobenius dans ce complé­

ment; le noyau, qui est nilpotent, se réduit à un 3-groupe (cf l'assertion 

(a)), et il admet 3 facteurs C-irréductibles, c'est donc un 3-groupe de 

Sylow de G. On a donc N (M) = (U.C).<t>. Il est clair que U/M est abélien 
G 

élémentaire, comme C-groupe irréductible. Si x G (P - { i b. selon l'assertion 

(c), C (x) se réduit à M.<t>. 
G 

(2) L'opération de G sur G/B est deux fois transitive. Les 3-groupes 

de Sylow de G sont à_ intersections triviales dans G. 

Posons 

0 = IndSl ) et m. = (0,£.) (1 < j < 8). 
B B J 3 

On a 0(1) = 1 + q 3 d'où (0 ,C ) = (0 ,Ç') = 0. 

Les éléments y et ty normalisent B et sBs; on a donc 0(yï > 2 et 0(ty) > 2. 

Or 0(y) = 1 + m 2 + m 3 + m 4 et 0(ty) = 1 - m 2 - m 3 + m 4 (d'après ((2)) ) 

Il en résulte m^ > 1 , et par conséquent, puisque C^d) = q^, 

e =  i G +  ç 4 . 
Ceci démontre la double transitivité de G sur les classes modulo B. 

En outre, puisque H c B H sBs et |G/B| = |u| +1, U opère régulièrement 

sur (G/B - {B}); autrement dit les 3-groupes de Sylow de G sont à inter­

sections triviales. 

(3) Posons U'=PxZ.Si_y£(U- U')s y est_ d'ordre 9 et on a 

cQ(y) = Z.<y>. 

On a aussi U' = [U,U] = O(U) et_ [U,U'] = Z . (x) 

(a) Soit z G (Z - {l}). On a 

Ç5(z) = Ç?(z) = -(q+qQ)/2 ; ̂ (z) = ^(z) = (q-qQ)/2 ; ̂ (z) = 1-q 

Ç3(z) = q ; Ç (z) = i ; ̂ (z) = ^(z) = 2q-l f Ç,_(z) = Ç?(z) = (q+qQ) / 2 

Puisque | c (y)| = 2q , y admet (q -q)/2 conjugués dans B, appartenant 
B 

à U*, car U* est normal dans B. En outre on a 

c*(y) = c*(y) = CB(y) . 

i1) on abandonne ici les notations "y générateur de C" et "z générateur de D". 
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donc y et y n e sont pas conjugués dans G. Ainsi (U * - Z) rencontre deux 

classes de conjugaison de G, celle de y et celle de y O n a donc, pour 

tout x £ (U' - Z) ,ddsdqd sqdqsd= u' • 

D'autre part, les éléments de ( Z - (il) sont conjugués sous l'action 

de H. Pour tout X £ R(G), l'entier 

q2(Res^.X ,  luf) = X ( D + (q-DX(z) + (q2-q)(X(U ) +X(P_1))/2 

est divisible par q . 

De même l'entier 

q(ReSpX ,  lp) = X(D +  (q-D(X(V) + X(U_1))/2 es t divisible par q . 

De ces deux congruences il résulte 

2 
x(z) s x d ) <mo d q ) • 

D'autre part, si x £ Irr(G), on a aussi 

|X(z)|2 < |cG(z) | = q3 . 

Ces deux conditions déterminent X^z) à partir de X d) pour tous le s 

éléments de Irr(G) déjà exhibés. 

(b) Soit y E ( U - U'); on a £2(y ) = 1 . 

Soit y  = fef eezef U ( U - U')g . D'après (2 ) G contient (q3-l)(q3+l ) 

3-éléments différents de 1, dont |  G | /<q son t conjugués de y ou de y , 

et |G|/q 3 sont conjugués d'un élément de Z. On en déduit 

| Y | =  q2(q3+l)(q-1) 

Les valeurs de C0 sont connues sur C (t ) et sur U' (par ((2)) et ((24))) 
z G 

comme sur E et C. En calculant la somme des|£2(g)1^ quand g parcourt 

l'ensemble des conjugués d'un élément de C_(t) U U' U E U C , on obtient 
G 

exactement (| G| - | Y | ) ; Comm e £2 est de norme 1 dans R ( G ) , on a 

1 |C2(g)|2< |Y|. 
g € Y 

Mais ^2 étant à valeurs rationnelles, et les éléments de Y des 3-éléments, 

on a £2(y ) = É^d) (mo d 3) , soit £^(1 ) = 1 (mo d 3) . 

L'assertion (b ) est démontrée. 
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D'après (1)(b) et l'assertio n précédent e o n a 

Ç 3(y) = 0 e t Ç a(y) =  Ç z(y) =  -1 . 

La fonctio n ip^ étan t null e e n y, e t y  réel par hypothèse , o n a  auss i 

ç 5(y) =  ç 6(y) =  C 7(y) =  £ 8<y) . 

Tous le s caractère s d e défaut no n nu l (pou r l e premier 2 ) étant connus , 

il est possible d e calcule r l a constante d e structur e relativemen t au x 

classes d e y, z  et t  en fonctio n d u rationne l A  =  £ q(y) :  on obtien t 

Ic i 

|c G(y)||C G(z)| 
I 

X€ irr(G) 

V (y)V (z)Y(t) 

X d ) 

= q(q2-l)(q+6q oA)/|C G(y)| 

Ce nombre es t l e cardina l d e l'ensembl e de s couple s (y',z' ) tel s qu e 

t = y'z', y' étan t conjugu é d e y et z ' conjugu é d e z . Le centralisateu r 

dans G d'un te l coupl e es t un 3-groupe ; d'aprè s (1), si x est u n 3-élémen t 

différent d e 1 de C_(t) , C^(x ) n e rencontr e pa s l a class e d e y. On e n 
G G 

conclut qu e C  (t ) opère semi-régulièremen t su r l'ensembl e de s couple s 
G 

(y',z'). Don c | c_(y)| divis e ( q + 6q A ). 

G O 
Puisque C  (y ) contient Z.<y> , i l existe u n entie r a  tel qu e 

G 

| c G ( y ) I
 = 3a q d'o ù A  = bq Q ,  3a divisant l'entie r (1 + 2b ) . 

On a  auss i 

I U (y)| 2 = 4A 2 <  3a q 
5< j * 8 J 

soit 4b 2 <  9a < 3 (1 +  2b ) 

ce qui impos e b  =  1 et a  = 1 et l'assertio n (c ) en résulte , 

(d) Démonstration d e (3 ) . 

Le group e dériv é d e U est norma l dan s B  et e n particulier stabl e 

par H. I l est donc éga l à  U' ou à Z. Puisque (s i y est comm e e n (c) ) 

|{y,U]| =  | U : C u ( y ) | =  q 2/3 , 

on a [U,U ] = U' ,  d'où $(U ) =  U' . 

Le groupe [U,U* ] est égalemen t norma l dan s B , différent d e {l } et de U' : 

c'est Z . 

(c) Soit y  €  (U - U') te l gue ty t =  y  1 .  On a  C

{]W = zdsf -<ydfdf> • 
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Soit y G (U - U'). Comme [x,y] est central pour tout x G U', 

l'application qui envoie x sur [x,y] est un morphisme de U' dans Z. Son 

image est d'ordre |u':C ,(y)| = q; on a donc 

[U',y] = [P,y] = Z . 

Pour la même raison, U/Z étant de classe 2, l'application 

(x G U) xZ — • [x,y]Z est un endomorphisme de U/Z. 

D'après l'égalité précédente, [U,y] est un sous-groupe de U contenant 

Z et d'ordre |U:Cu(y)|. La classe de y dans U est y[u,y]. 

Soit maintenant u G U'. Pour tout x G U, on a 

[x,uy] = [x,y][x,u]Y , 

mais, puisque [x,u] G Z, il existe v G P tel que [x,u] = [v,y], d'où 

[x,uy] = [x,y][v,y] = [xv,y] . 

Il en résulte que 

[U,uy] = [U,y] pour tout u G U' . 

En particulier, si y est inversé par t, [u,uy] est d'ordre q /3 

donc Cu(uy) est d'ordre 3q, ce qui implique Cy(uy) = Z.<uy>. La classe 

de conjugaison de uy dans U est uy[U,y], contenue dans yU', et yU' est 

réunion de 3 classes de conjugaison de U. Sous l'action de H, yU' parcourt 

U/U', ce qui démontre finalement que 

C (y) = Z.<y> pour tout y G (U - U'). 

Si l'un des éléments y de (U - U') est d'ordre 3, uy est d'ordre 3 

pour tout u de U', et finalement, sous l'action de H, tout élément de 

(U - U') est d'ordre 3. Donc U est alors d'exposant 3. Dans un tel 

groupe un élément commute à ses conjugués, ce qui n'est pas le cas de y, car 

|[y«u]| < l < y y ) l -

L'assertion (3 ) est démontrée. 
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(4) Présentation de B. 

Les assertions (1 ) et (3 ) permettent d e montrer que la_ structure de B 

est déterminé e par un certain automorphism e O du corps fin i 1F (c f [ 28 ] fx) 

Plus généralemen t ( 1 ) , il est possible d e classifier le s p-groupes de classe 

3 admettant u n groupe cycliqu e d'automorphisme s d'ordr e (q-1 ) et opérant 

irréductiblement su r chacun de s facteurs de la suite central e descendante , 

(p étant un premier impair ) . Un tel groupe es t d'ordre q ,  q o u q . 

S'il es t d'ordre q ,  O n'es t pa s l'identité et , pour O donné , il existe 

deux type s de groupes, selo n que, lorsqu'un élémen t n'es t pas dans le groupe 

dérivé, son centralisateur dan s l e groupe dériv é s e réduit a u centre ou non. 

L'assertion (3 ) élimine don c u n type. Soi t K = 1F et soit K so n groupe 

multiplicatif. 0n_ montre qu'il ^ existe u n isomorphisme d e K sur H - qui 

sera not é ici ( w * • [w} ) et_ une bi jection de K3 sur U tels que le produit 

semi-direct B  = U.H soit ains i isomorph e a u produit semi -direct ( K ).K 

défini par les lois 

(x,y,z).(x',y',z') 
a 2  ,  o+l ,2 o 

= (x+x'+y'z+ z z  +z'z - z z  , 
a a 

y+y'+z'z -z ' z , z+z1) 

w.(x,y,z).w = 
, a+2 
(w x 

a+i 
, w y , wz) 

( (x,y,z ) G K 3 , (x',y',2' G K 3 e t w  G K X ) . (2) 

Dans le chapitre 5 , Usera identifi é à  K 3 muni du produit précédent . 

on distinguer a cependan t entr e élémen t d e K et élément d e H. On écrir a 

donc 

[wl(x,y,z)[w] 1 = 
, a+2 o+i 
(w x  , w y  , wz) . 

On a clairement t  = f-l" | . Le centre d e U est l'ensemble de s (x ,0,0) ; le 

centralisateur d e t dans U, P, est l'ensemble de s (0,y,0). Puisqu e H  opère 

(1) c f M. Enguehard, "Obstruction s e t p-groupes d e classe 3" , même fascicule . 

(2) Le s automorphismes d e K ainsi que les éléments de l'anneau ZZ[a] , considér é 

comme annea u d'endomorphisme s d e K ,  sont note s en exposant . 
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"sans point fixe" sur Z(U) (assertion (1)) , (a+2) est une bijection. 

Il existe donc b (dans l'anneau des endomorphismes de K et prolongé en 0 

par 0 b =  0) tel que 

b(a+2) = (a+2 )b = 1 

et cette notation sera utilisée dans les chapitres 5 et 6. 

Puisque C (t)/<t> est isomorphe à l'image dans PSL0(q) du groupe 

des matrices (2,2) triangulaires unimodulaires, (K*) a +* est le groupe 

des carrés de K . Il existe donc a tel que 

a(a+l) = 2 . 

On peut supposer que 

(-Da =  i . 

et cette notation sera utilisée dans les chapitres 5 et 6. 

Enfin, si w° = w, selon les lois du produit (0,0 ,-wz) et (0,0 ,z) 

se centralisent. Selon (3 ) w est dans le corps premier. Autrement dit, 

le corps des points fixes de O est 3F . 
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5, PREMIERS DIVISANT (q 2 - q + D 

(1) G admet des sous-aroupes de Hall abéliens A et_ S, d'ordres respectifs 

(q - 3q„ -h 1) et (q -h 3q -h 1). Si x €  (A - {l}). CJx) = A : 

O —1— O " • • Cr 

y € (B - {I}), c

G(y) = B} en outre x et_ y sont réels. 

Remarquons que les entiers q(q -1) , (q-3qQ+l) et (q +3qQ+l) son t 

premiers entr e eu x deux à  deux, leu r produit étan t l'ordr e d e G. Soien t 

r u n nombre premie r divisant (q -3qQ+l) e t &  un nombre premie r divisan t 

(q+3q Q+l); soien t x un élément d e G  dont l'ordr e es t divisible par r e t 

y un élémen t de G  dont l'ordr e es t divisible pa r £ . Les caractères irréduc -

tibles £ 2 e t £ 3 son t de défaut nu l pour r  et pour £ , ils son t 

donc nul s e n x  et en y. On voi t auss i pa r l e même argumen t qu e 

£ 6(x) =  Ç Q(x) = 0 e t Ç ?(y) =  C 5(y) =  O . 

Puisque x  et y sont d'ordres impairs , on a 

^ ( x ) = i|/2(x) = ^ ( y) = i|,2(y) = O , 

d'où £ 4 ( X ) =  Ç 4(y) = -1; ^(x) =  £?(x) = -1 e t Ç g(y) = ÇQ(y) = 1 . 

Si x ^  Irr(G) , l e produit X ( t ) X ( x ) n'es t no n nu l que pour le s 4 

caractères 1 , £ ,  £ e t £  ,  ce qui perme t d e calcule r l e nombre de s involu -

tions qui appartiennen t à  C*(x), soi t 

gg 

| c G ( t ) | ' 
ï 
j 

^ C.(t)2Ç (X) 

Ç J « D 
= q -3q Q + 1 

Donc C*(x ) contien t a u moins une involution . Le s centralisateur s de s 
G 

éléments d e C (t ) sont tou s connus ; on voi t ains i qu'aucu n élémen t d e 

C (x ) autre qu e 1 ne centralise d 1involution. Un e involutio n d e C*(x ) 
G G 

opère san s point fix e su r C (x) , qui es t nécessairemen t abélien ; e n outr e 

C_(x) es t d'ordr e ( q - 3q +1). C'est ains i u n group e de Hal l de G; notons-l e 
G o 

A. Le raisonnemen t précéden t s'appliqu e à  tout élémen t de ( A - {l} ) comm e 

à x. On a  donc C  (x' ) = A pour tou t x * €  ( A - {l}). 
G 
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De la même façon on démontre que C (y) contient (q + 3q +1 ) 

involutions, ce qui implique que B = C (y) est abélien d'ordre ( q + 3q +1 ) 

( 2 ) Tout élément de G dont l'ordre est premier â_ 3 est réel. 

Cette assertion est une conséquence immédiate de (1) et de la structure 

de C_(t). 
G 

( 3 ) NQ(A) est un_ groupe de Frobenius de noyau A et_ complément cyclique 

d'ordre 6; NQ(B) est un groupe de Frobenius de noyau B et_ complément  

cyclique d'ordre 6. 

Tout élément de G est conjugué d'un élément de la réunion des 

groupes C (t), A, B et U. Il est donc possible de calculer l'ordre de 
G 

U ( A U B )g . On obtient 1  + (q 4(q2-l)(q-2)/3) . 
g G G 

L'assertion (1 ) implique que Nç(A) est un groupe de Frobenius de 

noyau A, complément cyclique d'ordre 2a (a G iu) et N (B) un groupe de 

Frobenius de noyau B, complément cyclique d'ordre 2b (b GlN). On a alors 

| U ( A U B )g | = 1 + (q-3q o)q
3(q2-l)(q+3qQ+l) 

9 e G 2 a

 +  (q+3q o)q
3(q2-l) (q-3qQ-H) 

2b 

| U (A U B )g | 

gEG 
= 1 + 

(q-3q_)q3(q2-l)(q+3q_+l) 

2a 
+ -

(q+3q )q3(a2-l)(g-3q +1) 

2b 

d'où l'on déduit 

2 
3 

= 1 
a 

+ 
1 
b B 

a-b 
ab(q-2)q 

Selon un théorème de Sylow, 

|G:N (A) | s 1 (mod r) , 

soit q3(q2-l)(q+3q +1) = 2a (mod r) , 

ce qui, compte-tenu de 

q-3qQ+l = O (mo d r) 

conduit à a  = 3 (mod r). 

Comme a est impair et r divise (q 3+l), 3 ^ - 1 (mo d r); donc on a a  ^ 

On démontre de même que b  > 3. 

On voit alors, dans l'égalité précédente liant a et b, que nécessairement 

a = b = 3. 
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6. SUR L'AUTOMORPHISME °, LA CONDITION DE THOMPSON. 

Nous reprenon s ic i pour l'essentie l u n articl e d e Thompso n [28],11 . 

Cependant l a présentation e t le s notations son t légèremen t différente s 

(les matrices son t multipliée s " à l a française" , c e qui modifi e le s 

relations dan s l e group e linéaire) ; e n outre le s calcul s on t ét é simplifiés . 

(1) Le groupe G^(3) est contenu dans G. 

Le group e G 2 ^ es t identifi é dan s G  grâce à  son isomorphism e 

avec l e group e PrL (8 ) . 

On a  démontré dè s l e paragraphe 2 , assertions (1 ) à (4 ) , qu'un 2-Sylo w 

S de G  est abélie n élémentair e d'ordr e 8 , so n propre centralisateu r dan s G 

et d e normalisateu r N  (S ) = S.L.<y > ,  où y, d'ordr e 3 , centralis e t  dans S , 
G 

et L  est d'ordr e 7 , transitif su r l'ensembl e de s involution s d e S  (*) . Selo n 

l'assertion (2 ) du paragraphe 5 , tout élémen t d e L  est réel ; l e group e 

N (L)/ C (L ) est don c abélie n d'ordr e 6  et, puisque y  normalise L , l e group e 
G G 

(C_(y) D N (L))/( C (y ) D C (L) ) est égalemen t abélie n d'ordr e 6 . 
G G  G  G 

Puisque y  appartien t à  U, C (y ) est conten u dan s B  (assertion s (1) e t (2 ) 

du paragraphe 4 ) , et on e n déduit qu'i l exist e un e involutio n v  qui centra -

lise y  et normalis e L , de tell e sort e qu e 

N Q(L) =  C G(L)<yv> . 

Nous allon s démontre r qu e l e groupe engendr é pa r ( S U L U  {yv} ) 

est isomorph e à  P T I ^ W . 

(a) Soi t =  S L U  SLvS .  C'est u n sous-group e de _ G isomorph e à 

PSL 2(8), 

Supposons qu e S  n vSv soi t distinc t d e { l } . Alors v  centralis e 

une involutio n appartenan t à  S; plus précisément , puisqu e v  normalis e 

L (qu i est transiti f su r ( S - {l}) ) et centralis e y , v normalise S  et 

centralise t . O r o n voi t dan s C  (y ) = C (y ) = C (y)<t > qu e deu x involution s 

G B  U 

(l) l'élémen t not é ic i y  ne coïncid e pa s ave c y  du ch.2 , (3) , qui centralisai t 
u e t no n t . 
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distinctes d e C ( u ) ne s e centralisent pas . Mais v  et t  sont distinctes , 
G 

car t  ne normalis e pa s L. Cette contradictio n montr e qu e S  D vSv =  { l) . 

On e n dédui t qu e S. L fl v(S.L)v =  L .  Comme vt , élémen t d e ^ ( y) =  tu,u] 

est d'ordr e 3, on a, pour y  G L , 

-1 
vt Y v  = (vtv) Y =  (tvt) Y =  t Yy v t Y 

d'où v S v c ({1} U  SLvS ) . 

On voi t que G es t u n sous-group e d'ordr e 7.8. 9 d e G, décomposé e n 
o 

deux double s classe s S L et SLvS selo n SL . On a  donc S L = N (SL ) et G 
G O 
O 

est deu x foi s transitif su r G /SL ;  comme N  (S ) D N (vSv ) = L , 
o G G 

o o 
G es t exactemen t 3 fois transiti f su r G /SL; G es t don c isomorph e à 
o o  o 

PSL 2(8) opéran t su r l a droite projectiv e su r JF g . 

(b) G^ = <G Q,y> est isomorph e £  (8 ) . Ajustement. 

Il est clai r que y normalis e G q , mai s que y n'appartien t pa s à  G Q 

(y normalise S L et N (SL ) = SL). Donc y indui t u n automorphism e d'ordr e 3 
G 
o 

de PS1,^{S) , si bien qu e G^ est isomorph e a u groupe de s "transformation s 

projectives semi-linéaires " su r l e corps W r Pl̂ L (8 ) . 

Posons pour simplifie r X  = Pri^ (8) e t Y = P S L ^W considéré s comm e 

groupes d e transformation s homographique s su r (EF Q U {oo } ) et soi t u n 

isomorphisme d e G^ surfds f 

Un 3-Sylow de Y  est cycliqu e d'ordr e 9, u n 3-Sylow de X est no n 

abélien d'ordr e 27 ; i l en résulte qu e ( X - Y) contien t un e seul e class e d e 

conjugaison d e sous-groupe s d'ordr e 3. En modifiant éventuellemen t (j ) par 

un automorphism e intérieu r d e Y , on peut suppose r qu e (j>(y) est de l a form e 

(x *  x )  où T es t égal à  2 ou 4. Puisque C^{fy(\i)) es t diédral d'ordre 6 , 

on peut égalemen t suppose r qu e <j> (t) es t l a transformatio n ( x *  x+1) . 

L'involution s  centralise t , e t le s involution s s , ysy y  *s y 

engendrent u n groupe d'ordr e 4; on e n dédui t qu'i l exist e u n élément c 

du corp s d e trac e null e ( c + c +  c  =0) te l que (J)(s) soit l a 

transformation ( x *  x+c). Soit enfi n rf la transformatio n 
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(x * (c x + c)/(cx + c )); c'est un élément d'ordre 9 de Y, inversé par 

4>(t) et tel que <J>(y)n<t>(y = n 2 ou n 4 selon que T est 2 ou 4. Soit 

H = (f) (ri). Puisque r) et y engendrent un 3-groupe, H appartient à U; repre­

nons la présentation de B introduite au chapitre 4, assertion (4): 

t = f-ll et t inverse n, donc n est de la forme (d,0,b) où d, b € K. 

Dans cette présentation y = (0,1,0) (1)d'où yny 1 = (d - b , 0 , b) . 

Puisque n est d'ordre 9, b n'est pas nul et l'égalité yr)U * = H*~3 

s'écrit -b = i b ° + 2 , soit b ° + ^ = ± 1 ; mais -1 n'est pas dans l'image 

de (a+1), donc b a + * = 1, soit b = 1 ou b = -1 . On a donc 

yny - T\ , ce qui montre que T est égal à 2 . Il est encore possible de 

modifier (f> par 1 ' automorphisme intérieur selon (f>(t) : (J)(t) centralise <|>(s), 

(f)(y) et transforme <))(r|) en 4> ( T | — ^ ) ; cela permet d'échanger éventuellement 

n et n ^, donc de supposer que b = 1. 

En résumé: 

2 
y = (0,1 ,0) et <j)(v0 est (x P X ) 

t = r — 1 1 et <f>(t) est (x *x+l) 

2 4 

<f)(s) est (x » x+c) (où c + c + c = 0 ) 
2 4 

r| = (d,0,l) et <j)(n) est (x > (c x+c)/(cx+c )) 

L'incertitude sur l'élément d ne sera levée qu'une fois démontrée 

l'assertion "a est une racine carrée du Frobenius". 

(2) Le_ groupe G comme extension de B : une condition en a . 

On peut considérer G comme une extension transitive de B, opérant 

sur l'ensemble Q, des classes modulo B dans G (cf l'assertion (2) du cha-

-tre 4. Le sous-groupe B de G est le fixateur de B 6 fi et il possède 

un sous-groupe normal U, régulier sur (Q, - { B } ) ; en outre le fixateur de 

deux points B et sB de Q, est un complément H de U dans B. Cette situation 

a été envisagée par J.Tits [29 ] ; il note (théorème 7) que G est alors 

déterminé par B et les deux applications notées w et p ci-dessous, l'existence 

de G dépendant essentiellement d'une relation en ÙJ et p exprimant que la. 

(l) il existe une seule classe de sous-groupes d'ordre 3 dans c

G ( t ) ; nous 

pouvons donc supposer que S est choisi de telle sorte que y normalise S. 
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loi de produit es t associativ e dan s G (  ). 

On a  en effet G  = B U Us B (réunio n disjointe) e t l a loi de group e 

est déterminée pa r l a connaissance d e l'applicatio n ( u — > sus) d e ( U - {l}) 

dans UsB. Plus précisément s  détermine un e permutation 0) de ( U - {l}) e t 

une applicatio n p de ( U - {l}) dan s H telles que 

( (1) ) su s = 0)(u)sp(u)TT(u) o ù u € ( U - {1} ) , p  (u) € H , ïï(u) C  u 

w(u) € u  ( 2) 

Puisque s  inverse tou t élémen t d e H, on a nécessairemen t 

((2)) wdiuh" 1) =  h - 1u)(u)h e t ïï(huh _1) =  h _1TT(u)h 

où h  € H e t u  € ( U - {l} ) 

Des relation s précédentes on dédui t facilement , par inversio n e t opératio n 

de H 

((3)) p(huh _ 1) =  h 2ptù) 

((4)) p(0)(u)) =  p(u)" 1 

((5)) p(u _ 1) =  p(u ) 

((6)) 7T(u ) = oHu" 1)" 1 = p(u)~1tt(t»(u)~1)p{u) . 

Nous allons calcule r 0) sur l e groupe dériv é d e U et e n déduire un e pro -

priété d e a dite "conditio n d e Thompson". Ce calcu l es t possible ca r le s 

fonctions a), p , ïï sont connue s su r ( U fl G )̂ . 

L'élément s y étant d'ordr e 3 , on a  sy s = y *s y ^  , soit 

u)(y) = y  1 = TT(y) ;  o)(y- 1) =  y = ^(y" 1) ; p(y) =  1  = p(y _ 1) . 

Le groupe H  ayant deu x orbites su r ( P - {0} ) , on en déduit par ( ( D ) , ((2)) 

(!) Dan s [ 29 ] le s hypothèses son t plus générales , l'ensembl e fi n'est pa s 

supposé fin i e t l'existenc e d'un e involutio n qu i échang e deu x conjugué s d e 

B n'est pa s assurée . 

(2) Nou s reprenon s dan s c e chapitr a un e numérotatio n de s formules , indépen -

damment d e l a numérotation de s formule s de s chapitre s 3  et 4 . I l en sera d e 

même a u chapitr e 7 . 
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et ((3) ) que s i y est no n nu l on a 

0) ( (0 , y , 0) ) = (O , -y"1 , 0) = TT ( (0 , y , 0) ) e t p  ( (O , y , 0) ) = fyl* 

(nous reprenons évidemmen t le s notations introduite s à  l a fi n d u chapitr e 4) 

Ces égalités seron t utilisée s san s rappel ; on retrouve e n fai t le s applica -

tions 0), p e t TT propres a u group e PSL ^ (K) . 

D'autre part , grâc e à  1  ' isomorphisme <J>, o n connai t su s s i u € ( U D G^ ) 

on a  par exempl e 

( (7) ) sn 3ys =  n 2 s t n 3 y . 

Posons, pour tou t x  € ( K -  { o } ) , 

((8)) u(x ) =  ( l , x , 0 ) ;  f(x) =0J(u(x)) , g(x ) =7T( u(x)) e t h (x) p  (u (x) ) 

La formul e ((1) ) s'écri t dan s c e ca s su(x) s = f(x)sh(x)g(x ) e t ((7) ) nou s 

donne 

((7-)) f  d) =  n 2 =  (~d+ l ,0,-1 ) 

g ( D =  n 3 y =  u(i ) 

h(l) =  t  = f-l l . 

En transforman t pa r s  l'égalit é u(x ) = ( 1 , 1 , 0) (0 , x-1 , 0) ,  (pou r 

x ^ 1 ) on obtien t 

f (x)sh(x)g(x) =  n 2st(l , 1 , 0) (0 , -(x-1)"1 ,  0)s|"x-lla(0 , -(x-1)"1 ,  0) 

= n 2tsu(l-(x-l)" 1)sfx-ll a(0 , -(x-1)"1 ,  0) . 

Posons 

Ç(x) =  1  - ( x - l ) " 1 (pou r x ^ 1 , 0) . 

D'après c e qui précède e t le s notations ((8) ) on a 

((9)) f(x ) =  n 2tf(ç(x))t 

((10)) h(x ) =  th(C(x))[x-l] a 

((11)) g(x ) =  fx-ll" ag(Ç(x))[x-ll a(0 ,  -(x-1)"1 ,  0) . 

Si x est différen t d e 1 , on a  Ç  (x ) = x ,  si bien que ((9) ) peut s'écrir e 

((9')) f(£(x) ) =  n 2 f ( x ) t 

De l'égalit é évident e u(-x) f c =  u(x)" 1, e t de ((2) ) à  ((6) ) i l résult e 

((13)) h(-x ) =  h(x) 

((14)) f(-x ) =  g ( x ) _ t 
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Les égalités ((10) ) et ((13) ) impliquen t que si x est différent de 0, 1 ou -1, 

on a h( Ç (-x))fx+l]a =  h(Ç (x))Tx-lla .  Mais Ç (-x) = Ç ( X )
_ 1 , d'où , en posant 

y = Ç'x), 

((15)) h( y 1) = h(y)fy| a o ù y ? {0,1,-1> . 

De la même façon , des égalités ((11) ) et ((14)) , on déduit 

f (-x)- t =  fx-ll"af ( -C(x)) _ t|"x-ll a(0 , - (x-1)"1 , 0) 

Mais on a -Ç (x) = Ç(x _ 1), d'où, d'après ((9')) , f  (-Ç (x) ) _ t =  f (x"1) "V . 

On obtient ains i 

f (-x) fc =  [x-1]
 af (x S 1n2rx-l]a(0 , -(x-1) 1 , 0) 

En répétant cett e égalité , on obtient 

f(x"1)_t = rx"1+ii"af(-x)"1n2rx"1+iia(o,(x"1+i)"1, o) 

d'où 

f(-x) = (0, (x-1) 1 ,0)[x-ll Vf(x ^fx -l"]* 

= ( 0 , (x-1)"1 , o)fx-il"an2(o , -(x"^!)"1 , o)[x x+il an 2f(-x)... 

...[x-1+1]-a[x-1]a 

Posons w  = (x ^ 1) (x-1) = x-x Changean t x en -x (w*es t invariant ) : 

[w"|af (x)[w]"a = (0 , - w2 ( x + l ) _ 1 ,  0)\w(x+l)~1]%2 (0 , ( x "1 - ! ) " 1 ,  0) ... 

...f-> ̂ î.l an 2f(x) 
[ w l a f ( x ) f w l a = Ujf(x) 

où u  =  (0 , -w(l-x *) , 0)((1-x 1) 
a(Q+2) 

1-d 

, 0 , -(1-x X) a)(0 , x X-l , 0)(d-1 , 0 , 1) 

= (a1 , b1 , y1 ) 

avec Y x =  1 - (x"
1 - D a 

B x =  (w + 1 ) (x"1 - 1) - (x" 1 - l )a a + (x" 1 - l )a . 

a 1 =  d(l - (x - 1 -  l)a + 2) +y\ - (x" 2 + DYj -  Y° - x"2 + x"1 +. 1 . 
Posons 

((16)) f(x ) = (a(x) , 3(x) , Y(x)) . 

On obtient finalemen t 

((17)) Y(x ) = (x a - (x - l)a)((x2 - l)a - x V1 

((18)) 0(x) =  x2 ( x 4 + 1)"1(31 + y U)°Y(x) - Y(x) QY 1(x)) 

((19)) a(x ) = (w a + 2 - l)_ 1(a (x) + (wa - 1 ) 3 ( X ) Y ( X ) 

, 2a 2  ac r .  _0+ 2 . 
+ ( w +  w +  w )y(x ) )  . 
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On vérifie que les formules ((17)) et ((18)) sont également vraies 

pour x = 1 et x -1 . 

En conjuguant u(x) par un élément arbitraire de H on obtient 

( ( 2 0 ) ) r r ] s ( r a + 2 , r a + 1x .. OïsCr]"1 = f(x)sh(x)g(x) , 

ce qui définit p, W et ïï sur ([u,u] - (Z(U) U P) ) . Si (x,r) et (x',r') 

sont tels que sg(x')f(x)' soit connu, 1'associativité du produit 

fournit une condition non triviale en O. Prenons x = - l et x' = l . 

Selon ((7')) , ((13) ) et ((14)) on a 

2 2 
su(l) s = n stud) et su(-l)s = u(-l)stn 

Avec r' = 1 et r £ 3F̂  on obtient 

a+2 .  a+ 1 
s ( 1+r , 1-r , 0) s 

= s u C n f r l u C - U F r l " ^ 

= n 2stu(l)(u(-l)stn 2)^ r^ 

= n 2 r r l t s[r]u(l ) [ r l" 1u(-l)stn 2 r r l . 

Or [rlu(l)[r]~1u(-l) = (l+r Q + 2 , - l + r

a + 1 , 0) . 

Scient donc y, u € K tels que 

M ^  a +2. a +2 a +i a +l 
( 1 + r )y = 1 e t (r - 1)y = u . 

( ( 1 +_ r a + 1 ) étant non nuls et (a+2) bijectif, y est bien défini et u 

n'est pas nul) Selon ( ( 2 0 ) ) on a 

s(l+r Q + 2 , l-r G + 1 , 0)s = [y]f(-u)sh(-u)g(-u)fy]-1 , 

et s(l+r a + 2, r Q + 1-l ,0)s = [y]f (u) sh (u) g (u) [y"!"1 • 

On en déduit (unicité des décompositions à la Bruhat) 

M f ^ M " 1 = ̂ H t M f ^ r y r 1 tH" 1 

2 —  1 
= n |"-ry]f (u) |"-ry] 

Quand r parcourt (K - 1F^) , y parcourt (K - IF̂ ) et inversement; quant à u, 

il est défini par y comme par r. Posons donc z = -ry . En conclusion 

i. ^ r fv . \ o+2 o+2 . ^ o+l a +l 
" Des que y t (K - JF̂ ) , y - z = 1 et z - y = u , 

" on a 

" ( ( 2 t ) ) ryl f(- u)Ty x l = n 2 r z l f ( u ) [ z 1 ] . 
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Ce résulta t a été obtenu par Thompson [ 2 8 ] I I (théorèm e 8.1) . Si on 

considère l a troisième composant e d e la fonctio n f , on obtient une 

propriété d'expressio n simpl e qui suffira à  démontrer que O =  3 . 

De ((21) ) on déduit en effet yy(-u ) = - 1  + zy(u) . D'où par ((17) ) 

la condition de Thompson 

" Sous les mêmes hypothèses on a 

" ( (22) ) z( l - u )a + ( y - z - l)u a - y(l + u )a + (u 2 - l ) a = 0 . 

Au chapitre suivan t on utilisera une forme plus faibl e de la 

condition précédente: au lieu de supposer que y £ ,  on supposera que 

u £ .  Il est clair que si y E alor s u € . 

Sur la fonction io : L a fonction U) est explicitée par J. Tits [29 ] . 

Le groupe U y est présenté de la façon suivant e (x,y,z,.. . £ K) 

(x,y,z)(x',y',z')= (x+x ' , y+y,+x°x' ,  z + z ' - x y, + y x , - x a + 1 x ' ) T . 

Notons (x,y,z) M l'élémen t génériqu e d u groupe U présenté au chapitre 

4. Les applications 

. . , o+2 a +i 
(x,y,z) »  (z-xy-x ,  -y-x ,  -x) 

(x,y,z) »  (-z , - y - za + 1 ,  x+yz) 

sont des isomorphismes réciproques . Les groupes noté s ici et dans [29 ] "H " 

se correspondent formellement , de même que l'application U) . Selon [29 ] 

la fonctio n U) transforme (x,y,z ) e n (v/w,u/w,z/w ) s i (x,y,z ) ^ (0,0,0 ) 

et où 

. . 2 a  a+ 3 
u ( x , y , z ) = x y - x z + y - x , 

, .  a  a a 2  ^ 2a+ 3 
v ( x , y , z ) = x y - z +  xy + y z - x , 

w(x,y,z) = - z2 -xv(x,y,z ) -  yu(x,y,z) .  (* ) 

La fonctio n Où est donc connu e a  priori, mais l'expressio n formell e 

ci-dessus tien t compt e de l'égalité O =  3 . 

i1) Selo n les indications de l'auteur i l faut rectifie r dan s [ 2 9 ] : 
p.210-12, le s e^sont tou s égaux à 1; en (5.2 ) y_ ^ = P ^ _ i j ^ _ i + 1 j , 
Y - i = P / * • x / • * • î P * 210-15, 0) comme ci-dessus , 
i' (l-i)(-i ) 
(6.8) lire ; .  -1 . x. - 1 .  x x e t en 210-16 ;  ̂.  x2-a 'p (-0 ) (-a) ) =  OJ (~U)(a) ) Q =  - w(a) 

a a 
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2 
7. ( J = 3 

Dans c e chapitr e o n démontr e qu e l a condition d e Thompson obtenu e 

au chapitre précéden t impliqu e qu e l e carr é d e O es t 1'automorphism e d e Fro -

benius, autremen t di t que " a = 3 " , sau f peut-être pour u n nombre fin i 

de cas . On sui t d'asse z prè s l'articl e d e Bombier i [ 1 ] ,  mais on ne suppos e 

pas que l e corp s soi t fini , l e lemm e 6 et so n corollair e s e substituan t a u 

lemme 3 de [ 1] %Pour mettr e e n évidenc e l a simplicit é d e l a méthode employée , 

des calculs san s intérê t propr e on t ét é rejeté s a u paragraphe (3), et on a 

éliminé quelque s raffinement s employé s pa r Bombier i pou r réduir e l e nombr e 

des ca s exceptionnels , o ù un calcul direc t doi t ;supplée r à  la démonstratio n 

générale. 

Comme a u chapitre précédent , le s application s multiplicative s d e K 

dans K , o u le s endomorphismes d u group e multiplicati f d e K , son t noté s e n 

exposant, c e qui donn e so n sen s à  l'égalit é placé e e n tête de chapitre . 

Théorème. Soit K  un corps commutatif de caractéristique 3 et_ soit a un  

endomorphisme de K . 0n_ suppose que 

1) (a+2)  est bijectif; 

2) le_ corps des points fixes de o est le corps premier TF^j 

3) il_ existe une application multiplicative a  de_ K dans K  telle que 

a(a+l) =  2  ; 

4) Si y , z , u € K sont tels que u  £  nF et_ 

fv s 0 + 2 0 + 2 

(E1) y -  z = 1 

(E2) z  -  y =  u , 

on a_ 

(T) z( u -  l ) a + (y - z - l ) u a -  y(u + l ) a + (u 2 -  l ) a = 0 

Alors il existe un_ entier M  tel que3 ou bien le carré de o est 

l'endomorphisme de Frobenius3 ou bien K  est de cardinal au plus M . 
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(1) Elimination de a_, u_, y. 

Le but de ce paragraphe est de démontrer l'assertio n 

Il existe H E TF[ Z Q ,Z^ , z 2 ,Z^] tel que les hypothèses du théorème  

impliquent 

a

2

 a

3

 a

4 

H(z,z , z , z , z )  = 0 quel que soit z  C K . 

Notons tou t d'abord quelque s conséquence s trè s élémentaires des 

hypothèses i) à 4 ). 

Lemme 1 . (a ) Quel que soit x  E K , x*+^ est différent de -1, en 

particulier -1 n'est pas un carré dan s K. 

(b) _Si x  G K e t x Q + 1 = 1 , x2 = 1 . 

Si K = ]Eg, les conditions 2) e t 3) son t irréalisables . Comme a et cT 

stabilisent tou t sous-corp s fin i de K, 3F^ n'est pas contenu dan s K. Il 

résulte alor s de la condition 2) qu e JF^ est le corps des points fixe s de 

a2. Or , si x a + * =  1 , x est fixe par a2; o n en déduit l'assertio n (b). 

Si x  =  -1 , ( x ) =  1 , donc x  E  ,  donc x  t ^ ,  ce qui démontre 

1 1 assertion (a). 

Selon la condition 1) , z t (E ) et (E 2) déterminent y et u. Posons 

donc 

E^ = {z E K/ si (E^ et (E 2) , u £ 1F3} . 

Lemme 2. S i z  E E^ , (E ) et (E ) , alors yz( y - z - 1) ̂  0 

Démonstration: Si y est nul, selon (E^ ) et (E 2), z  = -1 e t u  = 1. 

De même, si z est nul, on a y  = 1 e t u  = -1 . 

D'autre part , ( E ) et (E 2) impliquent 

( ( 1) ) z Q + 1 = ( 1 + uy)/(y - z) 

((2)) y a + 1 = (1 + uz)/(y - z) . 

d'où z° - y° - d +  u(y + z))/yz . 

Si ( y - z - 1) est nul, (y Q - zQ - 1) est nul, d'où ( z - 1 - u)(z - 1) =0 

et donc z  = u + 1 e t y  = u - 1 . 
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En reportant dan s ((1))  o n obtient ( u + =  ( u + l ) 2 , donc 

(u + 1 ) € 3 F . 

(a) Elimination d e a . 

Elle s'appui e su r l a condition 3) , sous l a form e t 3^ =  t 2 a  ( t £ K ; 

Soient z  € E^ , y et u  définis par (E^ ) et ( E ^ ) ; poson s 

X = ( u - l ) a , Y = u a ,  Z = ( u + l ) a ; 

ainsi XY Z es t non nul e t l a relation (T ) se met sou s l a form e 

(T^ ) a ^ +  b^ +  c ^ Z + e ^ Z =  0 

En transformant (T^ ) par O, O e t O , à l'aide de s relation s 

x a
 -  ( u -  n V 1 , Y ° = « V 1 , z° =  ( u + D V 1 

on obtient troi s nouvelles équation s 

(T 2) b 2 Y +  d 2YZ +  e 2XZ +  f 2 XY = 0 

(T 3) a 3X +  b 3 Y +  c 3Z +  e 3XZ =  0 

(TJ h  Y + d„YZ +  e„XZ + f,XY =  0 
4 4 4 4 4 

où =  z c ^ =  - y 

a 2 . 1 x2a-2 a
2 . ^  1 x2a-2 

a 0 =  z ( u - 1 ) c  =  -  y ( u + 1 ) 
3 

*>x = y -  z - 1  e  =  1 

b 2 =  (u 2 -  l ) 2 e 2 =  ( y - z - 1 ) V 

K f „ I N Q 2 2 A ~ 2
 / 2 i x 2 a " 2 

b 3 =  ( y - z - 1 ) u  e 3 =  ( u -  1 ) 

K -  /  2

 1 N

2 a 2 - 2 a + 2 ,  a 3 2a 2-2a+2 
b 4 =  ( u -  1 ) e  =  ( y - z - 1 ) u 

d 2 =  z Q(u -  l ) 2 f 2 =  -  ya(u +  l ) 2 

3 2  3  2 
, a  ,  ..2 a -2a+2 ^  a  ,  4,2(a-a+i) d 4 =  z ( u - 1) f  =  - y ( u + i ) 

Les équations multipliée s successivemen t pa r X , Y et Z  fournissen t 

douze autre s équations o ù apparaissen t égalemen t X  ,  Y ,  Z ,  XYZ, X Y, X Z , 

XY ,  Y Z, XZ ,  Z Y/ soi t au tota l 1 6 équations linéaire s homogène s e n 1 6 
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quantités non nulles. Le déterminant A de la matrice des coefficients -

chacun peut l'écrire - est un polynôme en les a., b.. c.. d.. e. et f. 

et est nul. On voit immédiatement apparaître deux facteurs, déterminants 

(2,2) (su r les lignes (T^) et (T^), colonnes X et Z et sur les lignes Y(T2) 

et Y(T4) , colonnes XY e t Y $h Le déterminant A Q (12,12 ) qui est ainsi facto-

risé a la particularité suivante : les 6 colonnes relatives aux variables 

i 2  2 2  2 
Y, X , Y , Z , X Y et YZ n e contiennent que deux termes non nuls, repartis 

au total sur les 12 lignes. Il en résulte (c f la proposition démontrée en 

appendice) que A q est égal à un déterminant (6,6 ) dont chaque coefficient est 

lui-même un déterminant (2,2 ) extrait de A . Plus précisément, si nous 

posons 

g I 
= E 2 d 4 - b 

4 
d 
2 

g 2 = b, 2 e 4 - 4 
e 
2 

g 3 = b. 2 ,f 4 - b 
4 
f 
2 

g 4 = f 2 d 4 - f 
'4 
d 
2 

5 = f 
2 
e !4 - f 

"4 
e 
2 

g 6 = d 2 e - d e !2 

h = b 1 c 3 - b c 
1 

h 
2 

= c 1 a 3 - c 3 a 1 

h 
3 = a 1 b 3 - a 2 1 1 

h 
4 = b B 

e 
3 - b 

3 
e 
1 

h 
5 = a E 

e 

3 -
a 3 
e 
1 

h 
6 = c 

1 
e 
3 - c 

'3 
e 
1 

nous obtenons 

A 

A = ± h_g.A 
2^4 o 

o 

g i g 2 g-3 
o o  o 

o o -g 3 0 4 g 5 
o 

-g i 
o o -g 4 

o 
6 

0 -h 
2 

h 
3 

0 h 
5 

0 

h 
1 

0 -h 
3 

h 
4 

0 0 

-h h 
'2 

0 0 0 h 
6 

On voit que A 
o 

est somme algébrique de 16 termes, chacun étant un produit 

g 
:(1) 

g f (2) g f (3) 
h 
f (4) 

h 
f (5) 

h 
f (6) 

, où f est une bijection de {1,2,3,4,5,6} 

et {f(1 ) ,f(2) ,f(3) } es t différent de {l,2,6}, {l,3,4} , {2,3,5} et {4,5,6}. 113 
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Il est don c relativemen t facil e d'obteni r de s information s simple s 

sur A q , comme polynôm e e n les z 
o 1 

, y 
a 1 

et u 
a 1 

(h) Elimination de y  , 
a 

y 

2 

, y 
a 3 a 

, u, u ,  u 

2 

a 

Considérons tout e fonctio n des z° , y° , \F (y , z et u lié s par 

(E^) et (E 2)) comm e un e fonctio n de z . S i F et G son t deu x fonction s de K 

dans K ou de E  dan s K. nous dirons que F  domine G  s i tout zér o de G dans E_ 

est u n zér o d e F. Nous définissons ains i u n ordre partiel . 

Lemme 3 Soit F  définie pa r 

2 2 2 
F(z) =  ( u -  1) z y + (1 + zy + u(z + y)) (y - z - l) u 

La fonctio n F domine g.h^h.h-h ^ . 
. ^ 4 2 4 5 6 

Ce lemm e es t démontré a u paragraphe 3. 

Puisque F domine N 2 A 4 ' F A q est nu l su r E^ . Posons, pour simplifie r 

1'écriture 

( ( 3 ) ) 

i 
a 

z. = z 
1 

2 
Ç . = 1 + z _ .z . 

J 3+1 J 

(i = 1, 2 , 3, 4 , 0 ) 

(j = 0 , 1, 2 ) 

On peut élimine r le s 

y° ( i > 0 ) e t u 0"3 ( j ^ 0 ) 

grâce au x relation s suivantes , qui s e déduisent d e (E^) , (E2) o u ( ( 1 ) ) e t ( ( 2 ) ) 

( ( 4 ) ) 

a R -2 
y =  ç oy 

2 
O R R - 2 4 

y =  y 

a 3

 R -2R4 - 8 

a 4

 r  - 2 R 4 - 8 1 6 

y =  C 3 C 2 ^ 0 y 

• ( ( 5 ) ) 

R -1 
u =  z. z -  Ç y 

1 o  o" 1 

a _  2 
U = Z 2 Z 1 - Ç l Ç o Y 

a 2

 r - i R 2 - 4 
u =  z 3 z 2 -  C Qy 

Après substitution , F A es t un e fonctio n rationnell e e n z., y et, e n 
o i 

utilisant l e développement d e A q donn é e n (a ) , on peut e n calcule r l e 

dénominateur. On constat e ains i qu e 
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64 1 2 1 9 6a. 2 Q 4  . 
y C 1 C u  ( u -  1 ) FA =  P(z n,z ,z 0,z_;y) 1 o  o  O 1  Z J 

est polynômiale. Autrement dit, P  € Z Q , Z ^ , Z 2 , Z ^ ,-T] e t P(za ;y) 

est nul sur E_. 

De même on constate que z^y^ F es t un polynôme en Z q , z ,̂ y; 

soit G  €  F 3 [ Z O , Z 1 # - T ] . 

Lemme 4 . G  est irréductible. 

Le lemm e 4 est démontré au paragraphe 3  (1). 

Le terme de plus haut degré en Z ^ de P se calcule facilement . Il est 

de degr é 1 2 et son coefficient est issu de 

U K c 6 4 1 2 ^ 1 9 6a. 2a ..4 . u . S(z o,z 1,z 2;y) =  b ^ e ^y ^  Ç q u ( u -  1 ) F . h ^ hg 

(compte-tenu de ((4)) et ((5))). 

Des facteur s irréductible s de P, on ne conserve que les facteurs 

maximaux pour la relation de domination. Si deux facteur s irréductible s 

maximaux son t équivalents , c1 est-à-dire s'ils ont mêmes zéro s sur E ,̂ 

on conserv e un seul d'entre eux. On suppose égalemen t qu'a u cas où G 

est maximal, G est conservé. Le produit P^ des irréductibles ains i choisi s 

est évidemmen t nul sur E . 
O 

(c) Elimination de y. 

Pour élimine r y, transformons par a l'égalit é 
2 3 

P^(z,z , z , z ;y ) =0 

soit 2  3  4 
P 1 (z , z , z , z ; y ) =0 

Tenant compt e de ((4)) , on en déduit un polynôme P 2 € - ^ ^ o '
2 ! ' * * * , Z 4 ; T ^ 

défini par 

^ V l . , . 2 . -2, 
P 2 ( Z O , Z 1 , Z 2 , Z 3 , Z 4 ; T ) = T P ^ ( Z J , Z , , , Z ^ , Z ^ ; ( 1 + Z T ) 

et tel que P~(z a ;y) soit nul sur E . 

2 a 

Lemme 5. L_e_ résultant en T de_ P2 e t P^ n ' est pas nul. 

En effet, si P, et P on t un facteur irréductibl e commu n Q, Q est 
1 2 * * 

(M Dan s f i j / Bombier i affirm e que y F̂ est irréductible, alors que F s'annul e 
si z es t nul. 

o 
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comme P  indépendan t d e Z^. Don c Q  divise l e coefficient d u term e d e 

2de(?Tp 2  - 2 
plus haut degré e n Z^ d e P2 ; S J lui-mêm e divis e T S ( Z ^ , Z ^ / Z ^ ; ( 1 + Z ^ Z ^ ) T ) . 

Il en résult e qu e s i S^(z,z , z , z ;y ) est nul e n z  G E^, alor s 

2 3 2 

S(z°,za ,z ° ;ya ) es t nu l e n z . Par conséquen t S(z, z , z ;y ) domin e 

Q(z,z , z , z ;y) . Or, selo n l e lemm e 2 , les seul s facteur s d e S  qui s'annu -

lent éventuellemen t e n u n point d e E _ son t F, h., h_ e t h.. Selo n l e lemm e 

c O 4 5  6 
3 et l a définition d e G , G(z,zQ;y) domine S . Finalement G domine Q , donc G 

est maxima l e t on peut suppose r qu e G = Q. Ainsi G diviserait P^. 

Spécialisons e n Z^ = 0  : G(Zq,0;T) = (T - 1) (T + T + 1  - ZQ) 

-2 
diviserait Pn (Z , 0 , Z _ , Z N , Z . ; T ) = T""*P ( 0 , Z O , Z , Z ; T )  .  Mais cec i es t 

2 o 2 3 4 1  z  j  4 

impossible ca r ce dernier polynôme , qui n'es t pa s nul , est indépendan t d e 

Z ,  alors que G ( Z ,0;T) ne l'es t pas . 

Les polynômes P ^ e t P^ n'on t don c aucu n facteu r commun , leu r résultan t 

n'est pa s nul. 

Soit H0 e nF3^Zo'Zl'Z2,Z3'Z4^ c e résultant -

2 3 h 
La fonctio n H(z,z, z , z , z )  est nulle su r E .  Pour démontre r ô G 

l'assertion énoncé e a u début d e c e paragraphe i l suffi t don c d'exhibe r 
i 

H1 G  3 ^ [Z ]  tel que (z ° ) soit null e su r ( K - E^) . 

Soient don c y , z  et u  lié s par ( E ^ ) et (E2) ; supposons d'abor d u  = 0 . 

On a alors y  =  z (lemm e 1  (b)) , d'où, par (E^) , z = 1  e t y  = - 1 . 

D'autre part , o n a toujours ( y )  =  ( y )  ,  soit 

. 0+2 . ,.0+1 . 0+1 .0+2 „ . 

(z + 1 ) =  ( z -  u) .  On e n dédui t qu e s i 

H =  (z 2 - 1 ) n  (ez0z2 z -  z_z2+ z_z , -  ez2z2 - z z2 - z z - 1  - e) 

1 o  e  = +l 2  1  o 2 1 2 1 l o l o l o 

alors H^(z, z , z )  est nu l su r ( K - E ). 

(2) Démonstration du théorème. 

(a) a* = 3 X . 

Pour énoncer l e lemm e décisi f introduison s un e relatio n d e préordr e 
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sur 7L [ x] , définie a  1 • aide de la norme a  . X I  =  I a  . . 
. i l .  i 
i i 

Soient L, M G 7L [x] ; on dira que 
deg L = deg M 

L ^ M s i et seulement s i (de g L < deg M o u (  e t ) ) 

Nous utiliseron s auss i la seconde norm e || l a.X || 2 = sup.|a.f . 

Lemme 6 . Soient K un corps commutatif, d un entier et O un endomorphisme  

de K. Soit L un_ élément minima l de 

I =  {M G 7L [x]/ M / 0, ||M|| 4 d et_ M(a) = 0} . 

Il existe £ E {-1,1} , À £ W. , £ Ê U tels que 

L = £(pXXZ - 1) o u L  = £(X^ - pX) 

où p est la caractéristique de K. 

(le lemme n e dit rien si î est vide) 

Démonstration du lemme 6 . Soit L minimal dan s I  et séparons le s monômes 

de L selon l e signe du coefficient : 

L(X) = I  a  Xa - I  a.X ^ 
a E A a  3 € B P 

où ( A fl B ) est vide et 0  < a^, d  quel s que soient a, 3. 

On peut suppose r que A n'est pas vide (remplaçan t éventuellemen t L par -L) 

et s i tout coefficien t d e L est positif, on pose B = {o} e t a Q = 0 . 

Quel que soit z G K, on a par hypothèse 

(z + 1) aEE A a ao a (z + 1) aEE A a ao a 

soit 

fa ] § 
I n j e 0 1 z  = 

(k ) a Q l «J 
- z n W 1 ^ 

( l B ) B 3 € B t S j 

avec O ^ k ^ a s i a  G A e t 0  1 0 <: a0 s i B  G B . 

06 Ot p p 

Il y a une simplification pou r (ka)a = (aa^ a e t $ = (a$ ) 3 e t ' s i 

B 7 {0}, une seconde simplificatio n pou r k = 0 =  1B  quel s que soient a et B.(a&)  (aB ) 

Si l'un des coefficients restan t k ^ o u 1 ^ n'es t pas nul dans K, on 

x 
obtient un e relation de dépendance entr e caractère s de K ,  donc deu x de ces 

a B 
caractères coïncident . Or les polynômes Z k X e t I  kftX son t deux à 

a 0 8  P 
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deux distinct s et les différences son t toute s de seconde norm e inférieur e ou 

égale à | | L | donc  à  d. Par contre, on a 

Il Za V " " Ea M l =Ea K ~ * *a *a « MLHl 

H h V6 " S V3 "i = E3 ! l 3 " H1 * E 3 a3 < MLMi 

|| Z k  X A - E0 1 0 X 3 ||. = Z k  +  Z0 1_ < Z a  +  Z 0 b =  ||L|L . 
11 a a 3 3 1  11 a a 3 3 a a 3 3 1  * 1 11 

En outre , une égalité des premières norme s suppos e que, dans le premier cas, B se 

réduise à {0} et {k ,k'} = {0,a }pour tou t a dans A. Il existe alor s une partition 

A. U A  d e A telle que (  Z  a  xa - Z  a  xa) G I, d'où 2  ( Z a  X^) G 

ceci pou r i = 1, 2. 

On voi t don c que le choix de L interdit 1'égalité entre deu x de ces carac-

tères. Il en résulte que B ^ {o} et que A et B sont des singletons. 

Si la caractéristique es t nulle, a =  a_ = 1, et L est de la forme X - X . 

Mais tou t endomorphism e de K étant injectif , l e choix de L implique que L est de 

% 
la form e ± ( X - 1). 

Si la caractéristique es t p non nulle, a ^ est une puissance de p, 

donc L(X) est de la forme p^X ™ - pVxn ;  mais L(a) = 0 implique alor s 

li-V m-n 
p a  =  1, et le choix de L suppose que L(X) est de la form e 

L(X) = ±(X £ - pX) o u L(X ) = ±(pXXi l - 1) 

(X et l entiers positifs ou nuls) . 

Corollaire du lemme 6. Soient K un corps commutatif , O un endomorphisme de 

K et_ H G IF^[Zo, Z^, ...,Z ], non nul, tel que H( z )  = 0 pour tou t z G K. 

Alors i l existe Z 4 r tel que 

i) si_ K est de caractéristique nulle , O =  1 , 

ii) s i K est de caractéristique non nulle p, il existe À  G U e t 

S G  {-1,1} tel que 

ol = eX X 
p e t p  ^  sup de g H  . 

Démonstration. 

Soit a ÏÏ.Z.  u n monôme de H. On a a  ÎT. (z )  =  az ,  où 
' 1 1 ^ 1 

L(X) =  Z. ct.X 1 . La relation H(z ° ) = 0 es t donc une relation de 
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dépendance linéair e entr e des fonctions multiplicatives de K dan s K , c'est-

à-dire entr e caractère s de K . Des caractères distinct s étan t linéairemen t 

indépendants, il existe deu x polynômes L ^ , L̂  € ZZ [x], à coefficients 

positifs tel s que L  (a) = L>2 (O) ,  soit ( L -  L2) (a) = 0 . Or il est 

clair que 

HLl "  L2H2 « supi degz H • 

L'idéal I  défini dan s le lemme 6  avec d  = sup_^ deĝ  H es t non vide 

et un élément minima l de I fournit l'un e des relations annoncées dan s le 

corollaire. 

Remarque : Le lemme 6 n'est pas sans rappor t ave c un théorème d'Arti n 

(cité par S. Lang in "Algebra", CH.VIII, §11 - Addison-Wesley 1965) 

selon leque l si des homomorphismes additi f d'un groupe additi f A (ici 

les puissances de <T : (K , + ) >  (K , + )) dan s un corps K sont algébriquemen t 

indépendants, il existe une relation de dépendance écrit e à l'aide d'un 

polynôme additif . 

(b) De_ 0l = 5±X à  O2 = 3  . 

Soit H un polynôme satisfaisan t à  l'assertion démontré e au paragraphe 
2 3  4 

O O O O ~ 
1 : on a donc H(z,z, z , z , z ) = 0 pou r tou t z e K. Soit d un entier 

tel que sup_ ^ de<?z H  ̂3 ^ (3 ^ joue le rôle de d en (a) ) . Selon le 
1 

corollaire du lemme 6, il existe (£,A)  € U tel s que 

((6)) l< 4  , A  « d , a1 = 3X o u a V =  1 , soi t a1 = 3eX . 

et on peut suppose r Z minimal tel que ((6)) . 

Si À est nul, comme IF ^ est le corps des points fixe s de O, K est 

fini d'ordre au plus égal à 3 . On peut don c suppose r A  ^ 1 . 

L'égalité ((6) ) appliquée à y fournit, par l'intermédiaire d e ((3)) 

et ((4))  un nouveau polynôme V  € [ Z Q , Z 1 , Z 2 , Z 3 ; T ] te l que, 

si z € Ea, V(z Q ;y) = 0 

Le polynôme V ainsi obtenu est de la forme A T *  B , où A , B E F^[z_.] . 

Plus précisément, on peut suppose r que, selo n les valeurs de Z, A,e, 

a, A(z_.) et B(z.) son t (e n tenant compt e de ((3)) ) 
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U,e) - (4,+) , X> 2 (4, + ) , 2 (4,-) (3, + ) 

A = ç 2ç 8 
... 3 X 2 . 4 
( 1 + Z Q z 3 ) Ç l 

, 1 4 . 2.3 A. 4.3 A  

( 1 + Z o Z 3 ) Ç 1 

a = 3 A -  16 16 - 3 A 16.3 A -  1 3 A

 +  8 

B = 
3 X 2  4 

( 1 + Z o Z 3 ^ 1 ^ o 

2.3 y c8.3yd 
3X 2 4 
o 2  o 

......... (3,-) (2, + )-, X> 1 (2,+),X = 1 (2,-) 

......... 
c21.3y c20 

l + z
3 z 2 

O 1 
1 + z z , 

o 1 

8.3A + 1 3 A - 4 1 4.3A -  1 

......... M J . 2.3
A, r4.3

A  

( 1 + Z o Z 2 ) Ç o 
( 1 + z 3 z2.) 

o 1 

c20 c02.3y 

......... (1,+) (1,-) 

......... 1 1 

......... 3 À +  2 2.3X +  1 

......... 1 + ^ 1+z 
o 

1+ 2 - 3 A + 1 

1+z 
o 

Lemme 7 . V est irréductible. 

En effet, les diviseurs premiers de A et B sont les e t un poly-

nôme iss u de à  savoir 

3 X 2 
S = 1 + z 

o £- 1 
2 3 A 

si e  = 1 o u s  = 1 + z zn ,  s i e = -1. 
o £-1 

On voit don c que A et B sont premiers entr e eux. En outre S divise AB, 

mais S n e divise pas AB. Selon le critère d'Eisenstein , V n'admet aucu n 

diviseur en T de degré différen t de 0 ou a. Au total V est irréductible 

dans I L [Z.;T]. 
3 i 

Les relations ((6) ) permettent égalemen t de transformer l'égalit é 

P ( z a ;y ) = 0 . 

Si £  = 1, il suffit de substituer 3 à  a autan t que possible. Si 

a i 3X 0
i3 X 3 X 

e = -1, on considère P( z ;y ) =  P(z ; y )  = O quan d i > 1 

i - 3 A 
et P( z ;y ) =  0 quan d l = 1 . 
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On obtient ains i un polynôme U G F^ [ Z Q , ...,Z^_^;T1 te l que 
i 

U(z ;y ) = 0 su r EQ . 

Lemme 8. Soient £, e et X comme en (  (6)). Le polynôme V ne divise pas U 

sauf si (£,eX) = (2 , 1 ) . 

Une démonstration - très longu e - de ce lemme est donnée au paragraphe ( 

Puisque V ne divise pas U et est irréductible, le résultant en T de 

U et V n'est pas nul. Il s'agit d'un polynôme en Z . ( j  ̂ £ - 1 ) ,  soit 
aj 3 

Q G WjZ .] te l que Q  (z )  = 0 su r E . 
o 3 3  o  O 

On a  exhibé a u paragraphe 1, € "LF3^Zo'Zl'Z2'' ' NOEL NU^" E T TE^" ^ U G 

2-

H^(z,z , z )  soi t nul sur (K - E ^ ); on ne déduit par ((6)) un polynôme 

non nul €  JF^[ZQ, . . •Z^_11 te l que ( z )  soit nu l su r ( K - E^) . 

On obtient ainsi un polynôme non nul Q,n ,  . = Q Q, te l que 

( J O J C J A ) O 1 

Q(Q ,  (zQ ) soit nul sur tout K. 
(Je i £ , À) 

Si £  = 1 , on a Q, , (z ) = 0 pou r tou t z G K, donc K est un corps 

fini dont le cardinal est majoré par le degré de Q. Comme X est majoré, 

le cardinal de K est majoré. 

Si £  > 1 e t (£,eX) ^ (2,1) , le corollaire du lemme 6 montre qu'i l 

existe une autre relatio n 

( ( 7 ) ) om = 3 6 Y o ù 6 G { - 1 , 1 } , 3 Y £ sup. degz QUf£/A ) ,  m  £ £-1 

Il existe M(£,e,X) tel que y £ M(£,e,X) . 

Des relations ((6) ) et ( ( 7 ) ) on déduit 

_ôy£ _eXm _<5y £-eXm . 
3 = 3 soi t 3 = 1 . 

Donc K est un corps fin i dont le cardinal qn est majoré; on a en effet 

n ^ M(£,e,X)£ + X(£ - 1 ) . 

Le théorèm e est démontré. 

(3) Démonstrations des lemmes 33 4 et 8. 

(a) Démonstration du lemme 3. 

On voit que g ^ = (u2 - l ) 2^ et que 

, c2-*/ . . 2 ( 0 - 1 ) a2-l . . . 2 ( G - 1 K 0. , . 
h2 = yz(y ( u + 1) -  z ( u - 1) )  . Si h2 est nul, 

y°+1 (u + l)2 et z0+1(u - l)2 ont même imag e par (a-1), d'où l'on déduit 
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que y a + *  (u + l ) 2 = ± z°+^ (u - l ) 2 . Mais l'imag e d e (CJ-t-1 ) contient les 

carrés et non ( - 1 ) (lemm e 1 ) ; pa r ( ( 1 ) ) e t ( ( 2 ) ) , i l en résulte don c 

( ( 9 ) ) z( u + D2 -  y(u - l ) 2 + 1 = 0 

On a h 5 =  z(u - l ) 2 ( a _ 1 ) (( u + l ) 2 ( a _ 1 ) -  z° ~1) ,  donc h 5 es t nul 

si et seulement s i z Q + 1 = ( u + l ) 2 , égalité qui, par ( ( 1 ) ) équivau t à  ( ( 9 ) ) . 

On a encore h . = y(u + l ) 2 ( a _ 1 ) (y° _ 1 -  ( u - l ) 2 ( a _ 1 ) ) ,  donc h-

D D 

est nul si et seulement s i y~*+^ = ( u - l ) 2 , égalité qui, par ( ( 2 ) ) , 

équivaut à  (  ( 9 ) ) . 

_ — « -i , 1 W / 2 ^(a-i) ,  ,x a 2-l 2 ( a - i ) . 
Enfin h 4 =  ( y - z - 1 ) ( ( u -  1 ) -  ( y - z - 1 ) u  ' ) , 

donc es t nul si et seulement s i ( y - z - 1 ) u  =  ( u -  1 ) , 

égalité qui, par ( ( 1 ) ) e t ( ( 2 ) ) , équivau t à F  = 0 . 

Mais F domine l e premier membre d e ( ( 9 ) ) . En effet s i (  ( 9 ) ) es t 

vraie, on a h 0 =  h_ = hr = 0 e t en particulier z°+^ =  ( u + l )2 

et y a + 1 =  ( u - l ) 2 , d'où z  = ± ( u + 1 ) a = e(u + 1 ) a et aussi 

y = ± ( u - l ) a = r|(u- l )a . Selon la relation (T ) on a alors 

(u 2 -  l) a(£ - n + 1 ) = ( z - y + l)u a, d'où, e n appliquant ( C H - 1 ) , 

2 2 a + 1 2 
(u -  1 ) =  ( z - y + 1 ) u  e t cette dernièr e égalit é équivau t à F  = 0 . 

(b) Démonstration d u lemme 4 . 

Après substitutio n selo n les égalités ( ( 3 ) ) , ( ( 4 ) ) e t ( ( 5 ) ) , o n obtient 

3 
y F = Z Q G ( Z Q , Z 1 , y ) , o ù G £ IF̂  [ Z Q , Z 1 ,T] , G est de degré 4 en Z ^ . Posons 

4 3 2 
G =  a A Z A +  a nZ< +  a 0 Z 4 +  a<Z< +  a e t W  = T - Z .  On a 

4 1 3 1 2 1 l l o o 
4 4 

a =  Z W 
4 o 

2 4 
a =  Z W  ( Z +  T - 1 ) 
3 o  o 

2 2 2 
a_ =  Z W T( - Z T  + ZT -  Z + T - 1 ) 

2 o  o  o  o 
2 2 3 2 

a. = W( - Z T  + Z T - Z T - Z + T - T ) 
1 o  o  o  o 

a = - Z Q ( T 2 - 1 ) + ( T - 1 ) 3 ( T + 1 ) . 

Il est clair que a^ et son t premiers entr e eux, donc G n'admet pas de 

diviseur non scalaire de degré 0 en Z^. La spécialisation d e G en T = 0 admet la 

2 2 3 
décomposition (G ) =  ( Z Z  +  Z -  1 ) ( Z Z +  1 ) . 
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Supposons qu e G  admett e dan s 3 F ̂  [ Z O , Z ^ , T ] u n diviseu r d e degr é 1  en Z^ , soi t 

AjZ^ -  A^. La spécialisation e n (T = 0) d e A^ est , d'aprè s l a décomposition précé -

dente u n multiple d e Zq .  Or l'étud e de s valuations e n W  montre qu e A^ es t 

divisible par W, non par W  .  On peut don c suppose r A ^ =  Z^W. L a spécialisatio n 

de G en (Z ^ = 0) admet à  un scalair e multiplicatif prè s un e seul e décompositio n 

propre (G)^ _Q = (T - 1) (T ZJ +  (T + 1 ) (T - 1 ) ) . Comme spécialis e e n 0 , l a 
o 

spécialisation d e A doi t divise r (T - 1) . La décompositio n e n irréductible s d e 
o 

a es t a  =  (T - 1) (T + 1) ((T - 1 ) - Z ) . Donc A es t d e degr é a u plus 1  en T . 
o o 

Supposons que (T - 1 ) divise Aq. En ( T,Zq) = (1,-1) , G  devient ( Z ^ -  Z^ -  Z ^ } , 

et l a décomposition supposé e d e G  devient don c G = ( - Z ^ ) ( - Z ^ + Z j +  Z^) . 

Or ( a /A )  n'est pas nu l e n c e point. Cette contradictio n montr e qu e A  n e peu t 

être qu'un scalaire . On obtien t alor s facilemen t un e contradictio n (e n Z = 1 

par exemple ) . 

Supposons don c maintenan t qu e G  admette un e décompositio n e n u n produi t d e 

deux polynômes d e degré 2  en Z  -  G = (A_Z . +  A,Z, + A )(B0Z . +  B«Z< +  B ). 
1 2 1 1 1 o  2  1  1 1 O 

On montre san s difficult é qu e W  divis e A^ e t B^. Selon l a spécialisation d e G 

en (T = 0), on peut suppose r qu e A^ =  Zq W =  B^. On sai t auss i qu e W divis e A ^ 

et B. , et que Z  divis e A„o u B, . On constat e alor s un e contradictio n e n spécia -
1 o  1  1 

lisant e n ( Z +  T - 1  = 0 ) , où a _ es t nul. 
O 3 , 

(c) Démonstration d u lemme 8 

Supposons que V  divis e U . 

(i) Si £ £ 3  . 

Spécialisons e n Z Q = 0  et =  0. Si on remplac e formellemen t 

z e t z  pa r 0 dans Aq, on voit qu e a ^ e t d^ s'annulent , don c a ^ apparaî t 

en facteu r dan s ,  h^, e t d ^ apparaî t e n facteu r dan s g^ , g^ , g^ ; 

ainsi A devient cLa-A =  z.z^(u Q -  1 )2A ,  où A est u n déterminan t (6,6 ) 
o 2  3 1 2 

déduit d e A .  Ainsi V(0,Z,,Z_,0;T) divis e l e polynôme R 0 iss u d e 
o 1  2  Z 

61 1 2 6a. 2a „ . 6 «  .  .  _ À .  n 
y u  ( u -  1) zjz2^ ̂ o u s a Puissance 3 s i 36 = 3 e t £  = -1) . 

Or n i Z  n i Z ^ ne divise V( 0 , Z ,̂ Z  ̂, 0 ;T) ; donc V(0,0,0,0;T) divis e 
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<V Z1 Z2> z 1 = o  = z2 
. E n z . = 0, A est aisément calculable , puisqu e a^ et 

s'annulent. On a 

A* = 

0 q%

2 0  0  0 

0 0  ^  0  g ' 0 

4 4 4 

0 -cj - -b j 0  -e j 0 

hï 0  0  h l 0  0 
1 4 

-h' 0  0  0  0  h ' 

1 O 

qui factoris e en un produit de deux déterminants (3,3) , soi t 

A- = (g-g-e j - g-g-cj + g-g-bj) (h'h'b- + hjh'e- - h^h'f') 

Il s'agi t évidemmen t d'un polynôme en y ; on a 

b} = y - 1 

b 2 = = y ( y -  1) 

B 3 = = y
6(y 4 -  D 

b^ = y ( y -  D (y +  D 

-26, 2 1 N 6 , 4 
g 2 =  y ( y -  D ( y +  D 

*3 = = y 2 4(y -  D8 ( y + D 6 

g^ = - y 2 6(y -  D6 ( y +  D 4 ( y 2 +  D 

C l =  -y 

-4 2 
f " = - y ( y - D 

<4 = - y6 ^ + *>2 

-18/ n 2 , 2 ^  ix2 

f4 = - y ( y - 1) (y +  1) 

h1= = y6(y - D4 ( y + D 

h 4 " 
4 4  2 

h 4 =  - y ( y - D ( y +  1) 

h6 = = - y5 (y - D 4 

e- = 1 

e 2 = = - y
 4(y 2 -  D 

e- = 
4 2  2 

= y (y +  1) 

e 4 = 
-22, 8  I X 

= - y ( y -  D 

On en déduit que 

A' = - y 6 4(y -  l)2 2(y + l) U(y 2 +  D P ^ 

où 
9

 L

 8 7 5 4 ^ 2 1 

P t =  y +  y -  y -  y -  y +  y -  i 

et P 2 =  y - y - y + y + y - y + y + 1 

D'autre part , s e spécialise en 1 et u^ en (- y2 ) . 

Enfin V(0,0,0,0;y ) es t l'un des polynômes (selo n £ et X) 

y 
3 X-16 

- 1 '-y 

16-3 
i ; y 

16.3 X-1 
- i ; y 

3 X

+ 8 

- i  ; y 
8.3X+i 

- i . 

2 2 
tous divisible s par (y - 1) , mais non par (y - 1) , ni (y + 1) ou (y +  1) 

124 



CARACTERISAT/ON DES GROUPES DE REE 

et par un travail de routine on voit que V ne divise pas (y - ÎJP^P^ . 

(ii) Si 1 = 2 . 

Démonstration analogu e au cas précédent. 

Dans ce cas z divis e a_ ou a-, e t z, divise d„ ou d„ (selo n le o 3 3 1 4 4 

valeur de e ). Le facteur Z q apparaît dan s le s termes ,  e t h^ ; le 

facteur z^ dans les termes g^, g^ et g^. Comme Z

Q Z ^ ne divise pas V, on 

peut considére r 
, 61 6a, 2a .. 4 . n 2 . . 
(y u  ( u -  1) ( u - 1) A/z z.) 

o 1 z =  0 = z, 
o 1 

et sa divisibilit é 

par V (0,0;y), comm e polynôm e e n y (s i par exemple C = 1) 

La spécialisatio n e n z = 0 = z. annule (a_/ z ) e t (dVz. ) et 
1 3 o  4  1 

A devient , a u facteur ( u - 1) près , un déterminant (6,6) qu i factoris e 

en deux déterminants (3,3) : 

4 4 4 
h'1 -f'4 e'0000000 

hi °  h6 

= y 1 2 ( y - D 9 ( y + i ) (y2 + i ) <-P 2) 

(rencontré e n (i)) 

et 

gA g ; o 

o - g ' g ^ 

c' b ' e 1 

°3 D3 G3 

= g'g^c- -  g'g'b' -  g'g^e' 

-46. 1 N 13, J 1 X 11 , 2 , . w 8 6 4 
= y ( y - 1) ( y + 1) ( y +  1) (- y +  y -  y -  1) 

Enfin V(0,0;y) est le polynôme 

y 
3 A-4 

- 1 

qui ne divise pa s le produit précéden t s i X ^ 2 . 

(Si l = 2 e t e = 1, V(0,0;y) = y - 1 ) 

Si £ est égal à  (-1) ,  dan s (A' 
.3A 

/ Zo Zl» z =  0 = z, 
o 1 

, les termes 

a1 3 A 

/zo et 
d 4 

3 A 

/z 1 s'annulent; a u facteu r 

(u - l ) 2 = 
( a3 d4> 

3 A 

/ Z n Z 1 

près, on obtient encor e un produit d e deux déterminant s (3,3), à  savoir 

un déterminant déj à calcul é en (i) 
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g" g- o 

0 -g ' g' 

-ci " bi " ei 

= y  ( y - 1) ( y + 1) p1 

et 

~ b2 - f 2 " e 2 

h! h ; 0 
1 4 

-hj 0  h ' 

= - ^h'b' - hjh'e' + hjh'f -

= y5(y - l)9(y + 1)(y 4 + y2 -  y + 1) 

Comme V(0,0;v) est 

4 
y 

3A-1 
" 1 

on conclut sans peine que V ne divise pas U dans ces hypothèses. 

(iii) Si 1 = 1 . 

Si e  = 1, on a 

V(z ;y) = y 
3 +2 

- z 
3 À

+ 2 - 1 

et U(z ;y) = P(z ,z 
o o 

3 A 

O 

, z 
3 2 A 3 

3X 

;y> • 

Si V divise U, le terme de plus haut degré de V divise le composant 

homogène de plus haut degré de U. Gardons les variables Z q et y. On voit 

facilement que parmi les g^, écrits comme polynômes en e t y, g^, g^ 

et g^ sont de plus haut degré (pa r leur terme en b^) ; d e même, parmi les 

h_., h^ , h<_ et hg sont de plus haut degré (pa r leur terme en e^) . Le terme 

homogène de plus haut degré de U(z ;y) est donc issu de 

3, 3 64 12.19 6a. 2a 
a i b i c i d 2 e 2 W ^ r ^ u " ( u " " -  i ) 4 f 

et dans chacun de ces facteurs le terme de plus haut degré est de la forme 

yaz^(y -  Z q ) ^ ; leu r produit n'est pas un multiple de (y 
3K2 

- z 
O 

3A+2. 
) 

Si e  = - 1, on a 

V(zQ;y) = y 
2.3À+1 

- z 
2 . 3 X + 1 
O 

- 1 

et U(zQ;y) = P(z 
3 3 X 

O ,zo 
3 2 X 

/ Z 
o 

3y 
) 3 3 \ 

Cette fois-ci, g^, g2 e t g^ sont de plus haut degré par leur terme 
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en b 0 e t h., h_ e t h_ pa r leu r term e e n e . e t le s considérations faite s 
2 4 ' 5  6  ^ 1 

pour £  = 1  restent valables . 

(4) Précisions. 

Par un e vérificatio n su r ordinateu r o n peut montrer que , sou s le s 

hypothèses d u théorème , O es t un e racin e carré e d u Frobenius san s aucun e 

exception (e n appendice d e [ 1 ] ,  "The numerica l vérificatio n o f Thompson' s 

identity", pa r Andre w Odlyzko) . I l convient pou r cel a de limite r a u maximu m 

le nombre de s couple s (K,Q) qu i échappen t à la démonstration précédente . 

Pour applique r l e corollair e d u lemm e 6  (c f (2)(a)) , i l fau t évalue r 

suPj deg ^ H  .  On a 

deg z P  ^  deg z P  ^ 11 9 deg z P 2 £  21 2 
o o  o 

deg P  <  de g P  < 73 deg ^ P_ 22 5 
Z l 1 Z l Zl 2 

deg P  ^  de g P  < 38 de g P  ^  73 
Z2 1 Z 2 Z2 2 

deg P  ^  deg P  * 1 2 deg ^ P_ . < 38 
Z3 1 Z 3 Z3 2 

d e g T P <  d e g T P £  10 6 deg z P 2 ^  1 2 
4 

d e g T P 2 ^  21 2 

d'où i l résult e 

deg H  ^  119.212 + 106.212 = 47 700 , 
Zi 

S O l t sup. . degz H  ^ 4 7 70 6 <  3 1 0 

On obtient don c e n (a ) 

0 = 3 ave c 1  £ £  ,$ 4 e t 0 < \ 4 9 . 

Le corp s K  est don c extensio n d e degr é fin i d u corps 1F ^ des points fixe s de 

O. Comm e (-1 ) n'es t pa s u n carré , l'extensio n es t de degré impair , e t O 

est d'ordr e impair . O n peut don c suppose r qu e £  et X  ne sont pas tou s deu x 

pairs; e n particulier l a relation "O =  1 " est exclue . I l est clai r que s i 

JF fourni t u n contre-exempl e à l'assertion "a = 3 " , i l e n est d e même d e 1 
q 
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au moins de s sous-corp s don t JF est éventuellemen t composé . On peut don c 

supposer qu e le _ degré N de_ K sur JF^ est puissance d'u n nombre premier . 

Il est possible d'évalue r le s degrés de s polynômes Qq et Q (intro -

duits e n (2)(b)) e n fonctio n d e (£,£,A) . On peut montre r qu e 

SUPj degz 

j 
Q (£,e,A) < 3 

vU,e,A) + l 
(donc y  ^ V  dan s ( (7))) 

avec 

£ = 4 4  4  3  3 3  2 2 1 1 1 

£ = 1 1 - 1 1 1 - 1 1 - 1 1 1 - 1 

A £  3  1 >  3  1,2 ^ 3 >  2 1 

V = A+ 4 7  A+ 6 2A+ 2 7  2A+ 6 2A+ 3 2A+ 6 4A+ 2 7  4A+ 5 

Pour (K,a ) exceptionnels , o n considèr e u n coupl e (&,A ) te l qu e 

a = 3 e t 1 ^ A  ^ 9  ,  £ étant minima l pou r cett e propriété . 

Si Z = 1, les valeurs d e v correspondante s majoren t l e degré d e 

K su r HF ^ . 

Si Z > 2 , de (  (6)) e t ( (7)) on dédui t 

6\iZ - eXm E  0 (mo d N) . 

Supposons ôyic . = eAm .  Si £  est éga l à  4 , A est impai r e t 4 divise m , c e 

qui es t exclu s ca r m  <  Z. S i £  est 3 , m n'es t pa s 2 (ca r s i m = 2 , y es t 

impair) don c m es t 1 et par conséquen t À  = 3jJ , ce qui contredi t l e choi x 

de (£,A) . S i Z est 2 , m es t 1 et A  est pair, c e qui es t excl u par choi x d e 

(£,A). On en conclut finalemen t qu e (ôy £ -  eAm) n'es t pa s nul , tout e n 

étant divisibl e pa r N. Tenant compt e de s majorations d e A  par 9  et y 

par v, on obtient ains i un e list e d e 1 7 8 couples (N,G ) (o ù O G Aut(]FN ) 

pour lesquel s i l reste à  vérifier qu e l a condition d e THompson n'es t 

pas satisfaite . Cett e list e es t donné e dan s [^] . 
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8. Si ip- = 3 / G E S T I S O M O R P H E A ^ ( q ) 

On reprend ici la démonstration de Thompson ( [28] ,in) . 

C'est un théorème d'unicité qu'il s'agit de démontrer. Le corps K, supposé 

2 

fini, est extension de degré impair de TF^r l'égalité "O = 3" détermine O; 

le groupe noté B aux chapitres 4, 5, 6 est donc déterminé à isomorphisme près. 

Le groupe G est extension transitive de B, opérant sur l'ensemble 0, des classes 

modulo B dans G. Comme U est régulier sur les classes autres que B, on 

identifie (fi - {B}) à U; on dira donc que g € G transforme u € U en u' € u 

si et seulement si gusB = u'sB , où s est une certaine involution qui inverse 

tout élément de H. Le groupe G étant engendré par B et s, l'unicité de G 

résulte de l'unicité de l'opération de s sur fi, donc finalement de l'unicité 

de GO (application définie au paragraphe (2) du chapitre 6) . 

On utilise essentiellement les formules ((16)) à ((21)) du chapitre 

6 et 1 'isomorphisme (f) exhibé en ce même chapitre. Dans ces formules on a 

a = a - 1 . 

(1 ) d est nul. 

L'élément d de K, introduit en 6.(1) (b) intervient dans l'expression 

de ot̂ , donc de cx(x) (formule 19 du chapitre 6 ) . Il intervient donc dans la 

formule 21 par les premières composantes, soit 

y Q + 2 a ( - u ) = 1 - d + z Q + 2 a ( u ) - z G + 1 6(u) + z a y ( u ) a + zy(u) + z 2 y ( u ) 2 , 

(où y, z et u satisfont aux hypothèses de la formule 21) . 

Cette égalité est linéaire en d, et s© réduirait ([28],111) à A.d = 0 / 

A = z 0 + 2 ( l - (1 - u " 1 ) ^ 1 ) - y a + 2 ( l - (1 + u " 1 ) ^ 1 ) + X - (U - r 1 ) ^ 1 (>) 

Le coefficient de d peut s'exprimer comme une fraction rationnelle en 

z et z°, car on a (2 - O) (2 + O) = 1 , d'où 

G+2 0+2 . . . . . 0+2 X . . 2 . 20+3 ^ 
y - z = 1 implique y = (z + 1) (z + 1 ) 

et z - y = u implique u = ( z - l ) ( z + 1 ) \ 

( !)la formule donnant A dans [28],III, ligne 7 de la page 163 est erronée. 
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degrés partiel s 3  en z** et 1 4 en z . s i c e polynôme es t nu l su r ( K - 1F̂ ) , 

selon l e corollair e d u lemm e 6  (chapitr e 7) , il existe m, entie r positi f 

au plus éga l à  2 tel que 0 = 3 ,  d'où 3  =  1 , et K est d e cardina l 

au plus 27 . Il reste à  s e convaincr e qu e su r l e polynôme e n questio n 

n'est pa s nu l su r .  On e n conclu t qu e l e coefficient d e d  n'est pa s nu l 

sur E^, donc qu e d  est nul . 

(2) Les orbites selon C  (t ) dans Si. 

Q 
Il est clai r qu e l'ensembl e de s points fixe s de t  sur fi est 

fi =  P U { B} 
o 

et que fi  es t un e orbit e selo n C_(t ) (cel a s e voit dan s C_(t) lui-même) , 
o G G 

Le groupe C  (t ) opère régulièremen t su r se s autres orbites . E n 
G 

effet, s i un point u  est fix e par u n élémen t no n trivia l d e C  (t) , c'est 
G 

que l'intersectio n d e B' =  usBs u ave c C  (t ) n'est pa s Modul o 
G 

l'action d e C (t ) par automorphisme s intérieurs , on peut suppose r qu e 
G 

B' 0 P H ^ {l} . Si B ' D P ^ { l } , B ' = B . Sino n on peut suppose r (pa r 

conjugaison selo n P) qu e B * H  H  ^ (il , donc B" es t fix e par u n élémen t 

non trivia l d e H , donc auss i pa r t . E n conclusio n B 1 G  fi 

En regardan t dan s (j)(Ĝ ) , on voit qu e 

sn 5ys =  n 5ystn -

Donc es t fix e par s  (c'est-à-dir e pa r OJ) . De l a formul e 7  du chapitr e 

6 o n dédui t 

y 1 s n 2 s =  n 3sy ^  3 t don c ( y *s y 1 ) (yn2)s G  n 3sB 

2 5  3  5 
Comme y n =  T\ y, n. es t dan s l'orbit e d e n  y selo n C  (t ) . 

G 

Puisque d  est nul , le s formule s 1 6 à 1 9 du chapitr e 6  montrent qu e 

O J ( U ( X ) ) =  f(x ) es t détermin é pou r x  ^ 0. On a avec le s mêmes notation s 

u(o) =  ( i , o , o ) =  n 3 

3 3  2  2 8 
et oo(n ) est lisibl e dan s c()( G ) :  on a s n s  = y n syn ,  soit 

f(0) = OJ(U(0)) =  y 2 n 2 e t g(0 ) =  yn 8 -
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La formule 20 du chapitre 6 montre que 03 est déterminé sur l'ensemble 

A = {(x,y,0)/ x ^ 0} = ([U,u] - P) . On a 

03 (A) = {[h] f (x)[hl _1 / h G KX et x € K} . 

Sous l'action de C_(t) = PHsP U PH, l'orbite de rj3 est donc 
G 

ttt = A U P.03(A) . 

L'application 0) est déterminée sur fi . On a vu qu'elle 1'est sur A 

par f; elle l'est sur 0)(A) car 03 = 1 . Elle l'est sur P.0) (A) parce-

que 03 (P* ) = P* e t P.A c A : 

si a £ A; b £ P e t b  / 0, on a sb03 (a) s 6 03 (b) sp (b)03 (b) asB 

et p(b )03(b)ap(b)_1 € A . 

Par dénombrement on constate qu'il reste une orbite selon C (t) 

sur fi; on a en effet 

q3 + 1 = q + 1 + 2 (q3 - q) /2 , 

soit |G:B| = Ifi I + 2|c„(t) l i i  1  o1 1 G R 

2 2 - 1 2 , 3 2 2 8 
Comme y ry = n y  , de ST\ s = y n s:yn , on déduit 

tsyns =. ynatnb G imsB 

donc yr \ est un point fixe de st. O r le fixateur d'un poin t de fi dans G ne 

contient pas de group e de typ e (2,2) . I l en résult e que jjn et n̂ jj, qui 

sont fixes par les involutions st ett non conjuguées par C (t) , ne sont pas 
G 

dans la mêm e orbite selon C (t ) . Soit donc fi0 l'orbite de yn . selon 
G Z 

C(t). O n a 
G 

fi = fi U fi, U fi_ , o 1  2 

et i l rest e à démontrer que 03 est déterminée sur fi^. 

(o) Une géométrie dans fi. 

A toute involution v de G associons l'ensemble de ses point s fixes 

sur fi et notons-le L(v) ; L(v) sera une droite de la géométri e annoncée. 

L'intersection de deux conjugués de B contenant une seule involution, 

(on a  H  = B fi sBs) , par deux points de fi il passe au plus une droite. 
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Montrons que l a géométrie ains i défini e es t unique , déterminé e par l'actio n 

de B sur Q. et l a restriction d e w à (l î U  fi ) . 

On a  vu que L(t ) =  Q, . Le groupe C (<t,s> ) es t transiti f su r fi . Or i l 
o G 

existe u n élément d e G  qui transform e (t,s ) e n (s,ts) . Le même group e C  (<t,s> ) 

est don c transiti f su r L(s) . Comme o n voit dan s G^ qu e sr ) y s = T| y stri , 

T] y es t un point fix e d e s  appartenant à  A, e t L(s ) =  C (<t,s> ) .n. y es t 

déterminé pa r l'opératio n d e B et l a restriction d e 03 à A. 

Quant à  l a droite de s points fixe s d e 1'involutio n st , elle es t donné e pa r 

L(st) =  {un. } U {yng(x)" 1; x  € K} . 

La fonctio n g  a été introduit e a u chapitre 6 ; rappelon s que, selo n le s 6, 8  et 

14 de c e chapitre, o n a 

u(x) =  u(-x) 

et f(-K)t =  u(u(-x)t) = (D(u(x) _ 1) =  7 T(u(x) _ 1) = g(x)" 1 

d'où u)(g(x ) 1 ) =  u(x) 1 . 

On a  déjà vu qu e yr | est fix e par st . D'autre part l'imag e u ' de yn.g(x) * 

par s t est définie par u's B =  tsyr|g(x) *sB . D'après c e qui précède, on a 

tsyng(x) *s B = yntsn 3sg(x) ^ B 

= yntsri 3oj(g(x) 1)sB 

= ynts(-l,0,0)(-1,-x,0)sB ; 

on e n dédui t 

u' =  ynu)(u(-x) fc) =  y n g ( x ) - 1 . 

Quand x  parcourt K , le s éléments g(x ) son t deu x à deux distincts , L(st) 

est don c déterminée . 

Il y a 3 orbites selo n B  dans l'ensembl e de s involution s d e G, contenan t 

respectivement t , s  et t s (deu x involutions u  *sh u et v ^sh' v écrite s dan s l a 

décomposition d e Bruhat son t conjuguée s selo n B  s i e t seulemen t s i hH =  h'H ). 

Par translatio n selo n B  depui s L(s) , L(t) e t L(ts) o n obtient toute s le s droite s 

de l a géométrie . 
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(4) Conclusion. 

Soit u  G ^ .  Il nous rest e à démontrer que 0)(u) est déterminé 

par l a géométrie précédent e et la restriction de 0) à U  Çl^) . 

2 2 
Il existe q droite s contenan t u, car B contient q involutions . 

Soit M(u) l'ensemble de s droites passant par u et rencontrant ( Œ q U Œ^) 

en au plus un point. Puisque deu x droite s se rencontrent e n au plus un point 

et chaqu e droit e contien t (q+1 ) points, on a 

|( U 
L€ M(u) 

L) n ft2| >, 1  + |M(u) | (q - 1) 

d'où 

|M(u) | (q - 1) + 1  ̂(q 3 - q)/2 

|M(U) | < q(q + l)/2 . 

Comme q( q + l)/2 < q -  2 , il existe au moins deu x droite s L et L* 

passant par u et rencontrant chacun e (0,^ U Q,^) en au moins deu x points. 

Les droites 0)(L) et 03(L') son t déterminée s par les images par 0) de leurs in-

tersections ave c ( Œ q U Çl ) , et 0)(u) est l'unique poin t commu n à  0)(L) 

et (JÛ(L') . 
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APPENDICE 

Caractères irréductible s et 2-blocs de PSL^(q). 

Les caractère s irréductible s de PSL^(q) ont été calculés par Schur 

[ 2 3 ] ; o n les trouvera dans le livre de Dornhoff [ 11 ] 

Notations : q est une puissance de p, premier impai r 

q - e E 4 (mod 8) e t e  € (1,-1) 

F est isomorphe à PSL^(q) 

y est un élément de F d'ordre ( q + e)/2 

Z est un élément de F d'ordre ( q - e)/2 

y^ et son t des éléments d'ordr e p de F, non conjugués 

V 
p est une racine d'ordre ( q + e)/2 de 1, atre que 1 

a est une racine d'ordre ( q - e)/2 de 1, autre que 1 et -1 

Table des caractères irréductible s de F: 

1 
u1ffgrffr 

û2 y " 
zn 

81 
i 1 1 1 i 

6 2 j(q + e) 
dfezfzdf1/2( 
+ ( e q >

1 / 2 ) I(eeeefeffefef 
- (e q )

1 / 2 d f> 
0 e(-l) n 

9 3 j(q + e) - <e q >
1 / 2 > i(-jykyukrgftr 

+ ( e q >
1 / 2 ) 

o e(-l)* 

8 4 q 0 0 -e e 

8 
P 

q - e -e - À 
. vn — «T> 

-e(p +  p ) 0 

8 
a 

q + e e e 0 eia* + a~n) 

varie de 1 à (q + e - 2)/4 

vi varie de 1 à (q - e)/4 

il y a (q + e - 2)/4 caractère 8 distinct s et (q - e - 4)/4 

caractères 8^ distincts (on a 6 p = ep.. et 9 o = 9 ^ , ) 

F contien t 2 + (3q + e)/8 classes 2-régulières . 

Les 2-bloc s de F: 

Les caractère s 8 son t de 2-défaut nul. 
P 
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Les caractère s 6 e t 0 coïnciden t su r le s classes 2-régulières; il s 
a -o 

sont donc dan s u n mêm e blo c (1.11), qu i es t de défaut 1 (1.13) et n e 

contient pa s d'autr e irréductibl e (1.14). 

Un 2-groupe de Sylow d e F est éga l à  son centralisateur dan s F , don c 

F admet u n seu l blo c d e défaut 3, l e bloc principal b Q ( F ) , leque l contien t 

nécessairement 6^, , 6^ e t 6̂  (1.13). O n voit clairemen t qu e (b Q(F).R(F)) 

admet pou r bas e su r 7L 

d ( 01) = 0 o1 d(-e62) = 4>2 et d(-e63) = <f>3 . 

La matrice d e d. 
b o 

(F) 
sur ce s bases es t don c 

1 O  O  - e 

0 - e O  - e 

.0 0  - e - e 

Caractères irréductible s e t 2-blocs de <t> x F = C (t ) . 
G 

Un caractère d e F ser a considér é comm e u n caractèr e d e C  (t ) dont l e 

noyau contien t t . S i 6 est u n te l caractère so n produi t pa r l e caractèr e 

irréductible no n trivia l d e <t > ser a not é G'. O n a  évidemment d (8) =  d(0'). 

Il résult e de s résultat s générau x rappelé s e n 1 que l'ensembl e 

des blocs d e C (t ) est e n bijection ave c l'ensembl e de s blocs d e F, le s 

modules R (F ) et R ( C (t) ) son t canoniquemen t isomorphes , 
p p  G 

On obtien t ains i le s bloc s 

b ,  de défau t 1, contenan t 
P 

6 , 6 ' ; 4) =  d(6 ) 

P P P P 

Bt cb 

I 
= (2) . 

b ,  de défau t 2, contenan t 6 , 6' , 6 , 8 ' 

0o = d(0o) et cb 
a 

= (4) 

b =  b ( C (t) ) contenan t 6. e t 8 ! (i = 1, 2, 3 et 4) 
o o  G  i  i 

cb 
o 

= 

4 2 2 

2 4 2 

2 2 4 

Pour utilise r l a formule d e Brauer-Suzuk i (1.23) on calcul e 

A(bQ,(|)1) =  q + e  ;  A ( b Q , ( t > 2 ) = -(3eq +  l)/( q -  e) ; Mi>0,$0) = 8q/ ( q - e) 
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Soit V l a 2-section d e t  dans C (t) , c'est-à-dire 
G 

V =  (tg / g E F, g  d'ordre impair } . 

On calcul e aisément , pou r tou t bloc b de C (t) , b.R(C (t)|P ) (notation s 

du paragraphe 1 , cf l a proposition 1.22) . 

b.R(C (t ) \ V) adme t pou r base su r 2Z 

Si b = b ( C (t) ) 
o G 

v1, v2, v3, v3; 

v 
1 
= 6 

1 
- 0 

1 
- e (6 4 - e 4 ) 

vfd 
2 

= e 
41 

- e 4 + e 
2 

- e 
2 

vd 3 = e 4 - e 1 4 + e 3 - e 3 

Si b =  b 
O 

: vvff 
a > ; v 

a = e a 
- e 1 

a 
+ e 

-a 
- e 

-a 

Si b =  b p : vfdf 
3 } ; 

v 
P 
= G 

P 
- G 

P 
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Proposition.- Soient n , k et^ s des entier s naturel s tel s que n  = ks e t 

A = (a . .  ) une matrice (n,n ) . On. suppose c[u 1 il_ existe un e partition d e 

{ 1,2 ,. . . , n} en s  ensembles d e cardina l k , ainsi que s  ensembles 

deux à  deux disjoints , de cardina l (k-1)  tels qu e 

si j  € F  e t i  £ E  alors a . .  = 0 . 
— J  a  —  a  i , j 

Posons S  = {1,2,...,n} -  Ua Fa =  {j ^ , J2,...,jg}. 

Soit d  0  le déterminant d e l a matrice carré e extrait e d e A su r les ligne s 
a,3 

1 £ E a e t les colonnes j  € (F ^ U (j^)) , où. a , 3 £  {l,2,...,n } .  On a 

det(A) =  ± det(da g . 

Démonstration. E n permutant ligne s e t colonne s d e A, on peut suppose r qu e 

Ea = { i € TU/ (a-l) k <  i  ak } ( a € {l,2,...,s} ) 

FQ = t j e W / (a-l ) (k-1) < j  £ a (k-1)} (a € {l,2,...,s} ) 

d'où S  =  {  j € U / s(k-l ) <  j  ^ n}. 

Un term e d u développement standar d d e det(A) es t de l a form e 

£(a) ïï a .  .  ( a E S  ,  £ es t l a signature) , 

S'il es t no n nul, c'est qu e O(F^) c : Ê  pou r tou t a  E {l,2,...,s } . 

Dans c e ca s i l existe un e bijectio n f  d e {l,2,...,s } su r S  telle qu e 

Ea - a (Fa) U { a ( j f o ( a ) ) } . 

La somm e de s terme s correspondan t au x permutations O telles qu e 

a (F )  ci E e t f  soi t fixé e e t égal e à  f  est évidemmen t l e déterminan t 

de l a matrice A ^ déduite d e A e n annulant le s coefficient s d'indic e (i,j ) 

tels que i  E E^, j^E S  et k  / f  (Ot) . Au sign e prè s l a matrice A ^ est l a 

matrice diagonal e de s matrices carrée s A ^ ^ extraites d e A su r l e produit 

Ea X  ^F a ^ ^ f (aj^ * °n °̂)t:'- ent un e matric e diagonale d e blocs e n permutan t 

les colonne s d e S  selon f , puis e n renvoyan t l a première d e ce s s  colonne s 

au k-ième rang , etc... . La signatur e d e l a permutation envisagé e es t don c 

e(f) +  (-D™ , ave c m= (k-1 ) s (s-1)/2 .  D'où 

det(A )  = (-l)me(f ) n d e t det(A ) =  I  det(A_ ) 

ce qui démontr e l a proposition . 
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