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Dans une première pa r t i e (chapitre I) est exposée ce que l 'on peut considérer 

comme une général isa t ion de la théorie des obst ruct ions: s i G est un groupe, N un 

sous-groupe normal de G et A un G-module, donner une condition exp l ic i t e pour qu'un 

2-cocycle de N dans A so i t restriction d'un 2-cocycle de G dans A. La su i te de 

Serre-Hochschild et la méthode de décalage apportent une cer ta ine réponse. I n t e r ­

viennent les groupes de cohomologie ( G / N ( N , A ) ) et H^(G/N,A^). La procédure qui 

su i t m'a été signalée par Lluis Puig. Soit B un G-module convenablement choisi (par 

exemple quotient par A du G-module induit sur A, cf I . ( b ) , l . ) , et posons Q = G/N; 

on déf in i t deux su i tes exactes qui se croisent en deux points 

[Cl] 0 * 1 N 1 2H2(N,A)G — i HZ(G,A) res H2(N,A)GH2(N,A)G ^ H 2 ( Q , B N ) 

[c2] H1(Q,BN) U3 1 H2(N,A)G H 3 N H (Q,A ) ^H2(Q,BN) 
U6 

H2((},«* (N,A)) 

2 G 2 Ainsi un élément 6 de H (N,A) est dans l'image de H (G,A) s i et seulement s i 

1^(0) est nul . Cette condition se décompose en deux 

1) (u6 o u2) (0) est nul , 

2) s i t e l est le cas , par ( V - on obtient dans 3 N 
H (Q,A ) une classe modulo le 

sous-groupe H2(N,A)GH2(N,2(N,A)GG et la seconde condition nécessaire est que ce t te clas­

se contienne 0. 
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M. ENGUEHARD 

Au chapitre I , (b) on décrit comment on peut calculer explicitement, en fonc­

tion d'un 2-cocycle de N dans A et d'une section de Q dans G, les éléments de 

H3(Q,AN) et H2(Q,ît1 (N,A)) ainsi rencontrés. La procédure conduit à u t i l i ser un sys­

tème de facteurs gauche, et i l semble qu'avec un système de facteurs droit les for­

mules soient nécessairement plus compliquées (1), sauf lorsque N opère trivialement 

sur A. Cette dernière hypothèse nous rapproche de la théorie classique des obstruc­

tions de Eilenberg et MacLane [2]. 

Pour préciser ce point, adoptons les notations suivantes: 

pour tout groupe X, Aut(X) est le groupe des automorphismes de X, Int est le 

morphisme canonique "automorphismes intérieurs" (Int : X —> Aut(X)) et on pose 

Out(X) = Aut(X)/Intv(X). 

Considérons une extension ft de N par A et supposons en outre que A soit le 

centre de ft. Une extension ô de G par A qui se restreint en ft définit des exten­

sions de Q par N admettant G pour quotient (2). Le groupe N est isomorphe à Int^ (â); 

le groupe ê opère sur ft par automorphismes intérieurs, ce qui définit un morphisme 

de G dans Aut (ft) et un morphisme x de 0 dans Out(ft). Selon la théorie des obstruc­

tions, la donnée de x définit une structure de Q-module sur A et l'existence d'une 

extension de Q par ft induisant précisément x équivaut à la nulli té d'un certain 

élément m de H3(Q,A). En fait m est déterminé par le sous-groupe X(Q) de Out(ft) et 

par x: i l existe un élément privilégié m de H3(Out(ft),A) dont l'obstruction lït est 

la restriction à Q via x» 

(l) A une section a: Q —> G telle que a(l) = 1, nous associons 
un système de facteurs "gauche" e(s, t) = a(st) ^a(s)a(t) , 
un système de facteurs "droit" ô(s,t) = a(s)a(t)o(st) ^ 

(2) Etant donnée une extension ô de G par A "qui se restreint en ft", l ' injection 
de ft dans ô n'est pas nécessairement unique, elle est définie modulo le groupe des 
automorphismes de ft qui induisent l ' ident i té sur N et sur A, soit Hom(N,A). A par­
tir d'une classe d'équivalence d'extensions de G par A, on obtient un ensemble de 
classes d'équivalence d'extensions de Q par ft sur lequel le groupe Hom(N,A) opère 
régulièrement. 
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Si on pose X = ft, si Q est un sous-groupe de Out(X) et G est l'image inverse 

de Q dans Aut(X), la théorie des obstructions donne essentiellement une condition 

nécessaire et suffisante pour que la suite exacte 

1 -* Intx(X) —> G —> G/Int (X) = Q —* 1 

soit quotient d'une suite 

1 x —• G —> Q —» 1 

dans laquelle G opère sur X comme il se doit. Cette condition est que Res^*" ^ (nto) 

soit nul. On constate sans peine que la démonstration élémentaire donnée en [5], 

chapitre IV, se généralise mot pour mot au cas où A est central dans X, mais non 

nécessairement le centre de X, la suite canonique 

1 z(X) —> X —> Int (X) 1 

étant remplacée par 

1 —> A —> X —> X/A = N —> \ 

et la suite 

1 --• Intx(X) —> G —• Q —• 1 

remplacée par 

1 —• N —• G —• G/N = Q —• 1 

à condition de supposer que l'opération de G sur N (par Int ) est issue d'un morphi-

sme de G dans Aut(X). On obtient ainsi la proposition 5, chapitre I , (c). 

Dans la situation plus générale envisagée i c i , on peut tenter d'interpréter 

(u^ o à l 'aide de l'opération éventuelle de 6 sur ft (chapitre I , (c)). En .divi­

sant la suite exacte bien connue 

l Z (N,A) —> Aut(ft)A —> (Aut (A) x Aut (N) ) -* 1 

(où 0 est l'élément de H (̂N,A) réalisé par ft) , par IntA(A) , puis par Intv\(ft) , on 

obtient les deux suites 

1 —• H (N,A) -> Aut(Ô)A/lnt^(A) —» A —* 1 

1 —• H —> Out(ft). —* G —» 1 A 
Lorsque 0 est fixe par G, G s'envoie dans A et Q dans 0. Si 6 existe, 6 opérant sur 

ft, les morphismes précédents proviennent de morphismes de G dans Aut(ft)^/int^(A) 

et de Q dans Out(ft)^. Ceci est possible si et seulement si un certain élément E 
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M. ENGUEHARD 

de H (Q,H) est nul. Les suites [Cj] et [c^] sont telles que H est une image de 

(u<- o i^) (©) (chapitre I , proposition 4). 

Si H est nul, les divers morphismes ri : Q —> Out(N)^ qui conviennent forment 

une classe modulo 2^(Q,H). Ceci explique que la seconde condition obtenue porte non 

non sur un élément de 3 N H (Q,A ) mais sur une classe modulo v r c Q y c N . A ) ) . D'un 

autre point de vue, selon [C^] les divers éléments de H (G,A) dont 0 est res t r ic -
1 N 

tion forment une classe modulo H (Q,B ) , et les morphismes r| correspondant une clas­
se modulo 1 N (H (Q,B )) L'application n'est pas nécessairement surjective, car 

u, n'est pas nécessairement nulle. 

Dans les chapitres suivants, on n 'u t i l i se du chapitre I que la proposition 5. 

Est résolu le problème suivant: soit p un nombre premier impair; parmi les p-groupe 

finis de classe 3, classifier ceux qui admettent un groupe cyclique d'automorphisme 

"le plus gros possible", c 'est-à-dire transitif sur les points non nuls de l'espace 

de Frat t ini , et en outre irréductible sur les facteurs centraux. Pour p = 3, on ob­

tient entre autres les 3-groupes de Sylow des groupes de Ree, caractérisés par J.G. 

Thompson [6] et c'est là l 'origine du problème posé. Les facteurs centraux étant 

d'exposant p, les méthodes linéaires, qui ont déjà démontré leur efficacité pour 

construire certains groupes de classe 2 (par exemple les 2-groupes de Sylow des 

groupes de Suzuki, [3], [1] et [4],II) s'imposent. Le chapitre II est consacré à 

quelques résultats uti les dans ce domaine. Au chapitre I I I , les cobords multiaddi-

tifs sont caractérisés par une propriété d'antisymétrie (proposition pour laquelle 

nous ne disposons pas de référence, démonstration de Lluis Puig). Au chapitre IV 

on donne quelques résultats partiels concernant les obstructions rencontrés lors 

de la construction de p-groupes de classe 3 dont les facteurs centraux sont d'expo­

sant p. Les calculs sont menés à leur terme grâce à l'hypothèse portant sur le 

groupe d'automorphismes du p-groupe considéré. 

L'essentiel des chapitres II à IV a été exposé au séminaire sur la théorie des 

groupes finis à Paris en décembre 1981. 

Quelques notations : 

Soit X un groupe. Le commutateur de deux éléments x et y de X, noté [x,y], 
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OBSTRUCTIONS ET p-GROUPES DE CLASSE 3 

est xyx y . Soit A un X-module. Le k-ième groupe de cohomologie de X dans A, noté 

k k H (X,A), est identifié au quotient du groupe des k-cocycles 2 (X,A) par le groupe 
k 

des k-cobords B (X,A), cocycles et cobords étant normalisés, c'est-à-dire de valeur 
0 dès que l'une des variables est l'élément neutre 1 de X. L'opération de dérivation 

k k sur les fonctions de X dans A, notée d (X,A), est définie par 

(dk(X,A)(f))(Sj, . . . ,sk+]) = l 
1 m k 

(-l)mf(s,, . . . ,s s , . , . . . ,s, ^, ) 
' m m+ 1 ' k+1 

+ s r f (S ] , . . . , sk+] ) + (-0k+1f(8, Sm> . 

Si u) € 2 (X,A) , on pose 

ru0 = 03 + Bk(X,A) , donc ^ € Hk(X,A) . 

Etant donnée une suite exacte courte de X-modules, notée [E], le morphisme 

cohomologique associé de rang k est noté 3k(X,E) Si Y est un sous-groupe de X, 

k 
l'opération de restriction de X à Y est parfois omise; on écrira donc 3 (Y,E) pour 
8k(Y,ReSx(E)), etc . . . 
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M. ENGUEHARD 

I. OBSTRUCTIONS. 

Soient G un groupe, N un sous-groupe normal de G et A un G-module. On pose 

Q = G/N. 

(a) Deux suites exactes. 

On considère un plongement (i,C), où C est un G-module, i un monomorphisme de 

A dans C, les groupes de cohomologie H^(G,C), H (̂N,C) et ïtk(Q,CN) étant nuls dès 

que k ^ 1 (par exemple C relativement injectif, comme le module qui sera choisi en 

(b)). Posant B = C/A , on a une suite exacte 

[X] 0 -4 A ^ C ^ B 0 . 

et, sous ces hypothèses, la 

Proposition 1 . Il_ existe deux suites exactes de groupes abêliens 

[Cl] o — H'(Q,BN) - Ì H 2 ( G , A ) - ^ H 2 ( N , A ) G -2 H2(Q,BN) 

[C2] (N,A)^ H2(Q,AN) - 1 N ^ 
> H (Q,B ) -i H V Q ^ V N ^ ) ) -i H3(Q,AN) 

-l H2(Q,BN) 4 H ^ H V N . A ) ) . 

Démonstration. La suite [zA se déduit de la suite de Serre-Hochschild relative 

au G-module B, soit 
1 N 0 -> H (Q,B ) G-S H2(O,BN)G-S H2(O,BN) --^ (N,B) G-S H2(O,BN) 

1 2 où inf est l ' inflat ion et K la transgression. Puisque H (G,C) et H (G,C) sont nuls, D 
1 2 

tout comme H (N,C) et H (N,C), les morphismes cohomologiques 
^ ( C X ) : (G,B) — H2(G,A) 

et 91(N,X): (N,B) H2(N,A) 

sont des isomorphismes; le second est aussi un isomorphisme de G-modules, induisant 

1 G 2 G un isomorphisme de H (N,B) dans H (N,A) . 

Pour construire [C^]» considérons la suite de cohomologie de la restriction 

de [X] à N. Puisque H (N,C) est nul, elle débute par 

0 _^AN - C N - B N ^- î (1 (N,A) - 0 

OÙ P = a° (N ,x ) . 
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Soient les deux suites exactes courtes qui s'en déduisent 

IB" ^H'( 0 —» —• —• CN/AN _ l 

IB" ^H'( 
0 _ . C N / A N I B " ^ H ' ( N , A ) - . 0 . 

De la suite de cohomologie de la suite exacte de Q-modules [\\ ] , extrayons 

IB" ^H'( H ' ( N , A ) Q - V ( Q , C N / A N ) 
1 N 

-. H ( Q , B ) » H ' C Q . H ' C N . A ) ) H 2 ( Q , C N / A N ) 

2 N 
— H ( Q , B ) 

* ^ ( Q . H ' C N . A ) ) . 

Puisque H ' ( Q , C N ) et H 2 ( Q , C N ) sont nuls, les morphismes cohomologiques 

IB" ^H'( 
: H ' C Q . C V ) 

z N 
— H (Q»A ) 

3 2 ( Q , H ) : H2(Q,CN/AN) 3 N -> H (Q,A ) 

sont des isomorphismes , et on déduit ainsi la suite [Cl de [ c , ! U . 

Le module C peut être choisi de tel le sorte que le morphisme composé 
9°(Q,Hj: 

o 9°(Q,Hj: H ' ( N , A ) Q • 9°(Q,Hj:H2(Q,AN) soit le morphisme de transgression K . 

Les deux suites exactes de la proposition 1 se croisent en K V B N ) et en 
2 N H (Q,BW). 2 G 2 Jn élément 6 de j{ (N,A) est dans l'image par restriction de J{ (G,A) s 

et seulement si son image A dans K 2 ( Q , B N ) par L U = «B o 9 * ( N , X ) ^ est nulle, condi­

tion qui se décompose en deux 

a) H2(Q,P) (A) est nul (dans ft (Q,^ (N ,A) ) ) , 

3 N 

b) ceci étant, i l existe m C H (Q,A ) tel que 
A = u 5 ( m ) = H 2 ( Q , j ) ( 3 2 ( Q , i j ) ' ( « ) ) 

et A est nul si et seulement si m £ U4(H (Q>H (N,A)) (où U = 32(Q,H) o 8 1 ( Q , n ) ) _ 

(b) Calcul de A et nt-

Soit a une section de Q dans G; a( l) = 1 et Na(s) = s pour tout s G Q. Soit 

£ (resp. 6) le système de facteurs gauche (resp. droit) associé. Soit enfin $ 
2 G 

un cocycle de N dans A, élément de 0 , où 0 G H (N,A) . On se propose de calculer, 
2 

en fonction de a et des cocycles de classes respectives H (Q,p)(A) et nt(avec 

les notations du paragraphe (a)) Dn uti l isera la notation suivante: si M est un G-module, non nécessairement un 

k 
Q-module, et f une application de Q dans M (k € U ) , < 

<£(Q,M)(f) est l'application 

A nk+1 de Q ans M qui envoie ( s s , ,) sur 

Y 
L 

1 <: t ^ m 

9 
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1 . La suite X• 

Prenons pour C le "G-module induit défini sur A"; i l admet pour support le 

groupe additif des applications de G dans A et est muni de l'opération 

(s.h)(t) = h(ts) (t G G, s G G, h G C). 

C'est un G-module relativement injectif, donc un X-module relativement injectif 

pour tout sous-groupe X de G, et Ĉ  est un G/N-module relativement injectif pour 

tout sous-groupe normal N de G. Par exemple, si r] j G 2^(G,C), on a rij = d°(G,C)(h)s 

2 1 

où h(s) = r i j C s X l ) (s G G) ; de même, si TI2 € 2 (G,C) , on a n2 = d (G,C)(hj), avec, 
N 

pour s G G et t G G, hj(s)(t) = r ^ C t j s M O - H est clair que C est isomorphe au 

Q-module induit défini sur A. Soit i l ' injection de A dans C définie par 

i(a)(s) = s.a (s G G, a G A) . 

C'est un G-morphisme et le sous-groupe i(A) de C admet comme supplémentaire l'en 

semble des fonctions de G dans A, nulles en 1 . En y transportant l 'action de G, on 

voit que C/A est isomorphe au G--module B défini sur ce support pa 

(s .f)( t) = f(ts) - t . f (s) (t G G, s G G, f : G —> A, f ( 1 ) = 0 ) . 

La projection p de C sur B est te l le que 

p(h)(s) = h(s) - s.h(l) (s G G, h G C). 

2. La suite lî . 

Si f G BN, la restriction de f à N est un cocycle , soit $., et on a 

p(f) = 3°(N,X)(f) - V -

Si $. = d°(N,A)(a) (où a G A) , alors f = p(h) , h étant défini par (si s G Q, y G N) 

h(a(s)y) = f(a(s)) - a(s).a; i l en résulte que f = j(h + i ( O ) . 

3. Morphisme de transgression. 

Le morphisme de transgression a(s)a l ié à l'extension G de Q par N est égal à 

(a(s)y) = f(a(s)) - a(s)a(s)) - a(s) 

Soit 3 G 2 (N,A), de classe stable par G. Cette s tabi l i té équivaut à l ' ex is ­

tence d'une application f de G dans A tel le que 

( D d°(G,^1(N,A))(31) = d°(N,A) o f . 

C1) ici intervient la structure de G-module de C. 
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OBSTRUCTIONS ET p-GROUPES DE CLASSE 3 

L'application f n'est évidemment pas unique, mais on peut supposer 

(2) N 
f appartient à B et f prolonge 3 j . 

Selon le point 2, une tel le application f permet de calculer 3°(Q,iî1)(re1i), par la 

relation a ( s ) c f - f = p(h(s)) (s € Q, h(s) G CN). L'application h définit alors 

un élément de 2.1 (Q,CN/AN) , par 

Ç (s) = h(s) + AN (s G Q) 

et alors (s) + AN = 3°(Q,Y ) ( V ) . 

Définissant alors 2 N 
€ 2 (Q,A ) par 

d1(Q,CN)(h) = i o y2 , 

on a 

,,CN)(h),CN)(h)CN)(h),CN)(h) 
= i o y 
= i o y 

= i o y2 

On obtient ainsi, en tenant compte de (1) et (2), 

h(s)(a(t)y) = f(a(t)a(s)) - a ( t ) . f ( a ( s ) ) - f (a ( t ) ) 
(s G Q, t € Q, y € N) 

(3) u2(s,t) = f(o(s)a(t)) - G ( s ) ^ ( t ) ) - f ( a ( s ) ) . 

N 
Notons que si est un cobord, dérivé d'une application m̂  de Q dans A , alors 

3 | est restriction de € 2 (G,A), où est défini par 

£,(a(s)y) = f(a(s)y) + m.(s) (s € Q, y G N). 
2 N I N 4. De H (Q,A ) à H (Q,B ) . 

Soit y2 2 N e ZZ(Q,AW). Le morphisme 31 (Q,iO 1 envoie r y J sur la classe de 

= i o y2 2 N,CN)(h),CN)(h)e ZZ(Q,AW ~ N étant défini par E,*. Q —• C , 

X} (s)(a(t)y) = u2(t,s) (s € Q, t G Q, y € N). 

Il en résulte que H 2 NZZ(Q,AW). 
e ZZ(Q,AW).,CN)(h),CN)(h) 

envoie CN)(h),CN)(h) 1 N 
sur la classe de Xj G 2 (Q>B ) , où 

À1(s)(a(t)y) = y2(t,s) (s G Q, t G Q, y G N). 

1 N 
5. Exactitude en H (Q,B ) . 

Si Xj G 21(Q,BN), on définit V j G 21(Q,H1(N,A)) par une application de Q 

dans 2 (N,A): 

Vj(s)(y) = A1(s)(y) (s G Q, y G N) 

et on a alors 

H1(Q,p) ( rX^) = . 

Si fV^ est nul, i l existe Bj €2*(N,A) et Q —•> A tels que, pour s G Q, 

11 



M. ENGUEHARD 

Vj(s) = a(s).31 - Bj + d°(N,A)(r1(s)). 
N 

En prolongeant Bj en une application f € B , par la formule 
f (a(t)y) = a(t) .Bj (y) (t € o, y € N), 

~ N on peut exhiber une application Çj de Q dans C telle que 

Xj - d°(o,BN)(f) = p o . 

On trouve, pour s G Q, t 6 0 et y E N, comme solution en £j , 

Tj(s)(a(t)y) = - a(ts).B1(e(t,s)) -- a(t).rj(s) + Xj (s) (a(t)). 

La relation 

d1(Q,CN)(?j) = i o y2 
2 N 

définit y2 € 2 (Q>A ) et i l est clair que l'on a alors 

*V = (H1(Q,J) o 81(Q,ît)"1)(ry^). 

Le calcul donne, pour s € 0 et t G 0, 

y2(s,t) = - (d (̂Q,A) o rjXs.t) - a(st).B1(e(s,t)) + X1(t)(a(s)). 

6. L'application u .̂ 

Soit Vj € 2 (̂Q»H (̂N,A)) et supposons défini par une application de Q 
1 . 2 dans 2 (N,A) telle qu'il existe r2: 0 —> A normalisée et vérifiant 

(4) d^Q^CN^XVj) = d°(N,A) o r2 . 
~ N . . N 

En prolongeant V^(s) en lj(s) comme en 5, (lj(s) £ B ) , on définit 1 :̂ Q —• B , 

et l'image de dans H2(Q,CN/A )̂ est la classe de Ç2, où 2̂ est défini par £0, 

d1(Q,BN)(l1) = j o Ç2 = p o %r 

On obtient, pour s € 0, t € 0, u € 0 et y G N, 
t2(t,u)(a(s)y) = a(st).v1(u)(e(s,t)) - a(s).r2(t,u). 

2 N ~ 3 N La relation d (Q,C X£2) = i o ŷ  définit ŷ  £ 2 (Q>A ) et on a alors 

92(q,iîXr^) = ^ = V S ^ * 

On obtient ainsi, si s 6 0, et G Q et u G Q, On obtient ainsi, si s € 0, t € 0 et u G Q, 

(5) y3(s,t,u) = - (d2(Q,A)(r2)) (s,t,u) + a(st).Vj(u)(e(s,t)). 

2 
Notons que r2 est défini modulo le groupe des applications normalisées de Q 
N 

dans A , si bien que les diverses solutions en r? de (4) conduisent par (5) à 
3 N 

toute une classe modulo B (Q»A ) . 
Supposons maintenant que 'Vĝ  soit nul; i l existe alors une application m2 
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2 N 2 N de Q dans A , normalisée, tel le que V- = d (Q,A )(nu). En posant, pour s, t € Q 

et y £ N 

A j ( s ) ( a ( t ) y ) = a ( t ) . v j ( s ) ( y ) + m2(t,s) + r2(t ,s) 

on définit un élément Aj de 2*(Q,B^), tel que 

V - H,(Q,p)(^i1). 

7. L'application u^. 

J N 

Si y3 € 2 (Q,A ) , en posant (pour s £ Q, t £ Q, u £ Q et y £ N) 
TÂ(t,u)(a(s)y) = y3(s,t,u) 

on définit 1 ^ —> CN, application qui induit £' € 2~(Q,CN/AN) et on a alors 

^ = 32(Q ,n)",(fy31) 

Soit Al = j o = P ° So» est un élément de 2 (̂Q,BN) et on a 

r X ^ = u 5 ( r y 3 ^ ) . 

On obtient selon 1, si s £ Q, t £ Q, u £ Q et y £ N, 

Al(t,u)(a(s)y) = u-(s, t ,u) 

Si, avec les notations de 6, = u ^ ( ^ v ^ ) ( o ù V j £ 2 (Q,H (N,A) ) , alors 

vérifie (5), et on a d 2(Q,C N)(Ç'' - = 0. Selon 1, si x. est l'application de Q 

dans C définie par x (s)( a ( t )y) = R ( t , s ) ( l ) - £ 2 ( t , s ) ( l ) (t € Q, s € Q 

alors d1(Q,CN)(x ) = %l - % . I l en résulte que 

A' = d1(Q,BN)(l + p o x ) 

avec (lj + p o xj)(s)(a(t)y) = a(t).~1(s)(y) + r2 ( t , s ) . 

( s £ Q, t e Q, y e N) 

8. Calcul de 3* (G,x)• 
1 2 Si n1 £ 2 (G,B), soit ç2: G • A définie par 

Ç2(s,t) = ni( t)(s) (s £ Q, t G Q). 

Alors ç 9 ist un 2-cocycle de G dans A, et on a » 1 ( G , x ) ( r n i » = r Ç 2 l . Au total , 

l'application composée dl(G9H) o inf o H1 (Q,j) o 9

1 ( Q , m 1 est évidemment l ' inf la­

tion inf de H2(Q,AN) dans H2(G,A) 

9. L'application u^. 

Le morphisme 3 (N,X) se définit comme 3 l (G,X) en 8. Si a, € 2 l 0 * , ü ) 9 on 

obtient 2 
B 2 G 2 (N,A) en posant B 2(x,y) = oij(y)(x) (x G N, y G N) et on a alors 

13 
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32 = ^ ( N ^ X ^ ^ ) . 

Inversement, si B2 est donné, la même égalité définit a^Cy) sur N et on pro­

longe en un 1-cocycle de G dans B par un choix arbitraire des a j (y ) (a ( s ) ) ( s G Q) 

en posant par exemple 

(6) a1(y ) (a ( t )x) = a ( t ) .32(x ,y) (t G Q, x € N, y G N). 

La s tabi l i té de Par G se traduit par l'existence d'une application ĥ  de 

G dans l'ensemble des fonctions de N dans A, te l le que 

(7) d°(G,Z2(N,A))(32) = d^N.A) o h . 

I l est commode de supposer h. normalisé, comme f l 'es t en 3. par les relations ( 2 ) 

et vérifiant les égalités 

h1(y)(x) = - 32(x,y) + 32(y,y *xy) (x G N, y G N) 

h j ( a ( t ) y ) = a ( t ) . h 1 ( y ) + h j ( a ( t ) ) ( t G Q ) . 

La s tabi l i té de défini par (6) se traduit alors par l'existence d'une 

B tel le que application f̂  de G dans B tel le que 

d°(G,H1(N,B))(aj) = d°(N,B) o f} , 

f j ( y ) = a j ( y ) 
(y G N, t G Q) 

f (a(t)y) = a( t ) . f (y) + f (a( t ) ) . 

On constate que ces relations sont satisfaites s i , pour yGN, s G Q , t G Q 

(8) f ( a ( t ) ) ( a ( s ) y ) = a ( s t ) . 3 2 ( £ ( s , t ) , y a ( t ) ) - a ( s ) . h 1 ( a ( t ) ) ( y ) . 

Selon 3, l'image de par est la classe de 
2 N 

€ Z Z ( Q , B N ) , où 

(9) X2(s,t) = f 1 ( a ( s ) a ( t ) ) - a ( s ) . f j ( a ( t ) ) - f j (a (s) ) (s G Q, t G Q) 

10. Première condition. 

Supposant dans H2(N,A)G, une première condition est que (u^ o V^)(^B^) 

soit nul. Selon les notations de 9 et les résultats de 2 , en posant 

~?(s,t)(y) = X2(s,t)(y) (s G Q, t G Q, y G N), 

on définit une application de Q dans Z (N,A) qui induit un 2-cocycle V2 de Q 

dans H^NjA); on a alors r v ^ = H2 (Q , p ) ( rB2>l ) = U ^ X ^ ) . Un calcul montre que 

(10) v (s, t) = - h ( a ( s ) a ( t ) ) + a(s).h (a(t)) + h (a(s)) (s G Q, t G Q) 

Le cocycle v« est un cobord si et seulement s i i l existe des applications n̂  

de Q dans Z1(N,A) et rl de Q2 dans A tel les que 
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(12) ~2 = d V Q , 2 \ N , A ) ) ( n ) + d (N, A) o r'2 . 

On peut alors supposer n̂  et r^ "normalisés" car l ' e s t . 

11. Seconde condition. 

Si (12) est sat isfai te , appartient à l'image de . Pour exhiber un 3-co-

N ~ . . . N 
cycle de Q dans A représentatif, relevons n̂  en une application lj de Q dans B par 

i ; ( s ) ( a ( t )y ) = a( t) .n (s) (y) (s € Q, t G Q, y € N). 

Il existe alors x^: Q2 —» CN tel que p o = - d^(Q,B^)(lj) et on obtient un 

2 N 

3-cocycle de Q dans A, soit y^ , par la relation d (Q,C )(x^) = i o y^. Un calcul 

élémentaire donne, pour s G Q , t G Q , u G 0 et y G N, 
x2(t,u)(a(s)y) = (p o x2)(t,u)(o(s)) - o(s).r^(t ,u) 

et y3(s,t ,u) = - (d2(Q,A)(rp)(s,t,u) + A2(t,u)(a(s)) 

- a ( s t ) . n 1 ( u ) ( e ( s , t ) ) . 

"En uti l isant (6), (8) et la valeur de À2 donnée par (9), on obtient 

(13) u3(s,t,u) = (da(Q,A)(-r»))(s,t,u) + a ( s t ) .h1(a (u ) ) (£ (s , t ) ) 

- a(st) .n (u ) (e ( s , t ) ) 

+ a(stu).(g (e(s , tu) , e ( t ,u) ) - 32(£(s t ,u ) , e ( s , t ) a (u) ) ) . 

Notons que, grâce à (10), la relation (12) s 'écri t aussi 

d0(N,A)(rI(s,t)) = - h j (a ( s )a ( t ) ) + h!(a(s)) + a ( s ) . h ! ( a ( t ) ) 

où l'on a posé hj(a(s)y) = h^(a(s)y) - n^(s) (s G Q, y G N). L'égalité (7) est 

satisfaite par hj comme par hj , car n̂  est à valeurs dans H^(N,A); est alors 

remplacé par vl, qui est à valeurs dans B^(N,A). 

La seconde condition nécessaire pour que soit restriction depuis H2(G,A) 

est que ŷ ^ soit dans l'image de U^; cette application a été calculée en 6; i l 

faut qu' i l existe Vj et r2 telles que (4) et (5) soient vraies. Compte-tenu de (13) 

la relation (5) s 'écri t finalement 

d2(Q,A) (r2 - r}2) (s,t ,u) + a(s t ) . (h j (a(u)) -îïjOi) - v1(u))(e(s,t)) 

+ a ( s t u ) . ( 6 (e(s , tu) ,c(t ,u)) - 32(£(st ,u),E:(s, t)a(u))) = 0 

Là encore, l 'égali té (7) est vérifiée si on remplace hj par h'j , avec, pour s G Q 

hj'(a(s)) = hj(a(s)) - n̂  (s) - Vj(s). C e l a conduit à supposer Vj nul et r2 à valeurs 

dans A • 
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12.Image inverse dans ip(G,A). 

Selon le calcul du morphisme de transgression fait en 3 (appliqué ici à B), 
N 1 N 

si L est une application de Q dans B et 1^ = d (Q,B )(L), alors (fj + L) est un 
1 2 élément de 2 (G,B) qui prolonge A . , et donc 39 est prolongé par L 6 2 (G,A), où 

Ç (u,v) = (f + L)(v)(u) (u G G, v 6 G). 

D'après (5), 6 et 11, on a 

d2(Q,CN)('£2) = i o y3 = d (Q,CN)(x2) 

donc dZ(Q,CJN)(x2 - f2) = 0 . 

Comme on 1' a remarqué en 1, on a alors 

x2 
" * 2 

d1(Q,CN)(x1), x : Q ~ . CN 

avec X j ( s ) ( a ( t ) y ) = x ( t , s ) ( I ) - T ? ( t , s ) ( l ) 

= - rx2 ( t ,s) + r2(t ,s) (t £ Q, s € Q, y € N). 

I l en résulte que 

X = p o x + d1(Q,BN)(ip 

= p o (x2 - %2) + p o %2 + d1(Q,BN)(ip 

= d1(Q,BN)(p o x + 1 + 1'). 

On obtient donc une solution en L: 

L(s) (Q( t )y) = r2(t ,s) - r^(t ,s) + a(t).v1(s)(y) + a(t).n1(s)(y) 

+ Xj(s)(a(t)y) 

I N 
où s € Q, t G 0, y G N et X parcourt 2 (Q,B ) 

Des relations (6), (7) et (8) on déduit 

f ( c ( s )x ) (a ( t )y ) = a ( t s ) . 3 2 ( e ( t , s ) , y a ( s ) ) + a ( t ) a ( s ) . 6 2 ( y U;,x) - a( t) .h (a(s))(y) 

ce qui conduit à 

ç2(a( t )y ,a(s)x) = a ( t s ) .32(£( t , s ) , (ya(s) )x) + a ( t ) . ( a ( s ) .B2 (ya(s ) ,x ) - h1(a(s))(y) 

+ Vj(s)(y) + n1(s)(y) + X1(s)(a(t)y)) + (r2 - r p ( t , s ) . 

Le paramètre X. correspond à l 'égali té 

H2(G,A) -*HA) -*H22 = Ker(res: H2(G,A) -*H2(N,A)G) 

En résumé des calculs qui précèdent, on obtient la proposition suivante, où on a 

posé h = h'j' et r2 = m. 
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2 
Proposition 2. Soit 3 E S (N,A). Pour que 3 soit restriction drun_ élément de 

2 
2 (G,A) , il_ faut et ij^ suffit au 'il existe h: G —* F(N,A) et m: Q2 —» A 

tels aue 

(a) d°(G,A)(3) = d*(N,A) o h 

(b) h(a(s)y) = h(a(s)) + a(s).h(y) (s G Q, y € N) 

h(y)(x) = 6(y,y xy) - 3(x,y) (x € N, y E N) 

(o) si v(s, t) = - h (a ( s )a ( t ) ) + a(s).h(a(t)) + h(a(s)) (s, t G Q) 

alors V = d°(N,A) o m. 

3 
(d) sij pour (s,t ,u) G Q , on pose 

y(s,t ,u) = a ( s tu ) . (3 (e ( s , tu ) , e ( t ,u ) ) - 3(e(st ,u) ,e(s , t y vu' ) ) + a(st) .h(cr(u)) (e(s,t)) 

- d2(Q,A)(m)(s,t,u) 

alors y est nulle. 

La condition (a) exprime que ' 3 est stable par G. La_ condition (b) est alors 

2 i 

réalisable. Sous les conditions (a) et_ (b)3 v définit un élément de_ H (Q,H (N,A)) 
N 

Sous les conditions (a)3 (b) et_ (c)l'application y est un Z-cocycle de Q dans A . 

Si (d) est réaliséeelle suppose h et_ m convenablement choisis parmi les solutions 

de_ (a), (b) et (c). 

Les éléments de H2(G,A) dont ^ est restriction sont les classes des 2-cocy-

cles ç tels que ç(a(t)y,a(s)x) = a( t s ) .3 (e( t , s ) , (ya(s) )x) + a(t).(a(s).3(yQ(s),x) - h(a(s))(y)) 

- m(t,s) + X(s)(a(t)y) 

1 N 
où À parcourt 2 (Q,B ) , x € N, yGN, s G Q, t G Q. 
Redressement. Le choix, imposé par la définition de B, d'un système de facteurs 

gauche e pour G entraîne que 

Ç(a(t),x) = 0 si t G Q, x G N , 

dans la proposition 2. L'extension de G par A s 'écri t donc sur A x Q x N, avec 

en particulier (a,0,0)(0,s50)(0,0,y) = (a,s,y) si (a,s,y) G A x 0 x N. 

Il est plus satisfaisant, surtout si N est abélien (et donc G défini par un élé-
2 

ment de H (Q,N), ou un 2-cocycle de Q dans N), de prendre comme support A x N x Q, 
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en uti l isant un système de facteurs droit. Le redressement peut s'opérer ainsi 

Pour tout groupe X et tout X-module M, on peut définir sur F(X ,M) une trans­

ie k 
formation involutive qui stabilise B (X,M) et Z (X,M), induisant l ' ident i té sur 
k k H (X,M) ; à cp: X —• M, on associe cp* définie par 

cp*(sj, . . . , sk) = e s ^ . . .sk.tp(sk1 , . . . j S j 1 ) 

avec £ = 1 si k est congru à 0 ou 3 modulo 4, et £ = - 1 sinon. Cette transformation 

commute à la dérivation. I l lui correspond sur les sections la transformation notée 

également ( a —• G * ) , où a : Q —• G, et a*(t) = a C t " 1 ) ' 1 (t G Q). Si ô* est le sys­

tème de facteurs droit associé à a * , on a alors 

ô*(s,t) = e(t~\s~l)) = e(t~\s~l) (s G Q, t G Q). 

On posera donc 

3*(x,y) = - x y . e 2 ( y " 1 , x " 1 ) 

et la relation (7) se transforme en 

d°(G,Z2(N,A))(3*) = d1(N,A) o h' où h'(g) = (h*(g))*. 

De même, posons 

y*(s,t,u) = a*(s)a*(t)a*(u).y3(u"1,t~1,s"1) , 

n*(s) = - o*(s) .iij (s"1) , 

v*(s) = - a*(s) .Vj(s-1) . 

Les relations (5) et (10) ne changent pas de forme, par contre la formule (13) 

N 
est moins simple si A 4 A . Dans cette dernière hypothèse, on a les simplifica­
tions préalables résultant de H*(N,A) = Hom(N,A) = H^(N,A), on peut donc suppo­

ser que r ' est nul, et on obtient l'énoncé suivant 

N 2 
Proposition 3. Supposons A = A . Soit |3 € Z (N,A). Tour que 3 soit restriction qV 
élément de ï (G,A)., il_ faut et il suffit qu^il_ existe h: G —• F(N,A) tel que_ 

(a) d°(G,A)(6) = d'(N,A) o h 

(h) h(ya(s)) = h(y) + y.h(a(s)) (y G N, s G Q) 

h(y)(x) = 3(y,y *xy) - 3(x,y) (x G N, y G N) 

(c) quels que soient s, t , u G Q, 

- h ( a ( s ) o ( t ) ) + a ( s ) . h ( a ( t ) ) + h(a(s)) = 0 

(d) Soit y : Q --> A. défini par 
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y ( s , t ,u ) = 3 (a ( s )ô ( t ,u ) ,ô ( s , tu ) ) - 6 ( ô ( s , t ) , ô ( s t , u ) ) + h(a(s))(Q(s)ô(t?u)) 

Alors y est un cobord de Q dans A. 

Les éléments de H (G,A) dont ^ est restrict ion sont les classes des 2-cocy-

clés ç t e l s que tels que 

C(xa(s),ya(t)) = 3 (x (a ( s )y ) ,6 ( s , t ) ) + 3(x,a(s)y) + h(a(s))(G(s)y) - m(s,t) 

+ 6(xa(s) ,ya(t ) ) 

où y = d2(Q,A)(m) 

2 
0 e Z (G,A) et 8(ygf,g) = 0(g' ,g) quels que soient g' , g € G, y € N 

(c) Opérations sur û. 

2 G A 

Proposition 4. Soient 0 € H (N,A) et_ N une extension de N par A réalisant 0. I l 

existe des suites exactes naturelles et des morphismes de suites exactes 
[Aut] 1 H (N,A) —> Aut(ft)A — B — 1 

[Aut] 1 —• H (N,A) -> Aut(ô)A/lnt^(A) —* B —* 1 

[(Dut] 1 —> C —• Out(ô)A —• A —» 1 

[Aut] -» [Aut] — [(Dut] 

où B est un sous-groupe de Aut (A) x Aut(N)_, C quotient de H*(N,A)_, A un quotient 

de_ B . 

2 
Soit A € K (A,£) _£a glasse de [Out]. £'opération de G sur N et gî r A définit 

un morphisme \ \ Q —> A3 et on a. 

H2(X,C)(A) = (H2(Q,tt) o u6 o u2)(0) 

("les applications et sont ce l l e s qui ont été exhibées au cours de la démons­

tration de la proposition 1 ) 

Démons trait i on: La définition de [Aut] va de soi; tout automorphisme de ô qui 

s tabi l i se A induit un automorphisme ip de N et se restreint en un automorphisme (f) 

de A, l i é s par la condition 

(D cKx.a) = iKx) .(f>(a) ((a,x) € A x N) 

On obtient ainsi un morphisme t de Aut(N)^ dans Aut(A) x Aut(N). Le groupe des 

2 2 - 1 2 couples (<f>,iJ0 vérifiant (1) opère sur H (N,A) ((<j),iJ0 opère par H ,A) oH (N,<j>)) 
2 

et sur 2 (N,A). L'image B de t est l'ensemble des ((j),̂ ) qui satisfont (1) et 
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stabilisent G. 

Le noyau de T , groupe des automorphismes de fi qui opèrent trivialement sur A 

et sur N, est isomorphe à 2^(N,A). Concrètement, si N est défini sur A x N par le 

2-cocycle 3 2 , et ((J),\|0 G Aut(A) x Aut(N), la transformation 

(a,x) — (<j>(a) + h O K x ) ) , i K x ) ) ( ( a , x ) G A x N) 

est un automorphisme de fi si et seulement si on a (1) et 

( 2 ) ( < M ) . 6 2 - 32 = d1(N,A)(h) 

En particulier, si 3 j G 21(N,A), l 'application ((a,x) —• (a + 3 j ( x ) , x ) ) est 

un automorphisme de fi. Les automorphismes intérieurs de N selon les éléments de A 

correspondent de cette façon aux 1-cobords de N dans A. La suite [Attfc] admet ainsi 

comme quotient la suite [ A u f c ] . 

Si un groupe Y opère sur N et A en fixant la structure de N-module de A, i l 

2 2 1 opère sur H (N,A) et , s ' i l fixe Q , Y a une image dans B . L'élément de H (Y,H (N,A)) 

ainsi défini se calcule facilement: 

soit , pour tout g G Y, h(g) une application de N dans A tel le que 

g.B2 - 32 = d1(N,A)(h(g)). 

Alors h définit un relèvement Z:Y —> Aut(fi)^, par 

E(g)(a,x) = (g.a + h(g)(g.x),g.x) ((a,x) G A x N) 

Si s, t G Y, Z (s )Z ( t )£(s t )~! étant dans le noyau de T , définit 3 j ( s , t ) G 2^(N,A) 

et 3 = d1(Y,f(N,A))(h); avec Y = B , on obtient l'élément de H2(B,21(N,A)) cherché 

Si Y = G, extension de Q par N, comme on le suppose dans ce chapitre, G opé­

rant sur N par Intç, en divisant [Aufc] par Int^(fi) et G par N, on obtient la suite 

exacte [0ut] et un morphisme x* Q —* A . D'où A G H 2 ( A , C ) et H2(x,C)(A) G H2(Q ,C). 

2 

I l est clair maintenant que l'élément de H (Q,C) ainsi défini est image par 
2 

H (Q,TT) de (u. o U?) (Q) calculé dans la démonstration de la proposition 1 (cf ( 1 0 ) ) 

(une première publication - mai 83 - contenait un énoncé inexact sur ce sujet) 

Opérations de G. 

L'existence d'une extension de G par A contenant fi suppose l'existence d'un 

relèvement de G dans le groupe Aut(fi)^/Int^(A). Si 2̂ étend 32, comme dans la pro­

position 2 , soit ô construit sur A x G par Ç . On voit que ln tg ( (0 ,g ) ) est défini 
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par h f : G —• F(G,A), s i , pour g G G, s G G et a G A, 

(0,g)(a,s)(0,g) = (g.a + h'(g)(gsg ),gsg ) ; 

On obtient h'(g) (s) = - C,^(s,g) + ^ ( ê ' S s&) > e t ^' définit un 1-cocycle de G 

dans F(G,A)/B1(G,A) (on a d1(G,F(G,A))(h') = - d°(G,A) o Ç 2). Appliqué à N à la 

place de G, ce résultat conduit aux conditions imposées à en (b) de la proposi­

tion 2. Dans les hypothèses et notations de la proposition 2, le relèvement de G 

dans Aut(ô)A/lnt^(A) est défini de façon analogue par h": G —> F(N,A) avec par 

exemple 

(3) h"(a(s))(y) = h(a(s))(y) - À(s)(y) où ÀG21(Q,BN). 

Or, selon un résultat classique, étant donné le morphisme in i t ia l de G dans 

B, les divers relèvements possibles de G dans Aut(ô)^/lnt^(A) forment une orbite 

régulière selon 2*(G,H^(N,A)). Mais û étant donné, le relèvement de N est imposé 

(par I n t ^)> e t les divers relèvements de G a priori acceptables coïncident sur N. 

Ils forment donc une orbite régulière selon le noyau de la restriction qui envoie 

21(G,H1(N,A)) dans 21(N,H l(N,A)), c'est-à-dire selon 21(Q,H1(N,A)). En considérant 

comme équivalents des relèvements qui diffèrent par un automorphisme intérieur 

selon un élément de H (̂N,A) lui-même, on obtient un ensemble T, qui est lui-même 

une orbite régulière selon ( Q ( N , A ) ) . La formule (3) montre que les diverses 

opérations de G sur obtenues dans les extensions possibles Ç de 3 9 définissent 

un sous-ensemble de T, sous-ensemble qui est une orbite selon u, j(H1(Q,BN)) ; soit 

Ker(u 4). 

Si on envisage de la même façon les morphismes de Q dans Out(ô) qui relèvent 

X, i ls forment - s ' i l en existe - à équivalence convenable près, une orbite régu-

1 2 lière selon H (Q,C), et i l suffit pour qu' i l en existe que H (C,x)(a) = 0, ce qu 

qui est une conséquence de la condition (u. o U0)(0) = 0. Mais les relèvements 
o L 

obtenus par prolongement de $ 2 forment une orbite selon H1 (Q,tt) (IiïKu^) ) . 

L'application n'est pas nécessairement surjective, car n'est pas néces­

sairement nulle. Supposons par exemple comme au chapitre IV que G opère t r iv ia le­

ment sur A, et que N est central dans G. Si N et Q sont des p-groupes abéliens 

élémentaires pour un premier p impair, et si G est d'exposant p, G est défini 
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comme extension de Q par N, par une fonction alternée $ de Q x Q dans N (cf chap.II 

Soit alors h € Hom(Q,Hom(N,A)) = H1(Q,H*(N,A)). On a U^Ch) = V , où 

y(s,t ,u) = h(s) (<£>(t ,u) )/2 . Le 3-cocycle y est triadditif et ce n'est un cobord que 

si son antisymétrisé est nul (proposition du chapitre I I I ) . 

N 
De l'analyse précédente, nous retiendrons la proposition suivante, où A = A 

et l'opération de G dans ft est imposée. Alors, dans les notations de la-proposition 

2 
3, 0 est astreint à parcourir 2 (Q,A), ce qui permet l'énoncé 
Proposition 5. Supposons que N opève trivialement sur A et_ soient ft une extension  

de N par A définie sur A x N par 3 £ 22(N ,A) et_ une opération de G sur ft cohé­ 

rente avec l1 opération de N sur k, et définie par h^: G —> F(N,A), hQ satisfaisant 

à la condition (b) de la_ proposition 4; or^ a donc 

g. (a,x) = (g.a + h (g) (gxg ) ,gxg ) (a,x,g) € A x N x G 

Il existe une extension G de G par A qui se_ restreint en N et_ où_ G opère sur 

ft comme ci-dessus si et seulement si le_ 3-cocycle y de_ Q dans A défini par 

y(s,t ,u) = 3 ( Kb;ô(t,u),ô(s,tu)) - 3 (ô(s , t ) ,ô(s t ,u)) + h (G(s))(u^;ô(t,u)) 

est un cobord. 

Les extensions solutions sont realisees par les 2-cocycles C de_ G dans A de_ 

la forme 

ç(xa(s) ,ya( t ) ) = 3(x(a(s)y),<5(s,t)) + 3(x,a(s)y) + h (a(s) ) (a(s)y) -m(s , t ) 

où y = d (Q,A)(m). 

On voit que sur l'ensemble des extensions de G par A qui sont solutions 
I N 2 I N n'opère pas H (Q,B ) , mais l'image de H (Q,A) dans H (Q,B ) (noyau de U^) . C'est 

2 2 
finalement l'image par inflation de H (Q,A) dans H (G,A) qui opère régulièrement 

2 

sur les solutions dans H (G,A). D'autre part on démontrerait facilement que sur 

les classes d'équivalence d'extensions de Q par ft obtenues dans la proposition 5, 

opère régulièrement H^(Q,A). L'équivalence entre extensions de Q par ft n'est pas 

l'équivalence entre extensions de G par A. L'opération de G sur N et sur A étant 

fixée, à une classe d'extensions de G par A correspond un ensemble de classes 

d'extensions de Q par ft, orbite selon le groupe des automorphismes de ft stables 

par G et induisant l ' ident i té sur N et sur A; on a vu que ce dernier groupe est 
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1 G G 1 0 canoniquement isomorphe à S (N,A) = Hom(N,A) = U (N,A) . I l s'envoie effectivement 

2 
dans H (Q,A), par le morphisme de transgression, et le conoyau est isomorphe à 

2 2 

l'image par inflation de H (Q,A) dans H (G,A) (exactitude de la suite de Serre-

Hochschild). 

Lorsqu'une opération cohérente de G sur est imposée, l'existence d'une ex­

tension de G par A qui se restreint en fi équivaut à l'existence d'une extension de 

Q par ô . La proposition 5 répond donc au problème classique des obstructions et 

peut se démontrer comme le théorème 8.7 dans [5], chapitre I I I . Supposons que A 

soit le centre de ô , groupe que nous notons provisoirement X ; supposons également 

que G = Gq = Aut ( X ) , et Q = Qq = Out ( X ) . La proposition 5 définit un élément ntQ 

de H ^ ( O u t ( X ) , Z ( X ) ) , mQ = ^ y Q \ notations évidentes. On vérifie que y peut être 

défini comme suit soient a : Out(X) —> Aut(X) 

T : N = X/Z(X) —> X o 

des sections, la première définissant un système de facteurs droit ô , la seconde 

2 
définissant ^ £ 2 (N,Z(X)), et posons 

p ( s , t ) = TQ(ôo(s , t ) ) pour s £ QQ et t € Qo; 

on a 

y o ( s , t , u ) p ( s , t ) p ( s t , u ) = ( a Q ( s ) ( p ( t , u ) ) ) p ( s , t u ) . 

Si, A étant toujours le centre de X = ô , est seulement donné un morphisme 

X: Q —• Out(X), on peut définir G, extension de Q par N = X/Z(X) en déplaçant par 

X la suite standard 

1 — > Int(X) = N —* Aut(X) —• Out(X) —> 1 

Chercher une extension de Q par X qui induise X> c'est chercher une extension de-

G par Z(X) dont la restriction à N est X, considéré comme extension de N par Z(X). 

Selon la proposition 5, une tel le extension existe si et seulement si IR est nul, 
3 

où m = H (x,Z(X))(m ) ; c'est le th.8.7 rappelé plus haut. 
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I I . EXTENSIONS DE GROUPES ABELIENS ELEMENTAIRES ET p-GROUPES DE CLASSE 2. 

Dans ce chapitre et les suivants, p est un nombre premier. 

Si X, Y et Z sont des groupes abéliens notés additivement, une fonction 

f : Z x Y > X 

sera dite biadditive s i , pour tout s € Z et tout t G Y les applications 

(t —> f(s , t )) et (s —> f(s,t)) sont des morphismes de groupes; f sera dite alternée 

si en outre Z = Y, f est biadditive et f(s,s) = 0 pour tout s G Y. 
2 

On désignera par Alt(Y,X) le groupe additif des fonctions alternées de Y dans 

X. Si U est un groupe, on désigne par (U) le sous-groupe de U engendré par ses 

éléments d'ordre p. 
Les deux énoncés qui suivent sont rappelés sans démonstration. 

Proposition 1. Soient X et_ Y deux groupes abéliens notés additivement et 

[El 0 —> X -—> E —• Y —• 0 

une extension centrale de Y par X. Soit o une section de [E]j y le 2-cocycle asso­

cié^ et 

<f>: Y x Y —> X 

définie par 

i(<f>(s,t)) = [ a ( s ) , a ( t ) ] (s G Y, t G Y) 

On a <f>(s,t) = Y(s,t) - y ( t , s ) . 

La fonction (J) est alternée de Y dans X̂  indépendante de la section o choisie. 

L 'extension est abélienne si et seulement si $ est nulle. On obtient ainsi une 

suite exacte 

0 — > Ext(Y,X) —• H (Y,X) -* Alt(Y,X) -» 0 

(cette suite exacte est bien connue, en particulier si on identifie Alt(Y,X) à 

Hom(A2(Y),X)) 

Si 2 est inversible dans X, la suite exacte précédente est naturellement 

scindée; le 2-cocycle y se décompose en y = y^ + y^ , avec 
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y (s,t) = (y(s,t) + y(t ,s)) /2 et Yj(s,t) = c{)(s,t)/2. 

L'extension abélienne de Y par X dont yq est un 2-cocycle sera dite "extension 

abélienne projetée de [E]". 

Proposition 2. Hypothèses et notations de la proposition 1. Soit 

u: ti.(Y) —> X/pX 

définie par 

q(s)p = i(v(s)) et_ u(s) = v(s) + pX (s € fij(Y), v(s) € X). 

Si p est impair ou si l'extension est abélienne3 u est un morphisme de groupes 

indépendant de_ o. Si_X est somme directe de groupes cycliques et l'un des deux 

groupes Xj Y d'exposant p., Ext(Y,X) est ainsi naturellement isomorphe à_ 

Eom(Q (Y),X/pX). 

(si p = 2 et l'extension est non abélienne, u est une application de type quadra­

tique associée à la fonction (p introduite dans la proposition 1) 

Proposition 3. Hypothèses et notations des propositions 1 et_ 2. Supposons X et Y 

y-groupes abéliens élémentaires ( p impair). Soient f un_ aut morphisme de X et g 

un automorphisme de_ Y. Il_ existe un automorphisme h de_ E qui stabilise i(X) et 

induit f sur X_, g sur Yj si et seulement si 

(() o (g x g) = f o (j) et_ u o g = f o u . 

Notons que lorsque f et g sont fixés et convenables, les automorphismes de E qui 

induisent f sur X et g sur Y forment une classe modulo le groupe des automorphisme 

de E triviaux sur X et sur Y, soit Hom(Y,X) (cf la proposition 4 du chapitre I) 

Proposition 4. Soit H un_ groupe abélien opérant fidèlement et irréductiblement sw 

G, p-groupe abélien élémentaire. Alors H est cyclique et d'ordre premier à p. I l 

existe un ca>rps fini K de_ caractéristique p_, ordre et_ deux applications v et_ 

p tel les que 

(a) v est un isomorphisme de G sur le groupe additif de IL 3 

(b) p est un monomorphisme de H dans le groupe multiplicatif KX de K y 

(c) pour tout (x,s) £ H x G, on a 

v(x.s) = p(x)v(s), 

(d) le_ corps K est engendré sur le corps premier par pflU et q est la plus 
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petite puissance de p telle que l ''ordre de H divise (q - 1). 

Inversement^ deux monomorphismes Pj et_ de_ H dans KX définissent des IF̂ H -

modules isomorphes si et seulement si il existe un automorphisme a de_1 tel que 

a o pj = p2 . 

Notations : si T et v sont des applications d'un ensemble E à valeurs dans un corps 

ît , on pose ( T . V ) : E x E —» K ( T . V ) ( x , y ) = T(x)v(y), 

( T * V ) : E X E —> K ( T * V ) = ( T . V ) - ( T . V ) . 

La proposition suivante se déduit de l'indépendance linéaire des automorphis-

mes d'un corps, elle pourrait s'énoncer pour une extension galoisienne finie. 

Proposition 5. Soient K un_ corps fini de caractéristique p., G son groupe d'automon  

phismes et K son groupe additif3 également espace sur le corps premier. 

(a) {T}T££ est une base sur K de_ End(K), 

(b) { ( T . V ) } ^ v ) e ç 2 est une base sur ICde l'espace des applications biadditives 

2 
de K dans Kj 

(c) { ( T * V ) } r*. J. , est une base sur ~K de Alt (K,K), 
T , Vct) , Tf V 

(d) si_ p ^ 23 soient T , v € G; la_ fonction quadratique f de_ K dans K telle  

que f(x) = T ( X ) V ( X ) ( X G K) détermine { T , V } , 

(e) si_ p f 2^ soient T_, U , K € G; la_ fonction cubique c définie par 

c(x) = T ( X ) V ( X ) K ( X ) ( X G K) détermine { T ^ V ^ K } . 

Par commodité, nous noterons en exposant à droite les éléments de G , et plus 

généralement les applications de K dans K qui, fixant 0, induisent des endomor̂ -

phismes du groupe multiplicatif RX de K . 

Les groupes U(a) et ^Q(aQ)' 

Soient toujours K , K, KX, q et G comme dans les propositions 3 et 4 . Si q 

2 

est un carré, q = qQ , soit Kq le corps de Galois d'ordre qQ, sous-corps de E, 

a G G te l que Gal(]K/]K ) = { l , a } et choisissons a G K non nul, de trace nulle o o o o 
o x 

a + a = 0 (a est défini modulo un élément dfc (K ) ) . o o o o ' 

Soit a G G . Selon les propositions 1 et 2 , la fonction alternée ( l*a) définit 

2 

un groupe extension de K par K, exposant p et ordre q , de classe 2 si O ^ 1, 
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groupe qui sera noté U(a). Une présentation standard en est 

U(a) est de support K x K, avec pour produit 

(ot,3)(X,ô) = (a + X + 3<5Q,3 + <5) 

et KX opère sur U(a) selon la formule 

x . ( a , 3 ) = (x1+aa,x3). 

De même la fonction alternée 2a (l*a ) prend ses valeurs dans IK et définit 
o o r o 

3 

donc une extension de K par Kq, soit un groupe d'exposant p, ordre q̂  , classe 2, 

sur lequel opère également KX; notons-le ^Q(aQ) 

U (a ) est de support K x K, avec pour produit 
° ° 0 0 0 

(a,3)(X,ô) = (a + X + a (36 ° - 3 ° ô ) , 3 + 6) o 
et x . ( a , 3 ) = (x1+° a , x 3 ) (x € KX). Les groupes U(O) et UQ(a0) sont caractérisés par la proposition suivante 

Proposition 6. (p 4 2)Soit U un y-groupe de classe 2 admettant un groupe cyclique 

d'automorphismes H d'orare (q - 1) opérant irréductiblement sur chacun des facteurs  

de la suite centrale descendante de U. Alors U est d'exposant p et_ 

ou bien il existe a € (G - {1»tfQ}) tel que le produit semi-direct U.H soit  

isomorphe à_ U(a) .KX, 

ou bien q est un carré qQ et_ U.H est isomorphe à UQ(a0) »K . 

( q est supposé égal à l'ordre d'un, corps fini 3K dont G est le groupe d'automor­

phismes) 

Démonstration. 

Puisque U est de classe 2 et les facteurs U/[U,U] et [U,U] sont supposés H-

irréductibles, ce sont des groupes abéliens élémentaires et on a 

Z(U) = [U,U] = $(U) (groupe de Frat t in i ) . 

Si un p'-automorphisme de U opère trivialement sur son espace de Frat t ini , 

c'est l ' ident i té ; donc H opère fidèlement sur U/$(U). Selon la proposition 4, 

U/0(U) est isomorphe à K, H y opérant comme K ; i l résulte aussi de l 'assertion 

(d) de la proposition 4 que Z(U) est isomorphe au groupe additif Kj d'un sous-corps 

IKj de IK . L'extension de K par Kj ainsi obtenue est définie par une fonction 

alternée (j) de K dans K (à valeurs dans Kj) et un morphisme de K dans Kj (proposi-
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tion 1). Puisque H opère sur Z(U), cette opération est définie par un morphisme 

multiplicatif de KX dans KjX, soit p . Selon la proposition 3, on doit avoir 

cf>(xa,xb) = p(x)(j)(a,b) (a, b, x € 1K ) . 

En uti l isant l 'assertion c) de la proposition 5, on voit que si la composante de (j) 

sur (T*V) est non nulle on a p(x) = T ( X ) V ( X ) pour tout x € 1K ; selon l 'assertion 

d) de la proposition 5, p détermine {T,V} et (f) = a ( T * v ) , où a G K. Mais $ étant à 

valeurs dans , pour tout \p € Gal(IK/]Kj), on a i|> o 4> = (J>, soit (tyj^v) = a(x*v) 

Cette dernière égalité implique que 

ou bien ip est l ' ident i té 

ou bien i|/ est d'ordre 2, et T = vip et v = T\p. 

I l en résulte que IK ^ est soit égal à 3K , soit égal à 3Kq (q étant alors un carré). 

En outre, si K, = IK , a est de trace nulle. ' 1 o 

I l est toujours possible de modifier les présentations de Z(U) et de U/Z(U) 

par l'intermédiaire de transformations de K et de K ,̂ pour obtenir les groupes U(a) 

ou U (a ) : o o 
si Kj = K, en transformant Z(U) par a ^ et U/Z(U) par T , on obtient 

cj) = ( l * a ) , avec a = T ^v; 

si K, = K , soit x la restriction de x à K , i l existe b € K tel que 1 o' o o' o 

b â = 2aQ et en transformant U/Z(U) par T et Z(U) par b , on obtient $ = 2ao(l*aQ). 

Selon la proposition 3, le morphisme u de K dans Kj correspondant à l 'éléva­

tion à la puissance p-ième doit commuter à l 'action de H, ce qui s 'écr i t , pour x €K, 

u(xa) = x1+Qu(a) (éventuellement O = O ) . En uti l isant l 'assertion (d) de la propo­

sition 4, on voit que si u admet une composante non nulle sur a' G G, on a 

xQ = x^+a quel que soit x G K, ce qui est absurde car (1 + a) n 'est pas additif 

(seul le cas O = 1 et p = 2 fait exception). Ainsi u est nul et U est d'exposant p. 

Corollaire. Hypothèses et notations de la proposition 6. 

(a) Si H' est un groupe d''automorphismes de U satisfaisant aux mêmes hypothèses  

que H et_ H' sont conjugués dans AUT(U) . 

(b) Les groupes U(o) et_ U ( T ) sont isomorphes si et seulement si 

T G { a , a } . 
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L'assertion (a) résulte immédiatement de la proposition, puisque les produits 

semi-directs U.H et U.H' sont isomorphes. 

Si U(o) et U(x) sont isomorphes, d'après (a) i l existe un isomorphisme qui 

envoie U ( G ) . K X sur U ( T ) . K X ; i l existe donc des isomorphismes f et g de K dans K tels 

que 

( 1 * T ) O (g X g) = f o ( 1 * G ) 

(condition nécessaire et suffisante pour que U ( G ) et U ( T ) soient isomorphes), mais 

il existe aussi un automorphisme h de KX tel que 

g(xa) = h(x)g(a) (x G KX, a G K) . 

Selon cette dernière égalité, h = g/g(l) est à la fois multiplicative et additive, 

c'est donc un automorphisme de UC(cf la dernière assertion de la proposition 4 ) . 

La première égalité s 'écri t 

g(l)1+Q(h*hT) = f o ( 1 * G ) . 

En décomposant f sur la base G de End(K), on voit que f est de la forme 
1+T — 1 f = av, où v G G, avec g(l) (h*hx) = a ( \ ) * V G ) , d'où T G {G,G } . 

Inversement, U ( G ) et U(G sont isomorphes via g = G * et f = - 1 . 

La première assertion de ce corollaire est renforcée par le résultat plus 

précis que voici 

Proposition 7. Supposons G d'ordre au moins 5. Le_ groupe d ' automorphismes de U ( G ) 

est extension du produit semi-direct KX.G par Hom(K,K). 

Démonstration. Tout automorphisme de U ( G ) induit un automorphisme du centre Z(U (G)) 

et un automorphisme de l'espace de Frat t ini , le quotient U/Z(U). Réciproquement, 

si f et g sont des automorphismes de K, le couple (f,g) est induit par un automor­

phisme de U ( G ) si et seulement si (proposition 3) 

( D f o ( 1 * G ) = ( 1 * G ) o (g x g). 

Un automorphisme u de U ( G ) t r ivial sur le centre et sur l'espace de Frattini 

de U ( G ) est déterminé par un homomorphisme v de K dans K (cf la proposition 4 du 

chapitre I ) . On obtient ainsi un groupe isomorphe à Hom(K,K), normal dans Aut(U(G)) 

et sur lequel un couple (f,g) satisfaisant (I) opère par 

v(f'S> = f"1 o v o g. 
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La proposition 7 se déduit donc du 

Lemmel .Soit o G G., d'ordre au moins 5. Soient f et_ g des endomorphismes non nuls de 

K. La_ relation (I) est vraie si et seulement si il existe a € IK et_ v G G te ls que 

^ £ 1+a g = av et f = a v . 

Pour démontrer ce lemme, décomposons f et g sur la base G de Hom(K,K) et sup­

posons (I) vraie. Soit a ( x ) (resp. b (x ) ) l a composante de f (resp. de g ) sur T 6G. 

On a f o ( l*a) = l a ( T ) ( T * T Q ) ( T G G) 

et ( l * a ) o ( g x g ) = T b ( x ) b ( v ) ° ' ( T * v a ) ( T , V G G ) , 
L « V 

2 
d'où i l résulte que si T est distinct de V et de VO , 

b(T)b(v)a - b ( v a ) b ( v a l)° = 0. 

(cette relation étant d'ailleurs vide si T = VO) 

tandis que 

b ( T ) 1 + Q - b ( x a ) b ( T A l)° = a ( T ) . 

2 

Pour établir cette dernière relation, on a ut i l i sé le fait que O n 'est pas l ' iden­

t i t é , si bien que (T*T<J) détermine T . Elle montre que g détermine f; l 'application 

biadditive ( l*a) est donc surjective, et , en conséquence, si g est bijective, f est 

bijective (assertion évidemment fausse si O = 1 ou O = O ). Supposons par contradiction l'existence de T et v tels que 

2 
b ( x ) b ( v ) 4 0 et x i v , v a . 

On déduit des premières relations que si en outre TV £ <0>, i l existe a G IK , de 

norme 1 relativement à <0> tel que 

i_ / .K l + G + . . . + C R , , NCT 

b ( v a J ) = a b (v ) 

En uti l isant l'hypothèse selon laquelle G n'est pas d'ordre 2, 3 ou 4, on obtient 
-1 2 

la même conclusion dès que TV ^ {1,0 }. On a alors 
b ( v ) 1 + a - b ( v a ) b ( v a l)° = 0. 

Ainsi, si o est d'ordre au moins 5 et si g admet au moins deux coefficients non 

nuls, f est nulle, ce qui démontre le lemme, f se déduisant de g. 

Les groupes d'automorphismes de U(a) et de UQ(Q ) , quand O est d'ordre 3 ou 

4, se calculent grâce aux lemmes suivants, qui peuvent se démontrer par les mêmes 

méthodes que le lemme 1. On y note N(x) la norme de x relativement à <0> (x G IK ) 
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2 
Lemme 2. Les solutions (f,g) G Hom(K,K) de la condition 

f o (l*a) = (l*a) o (g x g) , f ^ 0 

sont 

(a) Si_ o est d'ordre 33 g de_ la_ forme 

g = av + bva + cva (a, b, c G K, v e G) 

et f s_ren_ déduisant; g est inversible si et seulement s i 

N(a) + N(b) + N(c) £Tr(abac0 ) . 

f s£ déduisant de g. 

L'endomorphisme g n 'est inversible que dans le dernier cas et sous la condition 
2 3 3 2 

N(a) + N(b) f a .b + a .b 

Lemme 3. Soit (f,g) € End(KQ) x End(K) tel que 

f ^ O , f o 0 = $ o ( g x g ) , où $ = 2aQ(l*ao). 

Alors g est de la forme 

g - ai -f bxao , où a, b E I et T 6 G, 

f se déduit de g et g est inversible si et seulement si 

fej a est d'ordre 43 g est de l'une des deux formes 
2 

g = av + bva + aava + a°bva , où a, b 6 I et a +° = 1, v E 6. 
2 

g = av + bva , où a, b 6 K et v E G. 
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I I I . COBORDS MULTIADDITIFS. 

Proposition. Soient A un_ groupe abélien de type fini et Z un_ groupe abélien sur 

lequel A opère trivialement. Supposons 2 inversible dans Z. Toute fonction multi- 

additive de An dans Z est un n-cocycle3 et c 'est un n-cobord si et seulement si son  

antisymétrisée selon le groupe symétrique de degré n est nulle. 

Que toute fonction multiadditive soit un cocycle se vérifie aisément. 

Si f est une application de An dans Z et a un élément du groupe symétrique S^, 

nous posons 

( a " 1 . f ) ( 8 , , . . . , 8 N ) = f(sa(1)>.. .sa(n)). 

Ainsi le groupe symétrique opère sur le groupe des fonctions de An dans Z, et i l 

stabilise le sous-groupe des applications multiadditives, lequel sera noté V.Soit 

II l'opérateur d'antisymétrisation: 

IL.f = \ e ( a ) ( a . f ) (e (c r ) est la signature de a). 

o e s 
n I l est clair que pour tout o £ S , d'ordre k, considéré comme un endomorphisme de V, 

ou de F(An,Z) on a 

Im(l - E ( A ) A ) c Ker(l + E ( A ) A + . . . + ( E ( A ) A ) ) c Ker I I , 

la dernière inclusion résultant de la factorisation 

n = ( l 
e s / < a > 

k-1 
E ( n ) n ) ( L + E ( A ) A + . . . + ( E ( A ) A ) ) . 

On constate ainsi que tout cobord (multiadditif ou non) est annulé par I I . En 

effet, si g € F(An ^,Z), l 'application ((s^) —> g ( S j , — , S j _ j + S j , . . . , s n ) ) est annu­

lée par (1 - ( j - l , j ) ) , tandis que ((s^) —» g(s^, . . . ,sn_j)) est la transformée par 

le cycle (1 ,2 , . . . ,n) de l'application ((s^) —> g i s ^ , . . . , s ^ ) ) . 

Nous allons démontrer successivement, Ŝ  et II opérant sur V, 

(I) Ker II est engendré par la réunion des Ker(l - T ) ( T transposition); 

(II) Si E c et E engendre S^, Ker II est engendré par la réunion des 

Im(l - E ( A ) A ) ( A € E); 

(III) Pour 1 * j < n-1, (1 + (j,j+l))(V) cBn(A,Z). 
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L'hypothèse selon laquelle la multiplication par 2 est une bijection sur Z 

n'est uti l isée que pour démontrer ( I I ) . 

(I) Décomposons A en somme directe de groupes cycliques (i G I ) . Pour toute appli­

cation f de { l , . . ,n} dans I, soit le groupe des applications multiadditives de 

C_/1X x . . . x c dans Z. Ainsi V est somme directe des Vr. f(l) f(n) f 

Si f n'est pas injective, soient j et k distincts tels que f(j) = f(k). Si u 

appartient à la composante de V, comme Cf^j) = ^f(k) est cyclique et 11 est multi-

additif, on a (j,k).u = u. Ainsi est tout entier contenu dans le noyau de 

( 1 - ( j ,k)) , a fortiori dans le noyau de II. 

Supposons maintenant f injective, et soit J son image. Le groupe Ŝ  permute 

régulièrement l'ensemble des applications injectives d'image J, et opère de même 

sur les composants correspondant de V, par 

a ( v ) = v ( c e s ) . 

(f O O ) 

I l stabilise donc 

J Im(f') = J * 
Il est clair que 

Ker n fi Vf = {0}. 

Soit K_ le groupe engendré par la réunion des ( 1 - e(a)a)(Vr) (a G S ) ; c'est un J t n 

supplémentaire de dans Vj. En effet, si G a(V^), i l existe u^a^ £ tel que 

u = e ( a ) a . u ^ a \ et on a alors 

a G S 
n 

( I u' 
a GS n 

(o)} - ï 
a G S 

( 1 - e (a )a ) .u (a ) 

Les sous-groupes engendrant K étant annulés par II, on en conclut que 

Kj = Ker H 0 VJ . 

Au total Ker II est engendré par les groupes Ker(l - x) (x transposition) et 

Im(l - e ( a ) a ) (a G S^). Mais les transpositions engendrent S^, et si O = aja2> 

- e ( a ) a = 1 - £ (a2 )a2 + ( 1 - ete^o^zio )o . 
En outre, si x est une transposition, Ker(l - x) contient Im(l + x).On en déduit ( I ) . 

(II) Si 2 est inversible dans Z, pour toute involution x de S , on a 
n 

Ker(l - x) = Im(l + x ) . 

Selon (I) , KerTI est engendré par les sous-groupes Im(l + x) (x transposition) 
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Selon la démonstration de (I) , on obtient également Ker II par génération en consi­

dérant les sous-groupes Im(l - e ( a ) a ) a G Z, dès lors que E engendre S^. 

(III) Soit u € V. Posons v = (1 + ( j , j+l)) .u , et soit g G F(An_1,Z) définie par 

g(s1,... ,sn_1) = g ( s 1 , . . . , S j , S j , S j + 1 , . . . , s n _ 1 ) . 

On constate que 

dn"1(A,Z)(g) = (-l)jv, 

ce qui démontre l 'assertion ( I I I ) . 

La dernière assertion de la proposition se déduit de (II) et (III) puisque 

les transpositions (j,j+l) (j = l , . . . , n - l ) engendrent S^. 

L'inversihîlité de 2 dans Z est nécessaire. Si par exemple Z est un groupe 

d'exposant 2, le noyau de II dans V est le groupe des applications multiadditives et 

symétriques de An dans Z. Si n = 2, ces 2-cocycles définissent des extensions abé-

liennes (non nécessairement scindées) de A par Z. Une application biadditive est 

un 2-cobord si et seulement si elle est alternée. Donc, si 2Z = {o}, le groupe des 

2-cobords additifs de A dans Z est l'image de (1 + T ) ( T transposition). 

La proposition précédente sera uti l isée pour n = 3. On a alors, selon (II) 

Kerïï = (1 - (1,3,2))(V) + (1 + (2,3))(V). 

Si H est une fonction triadditive dont 1'antisymétrisée est nulle, i l existe F et 

G triadditives telles que 

3 
H(s,t,u) = F(s,t,u) - F(t,u,s) + G(s,t,u) + G(s,u,t) ((s , t ,u) G A ) . 

Alors H est dérivée de h, où 

h(s , t ) = F(s , t , t ) + F(s, t ,s) + G(s,t , t) ( (s , t ) G A2). 

On a aussi Kern D Ker(l + (2,3)) = (1 - (2,3)) (1 - (1,3,2))(V). 

Par conséquent, une fonction H triadditive de A dans Z, alternée en les deux der­

nières variables est un 3-cobord si et seulement si 

3 
H(s,t,u) + H(t,u,s) + H(u,s,t) = 0 quel que soit (s , t ,u) G A . 

I l exste alors une fonction triadditive F de A dans Z tel le que 

H(s,t,u) = F(s,t,u) - F(s,u,t) - F(t,u,s) + F(u , t , s ) , ((s , t ,u) G A ). 

et H est la dérivée de h, où 

h(s, t) = F(s, t ,s) - F(s,s , t) - F(t ,s ,s) - F( t , s , t ) ( (s , t ) G A ) . 
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IV- 525: CERTAINS p-GROUPES DE CLASSE 3. 

On désigne par p un nombre premier impair. 

Soient U un p-groupe, X et D deux sous-groupes normaux de U, D contenant X, 

tels que les facteurs X, D/X et U/D soient centraux. La reconstruction de U depuis 

ces facteurs peut se faire par étapes: construction des groupes de classe au plus 

2, D comme extension de Y = D/X par X, et E = U/X comme extension de Z = U/D par Y, 

puis opération de E sur D, enfin recollement, la proposition 5 fournissant un c r i ­

tère de recollement. On peut espérer que lorsque X, Y et Z sont élémentaires, les 

méthodes linéaires exposées au chapitre II permettront de donner des conditions 

OBSTRUCTIONS ET p-GROUPES DE CLASSE 3 

simples, de type linéaire, pour que l'obstruction (élément de H (Z,X)) soit nulle. 

Ce but n'est atteint que sous certaines hypothèses supplémentaires, soit que E soit 

abélien (proposition 2 et corollaire), soit que le dérivé de U soit d'exposant p 

(proposition 4). Dans le cas général, on est ramené au même problème, D étant rem­

placé par sa projection abélienne D q , et l'opération de E sur Dq convenablement dé­

finie. 

Une notation: Si f G F(U x V,W), on note 

f : V — F(U,W) et yf: U > F(V,W) 

les applications qui s'en déduisent naturellement, étant entendu que si U et W 

sont des groupes et f un morphisme en la première variable, f̂  est à valeurs dans 

Hom(U,W), e t c . . 

Constantes : X, Y et Z sont des groupes abéliens, noté additivement. Sont données 

deux extensions centrales 

0 —> Y E Z —> 0 

1 1 7 l ' 

0 —> X --> D Y —» 0 
de classes respectives T G H2(Z,Y) et 0 G H2(Y,X). 

Soient des sections : Z —> E et o^: Y —> D; elles définissent des cocycles 

Y G T et 3 £ 0 . On désigne par <J> et IJJ les images respectives de T et 0 dans 
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51t(Z,Y) et Alt(Y,X)(proposition 1 du chapitre I I ) , Le symbole d *(M,N), où M opère 

trivialement sur N, sera simplifié en "d", pour tous M, N. 

Lemme 1. Soient C un groupe abélien et_ f € Hom(Y,C) . Il_ existe un morphisme F de E 
2 " 

dans C qui prolonge f si_ et_ seulement si H (Z,f) (T) est nul. Alors F est définie 

par l'application (F o o^) qui doit vérifier 

d(F o C_) = f o y. 

La première assertion exprime l'exactitude de la suite 

Hom(E,C) —• Hom(Y,C) —>H2(Z,C), 

2 
où la dernière flèche est le morphisme de transgression (f —>H (Z,f)(T)). En po­
sant £ = F o a „ , on aura, pour un éventuel prolongement F de f, 

F(i(y)ap(s)) = f(y) + Ç(s) (y G Y, s e Z) 

et F est un morphisme si et seulement si 

Ç(s) + Ç(t) = f(y(s,t)) + ç(s + t) (s G Z, t G Z). 

Corollaire. Une opération de E sur D_, triviale sur X et_ sur Y_, et_ prolongeant 

l'action de Y sur D n 'existe que si et_ seulement si 

( D H 2 ( z , Y ^ ) ( r ) = 0. 

Une telle opération est définie par une application ç de_ Z dans Hom(Y,X) telle que 

(2) dC = yi|> o y, 

si_ (y,s) G Y x z , aE(s).aD(y) = i ' (C(s)(y))aD(y). 

En effet, selon I , (c ) , une opération de E sur D est définie par un morphisme 

F de E dans Hom(Y,X); la restriction de F à Y est donnée par 

aD(yî)(x,y)0D(y') = i ' (F(i(y '))(y))(x,y) (x G X, y, y' G Y) 

soit F(i(y'))(y) = iKy\y) 

ou F o i = J i . 

Le lemme 1 permet de conclure. La condition (1) du corollaire est d'ailleurs 

une version tr iviale de l ' interprétation de (u^ o U )̂ (I , proposition 4). 

3 

Proposition 1. Soit Ç: Z —> Hom(Y,X) telle que (2)et_ soit u l'application de Z 

dans X définie par 
(3) l i ( s , t ,u) = Ç(s)(y(t,u)) + 3 (Y( t ,u) ,Y(s,t+u)) - 3 ( Y ( s , t ) , Y ( s + t , u ) ) . 

H'est un Z-cocycle de Z dans X (avec action triviale). 
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II existe une extension de Z par D qui se restreint en T modulo X et_ qui in­ 

duit sur D l'action définie par £ (selon le corollaire du lemme 1 ) si_ et_ seulement  

si (y) est nul. Si_ y = - d2(Z,X) (co), une telle extension est réalisée sur X x Y x z 

par la loi 

(x ,y ,z)(x ' ,y ' ,z ' ) = (x+x,+3(y,y,)+Ç(z)(y,)+03(z,zf)+3(y+yf ,y(z,z ')) , 

y+y'+Y(z,z f) , Z + Z ' ) . 

Cette proposition est une réécriture de la proposition 5 du chapitre I; A, N 

ô, G, Q, ô, (h o a) , m sont devenus respectivement X, Y, D, E, Z, y, Ç et -co. 

Lorsque E est abélien, i l s 'agit essentiellement de relever la fonction en 

un élément de Alt(E,X) (II , proposition 1). Quand X est d'exposant p, on a une 

condition nécessaire et suffisante: 

Proposition 2. Supposons que X soit d'exposant p et E abêlien. Soient 

£ G Hom(Y,F(Z,X)), ç G F(Z,Hom(Y,X)) liées par 

ç ( s ) ( y ) = £ ( y ) ( s ) (s G Z, y G Y) 

Il existe Y G Alt(E,X) tel_ que 

(a) i|j soit la restriction de ¥ à Y 

et_ (b) 4>(CT (s), i(y)) = C ( s ) ( y ) (s G Z,y G Y). 

s-£ e t seulement si on a ( 1 ) 3 ( 2 ) et ( 3 ) : 

( D H2(z, i p ) ( r ) = o 

(2) H2(z, ip)(r) = o 

(3) H2(z,0(D = o 

e t ¥ e s t définie par g = y o (a x a ) antisymétrique telle que 

(5) d zg = -• Ç o y. 

Démonstration. Soit ¥ G Alt(E,X) tel le que (a) et (b) soient vraies. Si e G E, 

^ ( e ) est un morphisme de E dans X. Par restriction à Y, on obtient un morphisme F L 

de E dans Hom(Y,X) qui prolonge (d'après (a)). Selon le lemme 1 et son corollaire 

la condition (1) est nécessaire à son existence et (F o G ) - qui doit être égal à 
E 

Ç selon (b) - vérifie (2). Alors ¥ est caractérisée par g = ¥ o (G_ x a ) . Si E est 
E E 

écrit sur le support Y x z, à l 'aide de y, on a alors pour s, t G Z et y, z G Y, 
¥ ( ( y , s ) , U , t ) ) = Ky,z) + Ç ( s ) ( z ) - ç ( t ) ( y ) + g ( s , t ) . 
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On voit que ¥ est additive en la première variable si et seulement si 

g(s1+s2,t) = g(sj , t) + g(s2,t) + Ç(Y(srs2))(t) 

soit la relation (5). Cette relation n'admet de solutions en g que si et seulement 

si (4) est sat isfai te . 

Considérons donc une solution de (5), soit f, et , pour exprimer l 'addit ivi té 
3 

en la seconde variable, soit la fonction G de Z dans X définie par 

G(t ,Sj ,s2) = - f ( t , s 1 + s 2 ) + f ( t , S j ) + f(t,s2) - Ç ( t ) ( y ( s 1 , s 2 ) ) . 

Les éléments et de Z étant fixés, en dérivant cohomologiquement en t , on a 
- G(tj+t2,s1,s2) + G(t1,s1,s2) + G(t2,s1,s2) 

= Ç(Y(t1,t2))(s1+s2) - Ç(y(t1,t2))(s1) - Ç(Y(t1,t2))(s2) 

- ç(t1)(Y(s1,s2)) - ç(t2)(Y(srs2)) + ç(t1+t2)(Y(s1,s2)) 

= - i|;(Y^1,s2),Y(t1,t2)) - i|;(Y(t1,t2),Y(s1,s2)) 

= 0 

(on a ut i l i sé le fait que f sat isfai t à (5), puis la relation (2), enfin l'hypothèse 

"il» alternée") 

Donc G est additive en la première variable. En outre l 'application Ĝ  x ^ 

n 'est autre, par définition, que (d f - E, o y) ; c 'est un 2-cobord de Z dans F(Z,X) 

à valeurs dans Hom(Z,X). Mais Hom(Z,X) est facteur direct de F(Z,X), car X est 

d'exposant p. Donc x Z 6St dérivée d'une application de Z dans Hom(Z,X), et i l 

existe h: Z x z —> X, additive en la première variable, te l le que 

G ( t ,Sj , s2) = - h(t,s1+s2) + h(t,Sl) + h( t , s2) . 

Soit f = f - h. On a 

df?7 = Ç o Y (par définition d GG 

et d z f ' - d z f - d z h = d z f - - ç 0 y-

Considérons maintenant 1'antisymétrisée g de f'. C'est une solution de (5), cai 

dzg = (dzfT ~ dff )/2 = - Ç o Y- I l est clair que ¥ , définie par ip , Ç et g esl 

antisymétrique et additive en la première variable, donc alternée de Z dans X. 

Corollaire. Hypothèses et notations des propositions 1_ et_ 2_: X d'exposant p et  

abélien. Pour que y soit un cobord3 il faut et il suffit que 

(4) Hz(Z,0(H = 0. 
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Démonstration. Selon la proposition 1, y est un 3-cobord si et seulement si i l exis­

te une extension de E par X qui se restreint en 0 sur Y, l'opération sur D étant dé-
2 1 1 finie par Ç. Puisque Ext (Z,X) est nul, la restriction Ext (E,X) —> Ext (Z,X) est 

surjective. Selon la proposition 1 du chapitre I I , i l suf f i t donc qu ' i l existe ¥ 

satisfaisant aux conditions énoncées dans la proposition 2. 

Remarque : Si Z est somme directe de groupes cycliques et si l 'un des groupes Z, Y 
2 

est d'exposant p, T est défini par X G Hom(^j(Z),Y/pY) et H (Z,^)(T) défini par 

(£p o X), où ^ G Hom(Y/pY,F(Z,X)) est induit par Ç. La condition (4) équivaut alors 

à £p(X(s))(t) = 0 si s G (Z) et t G Z. Supposons pour simplif ier X et Y et Z d'ex­

posants p. La condition (1) équivaut à 
O ' ) i|; o X = 0 

Soit Y = Y/Im X . Si (1') est vraie, la fonction défini t \p G Alt(Y,X) et i l existe 

Z • Z —• Hom(Y,X) tel le que dç = o y(notations évidentes). L'application Ç définit 

Ç tel le que (2) et Ç(t) est nulle sur l'image de X; la condition (4) est donc sa t i s -
2 2 

fai te. L'image de H (E,X) dans H (Y,X) est donc caractérisée par la relation (1 ' ) . 

Proposition 3. Supposons X et Y d'exposant p et Z de_ type fini . Soient ç tel le que (2) et y définie pai <3>,ro - X GHomCfìj (Z) ,Y) , 0q = V. 

(a) I l existe Çq G Hom(Z,Hom(Y,X)) tel que, pour tout s G Z_, Ç(s) et Ç (s) 

coïncident sur les images de § et de X. 

(b) Pour que y soit un 3-cobord, il_ est nécessaire que 

(6) si (s, t) G Zz, C(s)(X(t)) = v(<|>(s,t)), 

(7) si (s,t ,u) G Z3, ç(s)(<Kt,u)) + Ç(u)(c|>(s,t)) + Ç(t)((|)(u,s)) = 03 

et suffit que yQ : Z —» X défini pa: 

(8) yQ(s,t,u) = ç (s)(y (t,u)) - 3o(Y1(s,t),y1(s+t,u)) + 3o(Y1(t,u),Y1(s,t+u)) 

soit un 3-cobord et que la re lation (7) soit vraie 

Démonstration. Notons y(6,Y»C) le cocycle défini par la relation (3). La relation 

(1) implique que yip est nulle sur les images de (f) et de X. Posons 

Y = Im X + Im <j> . 

o Y 3n a donc ^(t ,s) = ^(s, t ) = 0 dès que t G Y . Selon (2) et ce qui précède, en com­

posant Ç avec la restr ict ion de Hom(Y,X) dans Hom(YQ,X), on obtient un morphisme 
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de Z dans H o m ( Y Q , X ) , lequel est restriction d'un morphisme Çq de Z dans H o m ( Y , X ) , 

ce qui démontre (a). 

Lemme 2. Soient G un_ groupe3 x et y des éléments de G tels que [y,x] et y commutent 

£ g = [[y»x],y], C>n £L> pom* t o u t entier naturel k,, 

[x,yk] = [ x . y l V ^ . 

(Démonstration élémentaire par récurrence sur k depuis l ' ident i té 

[x,yz] = [x,y][x,z][[z,x],y]) 

Corollaire. Soit U un y-groupe de classe au plus 3, tel que [U,[U,U]] soit d'expo­ 

sant au plus p. Si_ p est impair, on a_3 quels que soient x_, y € U, 

[x,yP] = [x,y]P. 

Sous les hypothèses particulières de la proposition 3, dans un groupe exten­

sion de Z par D comme la proposition 1 l'envisage, l ' ident i té énoncée dans le coro­

l la i re précédent se traduit par (6). De même, dans un tel groupe la formule de 

Jacobi fournit (y); en effet, si p est une section depuis Z, on a 

[ p ( s ) , [ p ( t ) , p ( u ) ] ] = Ç(s)(<|>(t,u)). 

I l résulte de la proposition 1 que si y est un 3-cobord, un tel groupe existe 

et les relations (6) et (y) sont vraies. 

Posons, Çq vérifiant (a), 

ç = Ço + V 

Quel que soit s G Z, Ç(s) et KQ(s) coïncident sur Y q , tandis que Çj(s) est nul sur 

Y . Par conséquent la relation (6) (resp. (y)) est vraie simultanément pour Ç et Ç , o o 

tandis que dÇQ est nul. 

D'autre part, la relation (y) est trivialement vraie pour et on a 

(6)j Ç1(s)(À(t)) = 0 (s, t) € Z2, 

et de (2) on déduit 

(2)j dÇj = Y* o y. 

Parallèlement, le 2-cocycle 3 se décompose en 3 = 3Q + 3 j , où 3q est dans la classe 

(v ,0 ) , projection abélienne de 0 = ( V , I | J ) , et $j = \p/2 est dans la classe (0,i|;) (cf 

les propositions 1 et 2 du chapitre I I ) . On voit que 

y(3,Y,Ç) = (3o,Y,ÇQ) + U(31,Y,Ç1), 
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les 2 termes de droite étant des 3-cocycles définis par la formule de la proposition 

1 (grâce à (2)j) . I l résulte de la relation (1) que Ŷ  o <j> est nul, d'où 

y(31,Y,C1) = y ( e 1 , Y Q , ç 1 ) 

et Yi|; o Y = o YQ. 

La relation (6)^ garantit que y(3j,Y0»Cj) est un cobord (proposition 2 et corollaire) 

Le terme restant y($ , y , ç )correspond au cas où D est remplacé par sa projec-o o 

tion abélienne D q , et Ç par Ç q . Plus précisément la classe de y est l'image de V 
2 

par le morphisme 8 ( Z , 0 q ) = , l'énoncé de la proposition 1 se réduisant dans ce 
o 

cas à l'exactitude de la suite ~ 

K Z ( Z , D Q ) — > H ( Z , Y ) H ( Z , X ) . 

L'application qui à V associe la classe de y($o,Y>0) est donc additive en T, et si 

3Q(F) est nul, (6) et (y) sont vraies, 
o 

Selon le corollaire de la proposition 2, y (3 ,Y >0) est un cobord. Selon la 

proposition démontrée au chapitre I I I , l 'application qui à (s,t ,u) associe 

Ç (s)(Yj(t,u)) est un cobord si et seulement si (y) est vraie. Au total 3^ (T) est 
° o 

nul si et seulement si y est un cobord et (y) vraie. 
o 

On aurait aimé démontrer que (6) et (y) donnent des conditions suffisantes. 

C'est le cas si E est abélien (proposition 2). Supposons plus généralement que 

(v o cf>) soit nul, et les relations (2), (6) et (y). La proposition 2 s'applique à 

la projection abélienne Eq de E (alors ( 4 ) et ( 6 ) coïncident avec Ç o A = 0 ) , si 

bien que y(3j,Y0>Ç) et y($j,Y0»£j) sont des cobords. Leur différence, à savoir 

((s , t ,u) —> ÇQ(S)(YQ(t,u))), est un cobord. Par (y), l 'application ((s, t ,u) —> 
C (s)(Y,(t,u))) est aussi un cobord. Donc y (3 ,Y»C ) est un cobord si et seulement o i o o 

si y(3Q,Y>0) est un cobord. Cette dernière condition équivaut à l'existence d'une 

extension centrale de Z par Dq dont la restriction à Y réalise T, ou encore à l ' ex is -
2 

tence d'une fonction alternée 0 de Z dans D , d'image (j) modulo X . L'égalité 

V o 4)= 0 exprime que la restriction de 0q à l'image de <|> est nulle, donc Im (f) se 

remonte dans (D ) = X + Ker v et il en résulte que <|> se factorise effectivement 
^ 2 
à travers TT' par une application alternée de Z dans D . On a donc la ° o 

Proposition 4 . Hypothèses et_ notations de_ la_ proposition 3. Si_ (v o §) est_ nul, y 
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est un 3-cobord si et seulement si (6) et (7) sont vraies. 

Proposition 5. Soient q une puissance de p., K le_ groupe additif de 1K = GF(q) . Soi 

U un_ p-groupe de classe 3 admettant un groupe cyclique d ' automorphismes H d'ordre 

(q - 1) opérant irréductiblement sur chacun des quotients de la suite centrale  

descendante de U. Alors U.H est isomorphe à l'un des produits semi-directs V[a].KX 

où o € G= Aut(lK) et_ V[a] est de support Kj x Kq x k avec les lois 

(x,y,z,)(xf ,y ' ,zf) = (x+x'+u)(z,z')+Ç(z,y') , y+yT+y(z,z') , z+z1) 

x(x,y,z)x 1 = (p(x)x,x1+ay,az) (x € KX), 

et soit (i) Kj = Kq = K, a ^ 1, y(s, t) = Yj(s,t) = st - s t , ç(s , t) = s t , 

a)(s,t) = s2tQ + st1+a et p(x) = x2+ö. 

soit ( i i ) k = k = k, a2 ^ 1, y = y , ç(s, t) = stö - sa t , p(x) = x1+a+a , 
z Z Z . z , . f v 1+a a , a+a _ a l+a 1+a a a)(s,t) = 0).(s,t) = s t + s t + s t - s t . 

soit ( i i i ) K = K, K, est le groupe additif du corps des points fixes de q, 

Y - Y,. Ç(s,t:) = Tr , (b(stö - s0 t)) où b € K" , p(X) = À1+0+a , 

1 
a est d'ordre 3, œ(s,t) = T r ^ ^ (ba>2(s,t)), 

soit (iv) K, = K, K est le groupe additif du corps des points fixes de a, g est 

d'ordre 2, y(s , t ) = aQ(stG - sQt), où aQ + a a = 0, Ç(s,t) = s t , 

p(x) = x , a)(s,t) = aQ(s t + s t ) . 

Démonstration. Les facteurs irréductibles sont nécessairement des groupes d'expo­

sant p. On a donc 

[U,U] = H(U) (groupe de Frattini) 

et H opère fidèlement sur l'espace Z = U/H(U), premier facteur de la suite centrale 

descendante. Soit 

X = [[U,U],U]. 

Le groupe U/X est de classe 2, donc du type U(a) ou u0(aQ) (proposition 6 du cha­

pitre I I ) . Puisque U n'est pas de classe 2, le centre et le groupe dérivé de U 

sont dist incts . Comme X est central, H-stable et non t r iv ia l , X est le centre de U. 

Posons 

Y = [U,U]/X 

et notons X, Y et Z additivement. 
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L1 extension 

0 —> Y —> U/X —• Z —> 0 
est définie par un couple (X,<|)) G Hom(Z,Y) x Alt(Z,Y). Par hypothèse (j) n'est pas 

nulle. Si X est non nul, X est un isomorphisme de H-modules. Or 1'involution de H 

opère trivialement sur Y car 

si s, t G Z, (J)(-t,-s) = 4>(t,s). 

Donc X est nul. 

L'extension 

0 —• X —• [U,U] —> Y —» 0 

est définie par un couple (v,i[>) G Hom(Y,X) x Alt(Y,X) . On a nécessairement 

V ^ O <J> = 0 

(corollaire du lemme 1). Mais puisque Y est H-irréductible et (f) ^ 0, \p = 0, donc 

i[> = 0 et [U,U] est abélien. Comte-tenu de ce qui précède, la condition (6) de la 

proposition 3 devient 

v o 4> = 0. 

Puisque Y est H-irréductible, V est nul, et finalement [U,U] est d'exposant p. 

A) Si U/X est isomorphe à U(o) (a G G) (a ^ a ) . 

Reprenons les notations du chapitre I I , où K = GF(q), avec y = 1*G, et iden­

tifions Y et Z au groupe additif K de K, H au groupe multiplicatif K* de 3K , opé­

rant naturellement sur Z. Si X G KX, X opère sur Z par (s —> Xs) et sur Y par 

(s —> X̂ +C7y). Selon la proposition 4 du chapitre I I , X est isomorphe au groupe 

additif d'un corps de cardinal q̂  = pa et, si m est l 'ordre du groupe d'automor-

phismes de X induit par H, a est l 'ordre de p dans le groupe multiplicatif des 

unités de ZZ/mZZ. Puisque m divise (q - 1), q̂  divise q et on peut considérer GF(qj) 

(noté 3Kj ) comme un sous-corps de IK . L'action de H sur X est définie par une fonc­

tion multiplicative p de KX dans KjX, X G KX opérant par (x —•» p(X)x). Selon le 

corollaire du lemme 1, l 'action de Z sur [U,U] est définie par une application 

biadditive Ç de Z x Y dans X (Ç étant définie comme dans la proposition 2, on pose 

ç(s, t) = Ç(s)(t)). Pour définir ç, utilisons l 'assertion (b) de la proposition 5 
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soit â  ^la composante de Ç sur (t . t t) . sous l 'action de H, on a 

ç(As,X1+ay) = p(X)Ç(s,y) quels que soient X G RX, s, y G K. 

I l en résulte que 

si a ^ 0, p(X) = xTx(1+a)\ 

Or la fonction p détermine l'ensemble {t,7T,qtt} (assertion (e) de la proposition I 

chapitre I I ) . On en déduit, compte-tenu de G2 f* 1, que Ç peut s 'écrire 

soit (i) X = a(T.ir) (a ï 0) 
~ 2 soit ( i i ) ç = a(x.xG) + b(xa .x) (ab ï 0) 
~ 2 2 soit ( i i i ) ç = a(x.xa) + b(xa .x) + c(xa.xo ) (abc 4 0) 

et la troisième possibilité n'intervient que si g est d'ordre 3. 

La condition de Jacobi apporte les restrictions suivantes (sachant que le 
3 

applications de la forme ((s , t ,u) —> x(s)7r(t)K(u)), où (x,tt,k) G G , forment un 
3 

base sur 3K de l'espace des applications triadditives de K dans K) 
soit (i) Ç = a(TT.TT) ou Ç = a (ttct . tt) 

soit ( i i) a + b = 0 

soit ( i i i ) a + b + c = 0 

Le groupe additif engendré par p(K ) est sous-jacent au sous-corps de ÜK 

engendré par p(KX). Puisque X est supposé H-irréductible, ce sous-corps est IKj 

Selon les cas on a 

(i) p(X) = x<2+c^ ou m x(i+2a)v 

(i i) p(X) = X(l+a+Q^ et a3 + 1 (X G KX) 

( m ) p(X) = Xv ' , a = 1 . 

On en déduit que K - K j dans les cas (i) et ( i i ) , tandis que Kj est le corps des 

points fixes de G dans le cas ( i i i ) . En effet, si a' G G fixe point par point p(KX), 

les applications cubiques définies par 

(i) {1,1,a} et {G',a' ,üa'} 

ou (i i) {l,a,a2} et {o\oo ' ^ g * } 

coïncident, et l 'assertion (e) déjà citée implique que a' = 1. 

Dans le cas ( i i i ) , toute image selon Ç est fixe par a et on a donc b = a° e 
2 2 

c = a , d ou a + a + a = 0 . 
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Selon la proposition 1 et la proposition 6 du chapitre I I , U peut être repré­

senté sur Kj x K x K à l 'aide de la fonction Ç, et d'un système de facteurs de K 

dans Kj x K, partiellement défini par le 2-cocycle ut i l isé pour définir U(a). Pour 

simplifier la présentation de U, on peut modifier les isomorphismes entre Z, Y, X 

et K par des isomorphismes préalables de K, de la forme 
cr, 

s — aTs T (T = X, Y, Z) avec ax G Kj, az, ay € K et € G. 

On obtient une nouvelle présentation de U avec comme nouvelles fonctions Ç' et (j)' 

ay(j)'(s,t)aY = az1+a(sta-sat)aZ 

°X ~ °Z °Y et axçf(s,t) = C(azs ,ayt ) . 

Si (i) a) Z ~ a(TT.TT) , i l suffit de modifier la présentation de X par ax = a ^ 

et = ÏÏ ^ pour obtenir (i) ç ' = (1.1) sans changer (J). 
~ -1 Si (i) b) ç = a ( T r a . T r ) , en posant o^ = o , ay = 1, = TT, az = 1, ay = -1 

et ax = - a, on obtient (i) Z' = (1.1) et <j>f = (l.cT1) - (a_1.l) 

(on a vu que U ( a ) et U ( G *) sont isomorphes). 

~ 2 Si (i i) Ç = a ( ( x . T Q ) - (xa . T ) ) , on se ramène, en modifiant uniquement la 

~ 2 présentation de X, à (ii) Ç' = ( l . a ) - (a .1). 

Si ( i i i ) , on peut supposer T = 1 en modifiant X, et choisir a et b tels que 

a = b - bQ, de tel le sorte que Z = T r ^ ^ (b(( l .a) - ( Q 2 . l ) ) ) . 

Selon les propositions 3 et 4, i l existe une fonction U) de K x K dans K j 

tel le que 

(d2oo) (s,t ,u) + a s , t u Q - tau) = 0 (s,t ,u) € K3, 

chaque solution en 03 définissant un groupe U satisfaisant aux conditions de l'énoncé 

La section notée O tout au long du chapitre I étant stable par H, on doit avoir 

si X € KX, u)(Às,Àt) = p(X)oo(s,t). 

Deux solutions en oo diffèrent donc d'un 2-cocycle H-stable c de Z dans X. Ce 2-cocy 

cle définit une extension de Z par X admettant H comme groupe d'automorphismes. Si 

l'extension n'est pas abélienne, c'est l'un des groupes classifies au chapitre I I , 

proposition 5. Mais dans ces groupes de classe 2, 1'involution de H opère t r iv ia le­

ment sur le groupe dérivé alors que p(-l) = - 1 . Donc c est un 2-cocycle abélien et 

H-stable, dont la classe de cohomologie est déterminée par f € Hom(Z,X) (chap. I I , 

4 5 



M. ENGUEHARD 

proposition 2). Si f n 'est pas nul, f est un isomorphisme de H-modules; or X et Z 

ne sont pas H-isomorphes, car p £ G(cf la proposition 4 du chapitre I I ) . Donc f est 

nul et c est un cobord de K x K dans Kj, et (u) + c) conduit à un groupe isomorphe. 

A isomorphisme près, i l y a donc un seul groupe dans chacun des cas ( i ) , ( i i) et ( i i i ) 

On obtient co sans difficulté grâce aux remarques faites à la fin du chapitre 
3 

précédent. I l existe toujours F triadditive de K dans Kj tel le que 
i(s,t,u) = îf(s,y(t,u)) 

= F(s,t ,u) - F(t,u,s) - F(s,u,t) + F(u,t,s 

et w(s,t) = F ( s , s , t ) - F(s, t ,s) + F( t , s , t ) + F(t ,s ,s) 

convient; selon les cas 

(i) F(s,t,u) = stua et 0) (s, t) = s2t° + st1+Q; 

(i i) F(s,t,u) = stQuQ et 

0)2(s,t) = 1+0 О s t o+o 
+ s 

2 О 1+0 t + s t 
2 l+o о • s t ; 

( i i i ) F(s,t,u) = ^ ж / ж / ( b s t V ) et co3(s,t) co3(s,t)^ж/ж/ co3(s,t) co3(s,t) 

В) S_i U/Z(U) est isomorphe à UQ(oo). (notations du chapitre II) 
co3(s,t)2 

Pour simplifier l 'écr i ture , posons q = r . 
Identifions encore Z au groupe additif К de Ж, sur lequel opère naturellement 

kx, Y au groupe additif Kq de Жо = GF(r), X au groupe additif Kj d'un corps fini 

Ж̂  . On voit comme en A) que Ж̂  peut être supposé sous-corps de Ж. L'opération 

de Z sur le dérivé [U,U] est définie par une application biadditive ~ de К x Kq 

dans k, à valeurs dans Kj. L'action de H sur X suppose l'existence d'une applica­

tion multiplicative p de kx dans Kj tel le que 

Ç(Xs,X1+rt) = p(A)Ç(s,t) (s € k, t g kq, xgkx). 
. . 2 Tout élément de К est trace d'un élément de Ж, i l existe donc V biadditive de К о 

dans К et qui factorise en Ç à travers (1 x Тг-^/-^ )• Selon la proposition 4 du 
о 

chapitre I I , V s 'écr i t 
v = l а(т,тт) ((т.тт) + (т.ттоо)) , 

où (t,tt) parcourt G x (G/<oq>) et а(т.тт) g K. 
r x Si t g К , soit s' g К tel que t = s' + s' ; on a alors, pour X g К , 

46 



OBSTRUCTIONS ET p-GROUPES DE CLASSE 3 

À s1 + ( X s ) = X t , 

d'où V ( X S , X 1 + r s ' ) = A X S , X 1 + r t ) = P ( X ) ~ ( s , t ) = P ( X ) V ( s , s ' ) . 

I l en résulte que si a ( T , 7 î ) 0, P ( X ) = XTX7T + . 

Selon l 'assertion (e) de la proposition 5 du chapitre I I , P détermine { T , T T , T T T } 

et on en déduit que V est de la forme 

V = a((x.TR) + ( T . T r a ) ) o (a € K, a 0 et ( T , T T ) G (S2). 

Comme P(RX) engendre JK , K. est égal à K. 

L'existence de l'extension est fonction de la condition (7). On a 

~(s,Y(t,u)) = a a o V ( t u r - ut^77 

et i l en résulte - comme en A) - que (7) est vraie si et seulement si T G { T I ^ i r a ^ } . 

En transformant la présentation de X, on peut supposer a = 1 et T = ïï = 1 . 

On obtient alors 

P ( X ) = X 2 + R et ~(s,t) = st ( X G KX, s G K et t G K ) . 
o 

L'unicité de U à isomorphisme près se démontre exactement comme en A). Ur 

système de facteurs convenable (y,co) se calcule de même avec 

r r r 2 r 1 +r y(s,t ,u) = aQs(tu - ut ) , F(s,t,u) = aQstu , o)(s,t) = aQ(s t + s t ) 

La proposition 5 est ainsi démontrée 

Les p-groupes de type (i) se rencontrent comme 3-groupes de Sylow des groupes 
2 2 

de Ree G2(q) (p = 3 et G = 3 ) . Dans "caractérisation des groupes de Ree" (même 

volume) nous utilisons une autre présentation de ces groupes, avec T = _ (i*a) et u)(s,t) = s2tQ + s1+at - sQt2, 

soit la loi de produit 

r \ / t t f \ / , 2 , a 1+a , a ,2 . . a . , a fN (x,y,z)M(x ,y ,z')M = (x+x'+z z' +z z -z z' +zy' , y+y'+z z -zz' , z+z')^. 

On obtient un isomorphisme depuis le groupe décrit en (i) par 

(x,y,z) —> (-x-z , -y , z)M. 

Dans [6j, J.G.Thompson définit ainsi le produit sur K 

(x,y,z) (x ' ,y ' ,zf) = (x+x' , y+y'+xx'Q-xax' , z+z'+yx'+xax'2+xx'1+a-x2x'a; 

Les applications 

(x,y,z)M --• (-z,-y,-x+yz)T et (x,y,z)T —> (-z+xy,-y,-x)M 
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sont des isomorphismes réciproques. 

3 
Dans [7], J. Tits définit ainsi le produit sur K 

(x ,y ,z )J (x l ,y ' , z ' ) j = (x+x' , y+yT+xax' , z+z1-xy'+yx'-x ^ +0x') 

Les applications 

(x,y,z)J --• (z-xy-x ,-y-x >"X)M 

x,y,z)M —• (-z,-y-z »x+yz^j 

sont des isomorphismes réciproques. 
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