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SOLUTIONS DE VISCOSITE DES EQUATIONS ELLIPTIQUES

DU SECOND ORDRE COMPLETEMENT NON LINEAIRES

P.L.LIONS
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I . Introduction.

L'importance de la théorie des distributions de L. Schwartz
dans 1'étude des équations aux dérivées partielles nonlinéaires est
bien connue : elle permet notamment de définir, en intégrant par
parties, des notions de solutions peu réguliéres d'équations non
linéaires "sous forme divergentielle", et ces solutions dites faibles
permettent souvent d'&tudier complé&tement les &quations en question
(résultats d'existence, d'unicité, de stabilité ; analyse numérique
des solutions ; étude de la régularité...). Cependant, le mécanisme
"d'intégration par parties" n'est possible, pour des solutions peu
réguliéres, que pour des équations ayant une structure bien particu-

liére ; en particulier il ne s'applique pas aux équations elliptiques,
q q

éventuellement dégénérées, du second ordre complétement nonlinéaires

du type suivant :
2
(1) F(D"u,Du,u,x) = 0 dans Q

ol { est un ouvert de RN , F est une nonlinéarité donnée et u
une fonction scalaire sur Q . L'ellipticité de (1) se traduit par

1'hypothése :

(2)

(E,p,t,x) < 0 , (au sens des matrices

symétriques)

pour tous x € Q0 , t €ER , p EIRN , & matrice symétrique N x N .
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P. L. LIONS

Nous présentons ici une notion de solution faible de (1) - dite

solution de viscosité - qui permet une &tude assez complé&te de (1).

Nous verrons en particulier qu'une maniére de concevoir cette notion

est basée sur un mécanisme d'intégration par parties a 1l'intérieur

de la non linéarité. Cette notion a été introduite par M.G. Crandall

et l'auteur [5], [6] dans le cadre des équations de Hamilton-Jacobi
du premier pordre - i.e. le cas o F ne dépend pas de & - , 1l'ex-
tension aisée aux équations générales (1) étant donnée dans P.L.
Lions [9]. Cette notion permet d'obtenir des résultats d'existence,
d'unicité, de stabilité, d'approximation numérique..., dont nous
présentons quelques exemples ci-dessous. De plus il a été observé
(cf. P.L. Lions [9], [10]) que la notion de solutions de viscosité

permet de justifier complétement la dérivation des équations de

Hamilton-Jacobi-Bellman en contrdle optimal stochastique grédce au

principe de la programmation dynamique de R. Bellman.

Les motivations pour 1'étude des équations (1) sont trés diverses

comme le font apparaitre les exemples suivants
P P

Exemple 1 : Equations de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Il s'agit 13 des équations fondamentales du contrdle optimal
stochastique, elles ase présentent sous la forme de (1) avec la
restriction : F convexe - ou concave - par rapport a £ . De fagon
équivalente, les &quations de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB en abrégé)

sont données par :

(3) sup {A u(x) - fa(x)} = 0 dans @

o € A o
ol (Aa)a €A est une famille d'opé&rateurs elliptiques €éventuellement
dégénérés du second-ordre et (f ) est une famille de fonctions

a’a € A
données. Nous renvoyons le lecteur, pour un traitement plus complet

de (3), aux articles de revue P.L. Lions L1111, [12].

er

Exemple 2 : Equations de Hamilton-Jacobi du 1 ordre.

On considére maintenant

dans Q

[}
o

(4) F(Du,u,x)
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Les équations de Hamilton-Jacobi du 16T ordre (HJ en abrégé)
interviennent en Calcul des Variations, Contrdle Optimal et Jeux

différentiels, Physique Mathématique...

Remarquons également que lorsque F est convexe par rapport 3
Du , (4) est alors un cas particulier - totalement dégénéré - des

équations de HJB.

Exemple 3 : Equations de Monge-Ampére.

En géométrie différentielle interviennent les équations suivan-

tes dites de Monge-Ampére :
(5) det(Dzu) = H(Du,u,x) dans  , u convexe sur .

Il est important de noter que cette équation est elliptique parce que
1'on cherche des solutions u convexes, et l'hypoth&se (2) est alors
vérifiée en se restreignant aux matrices symétriques £ nonnégatives.
Pour un traitement plus complet de (5), nous renvoyons le lecteur 3
S.Y. Cheng et S.T. Yau [3 ]; P.L. Lions [13], [14] ; L. Cafarelli,

L. Nirenberg et J. Spruck [2] ; N.V. Krylov [7], [8].

Dans ce qui suit, nous allons exposer quelques applications de
la notion de solutions de viscosité de (1) et ce tout d'abord pour
les équations de HJ du 187 ordre (section II), puis pour les équa-

tions générales (1) (section III).

II . Solutions de viscosité des équations de Hamilton-Jacobi.

Pour définir cette notion, nous aurons besoin de la notation
. . . +
suivante : si ¢ € C(R) et si x € Q , on note D ¢(x) 1l'ensemble

convexe fermé éventuellement vide défini par :

DTp(x) = {p er s lim sup [{e(y)-p(x)-(p,y-x)}
y €EQ , vy > X

ly-x] 7l < 0}.

Cet ensemble est appelé le sur-différentiel de ¢ au point x .
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De fagon analogue on définit le sous-différentiel de ¥ au point x

De(x) = {p erY /  lim inf  [{(9(3)-0(x)=(p,y-x))
x € Q » ¥y > X

|y—x[_l] = 0} .

Suivant M.G. Crandall et 1'auteur [6] (voir aussi [4],[10]),
nous pouvons maintenant définir la notion de solutions de viscosité

des équations de (HJ) :

(4) F(Du,u,x) = 0 dans Q ,
~ N

oi FECER xR x Q) .

Définition : 1) u € C(Q) est appelée sous-solution de viscosité

de (4) (resp. sursolution) si :
(6) F(p,u(x),x) < 0 , ¥x€Q, ¥ p €D u(x)
(resp. (7) F(p,u(x),x) =20 , ¥ x €Q , ¥ p € D u(x)).

ii) u € Cc(Q) est appelée solution de viscosité de (4) si u
est 3 la fois sous-solution et sursolution de viscosité de (4) c'est-

a-dire si (6) et (7) ont lieu.

Remarques : 1) Si u est différentiable au point x , il est alors
évident que l'on a : D+u(x) = D u(x) = {Du(x)} . On en dé&duit donc
d'une part que toute solution classique de (4) (i.e. u € CI(Q)) est
solution de viscosité de (4), et d'autre part que toute solution de
viscosité de (4) vérifie 1'équation (4) en tout point de différen-

tiabilité.

2) Ainsi que le montrent les exemples suivants, la définition
précédente sélectionne des solutions dans la classe des fonctions

localement Lipschitziennes vérifiant (4) p.p..

Exemple 1 %% =1 sur ]O,1[ , u(0) = u(l) =0
I1 est facile de vérifier que uo(x) = Min(x,l-x) est solution
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de viscosité@ de 1'équation précédente (et vérifie les conditions aux
limites). De plus il existe une infinité de solutions du probléme
précédent vérifiant 1'équation p.p. (en fait 1'adhérence pour la

topologie uniforme de ces solutions est l'ensemble des fonctions v

1]

lipschitziennes vérifiant : [v'| <1 p.p. sur JO,1[ , v(0)=v(l)
= 0). Et on peut montrer (c'est une conséquence des résultats
d'unicité décrits ci-dessous que u,  est l1'unique solution de

viscosité de :

du

%E; -1 = 0 sur ]0,1[
vérifiant : u € c([0,1]) , u(0) = u(l) =0 .

Ju a N
Exemple 2 5t * [Du|™ = 0 sur R x ]0,»[ , u]t=0 o,
oi N>1, a >0 . La nonlinéarité F(p,s,y) correspondante est
. - - o _ N+1

alors : F(p,s,y) = F(p) = [p"[" + py,; » ¥p = (p',py,;) €ER .
Bien sir u(x,t) = 0 est solution classique et donc de viscosité
de 1'équation ; et wu(x,t) = Min (]x-xol—t , 0) est c” par

morceaux, lipschitzienne, vérifie la condition initiale et 1'équation
p.p. (od X est quelconque dans RN) mais n'est pas solution de
viscosité .

Il est possible de donner diverses formulations équivalentes de
la définition précédente : la proposition qui suit (tirée de M.G.

Crandall, L.C. Evans et P.L. Lions [4]) en fournit une

Proposition I.1 : Soit u € Cc(Q) , u est sous-solution (resp.

sur-solution de viscosité)de (4) si et seulement si, pour tout

p € CI(Q) , on a :

en tout point X de maximum local de wu-yp , on a

(8)
F(D¢(xo),u(xo),xo) < 0
(resp.
en tout point X de minimum local de u-¢p , on a
(9)

F(Dw(xo),u(xo),xo) > 0 )
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Remarques : 1) L'énoncé précédent reste exact si on remplace C1
2 © . . .
par C ou C ou si1 on remplace maximum local par maximum global,

maximum local strict ou bien maximum global strict.

2) Au vu de cette formulation, on constate que l'on a "dérivé
par parties" a l'intérieur de F en remplagant Du par D¢ au
point de maximum L

A titre d'exemple, nous allons donner un résultat d'unicité

pour le probléme suivant

4" F(Du,u,x) 0 dans RN
Des résultats analogues ont lieu pour le probléme de Cauchy, ou pour
des problémes aux limites (cf. M.G. Crandall et P.L. Lions [6]).

Nous aurons besoin des hypothé&ses suivantes sur F :

(10) F(p,t,x) € BUC(B, x [-R,+R] x R) , ¥ R <o
(11) ¥ R <o, Jy >0,
F(p,t,x) - F(p,s,x) = y(t-s) si t,s ER , x,pemN
(12) lim {sup [|F(p,t,x)-F(p,t,y)| / |t|] <R,
ed0
(lp|+1) |x-y| < E]} = 0, ¥R <o
ou
(13) lim {sup [|F(p,t,x)-F(p,t,y)| / |t| < Ry >
el0
lp| |x-y| < R, |x-y| < E]} = 0
pour tous R,,R, < o,
Théoréme I.1 : On suppose (10) et (11). Soient wu,v € CbORN) respec-—

tivement sous et sursolution de viscosité de (4'). On suppose enfin

que : ou bien (13) a lieu ; ou bien (12) a lieu et wu,v € BUCGRN) H

ou bien u,v € wl’mGRN) . Alors : u <v sur R .

Ce résultat démontré dans M.G. Crandall et P.L. Lions [6] est

basé sur des lemmes du type suivant
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Lemme I.l : Soient wu,v € COGRN) tels que : max (u,v) >0 . Il
R
. . N .
existe deux suites (xn)n s (yn)n éﬁ_ R vérifiant : X Y, ; X0 s
+ -
(u-v) (x ) = mag (u,v) t Du(x_ ) ND v(y ) # @ .
_— n n
R
Donnons maintenant un résultat d'existence :
Théoréme I.2 : On suppose (10), (11) et ou bien (12), ou bien :
(14) lim F(p,t,x) >0 , uniformément pour t,x bornés.

[pT>e

Alors il existe u € BUCGRN) solution de viscosité de (4). De plus
. . 1,0, N
si (14) a lieu, u € WlOCGR )

Dans le cas ol (l14) a lieu, ce résultat est di 3 P.L. Lions
[10], [15], tandis que le cas ol (12) a lieu a été partiellement
traité dans [10],[15] puis dans P. Souganidis [17] , le résultat

final étant d3 3 G. Barles [1].

Signalons enfin que la notion de solutions de viscosité a permis
de résoudre de nombreux problémes relatifs aux équations de Hamilton-
Jacobi : approximation numérique, liens avec le contrdle optimal et
les jeux différentiels, problémes asymptotiques, théorie des semi-

groupes, perturbations singulidres...

III . Equations du second-ordre.

Les notations et définitions ci-dessus s'étendent comme suit
soit ¢ € C(QR) , le surdifférentiel d'ordre 2 de ¢ au point x de

2 est donné par :

Dye(x) = {(g,w evxr'/

lim sup {[@(y)-w(X)-(p,y-X)- %(E'(y-X),y-X)] Iy-xl'z} < 0}
YEQ,Y'*X
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oli V = {f matrice symétrique N x N} . De méme le sous-différentiel

d'ordre 2 de ¢ au point x est donné par

Dyo(x) = {<a,p ev xr" /

lim inf - - N T - -2}
, e erf ;n» . {[w(y) v (x)-(p,y-x) 7 (E+(y-x),y-x)] |y-x| / > 0}

+
Remarques : 1) D2¢(x) est un ensemble convexe fermé éventuellement

vide. Si (&,p) € D;¢(x) alors (n,p) € D;W(X) pour n =g .

2) Si ¢ est deux fois différentiable en x :

Dip () = {(£,Dp(x)) / EEV , £ >Dlu()} .

On considére 1l'dquation (1) o F € C(V x RN xR x Q) :

l'ellipticité de (1) se traduisant par l'hypothé&se :

N

2" F(E,p,t,x) S F(n,p,t,x) si E£>n, p€ER , t €ER, x € Q
Définition : i) u € C(R) est appelée sous-solution de viscosité
de (1) (resp. sursolution) si on a
+
(15) F(E,pau(x),x) <0 > ¥ xeqQ, ¥ (E,’P) S Dzu(x) ]

(resp. (16) F(&,p,u(x),x) <0 , ¥ x €0, ¥ (£,p) € Dyu(x)).

ii) u € C(R) &est appelée solution de viscosité de (1) si u
est 3 la fois sous et sursolution de viscosité de (1) i.e. si u

vérifie (15) et (16).

Remarques : 1) On vérifie aisément que u € C(Q) est solution de
viscosité de 1l'équation de HJ (4) si et seulement si u est solution
de viscosité au sens de la définition ci-dessus de (4) (considérée

comme cas particulier de (1), en prenant F indépendante de § ).

2) Si u € CZ(Q) est solution classique de (1), il est alors

clair au vu de (2') que u est solution de viscosité de (1).
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Le résultat qui suit étend cette remarque (cf. P.L. Lions [16]) :

Proposition II.1 : Soit u € wi;i (Q) vérifiant
(") F(Dzu,Du,u,x) < 0 p.p. dans @ (resp. = 0) .

Alors u est sous-solution (resp. sur-solution) de viscosité de (1).

Remarque : Ce résultat n'est plus vrai si on remplace N par p < N.
De méme qu'auparavant, on a la formulation équivalente suivante:

Proposition II.2 : Soit u € C(Q) . Alors u est sous-solution

(resp. sur-solution) de viscosité de (1) si et seulement si on a

pour tout ¢ € CZ(Q)

en tout point X de maximum local de u-¢ , on a

(18) )
F(D o (x ),Dp(x ),ulx),x ) < 0 ;
(resp.
en tout point x, de minimum local de wu-¢ , on a
(19)
2
F(D ¢ (x ) ,Dp(x ),ulx ),x ) = 0 )
Remarque : L& encore, on peut remplacer C2 par ¢” et maximum

local par maximum global, maximum local strict ou maximum global

strict.

Comme dans le cas des équations de HJ, i1l est possible d'obte-
nir, sous des hypothé&ses de structure sur F trés générales, des
résultats d'existence. L'unicité par contre est un probléme ouvert
important (notamment pour la théorie des jeux différentiels stochas-
tiques) : il semble raisonnable de conjecturer que 1' analogue du
Théoréme I.1 a lieu. Seuls sont connus le cas ol la dimension N
est inférieure 3 2 et le cas des équations de Hamilton-Jacobi-
Bellman (3) que nous détaillons ci-dessous. Soient m =1 , A un
espace métrique séparable, (Aa)a e A une famille d'opérateurs du
2% ordre dont les coefficients dépendent continlment de o ,

(Cu)a €A (fa)a € A deux familles de fonctions équicontinues
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en x , uniformément bornées, dépendant continliment de o . L'opéra-

teur AY est donné par
C

A = - aij(x,u) Bij - bi(x,a) Bi + Ca(x)

ol les coefficients a..,b.,c vérifient

i] i
(20) aij(x,a) = Oik(x,u) Ojk(x,u) . inf cu(x) > 0
o, X
21) sur {"Oik(.’u)"wz’m(]RN) +"bi(.’u)"wl’m(]RN)} < =,
pour tous | <1 <N, 1l <k <m .

Nous conclusons avec les deux résultats suivants démontrés dans

P.L. Lions [9]

Théoréme II.1 : Soit u € C(Q) , u est sous-solution de viscosité

de 1'équation de HJB (3) si et seulement si

(22) Auu < fa dans D'(Q) s ¥ o €A

Théoréme II.2 : Soient wu,v € Cb(ﬁ) respectivement sous et sur-

solution de viscosité de 1'équation de HJB (3). Alors on a :

(23) sup (u—v)+ < sup (u—v)+
Q a0
Remarque : Il est possible de remplacer dans (23) le sup sur 23Q

par le sup sur "la partie de 230 par laquelle sortent les proces-
sus de diffusion associés aux opérateurs Aa " , partie en général

strictement incluse dans 9 quand les opérateurs Aa dégénérent.
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