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SYSTEMES PRESQU'ELLIPTIQUES : UNE AUTRE DEMONSTRATION DE LA

FPORMULE DE L'INDICE.

par L. Boutet de Monvel

§1 Rappels sur la formule de 1'indice.

§2 Rappels sur les opérateurs de Toeplitz.
§3 D - modules.

§4 Image directe.

§5 Probléemes aux limites.

§6 Formule de 1'indice.

Cet article résume un travail en collaboration avec B. Malgrange.

§1. Rappels sur la formule de 1'indice.

0
a. Soit X wune variété (réelle, compacte, C ), D un complexe d'opérateurs
différentiels ou pseudo-différentiels sur X , c'est a dire une suite d'opéra-

reurs différentiels:
(M D:0>C(KEY » o+ > C(XEY » 0

. . o ) y .
ot les EJ sont des fibrés vectoriels sur X , et p? ! ° Dd =0 . Le symbole

*
de D est le morphisme de fibrés vectoriels sur T X tel que
@ e = Mo @p).u + o™

ol u est une section de ZEj s ¢ une fonction c” sur X , t un parametre
tendant vers +o°. Ici 0(D) est une différentielle , ie. O(D)2 = 0 , puisque
% = 0.

Rappelons que D est elliptique si son symbole o(D) est exact en dehors
de la section nulle de T*X . Dans ce cas les groupes d'homologie Hj(X,D) sont

tous de dimension finie, et 1'indice de D est le nombre
(3) o = Y17 dim #(x,D)
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En remplacant D par 1l'opérateur D+D* , opérant des sections de ZEzj
vers celles de z E2j+1 (théorie de Hodge) , ce qui ne change pas 1'indice, on
montre que celui-ci ne dépend que de la classe d'homotopie du symbole de D , et
ceci additivement, donc qu'il ne dépend que du fibré virtuel [D] € KC(T*X)
défini par ce symbole (ol K. désigne la K-théorie a supports compacts). La
formule de 1'indice permet de calculer ¥(D) en termes d'invariants topologiques

du fibré virtuel [D]

%) o = [, chlp] T(r'D)
T X

ot ch D est le caractére de Chern de [D] et T(T,X) la classe de Todd de T*X
définie par exemple a partir de la structure symplectique canonique de T*X.

La démonstration publiée par Atiyah et Singer est en fait K-théorique, ins-
pirée de la démonstration par grothendieck du théoréme de Riemann-Roch, que j'

esquisse maintenant.

b. Soit X une variété complexe projective, M un faisceau cohérent sur X ,
i X~ Pn(t) un plongement. Il existe une résolution localement libre finie

de M

0Ly >Ly > >L, >Ly> M>0
qui définit donc un élément [M] du groupe de Grothendieck K(X). La formule de
Riemann-Roch exprime la caractéristique d'Euler x(M) = Z -13 dim HJ(X,M)

en fonction d'invariants topologiques de [M]:

(4)bis X = [ chlM T(X)
Pour la démontrer on remarque qu'on a Y(M) = (—1)d x(i, M) , ot i M est 1'image
directe de M , d la codimension de plongement. Le membre de droite de 1'égalité
(4)bis se comporte de la méme facon. On est ainsi ramené au cas ou X est l'es-

pace projectif, et dans ce cas tous les termes de la formule sont connus et la

vérification est facile.

c. La méthode de Atiyah et Singer pour démontrer (1) s'inspire de celle de
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Grothendieck : si X est plongée dans une variété : X Liq Y , on peut a tout com-—

plexe elliptique D sur X associer un complexe elliptique Bi(D) sur Y de

sorte que X(D) = X(Bi(D)) (et que les membres de droite de la formule (4)suivent).
Par exemple si Y est un fibré vectoriel réel de fibre F sur X , et 1 :

X > Y est la section nulle , Bi(D) est essentiellement le complexe D @ dF R

ou dp est le complexe de De Rham relatif (différentielle extérieure des fibres).

. n . . .
Dans le cas X = point , Y = R , on obtient un isomorphisme

B : K(point) =Z -~ KC(T*Rn)

Dans le cas général on a

x® = 8" 8.

ot 1 est n'importe quel plongement de X dans R".

Ceci dit seul le fibré Bi[D] = [Bi(D)] est bien défini. Le complexe Bi(D)
n'est défini qu'a homotopie preés, et il n'y a pas pour lui de construction cano-
nique ou fonctorielle. La construction ci-dessous, avec une notion un peu élargie
de 1'ellipticité, fournira -du moins pour les opérateurs a coefficients analyti-

ques— un tel choix canonique.

§2. Rappels sur les opérateurs de Toeplitz.

a. Soit W wune variété complexe de Stein, § < W un ouvert relativement com-
pact de bord 90 analytique réel strictement pseudoconvexe; autrement dit § est

défini localement (ou globalement) par une inégalité :
(5) Q : p<o

ol p est une fonction analytique réelle , dp # O sur 3R , et la matrice de

. 2 -
Levi de p (3 p/3zj sz

*
Nous noterons I < T 30 le sous-fibré en demidroites réelles engendré par

en coordonnées locales) est >> 0 .

la section -id'plBQ . Com:e 9 est strictement pseudoconvexe, L est une sous-—
variété symplectique de T 3Q .

Toute fonction holomorphe dans § posséde (au moins au sens hyperfonction)
une trace sur df , qui la détermine complétement. Nous noterons 0(3Q) 1'espace

vectoriel de ces traces (il est isomorphe a 0(Q) ).
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Nous noterons encore
(6) 0°GR) <  H(N)

1'ensemble des traces de fonctions holomorphes qui appartiennent a 1'espace de
Sobolev H°(3Q) , et

) s L2 -+ 0°(39)

le projecteur orthogonal (projecteur de Szegd) pour la métrique Hilbertienne sur
LZ(BQ) définie par une mesure de densité analytique positive. Le projecteur S

se prolonge ou se restreint en un opérateur continu de H®(3Q) sur 05 (55) pour
. ’ , . , o . . ,
tout s ; en outre il préserve localement la régularité C et 1l'analyticité

(pour ces assertions cf. [1] ; pour 1l'analyticité cf. [6] , [7] ).

b. On appelle opérateur de Toeplitz analytique d'ordre m sur 9Q un opéra-
teur A sur 0(32) tel qu'il existe un opérateur pseudodifférentiel analytique

P d'ordre m sur 092 tel que
(8) A(u) = S(P(u)) pour u € 0(3Q)

Un tel opérateur est continu de 0° dans os™ pour tout s , et préserve loca-
lement la régularité ¢’ et 1'analyticité, comme P et S .

Ces opérateurs se comportent comme des opérateurs pseudodifférentiels, avec
un calcul symbolique analogue sur le cdne symplectique I : si A est défini

par (8) , son symbole est la fonction homogéne sur L
(9) o(a) = o(P)]E

On écrira Om(A) pour spécifier que A est considéré comme opérateur d'ordre m.
Toute fonction homogéne (et analytique) sur I est le symbole d'un opérateur
de Toeplitz; le symbole om(A) est nul si et seulement si A est en fait de

degré < m-1 . Enfin on a

(10) om+m,(A B) = om(A) Gm,(B)

o ([a,B]) = -i {om(A), m.(B)}Z

m+m' -1
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ou | }Z est le crochet de Poisson de la variété symplectique I , si A et B

sont respectivement d'ordre m et m'.

Exemple : Soit P = P(z,3/9z) un opérateur différentiel a coefficients holo-

morphes. Alors P induit sur 1'espace ( un opérateur de Toeplitz TP de symbole

T = Y
an 0(Tp) (-id P ) op (-id'p)
Dans la suite nous continuerons de noter P = P(z,d/3z) cet opérateur.

Comme pour les opérateurs pseudodifférentiels il y a une notion d'opérateur
de Toeplitz elliptique : un tel opérateur est elliptique si son symbole est inver-—
sible (exact dans le cas d'un complexe d'opérateurs de Toeplitz). Le calcul des
opérateurs de Toeplitz est assez souple pour permettre de faire des déformations
et de fabriquer des adjoints. En particulier on peut faire avec ces opérateurs
la théorie de Hodge pour un complexe elliptique (qui consiste a remplacer la dif-
férentielle D par D + D* opérant des formes paires vers les formes impaires).
I1 en résulte, comme pour les systémes pseudodifférentiels, que 1'indice d'un

systéme elliptique d'opérateurs de Toeplitz D ne dépend (additivement) que du

fibré virtuel [D] € K(Q,90) défini par son symbole.

c. Nous nous interesserons au cas particulier suivant. Soit X une variété

e

. . Y P . ..
analytique réelle compacte, X une complexification de X . Choisissons sur

une fonction p analytique réelle telle que
Y
(12) p=0 sur X , p>0 sur X - X
le hessien transverse de p le long de X est >> 0

La fonction p est alors strictement plurisousharmonique au voisinage de X
(elle 1'est sur X), et quitte & diminuer X , on peut supposer que p est stric-
tement plurisousharmonique sur % entier , que son bord 3% est la surface de
niveau p = €, » et que pour € <
tubulaire de Stein de X , de bord BX€ strictement pseudoconvexe.

£, 1'ouvert XE (p < €) est un voisinage

Soit D un complexe d'opérateurs différentiels analytiques sur X . Alors
D se prolonge a XE pour € assez petit, et définit ainsi un complexe d'opé-

rateurs de Toeplitz De .(Cette propriété est aussi vraie pour les opérateurs
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pseudodifférentiels analytiques sur X .)
Si D est elliptique, il en est de méme de 1'opérateur de Toeplitz D€ pour
€ assez petit : ceci résulte de ce que les limites des directions des covecteurs

-1 d'p le long de X sont réelles.

Définition 1.- Nous dirons que D est presque elliptique si 1'opérateur de Toe-

plitz D6 est elliptique pour € > 0 assez petit.

Cette propriété ne dépend que du support Car(D) de D (ensemble des covec—
teurs ol le symbole de D n'est pas exact). On sait que ce support est un sous
. . . . *0)
ensemble analytique complexe conique involutif de T X . Rappelons que D est

dit holondme si Car(D) est de dimension (complexe) minimale dim X .

Proposition 1.- Un complexe elliptique est presque elliptique. Un complexe

holondme est presque elliptique.

La premiére assertion a été démontrée. Montrons la seconde: soit A = Car(D);
c'est un cone lagrangien (complexe) de T*% , donc la 1-forme de Liouville
A= L Ej dzj s'y annule. Soit N c T*§ la sous variété analytique réelle défi-
nie par la section d'p : sur N ona d'p= I Ej dzj , donc sur NN A on a
d'p = 0, et aussi d"p = 0 puisque p est réelle. Ainsi p est localement
constante sur N N A, donc n'y prend qu'un nombre fini de valeurs puisque tout
est analytique: pour € assez petit, p mne peut donc prendre que la valeur O

sur 1'intersection de XE et de la projection de NN A .

Si D est sous elliptique, les groupes d'homologie Hj(De) sont de dimen-
sion finie pour € > 0 assez petit. Un argument de continuité presque standard
montre qu'ils ne dépendent de € et sont donc aussi égaux aux groupes d'homolo-
gie Hj(D) (homologie de D opérant sur les sections analytiques réelles sur X).

I1 y a encore une notion de presqu'ellipticité pour les complexes d'opéra-
teurs différentiels (ou de Toeplitz) sur un ouvert complexe § : un tel complexe
D se prolonge en un complexe De sur les ouverts voisins Qe (p <€) pour € >0
assez petit. Par définition il est presqq'elliptigue si DE est elliptique pour
€ > 0 petit. Dans ce cas on a encore HJ(DE) = B3(D,0(Q)) (homologie de D opé-
rant sur les sections holomorphes au voisinage de () , et ces groupes sont de
dimension finie.

La définition ci-dessus dépend du choix de o . Une variante (indépendante
de ce choix) consisterait a exiger la presqu'ellipticité au sens de la premiére

définition pour tous les choix possibles de p (satisfaisant a (12)). Cette
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propriété ne dépend que du cdne tangent a2 Car(D) le long des réels.

§3. D-modules.-

Dans la suite il sera commode d'utiliser le langage des D-modules plutdt que
celui des complexes d'opérateurs différentiels.

Soit X wune variété analytique réelle ou complexe. Notons OX ,ou 0 1le
faisceau des fonctions analytiques sur X , et DX , ou D 1le faisceau en algebres
filtrées des opérateurs différentiels & coefficients analytiques sur X . On a
D=U Dk ol Dk < D est le faisceau des opérateurs d'ordre < k . En particulier
Do = 0, et D posséde deux structures de (-module Ds et Dr (0 opérant a
gauche ou a droite). Si E et F sont des fibrés vectoriels sur X (ie. des OX—

modules localement libres) , notons

(13) DE le faisceau des opérateurs différentiels de type E = E
FLE le faisceau des opérateurs différentiels de type E - F
en particulier LE = OLE .
. . . FE * .
On a un isomorphisme canonique L = F Qb D @O E , et en particulier
*
LE = P Gb E = HomD(E,D). FLE est un (DF,DE)—bimodule , localement libre

de type fini séparémént sur DF ou DE . En particulier LE est un D-module 2
gauche localement libre. L'application (P,e) > P(e) de LE x £ dans 0 domne

une identification:
~ E
(14) E = HomD(L ,0)

si M est un DP-module on note MF le DF—module

= F/E >
(15) MF = L @%E M = L(E,F) @i(E) M
En particulier si M est un D-module , ME = ELO @b M = E @b M est un

P -module (M tordu par E).
Notons QX le faisceau des formes différentielles de degré maximum sur X .
L'opération de transposition

(16) P > %P de D dans DQ
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est un isomorphisme de 1'algébre opposée ?° sur DQ , et plus généralement four-

nit un isomorphisme de 1'algébre opposée (DE)0 sur DEﬁaQ .

b. Notons A = Gr D 1le gradué associé 3 D . C'est une algébre commutative,
isomorphe au faisceau des sections de 1l'algébre symétrique STX , ou encore au
. . . * . . .
faisceau des fonctions analytiques sur T X polynomiales en la variable verticale.
Soit M un D-module. Une bonne filtration sur M est une filtration
i M = u,. M,
croissante sez M5 telle que

“17) Dk Mj c Mj+k , avec égalité pour j grand

Pour tout j , Mj est un O-module cohérent, nul pour j petit.

Un D-module M posséde localement une bonne filtration si et seulement s'il est
cohérent en tant que D-module.

Si M est muni d'une bonne filtration, le symbole o(M) est le A-gradué
Gr M . Le support de M est le support dans T*X de o(M) ; c'est un ensemble
analytique conique involutif. M est holondme si ce support est lagrangien (de
dimension minimale dim X).

Si M est muni d'une bonne filtration, et si par exemple X est projective
ou de Stein, il posséde une bonne résolution, ie. il existe un complexe de D-

modules localement libres filtrés

(18) D : 0« M« L <« L <« " « Lo« 0
tel que D soit une résolution de M et o(D) une résolution de o(M). (En
fait D est une résolution de M si son symbole est une résolution de o(M),
et toute résolution de o(M) provient d'une bonne résolution de M .)

Nous dirons envore que M est elliptique si son support ne contient aucun
covecteur réel non nul (lorsque X est réelle). Si M posséde une bonne filtra-
tion, cela équivaut a dire que n'importe quelle bonne résolution de M est elli-
ptique. De méme nous dirons que M est presqu'elliptique si ses bonnes résolu-
tions le sont, ie. si supp M ne rencontre pas la section d'p au dessus de
X¥-x , en dehors de X . Supposons X de Stein (par exemple réelle). Soit M
un Dx—module. On pose Hj(M) = Extj(M,O) , si M est muni d'une bonne filtra-
tion. C'est le j-iéme groupe d'homologie du complexe d'opérateurs différentiels
fourni par n'importe quelle bonne résolution de M . Si M est elliptique, les

H) (M) sont de dimension finie et on pose encore
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(19 xh = J 3 aimwmw

Si M" est un complexe de D-modules possédant une bonne filtration (ie. la
différentielle est de degré O , et 1'homologie du symbole est le symbole de 1'
homologie), il existe une bonne résolution de M’ , ie. un complexe double L'
de D-modules localement libres filtrés dont la différentielle verticale fournisse
2 la fois une bonne résolution de M' , de ses bords, de ses cycles et de son
homologie, et dont la différentielle horizontale produise par passage au quotient
celle de M® . On pose alors Hj(M') = Hj(L") . 81 M est localement libre, un
argument de suite spectrale montre qu'on a Hj(M') = Hj(D) , ou D est le complexe
d'opérateurs différentiels correspondant & M' . Le complexe L°° est elliptique
si et seulement si les faisceaux d'homologie Hj(Mf) le sont. Dans ce cas un ar-

gument de suite spectrale montre encore qu'on a

(20) XMy = T end amwdery = T end yadary

§4. Image directe.

a. Soient X et Y deux variétés analytiques réelles, M (resp. N) un DX—
module (resp. DY—module. Alors le DXXY—mOdule M@N sur X XY est bien
défini. Son support est suppM X suppN .

Proposition 2.- M®N est presqu'elliptique (resp. elliptique) si M et

N 1le sont tous les deux.

La réciproque est vraie si M et N sont non nuls.

En effet notons Px (resp. pY) la fonction de définition des voisinages
tubulaires de X (resp. Y) dans son complexifié, et choisissons p = pX + OY
sur X X Y . Si en un point z = (x,y) de % X ? voisin de X XY ona d'p =
(d'px,d'pY) € supp(M x N) , alors d'px € supp M , donc x est réel, et de méme
y est réel, si M et N sont presqu'elliptiques.

Si M et N sont elliptiques, un covecteur réel de supp(M & N) = supp M x
supp N est nul, parceque ses deux composantes sont nulles.

Soit Y wune variété analytique réelle (réelle ou complexe) et X une sous
variété analytique, i 1'inclusion X<E+Y . Notons IX c OY 1'idéal des fonc-

tions qui s'annulent sur X , et DXY c DY le sous faisceau des opérateurs P
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qui préservent 1'idéal a gauche DYIX : IXP c DYZ

si X =RP (ou c®) , plongé dans Y = Rp+q (ou Gp+q) s DXY est 1'ensem-
ble des P de la forme Po(x,a/ax) +Qy .

Par transposition DY opere a droite sur QY , et DXY préserve IXQY .
L'algébre quotient DXY/DYIX opére donc a droite sur QY/IXQY = QY|X , et cette
opération fournit un isomorphisme de cette algébre sur 1'algébre opposée a 1'

algebre des opérateurs différentiels sur

§ .
vlx
Si N est le fibré tangent normal de i (N = TY/i(TX)) , on a encore un

isomorphisme canonique QX X (QYIX)* = AdN (d = dim N). Ainsi

Q
Y L Y|X, 0
21) DXY / DY Ix - Dx =« Dx )

Si M est un Dx—module , Mous poserons

(22) iM =D & M
! Y DXY A%

Si N est un DY-module porté par X , et No c N est le faisceau des sec-—
i : N - ' ;
tions de N annulées par IX » N est un DXY/DY X module , coherentd31 N
1'est. Si alors M désigne le DX-module obtenu en tordant NO par ASN* | on

voit aisément que N est isomorphe a i M

Proposition 3.- Si X est réelle et M presqu'elliptique , i,M est presqu’

elliptique.

En effet 1'assertion est locale. Si X = RP plongé dans Y = RrP*d s i'M
est isomorphe au UY—module M® S , o ® est le produit externe, et & est
le QRq
la proposition 2 . Remarquons que i'M n'est pas elliptique si M # 0 car §

-module D/ Z? ij , qui est holondme. Notre assertion résulte donc de
n'est pas elliptique.

e s v
Définition.- Nous noterons 1

, (image directe décalée) le complexe de DY—

modules nul en tout degré, sauf en degré -d (d = codim X), et dont la composante

de degré -d est iM.

Proposition 4.- Supposons X et Y de Stein, par exemple réelles. On a alors
: =,
B = HJ(i!M) . En particulier si M est presqu'elliptique M et }!M ont

méme indice.
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Remarquons d'abord que, parceque ?'M est porté par X , on a HJ(?'M) =
Hj(},M|U) pour tout voisinage ouvert U de X dans Y . Choisissant pour U
un véisinage de Stein tubulaire, on se raméne ainsi au cas ou Y est un fibré
vectoriel sur X et 1 : X - Y est la section nulle. Notons p : Y - X la
projection, N 1le fibré vectoriel sur Y 1image inverse de Y (en tant que fibré
sur X), ou son complexifié dans le cas réel, et s la section canonique de N :

*
s(y) = p (y) € Ny . Notons k le complexe "multiplication extérieure par s"

23 k : o0-¢ $ N8 M- o090
Soit d
(24) d : 0~> ... Eq > Eq+1 > ... > 0

le complexe d'opérateurs différentiels correspondant & une bonne résolution de

M . Il existe un complexe bigradué fournissant une bonne résolution de i'M

25 ... > E > E

(25) p»q p,q+1
J, r
E .
p+l,q
i -

. > E > ...

O,q

tel que le complexe correspondant d'opérateurs différentiels (25) ait les proprié-

-

tés suivantes: on a Ep q = APy ® Eq (-dim N £ p £ 0) . La différentielle D
b

est somme de ses composantes bihomogénes

D = . D, . .
2320 1-3,]

* e e
avec D1 0= k  (produit intérieur par s) d mod. I sur ZEO .
’

» Dy g = X ,q

Comme est exact sauf en degré (0,.), ou son homologie est exactement

D
0,1
E"X , la fléche canonique HP(D) = HP(d) est bijective (la suite spectrale est

dégénérée) et la proposition est démontrée.

§5. Problémes aux limites

I1 ne s'agira ici que d'un cas particulier. Soit X une variété analytique
réelle, @ < X un ouvert relativement compact, sous-variété i bord de X , de

bord analytique 9@ . On supposera § défini globalement par une inégalité
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(26) u < 0 , avec u € (0(X) réelle, du # 0 sur o9

Soit M un D-module (ou un complexe d'opérateurs différentiels) défini au
voisinage de § . Nous dirons que M est elliptique sur { si
(27) (i) M est elliptique au voisinage de
(ii1) M est non caractéristique sur dQ , et le DBQ—module induit

MBQ = M/uM est elliptique.

De facon équivalente: M est elliptique s'il n'existe pas de covecteur réel
caractéristique non nul au voisinage de § , ni sur 9 de covecteur caractéris-
tique complexe de la forme du + if , avec £ réel.

Soit & une complexification de X , p une fonction comme dans 2.c (12)

Notons Q€ © X 1l'ouvert défini par 1'inégalité

(28) ¥ +p < 0
ou ¢ est un nombre réel > 0 , ¥ un prolongement réel de u (par exemple la par-
tie réelle de son prolongement holomorphe). QE est strictement pseudo-convexe
pour ¢ petit, et 1'ellipticité implique que le prolongement M de M a3 X est

elliptique sur Qe pour ¢ petit.

Définition 4.- Nous dirons que M est presqu'elliptique si M est elliptique

sur QE pour ¢ > 0 assez petit.

Lorsqu'il en est ainsi les groupes B (M,0) sont encore de dimension finie

et 1'indice de M dans § est bien défini.
Exemple 1.- Si 930 est vide on retrouve la notion usuelle d'ellipticité.

Exemple 2.- Supposons X complexe, et Q < X comme dans 2.1 . Soit XR la
variété réelle sous jacente, et I < DX 1'idéal engendré par les champs de vec-
teurs anti-holomorphes : on a Dx c DXR , et IDX < 1 , de sorte que DX/I est
aussi un DX-module a droite.
Si M est un Dx—module, on lui associe le DXR-module
@) My = @ /D &y M

Si D est un complexe d'opérateurs différentiels correspondant a3 M , le
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R
Si M est elliptique sur § , ie. si 32 est non caractéristique, alors

complexe correspondant 3 M, est D ® d"

MR est elliptique sur QR au sens de (27). En effet MR est elliptique dans
X, car d" 1'est déja. D'autre part si sur 30 un covecteur du+if" est carac-
téristique, avec & réel, on a d"u+if"=0 , donc d'u-if'=0, d'ol comme d'u+ig'
€ supp M, 2d'u €supp M ce qui contredit 1'hypothése. En raisonnant comme plus

haut, on obtient :

Proposition 5.- Avec les notations ci-dessus on a ExtJ(M, OX) = ExtJ(MR,OX )

en particulier xz(M) = x5 (M) si M est presqu'elliptique sur Q .
en particulier Xg X Mg) SL

Supposons maintenant X plongée dans Y , et =XNB, 90 =XN 0B

(intersection transverse), ot B < Y est bornée, de bord analytique

Proposition 6.- Si M est presqu'elliptique sur Q , i M est presqu'elliptique

sur B .

.. . o
En effet on peut choisir les fonctions u sur Y , sur Y de fagon

P
B Y
qu'elles prolongent celles de X . Il s'agit de montrer que, pour € petit,
d(€uB+pY) n'appartient pas & supp i,M : or i M est porté par X et sur X on
* ! !
a supp i, M = supp M + N . Si on avait d(euB+pY) € supp i M , on aurait par res-

triction d(euB+pY = dX(5u+p) € supp M .

)|X

§6. Formule de 1'indice.

a. K-théorie.

Soit X un espace localement compact, par exemple une variété analytique
réelle ou complexe. Si Y est une partie assez réguliére de X (par exemple un
sous—espace analytique fermé, ou le complémentaire d'un tel sous-espace), le
groupe K(X,Y) (resp. KC(X,Y)) est le groupe (en fait anneau commutatif) des
classes d'homotopie de complexes finis de fibrés vectoriels complexes exacts sur
Y (resp. et en dehors d'un compact de X). Il ne dépend que du germe de X au
voisinage de Y .

Si X est une variété analytique complexe, M un OX—module de support Z c
X, 0« M+« L" une résolution localement libre de rang fini de M , alors L'
est un complexe de fibrés vectoriels sur X , exact en dehors de Z . Il définit
un élément de K(X,X-Z) que nous noterons [M]Z (cet élément ne dépend que de M ,

et pas du choix de la résolution L'). Par exemple si Z est une sous-variété de
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X , il lui correspond 1'élément [OZ]Z € K(X,X-2)

Si Y est une partie fermée de X , on a une application produit
(30) K () @ K(X,X-¥) > K_(X,X-Y)

(si & € K(Y) , & posséde un prolongement g € K(U) si U est un voisinage assez
petit de Y . Alors pour N € K(X,X-Y) 1le produit &.n est la classe de & ®@n €
KC(U,U—Y) = KC(X,X—Y).) De méme il y a un produit K(Y) & K(X,X-Y) - K(X,X-Y)

Si X et Y sont des variétés complexes , et 1 : X >~ Y est un plongement,

on notera
(31) k. : K(X) > K (V)
i c c
1'homomorphisme tel que pour £ € KC(X) s ki(g) soit 1'image dans KC(Y) (par
oubli de i(X)) du produit g.[OX]i(X) € KC(Y,Y—i(X)). Si Y est un fibré vecto-

riel sur X , i : X - Y 1la section nulle , ki est 1'isomorphisme de Bott.

b. Formule de 1'indice.

Soit X une variété réelle , X sa complexifide, §Q < X un ouvert de bord
analytique comme dans §5 , M un D-module presqu'elliptique sur § , possédant
une bonne filtration. Alors le symbole de n'importe quelle bonne résolution de M

fournit un élément
(32) Ml € Kk (2_,80) = KC(%,%—Q>

pour € assez petit (Q€ étant défini comme au §5 , ou au §2 si 3N =@ ).

Si 1 : X+ Y est un plongement , et B wun ouvert de bord analytique tel
que Q=XNB, 3 =XND3 (comme au §5) , il résulte aussitdt de la descri-
ption faite au §4 de la résolution de iM au moyen du complexe de Koszul qu'on a

(33) (T,M) = kM)

Si X est une variété complexe, < X un ouvert de bord analytique, M un
D-module elliptique sur 3 , le symbole d'une résolution de M évalué en dp

(ol p est une fonction de définition de ) fournit encore un élément

(32)bis [M]C

€ K(Q,30)

Dans ce cas le module MR produit aussi un élément [MR] € K(B,3B) , ou B
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est un voisinage de 1i(R) dans 5 =0®0 (i(x) = (x,%) ). La diagonale 1(Q)
posséde un voisinage tubulaire & fibre vectorielle complexe, isomorphe a ™0 ,
de sorte que ki : K(Q,90) -~ K(B,dB) est encore bien défini. On vérifie aussitdt
qu'on a encore dans ce cas

(34) M.] = ki[M]C

RJ
(les symboles du complexe de Dolbeault d" , et du complexe de Koszul, sont homo-
topes). Si X = {0} , les D_-modules sont les espaces vectoriels de dimension

X

finie. On a K(X) = Z et pour tout D-module M , y(M) = [M] = dimc M . Ssi in

est le plongement canonique {0} - R, on sait que ki est un isomorphisme
n
(isomorphisme de Bott)

(35) k. : K(point) =z ¥ K (¢
in c
On a aussi KC(Cn) = Z = K(B,9B) si B est une boule de ¢t .

Si X est une variété réelle,  un ouvert borné de bord analytique, il
existe un plongement i : X - R" tel que Q= X NB ou B est une boule de R".
Si ?lors M est un DX—module presqu'elliptique sur Q on a M) = X(i!M) =
k. = k.([MD)

in i

Si Q est une variété presque complexe, le caracteére
(36) Xeop KC(Q) > Z
est défini par les conditions

(37) () si 1 est un plongement presque complexe

(k;©)

Xtop - Xtop

. e .
Xtop K(point) -~ Z est 1'identité.

La formule de 1'indice s'écrit alors

(38) X (M) (M1

Xtop
sous les hypothéses ci-dessus; ou lorsque { est ouvert pseudoconvexe borné de
frontiére assez réguliére d'une variété complexe X et M un Dx-module ellip-
tique sur a0 ¢

(B8)bis x4 am

Xtop
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Ces formules contiennent la formule d'Atiyah et Singer, et lorsqu'on les

applique a MR » M complexe, la formule de Riemann-Roch. Nous ne rappellerons

pas ici comment on en déduit les formules cohomologiques (4).
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