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DE L' IRREGULARITE DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES.
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Z. MEBKHOUT

0 - INTRODUCTION.

Dans cet exposé nous commencons 1'étude de 1'analogie remarquéepar P. Deligne
[B] [D1] entre le conducteur de Swan des faisceaux %£-adiques sur une courbe sur un
corps de caractéristique positive et 1'irrégularité au sens de B. Malgrange [Ml]
et Gérard-Levelt [G.L] des systémes différentiels d'une variable complexe.

Par exemple a la formule de Grothendieck-Ogg-éafarevié [G1 [R] exprimant la
caractéristique d'Euler-Poincaré globale d'un faisceau %2-adique sur une courbe
propre correspond une formule analogue exprimant la caractéristique d'Euler-Poincaré
des solutions holomorphes globales d'un systéme holonome sur une surface de Riemann
compacte (cf. [D2] et 2.3).

Si f: X -+ S est un morphisme séparé lisse de dimension relative 1 entre
schémas de type fini sur un corps de caractéristique p > O, Y un sous schéma de X
fermé fini et plat sur S et F un faisceau 2-adique constructible nul sur Y et
localement constant de rang r sur U = X\ Y le théoréme de semi-continuité de
Deligne [L] affirme que la fonction sur S s - &(s)attachée a cette situation
(cf. 1e §.1) est constructible semi-continue inférieurement et que si elle est To-

calement constante le triplet (X,f,J) est Tocalement universellement acyclique.

Si on part d'un morphisme f : X - S lisse de dimension relative 1 entre
variétés complexes lisses, d'un diviseur Y de X fini et plat sur S et d'un &9X-
module holonome M, €gal & son localisé le long de Y et dont la restriction a
U =X\Y est un fibré vectoriel de rang r on peut attachera cette situation une
fonction sur S : s > &(s) construite a partir de 1'irrégularité des restrictions de'
aux fibres de f et on peut se demander si 1'analogue du théoréme de Deligne a lieu.
C'est ce que proposent KatzetlLaumon dans [K.L] comme conjectures (cf. [K.L], 7.3.2).
D'un autre coté, si m est supposé régulier le long de Y (cf. [ Me 1]) on détermine
dans [L.M] la variété caractéristique Ch(m ) de nq en utilisant la théorie des

cycles evanescents et des variétés polaires. On peut aussi se demander comment
étendre ce résultat dans le cas irrégulier.

Le point clef de la démonstration du théoréme de Deligne consiste a démontrer
que si S est un trait le saut de la fonction entre le point générique et le point
spécial est égale & la dimension de 1'unique espace de cycles évanescents R1®f(i?)

non nul (cf. [L]). Si maintenant S est un petit disque complexe et que Y est lisse
X

1'exemple du systéme attaché al'exponentielle ey (cf.l'exemple 5.4.1) Taissait

espérer que le saut de 1'irrégularité est égalea la dimension de 1'unique espace

de cycles évanescents non nul Rléfcﬁ;) étant le complexe des solutions holo-

morphes de M\ (cf.CK.L], conjecture 7.3.2 (ii)). Les exemples 5.4.2 et 5.4.3
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SUR L’IRREGULARITE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

montrent qu'il n'est rien en général. La différence entre ces deux nombres est

~ = . . 2 - ~ . _
- Y o -

égal a la somme des dimensions des Ext,ax(“(wXOJ, VX)’yo Xo étant la fibre spé

ciale et Y, parcourant les points de Y au dessus du point spécial (cf. le §5). Par
conséquent le schéma de la démonstration de Deligne ne s'applique pas sur cette
forme 1a. Pour le rétablir une théorie des cycles évanescents pour les Q?X-modu1es
holonomes en général irréguliersest nécéssaire (1)~Cette théorie n'existe pas pour
1'instant. Ona vérifié , en attendant, la conjecture 7.3.2.1. de [K.LJ] dans un
certain nombre de cas, en particulier dans le cas d'un systéme holonome attaché

a un fibré de rang 1 (cf. Proposition 3.2). Cependant une théorie des cycles éva-
nescents semble vraiment nécessaire pour parvenir aux démonstrations les plus
naturelles : semi-continuité de la fonction ¢ ; changement de base,... . Ceci est
la conclusion principale de ce travail. Ils nousreste & remercier Gérard Laumon
d'avoir attiré notre attention sur le probléme, K. Saito de nous avoir aidé a cons-
truire 1'exemple 5.4.2, J.L. Brylinski, D.T. Lé et D. Barlet des discussions que
nous avons eues avec eux pendant la conférence de Luminy.

(1) Nous avons regu, aprés avoir rédigé cet exposé, une lettre de B. Malgrange qui

montre comment éviter la théorie générale des cycles evanescents dans cette situa-

tion géométrique simple pour donner une réponse satisfaisante a la question étudiée
ici. C'est 1'objet du paragraphe 7 qui précise donc 1'analogie entre les faisceaux

(pervers) %-adiques et Tes é?x—modu1es holonomes.
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Z. MEBKHOUT

§.1 - CONDUCTEUR DE SWAN.

v
1.1 - La Formule de Grothenieck-0gg-Safarevid [G] [R].

Soit X une courbe connexe propre et lisse sur un corps k de caractéristique
p>0et & un faisceau g-adique (L#p) constructible sur X dont la restriction &
son ensemble de ramification Y est nulle. Si U est Te complémentaire de Y et j
1'inclusion canonique on a

F-33%.

Pour tout y « Y on définit le conducteur de Swan Syy(? ) de F en y qui est
un entier positifounul [R][G] [S 1. On dit que ¥ est modérement ramifié en y
si Swy(J‘) = 0. La formule de Grothendieck—Ogg—éafarevi6 s'écrit [G ] [R ]

f

I o

d
x(Xs F) =

D~
o

dime H (X;F) = r x(U) - | Su, ()

i L yeY

ol r est le rang du systéme Tocal ?]U.

1.2 - Le théoréme de semi-continuité de Deligne [L].

Soient f : X > S un morphisme séparé lisse de dimension relative 1 entre
schémas de type fini sur un corps de caractéristique p > 0, Y un sous schéma fermé
X que 1'on suppose fini et plat sur S et F un faisceau constructible de Ez-modu1es

(2#p) lisse de rang r sur U = X\ Y et nul sur Y. On attache & cette situation la
fonction

¢ : S >N en posant ¢(s) = § (Sw

ol s est un point géométrique localisé en s et X_ et Y_ étant les fibres de
s s
X >SetdeY S ens. La fonction ¢(s) ne dépend pas de s.

Théoréme 1.2.1 [L]. Avec les notations et les hypothéses précédentes on a les ré-

sultats sutvants :

©) la fonetion S + ¢(S) est comstructible semi-continue inférieurement.

368
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ii) Si la fomction S » ¢(S) est localement constante le triplet (X,¥,f) est

universellement localement acyclique.

En particulier la partie (ii) du théoréme précédent entraine que la constante
de la fonction ¢ sur S implique que les faisceaux R]f*;F sont lisses sur S pour
tout i > 0.

Si S est un trait strictement local de point fermé s et de point générique n
on sait alors définir le complexe des cycles évanescents R ¢f(3?) [D3]. On a le
résultat plus précis suivant :

Théoréme 1.2.2 [L]. Sous les hypothéses précédentes on a la formule
- 1
0(0) - 0ls) = - XBoL(F) ) = dinp Rlog(F) .

On a supposé, pour simplifier, dans le théoréme 1.2.2 que Y a un seul point o
en fibre spéciale.

§.2 - IRREGULARITE.

2.1 - Définition.

Soit (X,OX) une surface de Riemann connexe, éax le faisceau des opérateurs
différentiels holomorphes d'ordre fini sur X et T"X —LsX le fibré cotangent de X.
Si M, est un ébx-module a gauche cohérent on note §3(m1) ou Ch(m) sa variété ca-
ractéristique et on dit que ™M_est holonome si dim Ch(m ) = dim X. Si M est un
systéme holonome on note Y sur ensemble singulier c'est-a-dire la projection de
Ch(m ) sur X en dehors de la section nulle de T'X. La restriction de M a U= X\Y
est donc un fibré vectoriel de rang r muni d'une connexion intégrable. Pour tout
y € X on note 3 1'anneau des germes des fonctions holomorphes au voisinage de y,
Wﬂy son Idéal maximal et éy = 1%m ay<ntk son complété formel le long de y. Les

y

anneaux Oy et éy sont des iay-modules a gauche. On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1 [M1].
1) Les espaces de cohomologie des complexes R homdo (MLy, Oy)
Y

R hom (MLy, Oy) sont des espaces vectoriels complexes de dimension finie.

Dy
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Z. MEBKHOUT

def A
17) le nombre Irry(ny) = x(@® hom_(m, ,& )) - x@® hoqﬁ (m&y, 0y)) est posi-
tif ou nul.

117) Irry(ﬁn) = 0 87 et seulement st M, est régulier en y au sens de Fuchs.

Définition 2.3.2. On appelle irrégularité de Malgrange en y de M le nombre

Irry(wx) défini par le théoréme 2.1.1.

2.2 - Quelques rappels.

2.2.1 - Soit (X, GX) une variété analytique complexe de dimension n et Y sur un
sous-espace analytique fermé défini par un Idéal 3 v Pour tout complexe M de
Hy-modulesa gauche on pose

def K
M [xY] = R Tim hom (5, m)
K X
def . k
Rry (M) = R 1im homex(OX/JY,‘WL)-

k

On a un triangle dans D(¢9X) (categorie deriveée de la catégorie desaﬁx—modu1es
a gauche) :

+1

0 >Rr.,-(M) >m >MI«Y] = IRI'[Y](M) + 0.

[yl

De plus si M, est borné et & cohomologie holonome Tles complexes précédents
sont bornés a cohomologie holonome [K313.

2.2.2 - Notons § . le complété formel de &X le Tong de Y qui est un gax-module a
X1

XY
gauche. Pour tout an-module & gauche cohérent M on a un isomorphe canonique :

R hom@X(]RFLY](’M),(?X) ~R homjx(/m,OXTY).

En effet i1 suffit de remarquer que 1'on a les isomorphismes canoniques
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SUR L’IRREGULARITE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

L

RIpy (M) = Rpyy (0,0 g M

et d'appliquer 1a formule d'adjonction

L
R hOmng(]RF[Y](Ox) %X’"l,l?x) ~ R homogx(’m, R h0m0X(]RF[Y](0x)9 Ox))

2.2.3 - Supposons que X est une surface de Riemann et que Y est un point y singu-
lier d'un JOX-module holonome M. De la formule du 2.2.2 on déduit que

Irry(ML) = Irry(Nnj*y]).

D'autre part

R homgx(m[*yj, b,)= R homQX(IRF[y](ME*yJ), dy) = 0.

Donc on a :

Irey (M Cxy) = - XR homgy(/w\[*y], 6,)).

Définition 2.2.4. On appelle connexion méromorphe un “9X module 4 gauche M égal

a son localisé M [xY] le long de son ensemble singulier Y.

Par conséquent 1'irrégularité en un point singulier y d'une connexion méro-
morphe M est égalea moins 1'indice analytique xR homéy (qny, oy)).
Yy

Remarque 2.2.5. Dans [G.L] Gérard et Levelt définissent 1'irrégularite <) d'une
connexion méromorphe et démontrent qu'elle est égale a 1'irrégularité de Malgrange.

2.3 - Analogue de la formule de Grothendieck-Ogg-gafarevi5.

Supposons maintenant que X soit une surface de Riemann connexe et compacte et
soit M. un systéme holonome sur X. Le complexe des solutions holomorphes
F =Rhomg (M,",) est constructible. De plus Extly (M, 0,) =0 si i >2et
By X 9y X
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Z. MEBKHOUT

et 8X§i§ (Mm, OX) est concentré sur 1'ensemble singulier Y de M. Par conséquent
X

les espaces des solutions globales Ex !

t, (XsMm,0,) sont nuls si i = 3.
Iy X
Posons
def 2 j i
x(XsM, 9y) i= 12()(-1) dimg ExtOgX(X;"W\, By)-

Pour tout y ¢ Y notons Dy un petit voisinage de y dans X homeomorphe a un petit

disque du plan complexe et D = (U D_ la réunion des adhérences ﬁy de Dy. On a un
yeY
triangle

0~Rr_(X;&F) ~Rr(X;F) ~Rr(X\D3%) - 0
D

et x(X;¥F) = x('Rrﬁ(X;a‘)) + X(RO(X\D;F)).
Mais y@r(X\D;F)) = r.x(U).

D'autre part on peut supposer que 5y n ﬁy' ={P} siy#y' et

X(RT_(X;33)) = § x@®r_ (X;3)).
D ye¥ Dy

Calculons x(Rr_ (X;¥). On a le triangle

D
y

0 +IR1"ODy(X;§) *’RF[_J (X;F) +Rl"(Dy;?) ~ 0.
y

Mais F est constructible et y(RT(D ;3)) est égal a (R hom (M, 0 )) si
y Gy Yy

Dy est suffisamment petit.
D'autre part

RIgp, (X5 ) = RIREy, (F)) - Rr(X;H%Dy(homﬁxm,ex))(:-u =0

parce que H1 (homg (M, 0,)) est localement constant sur oD et x(3D ) = O.
3Dy QQX X y y

En conclusion on trouve
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SUR L’IRREGULARITE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

M, = u) + ho s .
XML By) = r (V) + T @ homg (.0 )))
Ye N
Supposons maintenant que M soit une connexion méromorphe, donc que

trey (M) = = x(® hon g (M, 5,)).

La formule précédente prend la forme

x(XsM, & y) = rx(U) - yZY Irry(’m)

qui est donc 1'analogue pour les connexions méromorphes de la formule de
Grothendieck—Ogg-éafarevié’. Cette formule a été aussi démontréepar Deligne [D.2;
6.2.0.17.

2.4 - Constructibilite.

Soient f : X > S un morphisme lisse de dimension relative un entre variétés
analytiques complexes, Y un diviseur de X fini et plat sur S et M un @X-modu]e

holonome dont la restriction a U = X\'Y est un fibré vectoriel de rang r et égal
a son localisé M[«Y] Te long de Y. Le complexe &F =R homog (N)\,&X) des solutions
X

holomorphes de M\, est constructible [K2]. Pour s un point de S notons Xs’ Ys les
fibres des morphismes X - S, Y > S, 35 la restriction de & a XS et
déf L
s ‘T OX g m le complexe induit sur XS par M\ qui est donc & cohomologie
s X

‘BX -holonome  [cf.K3]. Rappelons la proposition suivante [cf. Me 2] :
S

Proposition 2.4.1. Le morphisme (M [*Y])s > /W[s[*Ysjl est un isomorphisme.

En vertu de la proposition 2.4.1. puisque M\ =M [xY] on a M\S = IW\S[*YS] et

'W\S est un systéme holonome & une variable dont YS est 1'ensemble singulier.

C'est donc une connexion méromorphe et Irry(lh\s) = - xR hom&X ('h/\s, 0Xs)’y pour

S

ers.
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Z. MEBKHOUT

Posons :

def
¢(s) := ngS (Irry(nns)+r) et

def

W = 1 Iy mg)).

Proposition 2.4.2. Les fonctions ¢(S) et Y(S) sont constructibles sur S.

Preuve : Soit Z le fermé analytique de Y contenant le lieu de ramification de f[Y
et tel que

* — I
Ch(my) < TyX u TyX \1) TZiX

ouW=Y\Zet Zi c Z. La restriction de ¥ & W est & cohomologie localement cons-
tante. D'autre part pour tout s ¢ W T1a fibre XS est non caractéristique pour m
c'est-a-dire Ch(m) n TX*x c T;X.

s

Donc en vertu du théoréme de Cauchy-Kavaleskaia [cf.[K1]lle morphisme

R hom o (M, Oy) +R hom ( , 0
By M X[xs 69xsmS Xs)

est un isomorphisme. Donc pour s ¢ 0 - f(W)

o(s) = yzYS (R homNBX(ml,OX)’y+r)
l1)(5) = z ('IR homogx(/w\a Gx),y)

ers
Comme flw est étale, les fonctions ¢(s) et yY(s) sont localement constantes sur

S0 = f(W). Le complémentaire O dans S est un fermé analytique. Soit S1 sonouvert
des points 1isses. En faisant le changement de base S1 -+ S on trouve une situation

X1 ’W\l = BX ®G m
\[ s Y
S
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SUR L’IRREGULARITE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

analogue & la précédente. D'autre part pour s ¢ 51

¢(s) = yZYl (-x (R hom@X (le, Oxl)’y+r)
S 1
¥(s) = ¥ -x (R hom

(m\. B G ) .
vy ‘9x1 1 ¥x )

Comme précédemment, il existe un ouvert S‘l) de S1 de complémentaire un fermé
analytique an dessus duquel les fonctions ¢(s) et y(s) sont localement constantes.
De proche en proche on établitainsi 1la constructibilité des fonctions ¢(s) et y(s).

2.5 - Semi-continuité.

Reprenons Tles données précédentes : f : X > S, Y,M=M[xY] ... . La fonction
¢(s) est constructible. Donc pour montrer sa semi-continuité il suffit de montrer
que ses restrictionsaux courbes de S sont semi-continues inférieurement. Dans ce cas
on invoque la démonstration de Deligne [D1] qui utilise 1'irrégularité de Gérard-
Levelt. Cependant nous allons voir, dans un certain nombre de cas particuliers qu* nous
permettrons de construire des exemples, comment déduire la semi-continuité infé-
rieure d'une propriété de 1'irrégularité qui se trouve dans [M1].

2.5.1 - Soit un @D-module holonome /mD sur un petit disque D voisinage de
1'origine dans le plan complexe dont 1'ensemble singulier est réduit & 1'origine
et qui est une connexion méromorphe. Notant K le corps des fonctions méromorphes
en o et /MD,o la fibre de mp a 1'origine qui est donc un K-espace vectoriel de
dimension finie munid'une connexion. Rappelons que 1'on a un isomorphisme cano-
nique [Me 1]
def
DR(M ) = R hom@D( &D,MD) 3R hom%(]R hom@_D(/mD, 0p)sCp)-

).

Donc Irr (mp) = - (R hom@D(‘mD, 8p) o) = - X(DR(’"lD),O

En choisissant une coordonnée x sur D et un isomorphisme

Mo ¥
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DR(”“l)lo se représente par le complexe
0K % K" >0
ol la différentielle P s'identifie a 1'opérateur
9~ P(9) = §§ g+ i Mg
ot M ¢ End(r,K). Soit k = 0 le pdle de M qui s'écrit donc
1

21 o
M= ;E-M_k f T M_yp +e-- 00 M; € End(r,C), M_ # 0.

Proposition 2.5.1.1. (M 1]. On a Irro(ﬁnD) < kr et Irr ( D) = kr st et seulement st

det(M_ ) # 0.

La démonstration est algébrique et consiste & passer au formalisé de anD 0
Nous allons la reprendre pour la commodité du lecteur.

L' 1rregu1ar11e Irr (NnD) = —X(DR(ﬂnD) 0) est donc égal a 1'indi€§ de 1;Opéra—
teur p: K" > K" que nous noterons x(P3 Kr). L'opérateur P opére sur K™ ou K est le
corps des fract1ons dS Gb = 9. On interpréte Irr (ﬁw D)
1'opérateur P : K + K" qu 'on commence par def1n1r Rappelons que 1'on appelle
réseau dans K un sous &-module E tel que K % E ~ K". Un réseau est automatique

comme 1'irrégularité de

libre sur 6 de rang r. Si 1'on a deux réseaux E et E1 tels que E < E1 il existe un
entier m tel que XM E1 < E. On en déduit que dimC(E1 / E)est finie.

Proposition 2.5.1.2. Soient E et E1 deux réseaux de K" vérifiant E c E1 etlﬁE c E1

S

pour un opérateur B‘fbrmel de kr_ Alors l'opérateur P:E~ E1 est a4 indice. De
plus pour tout couple (E’El) de réseaux vérifiant les hypothéses précédentes le
nombre X(ﬁ;E,El) + dimm(El/E)est tndépendant du couple (E’El) . En outre 7l existe
un tel couple.
A def .
Le nombre Irr(P;K ) := X(P;E,E1
est par définition 1'irrégularité de 1'opérateur formel P. La démonstration de la

) + dimc El/E défini par la proposition 2.5.1.2
A

proposition 2.5.1.2 repose sur le théoréme 2.5.1.3 ci-dessous [cf. M.1].

Théoréme 2.5.1.3. ([D.2] ;[B1). Soit P un opérateur R" > R" de 1a forme é%—+M ou R
est égal K ou g Ket Me End(r,R). Il existe une matrice A e GL(r,R) telle que la
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transformation g + Ag transforme l'opérateur P en l'opérateur g - %g+ Ng o
N ¢ End(r,R) est de la forme :

— -

0 1 0 ..o..... 0

0
0 e, 0 1
Ags+eenenrnenenees g

Si maintenant 1'opérateur P : R" > R est 1a forme g - é% g + Ng ol

N ¢ End(r,R) a Ta forme du théoréme 2.5.1.3. on vérifie directement que
Irr(P,R") = Sup(0,-v(3;)-1).
i

ol v est la valuation naturelle de R.

Donc si 1'on part d'un opérateur analytique P : K" ~ K" on a X(P,Kr) =Irr(P,'kr).
Pour montrer Ta proposition 2.5.1.1. i1 suffit donc de se restreindre au cas for-

mel. Soit donc 'IS KK un opérateur de la forme g - dd—x g+ % gouMe End(r,ﬁ).
M

. -k -
Ecrivons M = 72* +... 00 My oc End(r,C) et M_k # 0.
L'irrégularité de P est égale a 1'irrégularité de xP. Prenons E = o' et

E, = x-kﬁr. Donc

aour

Trr(P,K") = y(xP3E,E K15, B

l)+kr=>(( r,0) + kr,

La proposition 2.5.1.1. est équivalente & 1'assertion suivante :
A
X(xkﬂf’; Aor, e’") est négatif ou nul ; et il est nul si et seulement si M_k est

inversible. Supposons d'abord M-k inversible. Pour tout monome Axd A ¢ €'

xk+1f>(qu =M Axd + (termes d'ordre = qg+l1).
-k

De proche en proche on voit que xk+1£’ : B >0 est bijectif. Donc d'indice nul.

A A A A Iy N A
Pour tout q > 0 X(xkﬂ'F\’ ; 80, er) = X(xk+1P;(wq)r,(m?)r) ol i est 1'idéal maximalded
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Mais xk+1§ : Qaﬂ ﬁ, 6r)

est de dimension finie [cf. M1] sur €. Donc 1'indice en question est <0. Il est
nul si et seulement si x<*1p :Oﬁ@f;(&%q)rest surjectif. Par passage au quotient
1'application xk+13 thg/ﬁaq+5r+(ﬁkq/IQ@+1f§era aussi surjective ; or dans la base

évidente la matrice de cette application est M—k' Donc M_k devient surjective et

roaq\r . . k+1
)>(™m)est injective pour q assez grand, puisque ker(x

donc inversible. D'ol la proposition 2.5.1.1.

2.5.2. Revenons & la situation initiale et supposons que le systéme M soit de la
forme Gy[+Y] &y & 0 & est un fibré vectoriel sur X de rang r. Soient S, un
X

point de S et Yo un point de YS .On peut trouver un voisinage de S, avec

0
X = (xl,...,xn_l) un systéme de coordonnés au dessus duquel on peut trouver un
voisinage de Yo V avec un systéme de coordonnés de la forme (x,t) tel que

f(x,t) = x et une trivialisation de g{v = (95. On a donc

"nv = (GV[*Y])r et la structure de Q?V-modu1e est déterminée par

\%

- . )
%, (9) = o, g+ A9 i=l,...,n-1

o
o

ge (0"~

<

p) _ 9
ﬁ(g)_afg'PBg

ol Ai (i=1,...n-1) et B sont des matrices carré d'ordre r & coefficients dans
OV[*Y] satisfaisant aux conditions d'intégrabilité usuelles.

Si la matrice B est identiquement nulle les conditions d'intégrabilités
montrent que les matrices Ai (i=1, n-1) sont holomorphes et le systéme th est
régulier le long de Y. En particulier si on suppose que Yo est le seul point de YS
alors la fonction s -~ ¢(s) est semi-continue inférieure et elle est constante si
et seulement si Y est lisse au voisinage de Yo et au dessus de V on a
Ch(m,) = TV v TV.

Supposons que la matrice B n'est pas identiquement nulle. Supposons de plus
que y, est le seul point de YSoet que Y est irréductible au voisinage de V. Soit h
une équation locale réduite de Y au voisinage de Yo de Ta forme de Weierstrass
(x,t) = t% + aq_l(x) SR a(x) ol a;(x) (i=q-1,...,0) sont des fonctions
holomorphes au voisinage de So Soit k le plus petit entier tel que th soit holo-
morphe. Ecrivons B sous la forme
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B B
_ _-k -k+1
B_T+—T'T+“.

h h
(avec gk = 2) et les matrices B_, B_, ,;,... holomorphes, B_ &tant non identique-
ment nulle. Considérons 1'ensemble C défini par det B_ =0 et 4 = f(Cn Y). Fai-
sons 1'hypothése que A # S cequi implique en particulier que la fonction det B_k
n'est pas identiquement nulle. En vertu de la proposition 2.5.1.1.

¢(n) = q((k-1)r+r) = qgkrsin £ A
et

d(s) < qgkr si s e A.

Ceci montre en particulier, sous les hypothéses précédentes, que la fonction
s > ¢(s) est semi-continue inférieurement au voisinage de So et qu'elle constante
au voisinage de So si et seulement si So ¢ A est donc det(B_k(0,0)) # 0. En par-
ticulier si r =1 1a fonction det B_| ne s'annule pas identiquement sur Y et les
hypothéses précédentes sont satisfaites. Dans ce cas 1a, la fonction s - ¢(s) est
constante au voisinage de So si et seulement si B_k(0,0) # 0.

Remarque 2.5.2.1. Les hypothéses Y n'a seul point un fibre spéciale et est irré-

ductible au voisinage de ce point ne sont pas restrictives pas entre 1'hypothése
A # S est trés restrictive. On ignore si par changement de base du fibré va on
peut s'y ramener.

Remarque 2.5.2.2. Dans le cas ol Y est Tisse on peut aussi démontrer la semi-con-

tinuité de la fonction ¢ en utilisant la construction de D. Bertrand [B] d'un
vecteur cyclique qui peut étre rendu uniforme par rapport au paramétre x (cf. {BJ]).

§.3 - ENONCES.

Soient f : X - S un morphisme 1lisse de dimension relative 1 entre deux
variétés analytiques complexes, Y un diviseur de X fini et plat sur S et m un sys-
téme holonome égal a son localisé le long de Y tel que sa restriction @ U = X\Y
soit un fibré vectoriel de rang r. Supposons que dim S = 1 et
Ch(m) < T;X u ?ii-u T; X pour un point Yo € Y, seul au dessus du point So = f(yo):
Notons MoTx la mu]tiglicité de M Te long de T Xet F =R homog (’Wbe’x) son

o Yo X
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complexe de solutions holomorphes. Supposons enfin que (y_,df(y ¢ TEX.
o} 0 Y

Théoréme 3.1. Sur les hypothéses précédents on a les égalités

. 1
- xR o (F) ) = dimg R7e(F)
yo f ,.Yo ﬂ: f ,‘yO

o(n) - o(s,) + dimg Ext 44[*x ~, ) y
>Yo

ol n est un point voisin de So

Supposons que dim S > 1 mais que le systéme ™ soit la forme GX[*Y] es oZ
X
ol & est un fibré de rang un.

Proposition 3.2. Sous les hypothéses précédentes si la fonction s » ¢(s) est Lo-

calement constante alors Ch(m) = T;X u T;X.

Remarque 3.3. La proposition 3.2 prouve la conjecture 7.3.2.1. de [K.L] dans le cas
d'un fibré de rang un. Par contre nous verrons des exemples dans la situation du

théoréme 3.1 ol Ext2 (mEX. 1, 6,) # 0 2t donc la conjecture 7.3.2.2. (ii) de
Iy So XY,

[K.L] n'est pas vraiesous cette forme. I1 faudra la modifier (cf. 1'introduction
et le § 7).

§.4 - MICRO FONCTIONS ET CYCLES EVANESCENTS.

Afin de démontrer le théoréme 3.1 nous allons rappeler les relations entre les
solutions micro-fonctions d'un systéme holorome et les cycles évanescents de ses
solutions holomorphes.

4.1. - Solutions micro-fonctions.

Soient (X, 0 ) une variété analytique complexe et "X =% X son fibré cotangent
sur T*X on d1spose du faisceau 8 (respectivement E. ) des opérateurs micro-dif-
férentiels holomorphes d'ordre fin1 (respectivement ho]omorphes réels d'ordre
infini) [cf. S.K.KJ. Soit Y < X une sous-variété lisse de X et A = T X son fibré

conormal. Sur A on a le faisceau Zf des micro-fonctions
Y|X
déf
e e e e ®y x
Y|X X D,
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def :
- -~ ,codim Y . . _ R ~ v
od 65Y|X = Hiy, (0y). Soit enfin un &,-module & gauche cohérent m, de

support contenu dans A. On a le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.1 (K.41. Sous les hypothéses précédentes on a
i) R homZ (nk,f?njlx) - (‘W\ tvax)

i) F = homé (Nﬂ EﬁYIX) est un systéme local de vectoriels complexes de rang

égal a la mulmplzczte de /WL le long de A.

ii1) le ED;—moduZe fﬂ'\IR ?Sf E]R nglm est isomorphe a gR vix @ 3? ou

N
& - homGA(;‘;\,CA).

X
au théoréme d'existence et d'unicité de Cauchy.

Exemple 4.1.2. Si Y =X, A = TXX et E XX 0,. Le théoréme précédent se réduit

4.2 - Cycle évanescents.

Soit Y < X une hypersurface lisse définie par une équation f : X - €. Soit M
un dbx—modu1e holonome et F=R homgs&(ﬂﬂ, DX) son complexe de ses solutions holo-

morphes. On dispose alors du complexe R®f(:§) des cycles évanescents de & [cf. D3J
qui est porté par Y. D'autre part on peut considérer le complexe R hom EY(MA CTYIX)

noté aussip,(F) [codim Y] des solutions micro functions de n%~= E e ™ 1 ”ﬂ

L'équation f définit une section Y ——»»T;X de la projection T;X Y.
g

Proposition 4.2.1. Soit les hypothéses précédentes on a l'isomorphisme

Ro¢(F) =R homg (nv\ eY'X)I o)

On trouvera une démonstration de cette proposition dans [L.M]. Dans la pro-
position 4.2.1 i1 n'y a aucune relation entre Y et la variété caractéristique de
Nﬂ contrairement au théoréme 4.1.1.

Un cas particulier de cette proposition se trouve déja dans [M.R] (X=C,
= {0} et M le systéme de Gauss-Manin (cf. [P))d'une singularité isolée).
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4.3. Revenons & la situation du théoréme 3.1. Sojent f : X = S (dim S=1) un mor-
phisme lisse de dimension relative 1 entre variétés analytiques complexes, Y un
diviseur de X fini et plat sur S et M_ un systéme holonome sur X tel que

Ch(m) < T;X U ﬂrX- u T; X pour un point Yo € Y. On suppose que Yo est 1'unique point

0
de Y au dessus de S = f(yo) et que Xo = f'l(so) n'est pas tangent au Yo ay. si

&P =R hom (m,&,) en vertu de la proposition 4.2.1 on a
By M

v ¢R
Rop(S ),y =R homg (.5 10 s

- R v R R .
homE]R(Nv\ , € XO'X)’yo

X
v R R
=~ R hom ]R(qq *,fx e .
X,y0 Yo 0l*3Yg

0l Yy = (¥42df(y))-

Mais y; ¢ T;X U T;X donc y; est un point lisse de Ch(m) et en vertu du théo-
réme 4.1.1 on a

ou m est la multiplicité de m le long de T; X.
0

. R m R
Soit Ra (F) = R hom_ (€ 1yv) » € ) *
Ly, E”; X \X Xl X'y,
~ Ro.(C" (-2
fl yo[ ]),yo

ou ty est le faisceau caractéristique de Yo
0

On obtient finalement que

i .
R tbf(y),yo =0sii#l.
1 m
R = ( t
<I>f(3;)’yo C e
_ s 1
m= - X(]Rq’f(y)’yo ) = d1m¢ R ®f(5)’yo
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d'ol la premiére partie de la formule du théoréme 3.1.

§.5 - PROBLEME DE CAUCHY KOWALESWSKATA.

5.1 - Soit Z une sous-variété fermée d'une variété analytique complexe X et Wm un
mex-module holonome. Le complexe induit

def L
m, = 8y 3M
X

est toujours un complexe de &5Z-modu1es a cohomologie holonome [K3]. On dispose
d'un morphisme

R hom\ax(w\, 0y) , +R homoaz(ﬁmz,ﬁz)

et on dit que le probléme de Cauchy est bien posé pour M\ le Tong de Z si le mor-
phisme précédent est un isomorphisme. C'est le cas dans les deux situations suivantes

- Z est non-caractéristique pour IW\(T;X n Chim) < T;X) [K1]
- M est régulier le long de Z [Me 2].

Notons j : Z -~ X 1'inclusion canonique.
Lemme 5.1.1. On a un Zsomorphisme canonique
i, R hom’gz'(ﬂnz, UZ) =R hom&X(RF[Z]('N\),GX).
Preuve. On a 1'isomorphisme [cf. Me 2]
Ri, R homoaz(f{v\z, OZ) = R homo¢9X($XéZ ® Y, M,sby) [codimZ] .

Mais Obx g ® oZZMZ =RT 7, (W) CcodimyZ] [cf. Me 2]. D'ol Te Temme 5.1.1.

5.2 - Nous allons montrer la deuxiéme partie de la formule du théoréme 3.1. Soient
f : X >S5S (dim S=1) un morphisme lisse de variétés analytiques de dimension rela-
tive un, Y < X un diviseur fini et plat sur S et M un systéme holonome tel que
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Ch(w) < T;X v T;X U T;OX pour un point Yo de Yet tel que - = MIxY]. Notons

j ¢ X\Y =Uw X 1'inclusion canonique et F =R hom‘8 (m , rrx). On a Tle triangle
X

0> j1F > & »?IY+0et

XRO(F) | ) = x@®o(F ), )+ x®e(31 ), ).
Rog Yy AR AN f A
Mais si r est le rang du fibré WWU on a(cf. [L.M])

)

KRE(HF ), ) = F xR ) = - v eglty),

Vo v

Soit

KRec(8) ) ) = xRee(F ), ) - v x(Re(Ey), )

Supposons que Yo soit 1'unique point au dessus de So = f(yo). On a alors

X(IR(Df(j |Y)’yo) = yZY X(j‘y) - X(ff'y )
S

xRe(€y)sy,) = ] x(€) - x(€ )
ye¥

pour un point s voisin distinct de So

Mais pour s # So YS est non caractéristique pour h\.et

(§X =R honLa

S X

(my 9, )
s S

S

KEy) = xR hom g (my o By ) ) = <Irry ().
S

D'autre part on a un triangle

0 ~R hornwx(w[*xo],ﬁx) +R homogx(’w\,o ) R homﬁx(mtxoj("’\)’&x) > 0.

En vertu du lemme 5.1 on a
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Irr 0(mso) = - x® hom‘gxo(mo, OXO),yO) = - x®R hom@X(RF[X ('m),’t‘x),yo)
A8y ) A homg (M s By) )
D'ou
R%(t\‘),yo = - yZXS Irromg) - r ygxsx(ty) + Irryo(’mso)
+r - xR homgx(m[*Xo], 0g)s¥y)
= (sg) - o(s ) - x® homogx(fmt*xol,ex),yo)-
Lemme 5.2.1.

i _ .
EXto&X(M[*XOJ’&X),yO =0 si if2.

En tenant compte du Temme 5.2.1 on obtient la deuxiéme partie de la formule
du théoréme 3.1 :

m - xR )ay) = (5) - 6(sg) + dimg Sy (MK 1, 6y)
(o]

Preuve du lemme 5.2.1. Notons © xix = 1im OX/Qj; le complete formel de 0, le
o K 0
long de Xo' On a une suite exacte deod X-modu]e

0> 0yy =0 > & ~0
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ol QX est le quotient défini par cette suite exacte. On en déduit un triangle

So

(x) 0_—R hom, (M8, R homg (1,67, )— Rhom ,Q 0.
bd ‘Sxm X)|XSO—> %(m X)Xso—-) ogx(m Xso)"?

D'autre part on a des isomorphismes [Cf. le §27 :

R ho%x(]RIEX S(jr(),e’x) 2, R hombﬁx(m,e/x“‘xso)

R horrbsx(rrl,ex)lxs ~ R horrgx(m,e/)qxs )
0 )

En comparant le triangle (x) au triangle :

(»x) R honésx(rrt[*xsoj,gx)lxs — R hom$x(m,&X) | X - R homifx(RriXs J(”m),erx)
0 0 0
on trouve 1'isomorphisme

R ho [xX_ 1,8,) ~ Rhom, (MQy ) [-11 .
HESX(W SO X lXO %X m XSO

Soit

N w -1
txtg (MC*X_ 1,67) = Ixte (s Qyp ) =0
.%X ﬂl SO X ,yo S& m XSO "yO

1 _
%X%X(m[*xso]’gx)’yo i hor%x(m, QXS )’yo

0
Le faisceau Lﬁxtl (ME*XS ],G’X)lx est concentré sur {yo} = Yo puisque
X (o] So
* * *
Ch(M)e Ty XUT, X TYOX

Donc

¢ 1 * 1, =~ h s
Xt$)((m[ XSO-I e/X)’yo F-yo ( Omg)gm QXSO))

1}

h o7
oyl O, )

Mais le faisceau QX n'a pas de section ponctuelle

(r., (Q, ) =0) d'ou le
S yo XS

[¢] 0
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Temme 5. 2 1. parce que
Ext) (ﬂl[*X J y) =0 si i=3

puisque la dimension homologique de QSX est égale & dim X = 2.

En vertu du théoréme 3.1. le saut de la fonction ¢ est égal a la multiplicite de
le long de T X si et seulement si 5xg§ U* XS ) =0 c'est-d-dire si et
seulement si 1e probléme de Cauchy est bien poséo 1e long de la fibre speciale
Xg pour m.

0

5.3. Dualitée

I1 faudrait disposer de plusieurs méthodes pour calculer %xﬁg (ML= Xsl,ek)-
0

X
Rappelons que 1'on a les isomorphismes canoniques pour toute sous variété
Z <X et tout systéme holonome 7 sur X (cf. [Me 11) :

Rhommx(S(n)é)mX €,.¢,) » RM(R hommX(S(f(),mX))

12

RT,(DR(Y))

R

Rhom_D e’ Rr m)

Prenons Z =y, et T =TMI+X 1 on trouve
0

2 2 *
S(MI*X_ 1) [+21 = éxts (M O*X_1 ,8) = [homy (&, HS MI+X_ 1)
S0 Yo E”x HI 5o X Yo [ Sk yOOQ 5o ]

ot [E1"= dual algébrique de E.

Prenons 7 = X, et = ﬂl[*Xs 1 on trouve que
0 0

(o]

¢, 2 *X , 8 =€ 1 , 1 * *
e 50, [, 0052,
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5.4. Exemples

Exemple 5.4.1. Prenons X =€",S =¢C , f C2

des x.

> C (x,y) > x et Y 1'axe

Considérons le systéme

ot (P,Q) est 1'idéal a gauche engendré par

_o gl 3
P=y 3y + mx
=y 3 .
Q_y X 1
pour un entier m > 1. On a

* * *
(M) < TYXUTEXU T, X

D'autre part M est égal & son localisé le long de Y. En effet il suffit de vé-

rifier que Ta multiplication & gauche par y est bijective. Mais m 21 et la
classe de 1 dans ?ﬂl est égal a y(classe de ym_1 g%) ce qui permet de voir que

la multiplication & gauche dans 4ﬂ1 par y est surjective. D'autre part la multi-
plication & gauche par y est injective. En effet soit R wun opérateur tel que

yR = RlP + R2Q
= Moy 9 3 -
=R Y DXty 5y) * (Ry-Rymx)Q.
Alors R appartient a 1'idéal engendré par P et Q. En effet
3 3

Xax vy Ty appartient a cet idéal et donc par division par y 11 suffit de

voir que si
yR = R [x—é +y 2 1+ RQ
1 -79x oy 2

avec R1 et R2 des opérateurs dans les coefficients ne dépendent pas de y alors
R, = R, = 0. Donc ﬂll = ﬂll [«Y7 .

4.1.1. Exth : _ %yl _
Lemme 5.4.1.1 xt@X(ml[*XO] on),(o,o) "%Xtﬂxml’oxo),(o,o) =0.

En vertu du théoréme 3.1. le lemme 5.4.1.1. montre que le saut de la fonction¢

en zéro est égal a la multplicite deVZ1 le long de T?O 0)¢2
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Preuve du lemme 5.4.1.1. I1 suffit de montrer qu'il n'y a pas d'obstruction & ré-
soudre le systéme

Pf =
Lo

dans 1'espace QX (0,0) pour g et h satisfaisant les conditions de compati-
0) b

|
«a

0
-

bilités. Mais le “commutateur [P,Q] est égal a mme d'ol une relation

(P-my™)Q - QP = 0.
11 suffit alors de montrer qu'il existe une solution f du systéme

Pf =g
Qf

(P-my™h - Qg = 0 .

h

. n

.(0,0) pour g et h dans cet espace. Soient nZob"(Y)x

et ) cn(y)xn des représentants de g et h o bn(y) et cn(y) sont des
n>o

fonctions holomorphes de la variable y dans le méme voisinage de zéro pout tout

dans 1'espace QX
0

n. Cherchons un représentant de la forme J an(y)xn de f solution du systéme

précédent. On a la relation n=0

(P+xmQ)f = g+xmh

. = P ev A
qui suggére de résoudre dans XIXO,(o,o)
(PexmQ) ( § 3 (y)x") = ] b (y)x"+xm § c (y)x"
n>o n>o n=o

En identifiant les coefficients de x" on trouve 1'équation différentielle pour
tout n

ml o, m _
yo T ag(y) +mnya (y) = b (y) +me () .

C'est une équation réguliére et il existe une solution unique si et seulement si
bn(y) + mcn_l(y) est divisible par ym pour tout n. Mais (P-mym)h -Qg est
une série convergente et par conséquent on peut choisir les représentants de ¢

et h de sorte que bn(y) + mc

n-l(g) soit divisible par ym pour tout n. On
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trouve donc une solution unique an(y) de 1'équation différentielle précédente

dans le rayon de convergence ne dépend pas de n. D'ol un élément de GYYX (0,0)
0 s

oLy a() x

dont la classe f dans QX est solution de
0

(0,0)

(P+mxQ)f = g+mxh ,

soit g = (P+ma)f-mxh. En remplagant g par sa valeur dans la relation
(P-mym)h - Qy =0 on trouve

(P-my™h - Q [(P+mxQ)f-mxh] =
(Ph-my™)h - (PQ-my™(Q)f +mQx(h-Qf) =

(P+Qx-my™) (h-Qf) =

m d 3 _ =
vy (y 5}»+ mx 5;)(h Qf) = 0.

ponc (y §§-+ mx g%)(h—Qf) est une série convergente. On applique le fait é1émen-

taire qu'une série formelle F ¢ C[[x,y]] est convergente si et seulement si

(mx §§»+ y é%)F est une série convergente. On trouve que la série Qf-h est con-

vergente. Donc Qf = h dans 1'espace QX (0,0) et donc que f est solution du
0’ ’

systéme

Pf

1}
ta]

Qf = h

. D'od le Temme 5.4.1.1. On a donc pour le systéme 4ﬂ1

dans 1'espace QXO,(O,O)

m_x x = 9(x) - 9(0) = Irrx(ﬂ71’x)-1rro(ﬁzl,o).
T(0,0)
Considérons le faisceau &y [«Y] muni de la structure de 45X-modu]e définie par :

Yoo 2,1
X X m
V y
9 _ 3 _ _Mx
mel
oy oy y r
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On dispose d'un morphisme de %X-modme

’ml + BT+Y]

qui envoit la classe d'un opérateur

a R Voo /VL\B
3 3 3 3)
OLZB 3.8 (x5y) B—X& —p dans ) 38 (x,y)kﬁ> (a—y- (1)

Ce morphisme est surjectif et c'est un isomorphisme en dehors de Y. Donc son no-
yau est concentré sur Y. Comme Tnl n'as pas de section & support Y i1 en ré-
sulte que ﬂll est isomorphe a g[xY] muni de la structure de I ,-module

X
précédente. En vertu du paragraphe 2

ey ) =0
Irrx(ﬂTI’X) =1 pour x #0

donc m = 1.
T(o,o)x

Exemple 5.4.2.

Reprenons la situation géométrique de 1'exemple précédent : f : X = @g» S=¢,
f(x,y) = x5 Y= {(x,y)e¢ tz; y =0}. Soit ’ﬂ(z = 0f«Y] e Eﬁxﬂnodule défini
par

VB . _9 + X

IX X é;?

Y_a_ = _a + yz-y—zxz M
Ay ay

Y

Le éDX-module 4ﬂ2 est holonome. En effet i1 provient d'un module algébrique
image directe par 1'injection canonique U = X\Y<s X d'un fibré vectoriel algé-
brique de rang 1 muni d'une connection intégrable. On a

irrx('mz’x) =2 si x#0

irro(Tnz,o) =1
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donc o(x) - $(0) = 1.
2
Lemne 5.4.2.1.  Exty (Mp TxXo) > 6%)(5,0) # O -

En vertu du Temme 5.4.2.1. on a donc :

multiplicité de 1, le long de TEO o)X £ #(x) - (0)

Pour montrer le lemme 5.4.2.1. i1 suffit de montrer en vertu du paragraphe 5.3.
que

déef 2
E: = h0m$x(ex, H(o,o)(’m2 [xX,1)) #0 .

Mais
T (X\Y uXo;e/X)

2 -
H(o,o)(mZ (X1 = TIX\Y5eq [+X 1) + F(X\Xo,ek[*Y]Y

Un él1ément de E est représenté par une fonction F e I'(X\ Y\JXO;QX) telle que

v v
9 9 ) . , )
5;(F) et §§(F) appartiennent 3 1'espace T(X\Y,QX[kXO]) + F(X\Xo,eX[*Y]) .

Considérons la série

0 2n
P = 1 Gt Y @ s o)
n= X

La série F(x,y) converge uniformément sur tout compact de X\YuXj . En effet

, .
defy 2nl  y<" 17y ) 1 (2n)! 1
Fn = (on+l i (e an(y))j - |x2n+I|n! kzo n+ ;}Z
1 U N el
|x2n+I|n! ko K T;F| |x|2n+1 n!
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2
. E e/ 1yl ) /Iyl V/IxI™
o ™ o |X|2n+1]! Ix]

Donc
n

e~ 8

Donc la série précédente définit un élément de H%O O)(fﬂZ[*XO]) qui n'est pas
nul.

D'autre part pour un calcul direct on trouve

2
k) N U VS SR V7 G S SR V2
X ;?; j?F X2 E;?
v 2
3 1 1,1 1/x X 1/y
—F=(=+=)<e - — e
;7 yox 2y
v v

Donc —%»F et —%-F sont des éléments de

F(X\Y; @L0«X T) + T(X\X 389 [+Y]) .
Par conséquent F définit un élément non nul de E d'ol le lemme 5.4.2.1.
Exemple 5.4.3.

Reprenons  1a situation géométrique précédente :

f:X=C ~>S=0C f(x,y) =x, Y=1'axe des x.

Soit le iﬁx-modu]e 1’{[3 = %X/P,Q) ou (P,Q) est 1'idéal a gauche engendré par

o
1]

3 3
(2x+y) Ix T Y 3y

La variété caractéristique de 7ﬂ3 est contenue dans

XU T X .

*
TEXU Ty (0,0)

X

Lemme 5.4.3.1. 4ﬂ3 = !ﬂ3 [xY]

Preuve. I1 suffit de montrer que la multiplication & gauche par y est bijective.
La classe de 1 dans 4n3 est égale @ y (classe de y g% dans Tﬂ3) . Par
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récurrence sur 1'ordre d'un opérateur on voit immédiatement que la multiplication
par y est surjective.

Voyons qu'elle est injective. Soit R un opérateur tel que yR = RIP + RZQ .1

faut montrer que R appartient a 1'idéal engendré par P et Q.
Par division par y on peut supposer que

YR = R{P + RYQ

ot les coefficients de R1 et R2 ne dépendent pas de y . Nous allons voir que
dans ce cas R1 = R2 =0 . Il suffit de raisonner par récurrence sur

Sup(ordre (Rl)’ ordre R2)

pour voir que R1 = R2 =0 .

Considérons le faisceau Gk[*Y] muni de la structure de Sx-modu1e définie par

Voo 8 L
9 £}

X X y
Vo o3 (2xty)
y oy y3 .

On a un homomorphisme de SSX-modu]es

T : m3-ﬁ GX[xY]

qui envoit la classe R d'un opérateur
y il 3
R = Z a - —
o, B ax® oyf

dans la fonction méromorphe

Voo V. B
By - )
T(R) —OEB 3,657 (5%) (1).

Cet homomorphisme est surjectif parce que

=Tl SR -

<=

C'est aussi un isomorphisme hors de Y les deux modules étant des fibrés
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vectoriels de rang un ayant méme monodromie. Le noyau de T est concentré sur Y.
En vertu du lemme 4.6.3.1. Te module 143 n'a pas de sections a support dans Y.
Donc T est un isomorphisme. Le paragraphe précédent nous donne une suite exacte :

1 11
0*%Xt:bx(m3’ex),(o,o) > Exty (H)y

1
JHix 1 (M08 0,007 Bty (320 ) (6,0)

)
2
M EXt.lé'x(h‘lyex) ,(0,0) 7 °

et Irro(-m3,o) =d1'mc 'thoéX(H; (m3)’&X),(o,o) =1 .

Xl
1 _ .2 -
Lemme 5.4.3.2. %xto%x(m3,6)()’(0,o) = Sxtﬁx(myﬁx)’(o,o) =0.
I1 résulte du lemme précédent que

gl )
dimg %Xtﬁx(h13’ QXO),(o,o) =1#0.

Donc que le probléme de Cauchy n'est pas bien posé pour /ﬂ3 le Tong de X0 . On
a donc pour 1“3

O(x) - 6(0) = 2-1 = 1

Preuve du lemme 5.4.3.2. En vertu du paragraphe précédent puisque WB = m3[*YJ

%xtgz)x(m3,ex) - th}bx(myQY) )

Un élément de homfﬂx(7n3’QY),(o,o) est représenté par un élément f de QY (0,0)

tel que

Pf converge

Qf converge.

Mais si Pf converge f converge parce que les petites boules centrées en (0,0)
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sont non caractéristiques pour P en vertu d'un résultat qui remonte &
Poincaré :

(xty)x +yy =0 = |x] =|y[ =0.
1 -~
Donc f est nul et %xtogx(m3’0)<),(o,0) =0

Pour montrer que szg (ﬂ23,QY) (0,0)
truction a résoudre dans QY (0,0) la systéme

il suffit de montrer qu'il n'a pas d'obs-

Pf
Qf

0] 1}
- v

pour g et h satisfaisant les conditions de compatibilités. Mais
[P,Q1=PQ -QP =0 . Donc g et h doivent satisfairent la relation

Ph = Qg.

Soit ) bn(x)yn un représentant de g. Cherchons a résoudre
no

On trouve

2X ao(x) =b

2x aé(x) +n aé(x) + a;_l(x) = bn(x) .
On peut supposer bO(O) = 0 ce qui permet de déterminer an(x) de fagon unique
connajssant an_l(x) en résolvant 1'équation différentielle précédente. La

classe f de ) an(x)yn est solution de
no

Pf = g.
D'od QPf = Ph = PQf. Soit
P(Qf-h) = 0 .

Donc en vertu du résultat rappelé précedemment Qf-h converge. Donc f est so-
lution de
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Pf
of

"
=)

. 2 _ 1 =
et 2X%X(m3’GX),(O,O) = %Xt\tax( Tri3yQy)’(o,O) =0.

Remarque 5.4.3.3. Si on cherche & résoudre le systéme suivant dans QX (0,0)
0’ I’

Pf =g
Qf
Ph = Qf

h

]

comme dans 1'exemple 5.4.1. on trouve en cherchant & résoudre

(yP-Q)f = yg-h

1'équation différentielle

2., _ _ _
yap(y) + (2ny-l)a (y) = b _1(¥) - c,(¥)
pour des représentants ) bn(y) gh ) cn(y)xn de g et h . Cette équa-
n=o n=o

tion est irréguliére d'irrégularité 1. Contrairement a 1'équation analogue de
1'exemple 5.4.1. qui était réguliére. L'irrégularité de cette équation est égale
a la dimension de 1'espace

6 2
Bxtg (M3leXy1565)

0,0) qui semble mesurer 1'irrégularité du module

"évanesant" de ?Q3 - (cf. le paragraphe 7).

6) Démonstration de la proposition 3.2.

Soit f : X=S un morphisme lisse de dimension relative 1 entre variétés
analytiques complexes, Yec X un diviseur fini et plat sur S et T un systéme
holonone de la forme BX (xY1@g & o0 £ est un fibré de rang un sur X.

X

6.1. Cas dim S= 1.

Dans ce cas dim X est une surface complexe et Y une courbe donc Ch(m) est
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