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CLASSE FONDAMENTALE ET COHOMOLOGIE D'INTERSECTION 

INTRODUCTION 

Dans une lettre (datée du 16 mai 1983), Kashiwara m'a donné 

la démonstration d'un résultat que j'avais eu la faiblesse de croire 

conjectural. Le résultat est le suivant ; supposons pour simplifier 

que Y est une hypersuface irréductible dans la variété algébrique lisse X, 

d'écuation F , et soit X'(Y,X) ci H,l(()_,) = C'V(*Y)/C\r le sous Vxr -

Module tel que DRX(Y,X) = IĈ  (voir [5] , [4]). Si Ç est un 

champ de vecteurs sur X tel que Ç(F) ne s'annule pas sur Y , 

alors la classe de Ç(F) 
F 

dans K. 1 
-Y Ox est un générateur de 

JC(Y,X). Comme exposé plus bas, la démonstration est une application 

facile d'un théorème profond de Beilinson, Bernstein, Deligne et 

Gabber. 

Dans le cas analytique complexe, Vilonen déduit ce résultat, 

pour Y à singularités isolées, des résultats de sa thèse sur la 

caractérisation des éléments g 
_n •r 

de ¿XY,X) par la nullité de 

certaines intégrales 
Y 
g.ü) 
,n 

Voir [II] pour ses méthodes, qui 

devraient pouvoir se généraliser. 

Bien que cela n'intéresse sans doute personne, je tiens à 

préciser comment j'avais rencontré C(F) 
F 

au cours de mes travaux 

sur la transformation de Radon, à l'automne 1982. Supposons X = (T." 

eu Y unibranche, de sorte que £(Y,X) = Hy(0„) . Soient (x,yj 

des coordonnées linéaires sur C , alors j X(V,X) contient î j 

Si l'on traduit cela, il doit exister un élément v de £(Y.X) , 

toi eue ~ soit de la forme 7^ pour un w£I(Y.X) , mais tel 
oy oX 

que v ne soit pas de cette forme. Il s'impose alors de prendre 

v = 

SF 
òx 

Les classes 
Xaf 
F 

sont des contractions de la classe 
fondamentale dF 

F 
de Y dans X, en cohomolcûe de Hedge à 
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J.-L. BRYLINSKI 

support H_. (X,fi,,). Le résultat général de Kashiwara est que la classe 
i A 

fondamentale cY/X h <A,fi ) 
d ,__ d. 
Y A 

vit dans 
d 
fi "X G 

xA 
l(Y,X) pour Y pure

ment de codimension d dans X lisse. 

Malgré la limpidité de sa démonstration, ce résultat m'est 

encore obscur. Cela explique, voire excuse, la vacuité métaphysique 

de ma rédaction. 

Je remercie Kashiwara de son enseignement et de sa confiance 

i\ mon égard. A Angéniol, qui m'a expliqué la classe fondamentale 

naguère et a le premier compris que les Q- modules jouaient un 

rôle central dans sa théorie, vont mes très vifs remerciements. 

La thèse de Kari Vilonen a encore stimulé mon intérêt pour ce sujet ; 

de nombreuses discussions avec lui m'ont été très utiles. Bar lot et 
Kashiwara viennent de m'informer qu'ils ont obtenu la description de 

JC(Y,X) dans le cadre complexe-analytique en terme de la classe fonda
mentale de Y, par une méthode purement analytique. 
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CLASSE FONDAMENTALE ET COHOMOLOGIE D'INTERSECTION 

I - RAPPELS SUR LA CLASSE FONDAMENTALE 

1) Pour toute variété algébrique Y sur un corps parfait k , 

El Zein [6] définit une section canonique Cy du bicomplexe 

Hom, (Çl , K/,) , où K* est le complexe résiduel de Y , au sens 

de [ 8] : K,\ = p* 0 „ x . où p : Y -> Spec(k) est le morphisme L J i r Spec(k) - * f Cy t 

structurai. Cy est fermé relativement à chacune des différentielles 

du double complexe. 

Lorsque Y est purement de dimension m , K̂, est concentré 

en degrés [-m,0] , et CTT est de degré total -2m . Si Y est lisse, 

IÇ est le complexe de Cousin de v̂/. l<nJ î pour tout j t Lû,nJ , 

on a donc : 

YU) 
= j 

xa 
x£X 

ed YU) = j 

i HJ 
X X 

..m 
'"Y 

avec la convention suivante : pour G un groupe abé Lien, et pour 

x 6 X , î  G est le prolongement par zéro du faisceau (de Zariskin

constant sur {x} , de fibre G . 

Plus généralement, soit i = Y «—*X une immersion fitico 

avec X lisse. On a bien sûr K/„ =; i ' K* = i Hem,-, (i... C; . , X." ) 

[3] , [6], de sorte que pour j € [0,n] , on a (avec n - dimv'Xw 

kY x 
cdx(x)=j 

i 
X 

Honu 
X,x 

<Cï.x xa n 
x *"X 

En fait, ce groupe est. nul sauf pour j 6 [n-m,n]. On peut inter

préter Crr comme un morphisme "Y 
x 

xa I i Hom. 
h 

j 
afj 

,H (a ), r,n n X 

oîi n parcourt l'ensemble des points génériques de Y. 
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Le fait que CY soit fermé relativement à chacune des 
différentielles de Hom̂  (fî>K̂) se traduit ainsi : 

(a) Le composé de la restriction ft™ —• ft™ et de C est donne par 

un élément de Z Hom̂  (0 Hn m(ft!J m) ) ; cet élément habite en 

fait dans I Hom̂  (0 , H (ftx cl>), où ftx cl = ker[P-x ^ ] 

(b) CY est à valeurs dans Extx (0y,ftx) . 

En combinant (a) et (b), on associe à un élément cano

nique de Ext̂  m(̂ y » cl̂ ' sera not̂  Cy/X * °n ̂onnera ê 

même nom à l'élément correspondant de Ext?! m(0 , T ÇI ) 
X Y >n-m 

Si Y est réunion de sous-variétés Y. de même dimension m, 

telles que pour i 4 j , Ŷ  n Y. soit de dimension < m-1 , on a 

CY/X = ? CY./X en Un SenS v̂̂-dent* 

Si Y , sous-variété fermée de X lisse, est définie schéma-
tiquement par d équations Fj,...,F (où d = n-m est la codimen-
sion de Y dans X), on dispose du quasi-isomorphisme de Koszul : 
—* 
A (E) ©()->(), où E est l'espace vectoriel sur k de base 

Fj , . . . ,F̂  , Cy/x est ̂ a ĉ-asse ̂ u cocycle qui envoie FJA...AF^ € Â (E) 

sur dF j A • . • A dF̂  ̂  cl * Par conŝ<luent: > ŝ  Pour i C { 1 , . . . ,d} 
on dénote V. l'ouvert F. ̂  0 de X , les V. forment un recouvrement 

ouvert affine de X - Y ; soit j = X - Y •—rX l'inclusion, de sorte 

que * j * (ftx est le (d-1) -ème faisceau de cohomologie du complexe 

e fl* (*z,-> + e <*(*(z. U z- (̂*y) 
Ki<d * Kij<i2<d X Xl X2 

où = X-Ẑ  . De cette façon, Cy/x correspond à la classe de 
dF dF 
-—•A ... A ~ dans le quotient de ftv(*Y) par © ftv(*(Y-Z.)). r . r - X î'̂-j X 1 1 d Ki<d 
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CLASSE FONDAMENTALE ET COHOMOLOGIE D'INTERSECTION 

Ces observations permettent d'ailleurs de construire élémen-
tairernent C . lorsque Y est intersection complète non nécessaire-Y / X 
ment réduite, donc lorsque Y' est localement intersection complète 
(on vérifie en effet sans peine que 

Extx WY,nx>cl) - a (X.Ext̂  (0Y , flx>cl)) 

Localement, Y , sous-variété irréductible de X lisse, est composante 
irréductible d'un sous-schéma intersection complète Z . On peut alors, 
si k est de caractéristique zéro, définir Cy/X comme ̂a Parti-e d° 
C"Z/X supportée par Y , divisée par la multiplicité de Y* dans Z . 

Comme le problème de construire ^Y/X EST ^OCA^ SUR ̂  > UNE ^°^S ^A 
construction faite sur le lien lisse de Y , il est donc soluble. 

2) Les rappels précédents sont essentiellement valables pour les 
variétés analytiques complexes. Dans ce cas, ^Y/X est ̂a ciasse 
du courant d'intégration J sur Y . C'est un courant de type 

(d,d) , tel que 3(J ) = 3"(/Y> = 0 . On a la résolution de Dolbeault : 

fi,r V„y , où Vlr est le faisceau des courants de type (p,q) . 

Par troncation bête, on obtient une résolution : x̂ , (fiv) T^,(P ' ) 

(où sur P ' , on tronque en le premier degré). Comme les faisceaux 

V^'Q* sont fins, on calcule Ĥ (X,T-̂  fi ) comme cohomologie du 

complexe simple associé au bicomplexe ^(X,!^ V^' ), plus précisément, 

cornue le noyau de T^X^) Jhl^T^X^1 >d) © Fy (X,V*>d+1 ) . 

En ce sens, la classe de cohomologie de f correspond à —-? C , . 
Y (2Tii)d Y/X 

3) Revenons au cas algébrique, et considérons une immersion fermée 
i = Y4—»X , avec X lisse, Y purement de codimension à dans X. 
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Gillet [7] a construit une classe fondamentale dans H^(X,K^), où 

est le faisceau associé au préfaisceau U -> K̂ (U) (K-théorie 

algébrique à la Quillen). Par le symbole ~* cl * °n 0̂ t̂ ent 

la classe Cy/X • 

Cela ne servira pas dans la suite. 

4) La connaissance de ŷ/X Permet aussi de construire la classe 

fondamentale de Y dans X , comme élément de Ĥ (X, 2 -> G> . . . ftf, 
degré 0 

(cohomologie de Beilinson-Deligne). Voir à ce sujet [2]. 

II - CLASSE FONDAMENTALE ET COMPLEXE D'INTERSECTION 

On considère une variété algébrique complexe équidimension-

nelle Y , et un plongement fermé i : Y°-> X , où X est lisse 

purement de dimension n . Soit d la codimension de Y dans X . 

On considère ^Y/X comme un élément de H^(X,Q )̂ = r(X,Ĥ (fl̂ )). 

On rappelle que Ĥ (() ) est un V -Module (à gauche) —Y X X 

holonorme, à singularités régulières [10] ; son socle X(Y,X) 

(somme de ses sous P̂ -Modules cohérents irréductibles) correspond, 

par la correspondance de Riemann-Hilbert, au complexe d'intersection 

i+ IÇ̂  : DR X<Y>X> = i* • 

Théorème : ŷ/X 6St UnÊ sect̂ -on ̂e 

fl£ © JC(Y,X) c ̂  © Hy(̂ x) = H^C^) . 

Démonstration : Il s1 agit de prouver que le morphisme Ĉ  > vu 

comme morphisme Ĉ  : Çi™ -> Ĥ (fî ) = fi^ ® Hy^x^ Se ̂ actor̂ -se ̂  

travers fi ® JC(Y,X) . On exhibera d'abord un morphisme de faisceaux x , 
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m n sur Y : fi" -> fi" ® JC(Y,X). Soit f: Y * -> Y une résolution des 
oX 

singularités. 

Le théorème de décomposition de Beilinsen - Berstein - Deligne -

Gabber [3], traduit en termes de P-raocules holonormes réguliers 

à droite (c'est ici - comme souvent - plus naturel, comme Schapira 

me l'a fait remarquer) fournit en particulier un morphisme de 

V -Modules à droite 

I(Y,X) 
i o f 

I(Y,X) fi„, - fi„ ® I(Y,X) 
O 

tel que DR(tp) est la projection : R(i 0 f) + Œy, •+ i# IĈ  dont 

le théorème en question assume l'existence. On considère alors le 

morphisme composé 

m _ _ m _ , m N c ,_ra F£(n.. © P ) - fi'.^ß 0 X(Y.X) X(Y.X) 
Y ' 

m _m CD n F£(n.. © P ) - fi'.^ß 0 X(Y.X) 
P Y '•X c Y X 
Y » 1 o f cv 

où on a utilisé la section canonique de (i 0 f) p x V ^ x 

à savoir 1.. 

Pour vérifier que le composé de ce morphisme avec l'inclusion 
de fi* Q JC(Y.X) dans P." ® H?r(0v) est égal à C , on utilise 

c , x Ox 

le fait qu'un élément de H (C*) est déterminé par sa valeur aux 

points génériques de Y . Ceci permet de supposer Y lisse, et de 

conclure par un calcul stupide. 

Corollaire : Supposons Y irréductible ; soit £ une section de 

Ad(Tx) (où T x est le fibre tangent à X), telle que £ - C y / x s o i t 

une section non nulle de X(Y,X). Alors Ç.C , engendre £(Y,X) 

comme P -Module. 
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Preuve : ^x*^*^Y/X^ eSt UD sous "̂"Module cohérent non nul de 

JC(Y,X), donc égal à JC(Y,X) d'après [5]. 

Considérons le cas particulier où Y est une hypersurface 
d'équation F . On trouve que pour v un champ de vecteurs tel que 
v(F) ne s'annule pas sur Y , la classe de v (F)/F modulo 0^ en

gendre X(Y,X) c hA(0 ) = 0 UY)/Û.T . Dans ce cas, le corollaire 
—Y X X A 

résultait, pour Y à singularités isolées, de la thèse de Vilo.nen 

[11]. Vilonen en a donné une démonstration basée sur un calcul de 

résidus dans l'esprit de Griffiths ; dans [12], il la généralise 

aux intersections complètes à singularités isolées. 

De façon plus mystérieuse, je signale que V-Ĵ  = v(log F), 
r 

* * 
où log F est la section canonique de [ê @ £(Y,X)]/T X - T X 

X V x X 

* 
définie ainsi : pour (x,£) € T X , il existe v tel que (£,v) 
soit non nul en x ; alo-rs v € S est inversible près de (x,Ç) 

-lr 1 x 
et on pose log F = v V^1. L'existence de cette section cano-

F J 
nique m'a été signalée il y a longtemps par Schapira. 

On peut traduire diverses propriétés de stabilité des 

complexes d' intersection en termes des classes fondamentales. 

Voici un exemple typique. Supposons que 2 sous-variétés irréductibles, 

Y et Z de la variété lisse X s'intersectent transversalement, 
dans le sens qje la diagonale X = Av ̂ —»XxX soit transverse à 

toutes les strates du produit d'une stratification de Whitney 

de Y par une stratification de VThitney de Z . On a alors 
IL 

IC" ® IC* = IÇ " 7 ce qui se traduit ainsi : on a 

IL 
£ (Y x Z , XxX) = «C(Y,X) 0 X(Z,X), et 

£ (Y n Z , X x X) = £ (Y x z , X x X) © £ (A , X x x) = . On a en 
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effet avec des notations très abusives, 

PXxX (CY,Z , Xx X> =VCY,X> * PX(CZ,X> ; P3r aiUeUrS 

CYnZ , XxX = (CYxZ , X » X » \ . Xxx [ 6 , Théorème p. 43]. 

Le VXxX ~ Module JC (Y x z , X * X) © £ (A , X x x) est engendré par 

(CYxZ XxX)#(CA , X*X}' d°nC s'identifie â *(YflZ , XxX). 

Mais aucun miracle n'a résulté de ce genre de petit jeu. 
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III - QUESTIONS OUVERTES 

Conjecture 1 : Soit Y irréductible, de codimension d dans 

X lisse. Alors Cv/V € T(X,Q^ © JC(Y,X)) est de filtration de Y/X ^ 

Hodge égale à d , au sens de [4]. 

Cela serait nécessaire pour que les conjectures de loc. 

cit. aient un sens. 

Conjecture 2 : Soit <£ = £(Y,X) et pour tout n , soit £^ le 

sous-faisceau des u££ qui sont microlocalement du type 

n = ^i^i^Y/X^ ' °Ù Pi € êX(n) ' Ci £ Ad(TX)* La filtration 

(JC^) de £ est la filtration de Hodge introduite dans loc. cit. 

Cette conjecture est due à Angéniol. 

Conjecture 3 : Soit J l'annulateur de Cy/X dans l'algèbre 

P (f;d) des opérateurs différentiels du faisceau localemenc libre 
X X 

Çlt dans lui-même, et soit gr(J) l'idéal gradué de 
X 

P* W * ) ® Enàn (P : T X ̂  X) correspondant. Alors gr(J) 
T X 0 X̂ X 

est un idéal premier (voire complètement premier ?) 

Cette conjecture n'a été incluse que par souci esthétique. 

Voici enfin quelques questions encore plus vagues : 

calculer le front d'onde du courant Cy/X ' et comPrendre mieux 
la variété caractéristique de <£(Y,X). 

C . existe en cohomologie de de Rham-Witt. Qu'en faire ? 

Angéniol et Elzein ont construit une classe fondamentale relative 

[1]. Existe-t-il une théorie de cohomologie d'intersection relative ? 
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