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PROLONGEMENT DES FAISCEAUX PERVERS MONODROMIQUES 

Jean-Louis VERDIER 

0.- INTRODUCTION 

Dans [8] on démontre que le problème du prolongement d'un faisceau pervers se 

ramène au problème du prolongement à un cône C de sommet X d'un faisceau per­

vers monodromique donné sur C - X . On étudie ici ce dernier problème de prolonge­

ment. Celui-ci se ramène en dernière analyse à un problème de factorisation dans 

la catégorie des faisceaux pervers sur L - X où L est un fibre de rang 1 conve­

nable sur X (Th.6.6). Il convient donc d'étudier ces catégories de faisceaux per­

vers. Ce qu'on fait sous l'avatar de modules holonomes monodromiques dans les n°1 

2 et 3. Dans le n°4, on généralise au cas d'un fibre vectoriel L de rang 1 quel­

conque la construction des cycles proches et évanescents et on donne la descrip­

tion des modules holonomes modérés monodromiques sur L en termes de modules sur 

L - X . On reprend cette question dans le n°5, dans les différents cadres pervers : 

analytique, algébrique complexe, algébrique. Enfin, dans le n°6, on donne le théo­

rème de prolongement. 

1.- ALGÈBRE DE BEILINSON-BERNSTEIN 

Soient X une variété algébrique complexe quasi-projective et lisse, E—>X 

un fibre vectoriel de rang 1. On note B(E) le faisceau d'algèbres sur X des o-

pérateurs différentiels algébriques sur E (ou E - X) homogènesde degré 0, filtré 

par le degré des opérateurs. Le centre de B(E) est C[eu] où eu est l'opéra­

teur d'Euler de degré 1, décrivant l'action infinitésimale de (C* . On dispose 

d'une surjection filtrée B(E)—*-D^ qui annule eu et d'isomorphismes locaux 

B(E) ̂  C[eu] S JDY définis par des sections de E-X—>X sur des ouverts de 
C 

Zariski. 
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PROLONGEMENT DE FAISCEAUX PERVERS MONODROMIQUES 

PROPOSITION 1.1- a) B(E) QJ>t LbomoKpho, à B(E') (рал un АлотоиркАЛтг ^iWii 
p/ii-óQAvant eu e£ ¿2J> ¿>uxj(¿c£íon¿> B ( E ) — , B(E')—*2)^) ¿<¿ &<¿ut<¿m<¿nt ¿>¿ 
Hom(E,E') admeX une, connzxÁjon (aZgebsvique,} ¿ntegtLable,. 
b) LohJbqud X <¿¿>t pn.oje,c£¿ve.f B(E) <Lbt и>отокркг à B(E') ¿i et ¿eudLeme,nt ¿¿ 
c.j(E) = C|(Ef) où dí&Ájgne, la оХа&ье. de, Скелп MutLonnelle, c'ел£ à dJjie, à 
vale,WU> dan¿ H2(X,Q) . 

Notons B1(E) , i E 1M , le sous-faisceau des opérateurs de degré ^ i . On a 
B° (E) = 0·̂  , et une suite exacte 

0 V В1 (E) T(E) 0 
où T(E) est le 0-̂ -module des champs de vecteurs tangents sur E homogène de de­

gré 0. Un isomorphisme de B(E) sur B(E') détermine et est uniquement déterminé 

par un isomorphisme de T(E) sur T(E') qui commute au crochet des champs de 

vecteurs. C'est un exercice que de constater qu'un tel isomorphisme correspond à 

une connexion integrable sur Hom(E,E') . Démontrons b). En vertu de a), il suf­

fit de montrer qu'un fibre L de rang 1 sur X admet une connexion integrable si 

et seulement si ĉ (L) =0 . C'est un énoncé qui est classique mais fautes de ré­

férences, donnons-en ici la démonstration. 

En interprétant ĉ  (L) comme la classe d'Atiyah de L à valeurs dans H (X,fi ), 

on sait que ĉ  (L) =0 si et seulement si L admet une connexion. Il reste donc à 

montrer que si L admet une connexion il admet une connexion integrable. On a sur 

X^ la variété analytique correspondante une suite exacte de faisceaux 

0 С б an 
dlog dV an 0 

où dÊ^ est le faisceau des formes différentielles fermées. On a la décomposition 
de Hodge H1 (X ,dÔ") =H°(X , ft2) ©H1(X^,ft1) et l'homomorphisme canonique 

an an an 0111 

H1(X ,d^) —>H2(X ,C) est injectif. Donc la classe d'isomorphisme [L] E H1 (X an an an 
1 1 s'annule dans H (Xgn,d6:) donc provient d'un élément de H (X,C*) .En d'autres 

termes Lan peut être décrit par une carte vectorielle à fonctions de transitions 

constantes. Donc L possède une connexion analytique integrable. On sait déjà an 
que L possède une connexion algébrique V . Comme Lan possède une connexion 

analytique integrable, il existe une forme différentielle de degré 1, analytique 
a telle que V+a soit integrable. Comme toute forme différentielle globale est 
algébrique, L possède une connexion algébrique integrable. 

REMARQUE 1.2 : Il résulte de la proposition 1.1, b), que si E et E' sont deux fi­

bres vectoriels sur une variété projective topologiquement isomorphes, alors 

B(E) est isomorphe à B(E'). 

1.3 : Lorsque E est trivialisable, un isomorphisme B(E)^C[eu] S <£Y est déter-
C x 
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miné par une section a de E - X , ou, ce qui revient au même, une décomposition 

E^Xx(C . Cet isomorphisme dépend effectivement du choix de cette section. 

Notons Wn(E) (resp. Wn(E-X)) le faisceau sur X des opérateurs différentiels 

homogène de degré n sur E (resp. E - X), de sorte que l~'on a B(E) =W°(E) =W°(E-X). 

C'est un B(E)-module bilatère. Considérons 0^ comme le sous-anneau de B(E) 

formé des opérateurs de degré 0. On a, en notant E le Ô -faisceau des fonctions 

linéaires sur E , des isomorphismes 

(1.4) 

Wn(E) B(E) SE11 Ên®B(E) 
Ox 

pour n ̂  0 

Wn(E) « eu_nB(E) S É n ̂  Ën(SB(E)eu n 

0 X °x 
pour n â 0 

Wn(E-X) ̂ B(E)® En^ÊU(SB(E) 

°X °X 
pour tout n . 

On a des injections canoniques Wn(E)<—»Wn(E-X) qui sont des isomorphismes pour 

n^O et qui, pour n^O , correspondent aux injections eu n(C[eu] —*C[eu] . 

L'algèbre W(E) 
+oo 

n=-oo 
Wn(E) (resp. W(E-X) 

+oo 

n=-°° 
Wn(E-X)) est VaJLQzbnz 

de. Wayl de E (resp. E - X). On a dans W(E - X) les relations 

(1.5.) eu s = ns + s eu 
^n 

pour tout n et toute section locale s de E .En particulier si s est une sec­
tion locale inversible on a dans W (E - X), 

(1.6) s ̂  eu s = n + eu 

Soit s une section locale inversible de E . Alors s définit un isomorphisme 
— 1 8 local s de X x C ' sur E . Notons TC— le champ de vecteurs sur E image du champ ds i 

de vecteurs vertical canonique sur XxC par s . On a alors 

(1.7) s 8 ds eu 

(1.8) 9 
8s 

eu 
3 
ds eu d 

ds 
Pour tout polynôme P€C[Y] on pose Bp(E) =B(E)/P(eu) B(E) . Localement sur 

X, on a BD(E) = C[eu]/PC[eu] S Z)Y . C'est donc localement un 2) -module libre de 
(E Ä 

type fini, lorsque P^O . Lorsque P = Y, on a B (E) = 3L . Lorsque P = Y-a , 
Y A 

a£(C* , B v (E) est localement isomorphe à . Lorsque a î 0 , l'algèbre 
I —06 À 

By_a(E) n'est isomorphe à Ä que si E admet une connexion intégrable. Si 

E n'admet pas de telles connexions, les algèbres By_a(E) , a £ (E , sont deux 

à deux non-isomorphes. 
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2.- MODULES HOLONOMES MONODROMIQUES MODERES 

Soit Y une variété algébrique complexe lisse quasi-projective. Un ̂ y-module 

sera dit kolonomo, modétâ s'il est holonome et s'il est à singularité régulière à 
distance finie et à l'infini de Y , c'est à dire si son image directe (algébrique) 

dans une compactification Y de Y est à singularité régulière [3] .La corres­

pondance de Riemann-Hilbert établit une équivalence de catégorie entre la caté­

gorie des modules holonomes modérés et la catégorie des faisceaux pervers algé­

briquement constructible [3] . 

Soit M un <®E-module cohérent. Son image directe sur X est un W(E)-module 

cohérent. Nous identifierons M à son image directe sur X que nous noterons en­

core M . On dit que M est monod/Loryiique. si pour toute section locale m de M , 
l'espace vectoriel complexe engendré par les eunm , n£ N , est de dimension 

finie. Comme M est localement de type fini sur W(E) , il suffit de vérifier 

cette propriété sur des générateurs locaux de M en vertu des formules (1.4) et 

(1.5). 

Soit M un W(E)-module cohérent monodromique. Alors pour tout m , section 

locale de M , exp 2ÎTT eu m est défini. On définit ainsi un endomorphisme de 

faisceau 

T M M 
Il résulte aussitôt des formules (1.5) et (1.8) que T est un automorphisme de 

W(E)-module que nous appellerons automorphisme de monod/Lom^e.. Tout morphisme 
u : M—*N de W(E)-modules monodromique commute à T . 

Pour tout a€C , posons M a= U ker(eu-a)n , et pour tout $£C*, posons 
nGN 

MB Θ 
exp 2Î7ra = 3 

Μ 0 1 

Lorsque M est monodromique, on a , 

(2.1) 
M O 

a€(C 
Ma 

M 
3£C M3 

L'algebre B(E) est le centraliseur de eu , par suite pour tout a , M01 est un 
B(E) sous-module de M . II resulte des formules (1.5) et (1.8) que pour tout 
$€C* , Mg est un sous W(E)-module. En vertu de 2.1, M̂  est un sous W(E)-
module coherent et on a M̂  = 0 sauf pour un nombre fini de 3 . 
L' automorphisme de monodromie T respecte la decomposition en somme directe 
M O 3€C MB 

* 
On a pour tout 3 £ C 

M3 new 
ker(T- 3) n 
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3.- MODULES EVANESCENTS 

En accord avec [7] nous dirons qu'un W(E)-module M est evanz-acznt si pour 

toute section locale inversible s de Ë , la multiplication par s est un isomor-

phisme. Soit P un W(E - X)-module. Alors le W(E)-module déduit de P par la 

restriction des scalaires W(E)C—>W(E - X) est evanescent. Réciproquement un 

W(E)-module evanescent M possède une unique structure de W(E - X)-module compa­

tible à l'inclusion W(E)C—>W(E - X) . On obtient ainsi une équivalence de caté­

gorie entre la catégorie des W(E - X)-modules monodromiques modérés et la caté­

gorie des W(E)-modules monodromiques modérés évanescents. 

Soient M un W(E)-module monodromique et pour tout aGC, M06 le B(E)-module 

défini au numéro 2. Il résulte des formules (1.5) et (1.8) que, pour toute section 

locale inversible s de E , la multiplication par s/ds induit un homomorphisme 

de M01 dans M a +^ et la multiplication par induit un homomorphisme de if* 

dans M0, ̂  . Il résulte alors de (1.7) et de la définition des M aque la multi­

plication par s induit un isomorphisme de M asur iM0^ sauf pour a = -1 , et 

que la multiplication par 6/6s induit un isomorphisme de M sur M
01 ̂  sauf pour 

a = 0 . Il en résulte en particulier que pour tout (3̂ 1 , M D est un W(E)-module 
P 

monodromique evanescent, et que M , où ce qui revient au même, . est evanes­

cent si et seulement si les multiplications par les sections locales inversibles 

induisent des isomorphismes locaux de M ^ sur M° 
Soit a : C*—>C , une section de l'application Z—^e^ïï^ . Nous dirons 

qu'un B(E)-module N est o-monodAom^quo. si pour toute section locale n de N 

il existe un polynôme non nul P€C[T] dont les racines sont dans Imc et tel 

que P(eu)n = 0 . Lorsque, de plus N est un B(E)-module dohznmt, il existe donc 

un polynôme non nul P € C [T] tel que P(eu) N = 0 et par suite N est un Bp(E)-

module (cf №1). Supposons donné un isomorphisme E^A*X par une section de 

E-X . Alors B(E) est isomorphe à C[eu] S £)Y et par suite 

Bp(E) = C [eu]/P(eu)C[eu] S # x 

Un Bp(E)-module cohérent N n'est autre qu'un 3^-module cohérent N muni d'un 

endomorphisme eu , tel que P(eu) =0 . Nous dirons alors que N est un B(E)-

module holonome, moditâ s'il l'est en tant que <2)̂ -module. 

Dans le cas général, c'est à dire lorsque E n'est pas trivialisé, il existe des 

trivialisations locales de E qui permettent d'associer localement à un B(E)-

module N , a-monodromique, des ©-̂ -modules sur des ouverts de X formant un 

recouvrement. Nous dirons alors que N est B(E)-module holonome modéré si ces 

oÔ -modules locaux sont holonomes et modérés. On constate que cela ne dépend pas 

des trivialisations locales choisies. 
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PROLONGEMENT DE FAISCEAUX PERVERS MONODROMIQUES 

Reformulons alors les résultats de [ 3 ] . 

PROPOSITION 3.1.- 1) Le {oncteuA 

M Sol (M) RHOIÏLQ (M^.Ogan) 
E,an 

[dimX+1] 

établit une anti-équivalence de catégorie* entre la. catégorie deh modules holono-

moj> modérée monodromlqueA évaneAcentA et la cote, go nie. deJ> {albceaux penveAA al­

gébriquement conAtrxxctlbteh monodromlqueA et évaneAcentA. 

2) Le {oncteur Mi—>W(E-X)S N établit une équivalence, de catégosUeA entre 
B(E) 

la catégorie deA B(E) -module* kolonomeA modéréA 0-monodronu.queA est la catégorie 

deA modules kolonomeA modéréA monodA.onu.queJ> évaneAcentA. 

3) Supposons que. E =Z\ x X , et Aolt s : X—>E - X la Auction constante, de. va-

leuA 1 . Le {onoJie.uK. qui à un B(E)-module. o-monodromlque N oAAocle le. 

^-module N , muni de. VautomorphlAme T = exp2Î7reu eAt une. équivalence de. 

catégorie. entre la catégorie deA B(E) -modules kolonomeA modéréA o-monodromlqueA 

et la catégorie. deA 3)^-moduleJ> kolonomeA modéréA muni d'un automorpklAme T . 

PoAonA M = W(E-X)HN . Le \-module N muni de. VautomorpklAme T A'identl-
B(E) x 

{le. ca.nonlqueme.nt à (s*M,s*T) 

4) Le {oncte.uA qui à un oD^-module N muni d'un automorpkli>me T oAAocle Sol(N), 

muni de. V automorpkume Sol(T) eAt une. antA.-equlvale.nce. de. catégorleA entre la 

catégorie, deô ^Dy-moduleA kolonomeA modéréA munit d'un automorphlAme et la caté­

gorie, de* {alAceaux perverA algébriquement conAtructlbleA muni d'un automorpkiAme. 

La première assertion est démontrée dans [3] au remplacement près du foncteur 

Sol par le foncteur "complexe de De Rham" qui se correspondent par dualité. La 

caractérisât ion des ^-modules holonomes dont la restriction (au sens dérivé) 

à la section nulle est nulle par le fait que la multiplication par s est inversi­

ble, est élémentaire. Démontrons 2). Le foncteur inverse est M'—*@ Ma. 
a€Imc 

Le fait que ces foncteurs préservent la monodromie et la modération est démontré 

dans [5] . Pour démontrer la première assertion de 3), on remarque que le fais­

ceau des endomorphismes d'un ̂ -module holonome modéré N est algébriquement 

constructible d'après la correspondance de Riemann-Hilbert. Par suite tout auto-

morphisme T d'un tel module possède un polynôme minimal. Donc on a T = exp2iïï eu 

où eu£(C[T] est un endomorphisme du SD̂ -module N annulé par un polynôme non nul 

dont les racines sont dans Imo . L ' endomorphisme eu est uniquement déterminé 

par ces propriétés. La deuxième assertion de 3) résulte de la description de 

s*[2] . Enfin 4) résulte de la correspondance de Riemann-Hilbert. 
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J.-L. VERDIER 

4.- LES FONCTEURS ф , ¥ ET LA VARIATION POUR LES MODULES HOLONOMES 

Soit M un W(E)-module cohérent. 

On pose 

Ф(М) $ Ц О Д ) (W(E-X),M) 

?(M) VvT(E - X) (S M 
W(E) 

Ce sont des W(E)-modules évanescents (*). L'inclusion W(E) c—* W(E - X)fournit des 

homomorphismes fonctoriels a: $(M)—>M et 3: M—$(M) . Notons can : î>(M)-->î(M) 

1 'homomorphisme composé. L'homomorphisme a: ?(M)—>M (resp.3 : M—>Î(M)) pos­
sède la propriété universelle par rapport aux homomorphismes des modules évanes­

cents dans M (resp. par rapport aux homomorphismes de M dans les modules évanes­

cents) . Par suite, lorsque M est évanescent, a,3 et can sont des isomorphisme s. 

PROPOSITION 4.1.- Suppo*on* que M *oit kolonome, modino., monod/wmlque. Мок* 

1) Ф(М) et Î(M) le *ont. 

2) ?ал le foncteuA Sol, le foncteuA y cohAe*pond à j!j* ou j : E - Xe—*E 
e*t V Injection canonique.. 

3) Рал le fonctewi Sol , le foncteun. Ф coKAe*pond au foncteun. Ev agij>*ant * un­
ie* faisceaux peKven* monodromique* decAÀX dan* [7]. 
4) L*' кототоюрк1*те a : Ф(М)—»M induit un l*omonpka>me -1 

a Ф(М) 1 M"1 

(2.1). On a un IbomoKpklbme canonique. Ф(М)1 ̂  W(E - X) Ш M 1 . En Identifiant 
1 В CEI 

ce* modute* рал. cet 1лоток.рк1*теу V кототокркллте ao E H M - 1 

°X 
Mo 

n'e*t autre que. celxxt donne рал le* multipticatton* рал le* *ection* de Ec=W(E)1 . 
5) V komomonpkt*me 3 :M—>Î(M) induit un l*omorpki*me 3° ' M°—>?(M)° ,0n a an 
i*omoK.pkl*me canonique $(M) ̂  ̂  ̂ отв(Е) ~ X^ 

6) Le* joncteur* ФД 4 ont exact* *ил la categonte de* module* kolonome* топосло-
mlque* modeste*. 

Soient M un module holonome modéré monodromique et M = @ M sa décomposi-
BEC* 

tion suivant les valeurs propres de T . Pour tout 3^1, est évanescent par 
suite Î(M^), Ф (М̂ ) sont isomorphes à et sont donc holonomes modérés mono­

dromiques. Supposons donc que M = M̂  . On sait que les multiplications par les 

sections locales de E induisent des morphismes E^M11—» M11 qui sont des 
isomorphismes pour n<-1 et n £ 0 . Il en résulte que l'homomorphisme canonique 
(*) ф(М) est un W(E)-module à gauche via la structure de W(E)-module à droite 

de W(E-X) . 
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W(E) 18 
B(E) 

M"1 •M se prolonge d'une manière unique en un homomorphisme 

W(E - X) ® 
B(E) 

M"1 •M qui possède la propriété universelle pour les morphismes 

des modules évanescents dans M. On en déduit 4). Comme M est holonome monodro-
X 

mique modéré, tous les M , A£ (C , sont des B(E)-modules holonomes monodromiques 

modérés [5], et par suite $(M) est holonome monodromique modéré (3.1). 

De même, l'homomorphisme canonique M—>3fc>m (W(E) ,M°) se prolonge de manière 

<* B ( E ) 

unique en en homomorphisme M—>ïfcom (W(E - X) ,M°J qui possède la propriété 
B(E) 

universelle pour les morphismes de M dans les modules évanescents. On en déduit 

5) et le fait que ?(M) est holonome monodromique modéré. Les assertions 2), 3) 

résultent alors du fait que Sol est une anti-équivalence de catégorie qui fait 

correspondre les modules évanescents aux objets pervers évanescents. Pour démon­

trer 6), il suffit de remarquer que les foncteurs M»—>M° et Mj—*M ^ sont 

exacts. 
PROPOSITION 4.2.- Il dxÂAtz. un mo^pkUmo. de, ^oncXzwu oX un òtul -òuA la catégosUe. 
dej> modules holonomes modo.h.Q.0 monodxomiquQA 

var W Ø 

tdl qut 
rvar o can = T - 1 / % 

can o var = T - 1 / ? . 

Lorsque M = Mg , 3 i 1 , il existe un seul morphisme var(M̂ ) : VM^ >$M^ 

qui possède la propriété demandée car T - 1 et can sont dans ce cas inversi­
bles. On peut donc se restreindre aux modules M tels que M = Mj . On a 
(?(M))° CÊBL M 1) 

UX 
et 

can° ÉBL M 1 — > M ° 
UX 

n'est autre que le morphisme défini par les sections locales de EcW(E) (4.1) . 

On a 
T° = exp 2Ì7T eu° 

où l'action de eu sur M° est définie par sa structure de B(E)-module,(on 

notera que eu est un opérateur nilpotent sur M°). Notons 

0° M° ES M 1 

°X 

le morphisme de B(E)-modules défini par les dérivations associées aux sec­

tions locales inversibles de E (cf. 1.8). On a d'après 1.7 

eu° = can° o a° . 
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Soit alors h(Y) la série formelle 
2ÎTTY , 
e -1 

Y 
Posons 

(4.3) var° = 3° oh(eu°) 

et soit var : ?(M)—> (f(M) le morphisme correspondant (3.1). On obtient un mor-

phisme fonctoriel qui possède les propriétés annoncées. Il reste à démontrer 

l'unicité. Lorsque M = M^ , 3 ^ 1 , l'unicité est claire. Supposons que M = M̂  . 

Notons p°(M) , p1(M) , le noyau et le conoyau respectivement de 1'homomorphisme. 

ß M ?(M) 

LEMME 4.4.- Lofuquz E = âxX ; pouA tout M , tl exÂAte, un module, kolonome, mode-
né monodxomtque, M' tel que, p (M') =0 et une, tnje,ctton Mc—>M' 

Le lemme sera démontré à la fin de ce numéro. Montrons comment le lemme 4.4 

entraine l'unicité de var . Supposons tout d'abord que E=(k*X . Soit 

var : ?(M)—->(j)(M) un autre morphisme fonctoriel possédant les propriétés de­

mandées. Comme ?(M) est évanescent, l'égalité y =aG(var-var) = 0 entraine 

var - var = 0 (propriété universelle de a ) . On a 3 ° Y = can o var - can ° var = 0 
Montrons que y 0B=0 . 1 1 suffit pour cela de voir que les morphismes 

(y o B)° M° M° 

(y o 3)"1 M"1 M"1 

sont nuls. Par suite, il suffit de montrer que ¥(y o 3) et $(y o 3) sont nuls 

(4.1) où encore, par les propriétés universelles de a et 3 , dans le diagramme 
commutâtif 

$01) a M 3 %1 

<ky « 3) Y o ß ?(y o 3) 

$(M) a M 3 ?M 

il suffit de montrer que 3 o(y o 3) = 0 et (y o 3)° et = 0 . 
Or 3 0 (y o 3) = (3 0 Y) 0 3 est nul d'après ce qui précède et on a 
(y o 3) o a = y o can = ao (var - var) 0 can = ao (var o can - var o can) = 0 

Le morphisme ŷ  : Ev,M—>M provient donc d'un morphisme fonctoriel 

ŷ  : p̂  (M) >p°(M) et il suffit de montrer qu'un tel morphisme est nécessaire­

ment nul. Soit alors M—»M' comme dans le lemme. On a un diagramme commutatif 

pf(M) M̂ P°(M) 

P'(U) P°(U] 

0 = p'(M') 
YM' P°(M') 
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et donc on a YM =0 ; ce qui achève la démonstration dans ce cas. 

Dans le cas général, soit Uc=X, un ouvert de Zariski sur lequel Eu soit 

trivialisable. Notons i : Ê <—>E l'injection canonique. Pour tout M holonome 

modéré monodromique sur E^ , i,M est holonome modéré monodromique sur E et 

i*i(M = M . Soit var un morphisme fonctoriel défini sur E . La formation des 

$ , ¥ est locale sur X (4.1),par suite, on a i*îi,M = 1 et i*îi,M = M . 

La restriction de var à U fournit donc un morphisme fonctoriel sur E^ qui est 

uniquement déterminé d'après ce qui précède. Donc var est uniquement déterminé. 

Le morphisme var est appelé le moxphtbme. de vantatlon. Il correspond par 
Riemann-Hilbert au morphisme de variation des faisceaux constructibles monodromi­

ques [7] comme on le voit en utilisant l'unicité de la variation. 

Considérons alors la catégorie dont les objets sont des quadruples (M,P,u,v) 

où M et P sont des modules holonomes modérés monodromiques évanescents, et 

u : M—• P , v : P —*M des morphismes tels que v o s = TM -id , n o v = Tp - id . 

Les morphismes de cette catégorie sont les morphismes de diagramme. On dispose 

d'un foncteur qui à tout module holonome modéré monodromique M associe 

(Ï(M), H?(M), can, var) . 

PROPOSITION 4.5.- Le. ioncte.uA M>—K?(M), f (M), can, var) <u>t une. équivalence. 
de cate.goHA.eJ. 

Avant de démontrer 4.5, donnons des énoncés équivalents en utilisant (3.1). 

Soit a : (C*—>(C une section de 1\—>exp2iirZ . Pour tout module holonome modéré 

monodromique M , posons 

Y ACM) 9 

a € Im a 
H M ) A 

ïa(M) 
a G Ima 

$(M) A 

On obtient ainsi des B(E)-modules holonomes modérés,, a -monodromique s. Notons 

encore can̂  : <2>Q(M)—»? (M), varg : ? a(M)—(M) les homomorphisme s de B(E)-

modules induits par can et var. Considérons alors la catégorie dont les objets 

sont des quadruples (N,Q,u,v) où N et Q sont des B(E)-modules holonomes modérés, 

a-monodromiques, et où u : N—*Q , v : Q—*N sont des morphismes tels que 

v o u = T^ - id , u o v = TQ - id , les morphismes de cette catégorie étant les morphis­

mes de diagrammes. 

COROLLAIRE 4.6.- Le ioncte.uA M (£Ö(M), $Q(M), cang , varg) eJt une. équivalence. 
de cate.QOHA.eJi, 

Supposons maintenant que E=A*X et soit s : X—>E la section constante de 

valeur 1. La donnée de cette section, fournit un isomorphisme 

B(E) C[eu]&0Y 

C * 

227 

http://ioncte.uA
http://cate.goHA.eJ
http://ioncte.uA
http://cate.QOHA.eJi


J.-L. VER DIER 

et en particulier une section DX >B(E) . Pour tout module holonome modéré 

monodromique M , notons y (M) et $(M) respectivement les ̂ -modules déduits 

de ŷ (M) et $a(M) par restriction des scalaires et notons can et var les mor-

phismes déduits de can et var 

Les oQ̂ -modules ¥(M) et <j)(M) sont holonomes modérés ; ils ne dépendent pas 

du choix de o mais dépendent du choix de la section trivialisante. On a des 
isomorphismes canoniques 

y (M) s*(?(M)) s* (M) 

KM) s*($(M)) 

et des égalités 

can s*(can), var s*(var) 

Considérons alors la catégorie dont les objets sont les quadruples (R,S,u,v) 

où R et S sont des ̂ -modules holonomes modérés et où u : R—+S ,v : S —*R 

sont des homomorphismes tels que Id + u°v et Id + vou soient des isomorphismes. 

On remarquera d'ailleurs que si Id + u°v est un isomorphisme, Id + Vou l'est 

aussi en vertu de la formule 

(Id + vou) 1 Id - Vo (Id + n o v) "o u 

Les morphismes de cette catégorie sont les morphismes de diagrammes. 

COROLLAIRE 4.7.- Le ionolexxK M>—>(<£>(M), ¥(M), can, var) QAt une, équivalence, de. 
categohleA. 

Ce corollaire résulte immédiatement de 4.5 et de 3.1. 

Démontrons maintenant (4.5) où ce qui revient au même le corollaire (4.6) dans 

le cas où a(1) = 0 . Lorsque M = M, , X f 1 , les morphismes can , var sont 
À ^ o o 

des isomorphismes et on a un isomorphisme canonique M ^ ^ ( M ) . Il suffit donc 

d'examiner le cas où M = NL . D'après 4.2, on a 
$a(M) ES M 1 

°X 

?Q(M) M° 

La donnée de (?a(M), ? (M),
 c a n

a>
 v a r

a nous permet de reconstituer M°, M \ 

can° et 3° par la relation (cf.4.3) : 

(4.8) var° 3° o 
2rrreu0 , e - 1 

eu° 

on remarquera que eu° étant nilpotent, 
2ÌTreu° . e - 1 

eu° 
est inversible. 

Les multiplications par les sections locales et inversibles de E , fournissent 

des isomorphismes 
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(4.9) 

M >J n-1 -1 
(E)n

 S M 
°X 

pour n > 0 

M n 
[E) N a M° 

OX 

pour n ̂  0 

Comme l'action de eu sur M~n , n < 0 , et M11 , n > 0 , est un automorphisme, les 

isomorphismes ci-dessus permettent de reconstituer l'action des d/ds (1.7), et 

par suite M est déterminé à isomorphisme unique près par ($a(M),
vF (M), cang,

 V3r

0^-

Démontrons le lemme 4.4. Nous utiliserons le corollaire 4.7. Si à M correspond 

par l'équivalence de 4.7, ((J),̂, can,var), à ¥(M) correspond (y,y,Id,T - 1) 

et 1 'homomorphisme canonique M—>?(M) correspond à (can,Id). Donc à p1(M) 

correspond (coker can, 0,0,0) et par suite p̂ (M) =0 si et seulement si can est 

surjectif. Soit M' l'objet correspondant à ($®y, V, (can,Id), (VQr)) . On a 

p̂ (M') =0 d'après ce qui précède et ((^),id) correspond à un morphisme injec-

tif de M dans M'. 

5.- FAISCEAUX PERVERS MONODROMIQUES SUR UN FIBRE VECTORIEL DE RANG 1 

Dans ce numéro, nous nous placerons dans une des situations suivantes : 

(I) X est un espace analytique, 

(II) X est une variété algébrique complexe quasi-projective, 

(III) X est une variété algébrique sur un corps K algébriquement clos. 

On utilise un corps de coefficients A pour les faisceaux et dans le cas (III) 
A est une extension algébrique finie de Ql où 7L/1 avec (£,cark) =1 

Soit C un cône [7,p.357] de sommet X. On pose C* = C - X où X est identifié 

au lieu des sommets de C . La catégorie Permon(C,A) (resp. Per Mon (C*,A) dési­

gne alors : 

(I) La catégorie des complexes de faisceaux de A-module sur C (resp. C*), à co-

homologie anaZytlqiiQjncnt conA&iucXlble. [ ] et monodAomiquz [7], et qui satisfont 
aux hypothèses de poAvoA^ito. pour la perversité moitié [1] . 

(II) La catégorie des complexes de faisceaux de A-modules sur C (resp. C*) pour 

la topologie transcendante, à cohomologie aZgébfitqumznt con^tA.ucttbtz oX mono-
dAomlquz, et qui satisfont de plus aux hypothèses de poAvoAo-vtë. pour la perversité 
moitié. 

(III) La catégorie des complexes de faisceaux de A-modules sur C (resp.C*) 

pour la topologie étale, à cohomologie conAtAuctible. oX monodîiomlque, modzKzo. 
[7], et qui satisfait de plus aux hypothèses de peAv&uÂXê pour la perversité 
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moitié. On voudra bien oublier que lorsque A est une extension de Ql, un 

faisceau de A-module sur X est un objet compliqué qui se décrit par passage à 

la limite sur des systèmes projectifs de faisceaux à coefficients finis. 

Rappelons que lorsque X est une variété algébrique projective, les catégories 

Per mon (C ,A) et Per mon (C,A) coïncident et lorsque X est une variété algébri­

que et A une extension finie de 7L/1 au , les catégories Per mon (C,A) au 

sens (II) et (III) sont naturellement équivalentes. 

De même lorsque X est une variété algébrique lisse et C un fibre vectoriel 

la catégorie Permon(C,(C) est équivalente par le foncteur "solution" à l'opposée 

de la catégorie des modules, holonomes modérés et monodromiques [3]. 

On peut montrer que lorsque X est une variété analytique compacte lisse et 

lorsque C est un fibre vectoriel E , la catégorie Permon(C,(C) est équivalente 

par le foncteur "solution" à l'opposée de la catégorie des W(E)-modules holonomes 

réguliers et monodromiques. 

Les objets de Per mon (C,A) , Permon(C*A) sont appelés faisceaux pervers 

monodromiques. 

Notons j : C*c—»C l'inclusion canonique. Le foncteur image inverse transforme 

les faisceaux pervers monodromiques en faisceaux pervers monodromiques et induit 

un foncteur exact j* : Per mon (C, A) > Per mon (C*, A) . 

Dans la suite de ce numéro nous supposerons que C est un fibre vectoriel 

de A.ang 1 sur X noté E. Alors les foncteurs image directe j*, prolongement par 

zéro j,,transforment faisceaux pervers en faisceaux pervers car j est un morphis­

me affine [1]. Ils induisent donc des foncteurs encore notés 

j* : Permon(E*A) Per mon (E, A) , 

j! Per mon (E*A) Per mon (E, A) 

Les foncteurs j*, j, sont pleinement fidèles et se correspondent l'un à l'autre 

par dualité. L'image essentielle de j, (resp. j*) est la sous-catégorie pleine 

de Per mon (E, A) engendrée par les faisceaux evaneAcewt^ [7] (resp. co-évanes-
cent). 

Rappelons que les complexes monodromiques sont munis d'un automorphisme cano­

nique T appelé automorphisme de monod/iomie [7] . Cet automorphisme correspond 
au "tour dans le sens positif" pour les cas (I) et (II). Il dépend dans le cas 

(III) du choix d'un générateur topologique du groupe de Tate. 

Soit s : X—>E une section partout non nulle, définissant un isomorphisme 

/Ax X—>E . 
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PROPOSITION 5.1.- 1) PouA tout M objet Per Mon (E* ,A), s*M [1] QJ>£ poJiveJU. 

2) Le ioncteuA M'—>(s*M[-1 ] ,s*T[-1 ]) QAt une équivalence de catégorie* de 
Per mon (E*,A) hur la catégorie de* faisceaux peuvent hur X , munto d'un automor-
pka>me. 

Par définition de la perversité, on a dim sup ̂ (M) < -i. Donc 

s*M[1] epD+(X,A), [1] . On a Ds*M = s!DM et comme pour tout i , ̂ (M) est 

transverse à s(X), on a s!DM = s*(DM) (-2). Donc on a D(s*M[1]) = (Ds*M) [+1] = 

(s*DM) [-1] , et par suite D(s*M[-1]) £PD+(X,A) . Donc s*M[-1] est pervers 

d'où 1). Exhibons un foncteur en sens inverse. Nous nous placerons dans le cas 

(I), la démonstration pouvant s'adapter dans les autres cas. Le foncteur en sens 

inverse s'obtient alors en observant que les objets pervers étant locaux, ils 

peuvent se construire par recollement [1] . 

Soient (P,T) un objet pervers sur X muni d'un automorphisme T , Q = pr̂jP 

où pr1 : CxX—>X est la projection, T la translation Z»—»Z + 2ÎTr . Comme 

T*Q = Q , on peut définir un automorphisme de recollement pr̂ T : T*Q—>Q ce qui 

fournit un objet pervers monodromique sur C/{T} x X = (C* x X . 

On remarquera que, en général, le couple (s*M,s*T) dépend de la section s 
choisie et que même la classe d'isomorphisme de s*M dépend de s ainsi qu'on 
le voit aussitôt en prenant X = (E*. Soient donc ŝ  et ŝ  deux sections inversi­
bles de E—>X . On a s1 = (p.s? où cp : X—>(D* est une fonction inversible. 

-1 
Notons L le A[T,T ]-module localement libre sur (C* image directe à support 

propre par exp : C—>C*, du faisceau constant A sur C 

Notons L̂  l'image inverse de L par cp . On a alors des isomorphismes canoni­

ques 

(5.2) 

s*M s*M S L-(p 
A[T,T 1] 

s*T s*T S T 

Ces résultats restent essentiellement valables dans le cas III. 

Dans le cas général, c'est à dire lorsque E n'est pas nécessairement trivia-

lisable, la catégorie Permon(E*,A) peut se décrire, en prenant des sections 

locales de E et en procédant à des recollements grâce à (5.2). Nous n'insiste­

rons pas sur ces constructions et nous considérerons plutôt dans la suite 

Per mon (E*, A) comme un objet élémentaire dont la description se ramène par recol­

lement à Per(X) et qui est utile pour la description de Per mon (E, A) . 

Soit M un complexe constructible monodromique sur E . On a construit dans 

[7] un triangle distingué 
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RC(M). 
+-1 

M a Ev(M) 

où Ev(M) est évanescent et RC(M) relativement constant, c'est à dire isomorphe 

à l'image inverse par p : E—>X d'un complexe constructible sur X (*). Supposons 

maintenant M poAvoAA. Alors Ev(M) est poA\)&u>. En effet, comme X est défini 

par une équation dans E , RC(M) est d'amplitude perverse [0,1] [1] et par suite 
Ev(M) est d'amplitude perverse négative. On obtient alors la perversité en dualisant. 

De plus dans loc. cit. on a construit un morphisme fonctoriel 

var Ev(M) M 
tel que 

"a o var T- 1 

var o a T- 1 

Posons alors pour tout faisceau monodromique pervers M , 

(5.3) 

?00 j*Ev(M) 

?CM) j*M 

can j*a 

var j*var 

Supposons que E=A.xX et soit s : X—>E la section constante de valeur 
se/A . On dispose alors des foncteurs ¥ : cycles proches et 0 : cycles évanes-
cents, pour la première projection. On a alors des isomorphismes canoniques et 
des égalités 

(5.4) 

HM) s*?(M), 

<KM) s*? (M), 

can s*can, 

var s*var 

De même, supposons qu'on soit dans la situation II. La correspondance de Rieman 

Hilbert donne une anti-équivalence entre la catégorie des modules modérés monodro-

miques et la catégorie des faisceaux pervers monodromiques. Cette correspondance 

transforme les foncteurs $ et ? définis au n°4 en les foncteurs % et y définis 

ci-dessus ainsi qu'il résulte immédiatement de leurs propriétés universelles. 

Introduisons la catégorie dont les objets sont les quadruples (P,Q,can,var), 

où P,Q sont des objets pervers monodromiques sur E*, can et var des morphismes 

de P dans Q et Q dans P respectivement tels que var ° can = T - 1 et can © var = T - 1 

et dont les morphismes sont les morphismes de diagrammes. 

(*) RC(M) est l'image inverse sur E de la restriction de M à X . 
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PROPOSITION 5.5.- Le {oncteux Mi—>(y(M),£(M), can, var) ehZ une équivalence de 
catégories . 

Lorsque E admet une section inversible cette proposition se ramène par (5.1) 

et (5.4) à la proposition démontrée dans [8] . On peut en déduire la proposition 

5.5, dans le cas général en prenant des sections locales de E et en recollant. 

Lorsqu'on est dans la situation II, on peut aussi déduire la proposition 5.5 de 

la proposition 4.5 par la correspondance de Riemann-Hilbert. 

Dans le cas où E est trivialisée, la démonstration de 5.5 proposée par Deligne 

procède par dévissage de M en objets simples. En admettant la proposition 5.5 

nous allons indiquer comment on peut reconstruire M connaissant (¥(M) ,$(M), can, 

var). Cette reconstruction de M pourrait être à la base d'une autre démonstration 

de 5.5, ne faisant pas appel à un dévissage et que nous laissons au lecteur le 

soin de mettre au point. Si à M correspond par 5.4 (?,$,can,var), on voit facile­

ment qu'on a les correspondances suivantes, en notant j : E - X£—>E l'injection 

canonique 
j!W (î,î,Id,-t), 

j*w 0?,î,-b,ld), 

j!Ø ($,$,Id,t), 

JA- ($,$,tUd), 

où t=T- 1 , T transformation de monodromie. 

On a alors quatre morphismes 

a j!W M (Id,can), 

b j*Ø M (van,Id), 

c M J*W (Id,var) 

d M J!Ø (can,Id) ; 

d'où deux morphismes : 

j!W O j*Ø (a,b) 
M 

( S ) 
j*W O j!Ø. 

On constate que (a,b) est AuJtjecti{ et lnjectt et (={ (au sens pervers). Le morphis-
me composé a pour matrice 

c j*var 

J , can t 
j,? ® j J >j*ï 9 jjO 

où i : j,¥ >j*? est le morphisme canonique et ~t : j*ï—>j $ est l'unique 

morphisme, fonctoriel en % , dont la restriction à E-X soit "t : $— 
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Le foncteur en sens inverse peut donc se décrire comme 1'image du morphisme 

j j*var 

i i can t 
entre les objets objets pervers j,¥ 9 j*î> et j*w @ j,$ 

6.- PROLONGEMENT DE FAISCEAUX PERVERS MONODROMIQUE 

On se place dans la situation II et III du n°5 : X est une variété algébrique 
quasi-projective. Soit C un cône de sommet X , A c C un sous-cône diviseur de 
C, L la restriction à X du fibre normal de A dans C. Comme A est un sous-
cône, AxL est le cône normal de A dans C . 

X 
Soit M un faisceau pervers monodromique sur C-X (resp.C). Son spécialisé le 

long de A est un faisceau pervers Sp(M) sur A x L-X (resp.AxL) , monodromi-
X X 

que pour la première projection Ax ̂ L-X—»A . Posons 

(6.1) 

?A(M) Sp(M) |A x (L - X) 
X 

iA_x(M) í(SpCM) I (A - X)x L) 
X 

(resp. $.(M) $(Sp(M))) 

où % est l'opération définie en 5.3. Ces objets sont des faisceaux pervers mono­
dromiques sur A x (L - X) et (A-X)x (L-X) respectivement. Nous dirons que A 

X X 
est &ICLVI&\)(¿JiM<¿ à M ou encore que M est £ACIVU>\JQAÁ<¿ à A si <t>̂ _̂(M) = 0 

(resp. si 2^ (M) | (A - X) x x L = 0 ou encore si M|C-X est transverse à A ). 

La sous-catégorie pleine de Per mon(C -X,A) (resp. Permon(C,A)) engendrée par 

les faisceaux pervers monodromiques transverses à A est une sous-catégorie abélien-

ne stable par extension, car î est un foncteur exact. Elle est notée 

Per mon̂ íC -X,A) (resp. Per monA(C,A) ) . 

Soit M un faisceau pervers monodromique sur C-X, transverse à A . 

Identifions L à la restriction de AxL à Xc=A . Il résulte de [8] et de 5.5 
X 

que se donner un prolongement M de M à C revient à se donner un faisceau pervers 

monodromique Q sur L-X, deux morphismes a : ?A(M)—>Q , b : Q—*?A(M) 

aob = t et boa = t (où t = Monodromie-Identité ). Mais comme Q est à support 

dans L , le morphisme a se factorise par i*^(M) et b par ii^CM) 

où i : L*—>A x̂ (L-X) est l'inclusion. Posons alors pour tout M objet de 

Per mon A(C - X,A) 

(6.2) 
P(M) Pi*iA(M), 

R(M) 
P i~ 
i^A(M) 
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Ce sont deux foncteurs à valeurs dans Per mon(L-X,A). Le morphisme 

-fc : y. (M)—>?A(M) s'annule sur (A - X) x (L - X) par hypothèse de transversalité 
A A X 

et par suite se factorise en un morphisme noté : 
6.3 t : P(M) R(M) 

Notons 

6.4 s : R(M) PCM) 

le morphisme composé des morphismes canoniques RCM) •?ACM) et ?ACM) PCM) 

Introduisons alors la catégorie dont les objets sont des quadruples 

(M,Q, c : P C M ) — , v : Q—»R(M)) où M est un objet de Per monACC-X,A) , Q est 

un objet de Per monCL-X,A) , c et v des morphismes tels que 

6.5 
V o C = t 
C o S o V = "fc 

et dont les morphismes sont les morphismes de diagrammes. 

Il résulte alors de et 5.5 qu'on a 

THÉORÈME 6.6.- Le foncte.uA qui à N objet de PermonACC,A) aAAocie. 
CN|C - X,$̂ (N) ,c,v) <ut une. équlvagence de. categoAleM. 

Le théorème 6.6 ramène donc le problème du prolongement à C à un problème de 

factorisation dans Per mon CL-X,A). Mais pour appliquer le théorème 6.6 à un 

faisceau pervers monodromique M sur C-X, il faut disposer d'un diviseur conique 

A c C transverse à M. Un tel diviseur existe toujours dans la situation II, 

c'est à dire lorsque X est algébrique complexe quasi-projective et M algébrique­

ment constructible pervers monodromique sur X^ . 

PROPOSITION 6.7.- MeXXo nò - no UA da.nò la situation II du n°5. Soit M un {¡aloco.au  
poAvoJU monodAomlque. ÒUA C-X. Il cxtòte. un di.vloe.uA conique. A czC tAanhvoAhe. à 
M . 

Le faisceau sur X des fonctions sur C homogène et de degré 1, est un O-̂ -module 

cohérent qui est donc isomorphe à un quotient de module localement libre car X 

est quasi-projective. Donc C est un sous-cône d'un fibre vectoriel E . En rempla­

çant M par son image directe dans E-X, on se ramène au cas où C est un fibre 

vectoriel et nous allons montrer qu'il existe un sous-fibré vectoriel AczE de 

corang 1, transverse à M. Soit E' le fibre dual de E ; trouver A revient à 

trouver un sous-fibré de rang 1, L' de E'. Il existe un ouvert de Zariski conique 

U'cE' - X , tel que toute section de E' définie sur un ouvert W de X et à va­

leurs dans U' corresponde à un sous-fibré A^ de E/W transverse à M/CE/W) . 

En utilisant la quasi-projectivité, on montre alors qu'il existe un sous-fibré 

L'cE' de rang 1 tel que L' -X soit contenu dans U' et par suite L' correspond 

à un sous-fibré AcE transverse à M. L'existence de l'ouvert U' s'obtient 

en utilisant une stratification de Whitney conique convenable de M . 
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