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LE THEOREME DE RIEMANN-ROCH SINGULIER
POUR LES s0-MODULES

par B. ANGENIOL et M. LEJEUNE-JALABERT
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RIEMANN-ROCH SINGULIER POUR LES 4-MODULES

0 - INTRODUCTION

Dans cet article, on étudie diverses variantes du théoréme de Riemann-Roch
(cas lisses et singuliers, en géométrie algébrique ou analytique) ; seul le cas analy-
tique singulier est nouveau. Puis, utilisant un théoréme de Quillen qui donne une cor-
respondance de Riemann-Hilbert en K-théorie, on en déduit diverses variantes d'un
théoréme de Riemann-Roch pour les S-modules, qui implique notamment la formule

d'indice global pour les modules holonomes, ou certaines formules du type d'Atiyah-

Singer.
Dans le paragraphe 1, on étudie les isomorphismes entre les groupes de
Grothendieck des .b‘x-modules admettant une bonne filtration, des GT*X-modules, et

des OX-modules .

Dans le paragraphe 2, on rappelle le théoréme de Riemann-Roch lisse et on
en déduit un théoréme pour les ﬁx—modules ; on explicite ce théoréme dans divers

cas particuliers,

a

Dans le paragraphe 3, on montre comment utilisant les S-modules & support
dans une variété singuliére on peut déduire du théoreéme de Riemann-Roch singulier

pour les O-modules, un théoréme de Riemann-Roch singulier pour les .S-modules.

Dans le paragraphe 4, on montre le théoréme de Riemann-Roch pour les es-
paces analytiques singuliers immersibles dans une variété analytique, & valeur en

(co)homologie de Hodge.

Enfin, on dresse au paragraphe 5 une liste de certains des trous béants que
nous n'avons pu combler et qui ont constitué quelques une des principales motivations

de ce travail.
Nous tenons a remercier G. Laumon, B. Malgrange, Z. Mebkhout,

C. Sabbah et J.L. Verdier avec lesquels nous avons eu de fructueuses conversations

sur le sujet.
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B. ANGENIOL, M. LEJEUNE-JALABERT

| — LA CORRESPONDANCE DE DE RHAM EN K-THEORIE.

1.1. - LES ISOMORPHISMES DE QUILLEN,

Soit X wune variété que 1'on supposera soit algébrique lisse sur un corps K
de caractéristique 0 , soit analytique compacte sur €. On note n=dimX sa dimen-
sion. Soit m la projection T*X —X du fibré cotangent et soit 0 : X —T*X sa
section nulle.

Dans la suite Ki(.BX) désignera le iéme K-groupe de Quillen de la catégorie
des _BX-modules 4 gauche cohérents munis d'une bonne filtration (ce ({ui est automati-
T*X) désignera le o€ K-groupe
-modules cohérents ([QUI]). Lorsque

que si X est algébrique). Ki(GX) (resp. Ki(O
de Quillen de la catégorie des GX (resp. OT*X)
i=0, il s'agit du groupe de Grothendieck de ces catégories, et on le notera parfois
K au lieu de KO .

SORE ] - i [ (3
THEOREME (QUILLEN), Les monomorphismes OX 'BX et OX n(OT*X)

induisent des isomorphismes :

K Gy = Ky = KO ruy)

Cela résulte de ([QUI] §6 Th.7 et §7 Prop. 4.1).

Nous n'utiliserons ce théoréme que dans le cas i=0 . C'est pourquoi nous
allons donner une démonstration directe de ce cas, démonstration esquissée par

Malgrange dans [M], et qui a l'avantage d'expliciter les isomorphismes.

1.2. - LA CORRESPONDANCE DE DE RHAM POUR LES GROUPES DE

GROTHENDIECK.,

1.2.1. Nous considérerons le diagramme suivant :

1)
K(.BX) K(@X)
p
gr\ %
KOsy

on a, p, &, gr sont les fleches déterminées par
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RIEMANN-ROCH SINGULIER POUR LES %-MODULES

a@) = o' aln] =ILo*£@wX

p) =H,® €8 w. (ou & = Hom, (E,0C,))
X0y Oy X Oy X

5 = qogr

gty = & /M. ol 7. est une bonne filtration de %) .
icgz 1 i-1 i

Le fait que gr détermine une fleche bien définie K(.BX) — K¢, a

T*X)
été vérifié par Laumon ([LAU] (6.1.3.1)).

On a alors la
1.2.2. PROPOSITION,

1) Si 7 estun .&X—module i gauche admettant une bonne filtration, l'ima-

ge par 6 de la classe de 7 dans K(.bx) est égale 3 la classe dans

K(OX)

du complexe de de Rham de 7 (cf£(1.2.6), i.e. : 8() = DR .

2) On a les relations

S5p = =
p 1K(@)’°6 1

X Kby

1.2.3. Rappels : (7 est un ﬂx—module muni d'une bonne filtration mi) .

1.2.3.1. Le complexe de de Rham DR(7) de % est le complexe

'm_—>Q1 Qy M — eee —> Qn ®M , o % est en degré -n , Qn ®7 en degré 0
X OX X X

et ol la différentielle est donnée par la formule

om

n m
dw®m) = du®m + 2 (dxiAUJ)@ =
i

i=1
(ol les xi forment un systéme de coordonnées locales) . Le complexe de de Rham

k
est filtré par les sous-complexes F (DR7)

k _ 1 n
F (DR”) = W(_.k—-» ngﬁ-k"‘l_’ s —> QX®W1_k+n

1.2.3.2. La premiére suite de Spencer de 7 de degré k est le com-

plexe S pk o .

n
0 —’ﬁx ®G A TX®O W‘k—n

n-1
— H @\ T8N
< < < X

k-n+1

—»_3X®T @M —>ﬁx®?7(k

X k-1
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B. ANGENIOL, M. LEJEUNE-JALABERT

. . . p p-1 .
ou la différentielle § : .Z7X® iy TX® 7}(], —».BX®/\ TX®77(J.+1 est

6(P®(€/\ /\%)@m) = %(-1)“[13% &((E. A..EA..NE)Em

R Z 8GN BN
- ) i+ ) ~

-p@(éf..AgiA..AE.;pm;im] + Ej C0Pe s, 5lAs A Bp g jem

1.2.4, LEMME. Soit kO un entier tel que si k zko , on ait j}imk =

kH °
vi>0 . Alors, pour tout k= ko , on a :

(k+1)

-k -
1°) F (DR7M) —F (DR?%) est un quasi-isomorphisme.

+n+
Spknl

k+
2°) Sp n(WZ)—> (M) est un quasi-isomorphisme.

(Ces résultats sont bien connus ; on peut les montrer en appliquant [LAU]
3.3.9) aux cdnes des deux morphismes considérés, ce qui rameéne le probléme dans
les deux cas & l'exactitude d'un complexe de Koszul. Le premier cas est traité dans

[LAU] (5.2.3) et (6.4)).

1.2.5. COROLLAIRE. Soit kO un_entier tel que si k = kO , on ait

’Bimk = mkﬁ , Yi>0 . Alors, pour tout kzko , on a :

1°) F—k(DR'ﬂ() est quasi-isomorphe & DR(7) .

+
2°) Spk n("ff() muni de 1'augmentation € ﬁ@'mkﬂ — 7 est une résolution

de 7

(Ce corollaire peut soit se déduire du lemme (1.2.4) soit se montrer di-

rectement en appliquant encore ([LAU] 3.3.9).

1.2.6. Remarque. F_k (DR7) est un complexe borné dont les termes sont des GX—
modules cohérents ; le corollaire (1.2.5) donne donc un sens & l'expression 'la classe

dans K(OX) du complexe de de Rham de 9 '".

1.2.7. Démonstration de la proposition (1.2,2) .

1) Nous notons 7 la classe d'un module % dans le groupe de Grothen-

dieck, On a :

o gryln]

a (gr(n))

B ——
Tx0% 0 grln]

5(M)
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RIEMANN-ROCH SINGULIER POUR LES “%-MODULES

meRHom(o*GX,grm[n] )

R Homn gt b (oX, gr ) [n]

i

gr DR(7)

2 grk’/f( d'apres 1.2.4.
kskO

ko
F UDR%

= DR d'aprés 1.2.5.

2) On a :

€) = vy o= Yy = € vV = ¢
5p(€) 6(ﬁx®€®wx) DR(HRE® wX) wx@ E® u)x
et

_ -k
08 = o(DR(M) = o(F CDR(M)

B . 1 n °

= .BX® X(Wk ’f/(kﬂ@QX —_ ... ®7/(k+n® QX)®UJX
k+n —

=Sp (M =m.m

2 - LE THEOREME DE RIEMANN-ROCH LISSE.

Commengons par rappeler 1'énoncé du théoréme de Riemann-Roch lisse que

nous allons utiliser.

2.1, - LE THEOREME DE RIEMANN-ROCH LISSE POUR LES OX-MODULES.
On se placera dans l'une des situations suivantes :

I) X et Y sont deux schémas intégres, de type fini et lisses sur un corps
k de caractéristique zéro.
II) X et Y sont deux variétés analytiques irréductibles sur C .
On notera A’ (X) l'un des trois anneaux :
dim X

a) A'(X)= @ Hj(X, QiX) (Hodge)
i=0
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B. ANGENIOL, M. LEJEUNE-JALABERT

dim X 9% 2%

by A'X)= @& H 1(X, Q'X) (=& H (X,€) dans le cas I... de Rham)
i=0

c) A’ (X) est l'anneau de Chow de X (tensorisé par ®) et de m2me

pour A(Y) . (Chow)

Soit 7% un O‘X-module cohérent, et soit f : X —Y un morphisme dont la

restriction au support de 7 est propre.

Pour € module cohérent sur X (resp. Y), on note c(€) = Zci(fi) le
polyndme de Chern de & & valeurs dans A(X) (resp. A(Y)) et si on note ai les

racines formelles de ce polyndme (c(f) = ]_[ (1 +ai)) , on note ch(€¢) le caractére
i
a. _a;
de Chernde ¢, ché=Y e’ et Todd(€) sa classe de Todd , Todde = L _L'af
i i 1-e

On note TX et TY les fibrés tangents & X et Y . On a alors le :

THEOREME. On suppose que l'on est dans une situation Ia), Ib), Ic) ,

IIa) . On a alors la relation :

£ (ch(7)* Todd(Ty)) = ch( T (-1)'R £+ 7) Todd (Ty) .
iz0

Les cas Ia) (resp. Ib)) se déduisent du cas Ic) par fonctorialité pour la

fleche qui & un cycle associe sa classe en cohomologie de Hodge (resp. de de Rham)

Le cas Ic) a été montré dans [B.S.] lorsque X et Y sont des variétés
quasi-projectives et que f est un morphisme projectif. Le cas général a été montré
dans [F-G] ou il .est déduit du théoréme de Riemann-Roch singulier

(IB-F-MP-VER] ).

Le cas Ila) a été montré dans [A-L.J.]. Le cas ol Y est un point a

été également montré dans [O—T-Tll ; le cas général annoncé dans [O—T—T2]

Les cas IIb) et IIc) semblent 8tre toujours ouverts. =
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RIEMANN-ROCH SINGULIER POUR LES %-MODULES

2.2, - LE THEOREME DE RIEMANN-ROCH POUR LES /-MODULES.

2.2.1, Images direct2s de .-modules.

On se place dans 1'une des situations I ou II de (2.1). On suppose que
f: X—-Y estun morphisme propre sur le support d'un .f}x—module i gauche cohé-
rent 9% muni d'une bonne filtration globale (77(i) . On note l'image directe de %

14 e b
‘&W( = Rfy (‘BYPX @ﬁx 7) qui est un élément de la catégorie dérivée chh('DY) des

complexes de _&Y—modules a cohomologie quasi cohérente. On a alors la

2.2,1,1. PROPOSITION, j"m est un complexe de ,BY—module a4 cohomolo-
f
gie cohérente.

Lorsque f est projectif, c'est un théoréme de Kashiwara ([KAS]). Nous

indiquons ici briévement une démonstration due & Malgrange.

2.2,1.2, LEMME., S8i € est un C_-module cohérent, avec fl
- X Supp €

propre on a

j(ﬁ@ E® w.) =588, Rf*€Q®  w
fXGX oxx YOY OYY

Notons d'abord que la proposition (2.2.1.1) résulte immédiatement du lemme
(2.2.1.2) puisque d'aprés (1.2.5, 2°) 7 admet une résolution par des .Bx—modules

de la forme 5, ® 8@0 w;( et que par (2.2.1.2) et le théoréeme de cohérence des

X GX %
. . - 13 . v
images directes pour les GX modules, l'image directe «l;(DX®€ ®wx) est _BY
cohérente. =
Pour montrer le lemme (2.2.1,2), factorisant f, X —XxY -—Y, on

se rameéne aux cas d'une immersion réguliere et d'une projection lisse. Dans le

~

premier cas, la propriété a4 montrer étant locale, on peut choisir des coordonnées

locales de sorte que 1l'idéal de X dans Y soit engendré par (fl,...,fp) . On a

v

) ® w ; d'olt le résultat. Dans le

_ _ 1
alors ’BY‘—X = ‘BY/iél ﬁYfi f &, & w 1 X
f (Oy)

Y OY Y
L
second cas, on a Ifm= Rfe:-DRX/Y(W() =~ Rf (wX/Y ®ﬁxm) car By =gy et

=y, ® f*u) . =

. 2 ' -
le résultat découle de l'isomorphisme wX/Y x v

Notons que l'on a encore le
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B. ANGENIOL, M. LEJEUNE-JALABERT

2.2.1.3. COROLLAIRE, On a : DR(&m) = Rf % (DR®%)) .

Notons que d'aprés (1.2.5, 2°), il suffit de le montrer pour des faisceaux

v . X vy o=
de la forme ‘BX ®Oxe ®OXwX , et que d'aprés (1.2.7) on a DR(,&X®GX£‘, ®wx) e .

Le corollaire résulte alors du lemme (2.2.1.2). =

2.2,2, La classe T d'un .5-module,

Si € estun Gx-module cohérent, on pose T(&) = ch(€) - Todd (TX) . On
a vu en (2.1) que T définissait un morphisme K(GX) — A’ (X) . Par composition
avec l'isomorphisme 5§ : K(ﬁx) — K(OX) de (1.2) , on obtient donc un morphisme

T : K(.BX) - A" (X) .

Si 7 est un fS-module muni d'une bonne filtration (7/”(1) , il est facile de
calculer explicitement la classe T() . D'apreés (1.2.2) et (1.2.5), on a en effet si

k>>0

TOR = T@)) = ch(DR(7). Todd (T )

1

ch(F‘kDRm) Todd (Ty)
soit

2.2.2.1 ™ len h(} T*X) Todd (T
@.2.2.0 100 = 2 (0" chln, o (A THX) Todd (Ty) -

En particulier, on a :

7(H) = ch(DR(H)) Todd (TX) = ch(wx) Todd (TX) s
soit

T( = Todd (T*X)

-aj Zaj a
d'aprés la relation || ;,_ e =TT i
1-e 1 1-e |

D'apres (1.2.5, 2°)), cela permet d'écrire encore si k>0

n n-i

_ n-i *
2.2.2.2) ) = ZO(-l) ch(??gk+i)ch( A Ty Todd (T

i=

2.2,3. Le théoréme,

D'aprés (2.2.1.1), 'J" définit un morphisme fy : K(ﬁx) - K(_&Y) qui,
f
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RIEMANN-ROCH SINGULIER POUR LES %-MODULES

d'aprés (2.2.1.3) rend commutatif le diagramme

fa

K(.BX) K(ﬁY)

al 6

K(OX) Rfx K(GY)

Puisque d'aprés le théoréme de Riemann-Roch (2.1), on a encore un dia-

gramme commutatif :

K(Gy) Rix K©y)
Tl IT
A —— A Y)

on en déduit le

THEOREME. On suppose que l'on est dans une des situations Ia), Ib), Ic),

IIa). On a alors un diagramme commutatif :

K(by) —*— K(&y)

Y
Tl 17
A — A )

i.e. T(jfm) = fx1(0) .

2.3, - EXEMPLES ET APPLICATIONS.

2.3.1. Le théoréme contient bien slr le théoréme de Riemann-Roch classique car

d'aprés (1.2.2), ona T = Tép = 1-p, de sorte qu'en appliquant le théoréme précé-

Ox

trouve le théoréme (2.1). Ce cas correspond aux ,&X-modules dont la variété caracté-

dent aux S-modules de la forme SH®, F ol F est un Gx-module cohérent, on re-

ristique 3 la dimension maximum (2n) .
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2.3.2, Considérons maintenant le cas des .Bx—modules holondmes, ceux dont la
variété caractéristique a la dimension minimum (n) . Soit f : X — € (ou k) le

morphisme structural et 7 un .Bx—module holonome. On a alors (2.2.2)

I

ch(o¥*gr 7) Todd(T*X)

o* [ch(gr ) Todd ¥ (T*X)]

T 0% 0% [ch(gr 7) v (Todd T¥*X)]
m#[ch(gr 7) ™* Todd T*X . T X]

T(M)

ol T;.X est la section nulle de T™X . Si l'on note car ' le cycle caractéristique
de 7, ona: ch(gry =car P +... termes de degré >n .

On en déduit

fxT(N) = [car??z.T";(X]

Puisque l'on a T(‘I;‘m) = x (RT'(X, DR(7))) = ind(?) , on obtient dans ce cas la formule
de l'indice globale
¥ (X, RT (DR(7))) = lcar W(-T*;(x]

due & Dubson ([B-D-K]) .

2.3.3. Considérons maintenant un cas intermédiaire. Soit X wune variété analyti-
que complexe compacte, Soit m un complexe borné de ,bx—modules, avec de bonnes
filtrations, dont nous supposerons qu'il posséde la propriété suivante : pour tout point x

de X, il existe ¢>0, tel que si 0<r < ¢, la sphéere S(x,r) de centre x et de

rayon r soit non caractéristique pour m (i.e. T’S*(X r)Xﬂ SSm) < (0) , ou l'on a iden-
tifié 1'espace conormal en x & la variété réelle sous jacente & X , TiX , a l'espa-

ce vectoriel sur IR sous jacent A T;X comme en ([KAS 2] chap.4,§1). Il résulte
alors de [KAS 2] 4.2.1) et 4.2.12) que RIT'(X,DRm) est un complexe & cohomologie
de dimension finie. Le théoréme permet alors de calculer l'indice de ce complexe. On
a, si f est le morphisme structural de X dans @
ind m = ¥ (RT (X, DR(m)) = x(jfm) =1(fm

f

et
farm) = fxlo®ch(@grm). Todd(T*X)]

= degl[o®ch(grm)- Todd T*X] o

d'ol la formule :
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ind@m) = degl o*ch(grm). Todd T#*X] 0

Cette formule est & rapprocher du théoréme d'Atiyah-Singer ([A-S 1,2])
lorsque m est elliptique, et surtout de la forme de ce théoréme donnée par

Boutet de Monvel et B. Malgrange ([B-M]).

3 - LE THEOREME DE RIEMANN-ROCH SINGULIER.

3.1, - LOCALISATION SUR UNE SOUS-VARIETE LISSE.

Soit i:Z < X une immersion fermée réguliére d'une variété lisse Z
dans une variété lisse X , et soit m un ﬁx—module cohérent muni d'une bonne fil-

tration, On veut comparer ici la classe T de m et celle de WLi*m .

Notons d'abord qu'en général ILi*m n'est pas un _Bz—module cohérent.
C'est néanmoins le cas si par exemple l'une des trois hypothéses suivantes est véri-
fiée :

a) Z est non caractéristique pour m(T"éXﬂcarmC T")}X) ;

B) m est holonome ;

Y) m est & support dans Z .

C'est ici le cas vy) qui nous intéresse ; nous ne rappelons les résultats

dans les cas a) et B) que pour mémoire.

a) Dans ce cas, on a ILi*m = i*m et si l'on note les fléches

I: T*¥XxZ — T*Z et i : T*Xx Z — T¥*X , l'hypothese signifie que
X X

I/Suppi *grm est propre, et l'on a : gr(i*m) = I,i*grm ([S.K.Kl). On en déduit
alors T(i*m) = i*r(m) Todd (T‘EX)_I .

B) Si m est holonome, il résulte alors de [KAS3] que ILi*m est
aussi holonome. De plus, on a alors T@) = carm (resp. T(ILi*m) = car(Li*m)) ol
carm désigne la classe fondamentale du cycle caractéristique de m . Pour la fonc-

torialité du cycle caractéristique, rappelons que dans [MP], Mac Pherson a défini
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1'obstruction d'Euler Eux(W) , oi W est une sous-variété de X et x un point
de x . Il a alors défini un isomorphisme Z(X) —I—>F(X) =7ZX) ol Z(X) estle
groupe des cycles sur X , F(X) est le groupe des fonctions constructibles sur X

4 valeurs dans Z , ol l'isomorphisme F(X) = Z(X) est Znilw -—»ZniWi , et ol
i

T est défini par T(ZniWi) = (x ‘—>Zni EuX(Wi)) . 11 résulte alors de [K-B-D]
(voir aussi [SAB] §4) que si i : Z —X est un morphisme quelconque, m est un

BX—module holonome, si n est un .Bz-module holonome, on a :

o g el
car(jin) = TXI*TZ car n

-1
&3 = i
car(IL i*m) TZ i TX carm .
On a donc

-1
TLi*m) = T " i*T 1) .
( ) 7 )ir( )
Par exemple, si i est l'immersion d'un point x dans X , on a
car(ILi*m) = Eux(carm)-x .

On déduit également que si T_l(lw) = zei Zi , oi. W est une sous-variété de X ,

. 2 T =
ona: % iTziX car(Rl“W(OX)) .

~

Y) Supposons désormais que m est un .bx—module a support dans Z muni

d'une bonne filtration mi . On note p la codimension de Z dans X . On a alors :

]Lki*m =0 si k#p et ILpi*m est un _f}z-module cohérent qui est tel
que l'on ait :

‘qu ]Lpi*m =m .

Comme si 7 est un .Bx—module cohérent, on a aussi : ILpi*j’i"n =N ,
cela définit une équivalence de catégories entre les ,Bx-modules cohérents & support
dans Z et les ﬁz—modules cohérents. Nous allons maintenant traduire pour les
Bp,~modules cohérents a support dans Z , le théoréme de Riemann-Roch (2.2) énoncé

X
pour les .Bz-modules cohérents.

Suivant que 1l'on se place sous les hypothéses 2.1 a), b) ou ¢), nous dési-

gnerons par AZ(X) 1'un des trois A(X)-modules :
dim X

_ i
B A= H,, (X, ) -
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dim X 2i
b) A_LX)= @& H (X,C) .
Z =0 z

~

c) AZ(X) est 1'anneau des cycles a support dans Z , pris modulo équi-

valence rationnelle, tensorisé par @ .

On a alors un isomorphisme K de A(Z) dans AZ(X) , et si € est un OX—module
Z

cohérent & support dans Z, on peut définir chx(ﬁ) € AZ(X) cf. e.g. ([B-F-MP],

11°) ; nous y reviendrons lorsque Z admet des singularités) (lorsque € est un OZ—

module cohérent, on a par exemple ch)Z<(8) = (TodeVZ -lﬂ chZ(&‘)).

/%
On peut alors poser, copiant (2.2.2.2)
Zony = % 2 enZ @0 yeh(P i TL)  Todd (T*%)
TX m i=0 ( X Lk"*'i X .
On a alors

(3.1.1) K(TZ(ILi*m)) = T)Z((m)) (IB-F-MP] 1 (2.6)) .

On peut donc réécrire le théoréme de Riemann-Roch pour les .5_-modules

X
a support dans Z .
Considérons le diagramme
Z g A% oo Z,V, X, Y sont des variétés lisses, i et j
i ‘j des immersions réguliéres, g est un morphisme pro-
pre sur le support d'un ﬁX—module m & support conte-
X Y
f nu dans Z .

On suppose que l'on est dans une des hypothéses 1Ia), b), c) ouIla) . On a alors le

PN z . _ Vv
3.1.2. THEOREME. Ona: f,(rgm)) = ¢Y<jf m .

Notons d'abord que jm est un .BY—module 4 support dans V , donc que le

second membre est un élément AV(Y) ;o f est le morphisme A'Z(X) —>A{,(Y) .

3
D'aprés (2.2), on a :

P = .3
g, T, Li*m) Tv(j'glLl m) .

Or, on a :
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J Li*m=Li* [ [Li"m = Li* [ [Li*m = Li* [m .
g i'g £ f

On en déduit : g*TZ(ILi*m) =Ty (IL.;‘J“ m) d'ou le théoréme d'apreés
f

(3.1.1), =
3.2, - LOCALISATION SUR UNE VARIETE SINGULIERE.,
3.2.1. Soit Z wune variété algébrique singuliére plongée dans une variété algébri-

que lisse irréductible X (resp. un sous-espace analytique d'une variété analytique
irréductible X) . Alors, la notion de ﬁz—module n'a plus de sens, mais celle de
_Bx—module 4 support dans Z en a encore un. Le théoréme de Riemann-Roch que

nous allons montrer aura donc une forme analogue a4 (3.1.2) dans le cas lisse.
Nous gardons les notations de (3.1) pour AZ(X) dans les cas a) , b) , c).

Si € estun GX—module cohérent 4 support dans Z , on peut définir un

caractére de Chern ch)Z((E) € AZ(X) par 1l'une des trois méthodes suivantes :

dy d
3.2.2) e Difference bundle (cas II.a), b), c)). Si Er — ... L EO est une
résolution de € , on pose Fi = Ker di , on choisit des isomorphismes sur X-Z

Ei == FiéB Fi L On en déduit un isomorphisme ¢ sur X-7Z :

E

E :%EZkkzFi 2% Eok+1 = Foaa -

ev i

Si F est un fibré sur X tel que E0 @ F = ¢ soit un fibré trivial sur

od1

EeV@F ——— ¢ est une trivialisation sur X-Z , et on pose

dd
X

’

Z, . . .
chy @ = chZ(Eev€B F - ¢) ([B-F-MP] chapitre I, n°1).

(3.2.3) e Le graphe de la grassmannienne (Ia),b),c)). Avec les notations de (3. 2.2)
(E.©E,
i i-

1) ol € est le rang de Ei , §i le fibré tautolo-

on note G, = Grass
i €

r
. - = ~E +E€ — . (- i
gique sur Gi , G (3:1><...><Gr , & %0 %1 %2 et (=1) %r , 1 le morphisme
G —~X.Si AeC€, si x estun point de X , soit s)\(x) , le produit des graphes

des applications )‘di au-dessus du point x ; on a donc une immersion
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X x A1->G><]1:’1 , (X,A)»—-»(S)\(X),l);) .

Soit C_ "la limite 2 l'infini'de Xx Al dans ox pour cette immersion,
On a alors Cw = C+X ol X est une variété irréductible isomorphe & X en de-

hors de Z , et telle que 1(C) € Z . On pose alors

ch)z<([-j) =, (ch gN C) (cf. B-F-MP chapitre II, n°1) .

(3.2.4) e Classes d'Atiyah (cas Ia) ou Ila). Avec les notations de (3.2.2), on a
détini dans ([A-LJ] (2.1.2.3) des classes d'Atiyah V xls € Ext'e,e8ay) , et
en (loc. cit.) (2.2.3) une trace : Tr. Ext €, 8@9 )—»H (X, ol ) . On pose alors

X, _« 1 i
ch,,(€) = iL;O 5 Tr k) -

Le fait que cette définition coincide avec les précédentes provient des pro-

priétés de fonctorialité des classes d'Atiyah (cf. (loc.cit.(2.4);(2.4.4.2)).

~

(3.2.5) On peut alors définir la classe 1 d'un p-module & support comme dans le

cas lisse.

Soit donc m un ﬁx—module i support dans Z muni d'une bonne filtration

mi . On pose alors :

x 2 n-i *
T, M) = iz,o (—1) chZ(mk+)ch([\ TX) Todd (T"X) pour k>0 .

(3.2.6) Suivant ([B-F-MP] chap.I, n°6), on peut poser si € est un Ox—module
cohérent A support dans Z : T)Z((S) = ch)Z<(€)ﬂ Todd(TX) .

Si m estun .B ~module 4 support dans Z , muni d'une bonne fxltratlon m
le meme raisonnement qu'en (2.2.2) montre alors que l'on a 'r)z((m) =T (DRm) (ot

comme en (1.2.6), on pose T)Z((DRm) Z (—1) T (F (DRm)) , pour kz k)

3.3. - LE THEOREME DE RIEMANN-ROCH SINGULIER POUR LES (-MODULES.

Nous gardons les notations de (2.1). Nous supposons que l'on a le diagram-

me commutatif :
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z 2. A% ol Z et V sont des sous-schémas de X etY lisses
11 1] (resp. des sous-espaces analytiques dans la situation II)

¢ admettant éventuellement des singularités. Soit € wun
X —Y

GX—module a support contenu dans Z ; on suppose que

la restriction de g au support de € est un morphisme propre.

On a alors le

THEORI::ME. On suppose que l'on est dans une des situations 1Ia) , Ib) ,

Ic) ou IIa). On a alors la relation :

X Y
£, (T,©) = T®Rf, €) .

(ici f* désigne le morphisme A'Z(X) — A;/(Y) , et
Y _ i Y i
TV(Rf* &) = izzo(—l) TV(R f, 8).

Les cas Ia) et Ib) se déduisent du cas Ic) comme dans le cas lisse
par fonctorialité, en associant & un cycle sa classe fondamentale en cohomologie a
support dans Z (ou V) de Hodge ou de de Rham. Le cas Ic) a été montré dans
[B-F-MP] lorsque X et Y sont des variétés projectives. Le cas général en a été
déduit dans [F-GJ.

Nous donnerons les grandes lignes d'une démonstration valable dans le cas
Il a) (et aussi I a) au paragraphe 4. Les ingrédients essentiels sont déja contenus

dans [A-LJ]. m

3.4. - LE THEOREME POUR LES #-MODULES,

On se place dans la situation de 3.3. On se donne un .BX—module m 2 sup-
port dans Z , muni d'une bonne filtration mi ; on suppose g propre sur le support

de m . On a alors le

THEOREME. On suppose que l'on est dans une des situations Ia), Ib),

Ic), IIa). On a alors

V/ _ Vv
£, (1ym) = TY(jfm) .
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Cela résulte immédiatement de (3.3), de (3.2.6) et de (2.2.1.3).m

Remarque. Si g est propre, notant KZ(.BX) le groupe de Grothendieck

des ﬁx-modules i support dans Z , on peut réénoncer le théoréme en disant que le

diagramme suivant est commutatif

b

K, (5) K, ()
z \4
X Ty
. fy .
AZ(X) AV(Y)

4 - LE THEOREME DE RIEMANN-ROCH DANS LE
CAS ANALYTIQUE SINGULIER.

(3.3) dans

“4.1.1. 1)8

Nous allons donner les grandes lignes d'une démonstration du théoréme

le cas 1II a).

CLASSES D'ATIYAH.

DEFINITION., Si & est un Ox—module cohérent, rappelons que la premie-
1
re classe d'Atiyah )\é est 1'élément de Ext1(8,€®QX) correspondant a

la suite exacte des parties principales :
0 E® Ql ! &) —¢ 0
— — —
x " Px©) ;
ol P;(f’) = pl* p*Z*E: , p1 et p2 étant les deux projections de XxX —X .,

La jeme classe d'Atiyah ng est 1'élément de Ext](€,6® A] T;"{) obtenu par
j-compositions de xé avec elle-me&me,

j j j i N
Nous noterons TrZ la trace Ext'(¢,€Q® dx) —>HZ(X, QX) (ou Z

contient le support de ¢&) ; rappelons que l'on a

zZ
ch _(€) = Tr
X 7 §20 it
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Pour toutes les propriétés des classes d'Atiyah (fonctorialité, calcul d'un
cocycle les représentant,...), nous renvoyons & [A-L.J]. Nous nous contentons ici

de donner les propriétés ayant un rapport avec les H-modules.

4.1.2. Cas des .f-modules admettant une bonne filtration.

(4.1.2.1) Notons d'abord que )\611 est nulle si et seulement si la suite (4'1'1'1)8
est scindée, c'est-d-dire si € est munie d'une connexion (non nécessairement inté-
grable). En particulier, si m est H-module, on a )\:1 = 0, donc X; = 0 pour
j>0 ; si m estun ,Bx-module cohérent sur GX , donc localement libre de rang

fini sur ¢ on a donc chm=rgm.

x 9

(4.1.2.2) La suite duale de (4.1.1.1) _ , s'écrit : (si € = RHom _ (&,0.))
e "'-"GX X

—-—p e — —_
(4.1..?..2)8 0—e ﬁl% €®TX 0

et correspond donc, aprés tensorisation par Q; , a4 la classe -)\:: (ot _Bl désigne

les opérateurs différentiels d'ordre < 1) .

(4.1.2.3) Soit m un SH-module muni d'une bonne filtration m . On vérifie alors
immédiatement que la classe - x:l. est le composé des applications

m —em /m _.(di l)@Ql i mealn

i i’ Mi-1 m, ) © Ok mExt
ol 7 est la fléche canonique, di la différentielle du complexe grDR(m) (qui est

OX-h‘.néaire), et ai est 1'élément de Exl:l(mi+1 /mi,mi) correspondant a la suite

exacte :
0—m — —- —~0 , tensorisé avec id
My g /m =0 ot
X
On vérifie de méme que la classe correspondant & —)\; Jm est égale au morphis-
i"i-1

me composé
/ .ﬁ.( )80t —ie mealil] —iem /m @alil
/M1 i/ M x mEix (my/m;_B0x
moins le morphisme composé
i-1 Ti-1

di-1 1
my/ng_y w1 ey /g I e/, @0y [1]

Si on considére le diagramme :
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=oT:

1 1 1 1
Ext (mi/m g0 M 80 Ext (m,,m ®0y)
Ti“\> Ext(m./ o ek
Rt my/my_p o MMy ¥k
-1
Hom(m, ,, @./m _)®0) X

1
O _qom T OEXm om0y

On a donc la

(4.1.2.4) PROPOSITION. Il existe deux classes >‘1 € Extl(mi/mi_1 ,mi®ni() et )\26
1
Hom(mi_l,mi/mi_l®ox) telles que :

1
1) l'image de )\1 dans Extl(mi,mi@)(%() soit )\m H

i
1 1 1
1 ) 3 .
2) l'image de Xz dans Ext (mi-l’mi-l®QX) soit )\mi—l ;

3) la différence entre les images de A et Ny dans

1 T 1
Ext /gy o my/my B 0x) SR Ay g

Il suffit de choisir )\1 = oniodi et )\2 = di—loTi—l .

(4.1.2.5) COROLLAIRE,

. . 1 1 1 1
Lles images de .o m .
(i) Les images de )‘m et ) dans Ext (ml_1 ml®QX) sont nulles

i mi-1

N ! e 1 K K+l
(ii) Notons : )\mi/mi_l(k) 1'élément de Ext ((mi/mi_1)®§7x,('ni/mi_l}®ﬂx )

déduit de )\1 ; alors on a la relation :
- mi/mi—l

1 1

A (k)ed, . +d. o) k-1) = 0
mi/mi_1 i-1 -1 "my_y/m_g

et on a donc un morphisme de complexes :

gr DR(m) — gr DR(m)(1)[1]

4.2. - LA DEMONSTRATION.

4.2.1. Réductions.

Notons d'abord que si l'on a un diagramme commutatif

1
Z -—g—>V -g—>W avec X,Y,T lisses, si le théoréme est
,1 1 1 démontré pour f et f' , il l'est pour f'of .
XY 5T
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Etant donné le diagramme :

g

7 ——V

10
te

I

on peut considérer le diagramme :

. . pr
z 4 g X8 xyy —2 .y
l’l tleox 1X>ql l]
X e XX Y XxY Y
X~ PTy

On est donc ramené & montrer les trois propriétés :

A) Siona Z C—l> X‘?> Y avec X et Y lisses et f immersion régu-
liére, on a :

X Y
f* (TZ(B)) = TZ €8 .
B) Si on a Z?VLj'Y,avec Y lisse, on a :
Yen = V@ o CH (@) —H (@
gu(T,©) = TL©® od g, : H @)—H @)

C) Si Z = XxV avec X lisse et g=pr,,ona:

XxY .. _ Y
prZ*(TXXV(S)) = TV(prZ*C) .

4.2.2. La propriété B.

Y Y
On se place sous les hypothéses B) ; on a alors TZ(S) = chZ(S)Todd(TY)
et T§(€) = chg (S)Todd(TY) de sorte qu'il s'agit de vérifier la relation :

Y Y
gy(ch, €)) =chy(€)

Or, on a : )\i
Y €
ch\,€) = TrZ(E0 o)
£
Y
et chy€) = TrV(iZzoW) .

L'égalité résulte alors de la relation (immédiate par définition) :

g_)(_cTrZ = TrV .
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4.2.3. La propriété A.
La relation & démontrer s'écrit :
f hXB Tadd(T_)) = th €)Todd(T
» (B, ©€). (Ty)) = ch, (@, €)Todd(Ty)
soit, si N est le fibré normal de X dans Y
X -1 Y
f* (chz(e)'l’odd(N) ) = chZ(f*S) .

La démonstration de cette relation est classique (([ B-F-MP]1.3.5) ([A-LJ12.4.7.4.2)).

Nous en rappelons briévement les grandes lignes :

(4.2.3.1) On se rameéne d'abord au cas ot Y est un fibré sur X et ou f est la
section nulle. En effet, si q est projection : N — X , on dispose de morphismes
de spécialisations :

o : KZ(Y) — KZ(N) et
: @Hi (Y i )——@Hi (NQi )
o OHg (. 0y) = P, By
donnés par o = ]L(foq)* , et on déduit ([ VER]6.5) de la déformation au cdne normal

que l'on a un diagramme commutatif
Y

T . .
7z i i
K, (¥) OH,, (Y, ry)
o) N (o)
T, it
K, (0 HL (N, 1} )

et il suffit donc de montrer le théoréme pour l'immersion X — N .

(4.2.3.2) On suppose donc que Y est un fibré sur X et on note m la projection
Y—Z . On a donc :

X -1 Y -1
£, (ch’,@€)ToddN) ) = f, (f*chz(n*e )Todd(N)

)

- Y 3 -1
= chﬂ*(z)(n €)f, (Todd(N) ) .
Si I'on admet la formule, lorsque € = G, , on déduit :
X -1, _ Y *
f* (chﬁ*(z)(ﬁ)(Todd N) 7) = chﬂ*(z)(n €)ch(f,, OX)

Y

_ Y, s _ 3¢ _ Y
= chz(rr E®f*OX) = chz(f*f mTe) = chz(f* e .

(4.2.3.3) Il reste & montrer la relation :

-1
f* ((Todd N) 7) = ch(f, OX) .
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Cette relation est déja montrée dans [B-S], car elle ne concerne que le

théoréme de Riemann-Roch dans le cas lisse (voir par exemple ([A-LJ]2.4.7.4.2).

4.2.4. La propriété C.

(4.2.4.1) On est dans le cas d'une projection lisse.

XxV E .y ot f et g sont les projections, j est une

! J immersion fermée, ot i=1_xj , et o X et

X
XxY f Y Y sont lisses. Il s'agit de montrer la relation :
X

XxY

f* (chXXV

% R ¢
(€)Todd(m TX)) = chV(Rf* € .

On va suivre la démonstration de ([A-LJ] 2.4.7.4.3). On considére le diagramme :

XxY XxXxY —2+ XxY
h
pll \ f
XxY T Y

ol Py et P, sont les deux projections, et o A est l'immersion diagonale.

On va définir plusieurs morphismes.

(4.2.4.2) Dualité pour p1 .
‘ Soit € un GXxY-module a4 support dans XxV . On a alors un morphis-
me h i i Py n+i i n
Ext €, 8®QXXY) = Ext (8 p;(eg)QXxY)@p;OXXY/Y)

déduit par application de RI' de la suite d'isomorphismes :

R Hom(€,%) = RHom(pl* by E,F)

!
b pl* RHom(A*e , plg)

3 3 11
RHom(p,¢€, pIF® pZQXxY/Y[n])

pl*

ot n est la dimension de X ).

(4.2.4.3) Isomorphisme de Kunneth.

On va définir un morphisme h,
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n+i
by, : Ext (4 “’p1(8®QxXY)®p2“xxY/Y

i l i
Ext (Rf*B,Rf*Ef@QY) .
a) On a un morphisme :
PIE = 0, 8%DTE = 8,8
et de méme

3
p28 —h,E .

b) L'isomorphisme de Kunneth peut s'écrire :
Rh (p¥e t%p*”r’) ~ Rf S%Rf F
#* 1 2 * *
on a donc des isomorphismes :

Rh RHom (4,€, pl‘&’@pz XY/Y[n])

. 3 3
Rh, RHom (p7 €, p1 FQP QX Y/Y[n])
= Rh (p*?%‘p*RHom(e Q. [n])
#1 2 ———=""VXxY/Y
L
=~ Rf*y®RI*RHom(8,f!OY)
= Rf* % ® RHom(Rf, €, OY)
=~ RHom (Rf *6 , Rf* F) .
h, s'obtient en appliquant RI' & cette suite de morphismes, avec
i . i i
F €®QX><Y et en composant avec le morphisme f* OXXY QY .

(4.2.4.4) Adjonction pour 1l'immersion diagonale.

On va définir un morphisme A¥

e,
,ciaExt To,e preed ) epso Xcv/Y)

eExt €, e
j

Xx Y)

A¥* g'obtient en appliquant RI' & la suite de morphismes suivants (& ¥ = €®QXxY) .

RHom(,€ , p’l‘ [nl)

% ®py0 XxY/Y
—~ RHom(4,€, 5, IL0* (% 5® p} Qr;(xY/Y[n] )

~ A, RHom(ILA¥A €, 7@, [n])

XxY/Y

~ A*RHom(gB€®dXXY/Y[j],?@QXXY/Y[n])
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> @A RHom (€, ?@Q [n-j1) .

XX Y/Y

(4.2.4.5) Traces.
Si € estun OXXY-module 4 support dans XxV , Rf, € est & support

dans V et on a des traces :

XxY j j
Ty LB e, e@m ) By y (XY 0% 1)
Y i i i
et Tr, Ext’ ‘&t €, Rf*8® Q) Hy(YQy) -

(4.2.4.6) On a enfin un morphisme :

i
£, WOh oy 0 ) — ) v.al)

XXY

(4.2.4.7) Relations.
LEMME. On a les identités :

1) A*p! z -X—-lé Z Xlé)Todd(T )
1 {50 k! ko0 K! XxY/Y

2) hp(x)

Rf #E
XxY Y
3) f%TrXxV A* = TrV h,
((1) est le lemme (2.4.7.4.3.1) de [A-LJ]. Rappelons qu'un calcul local

sur les classes d'Atiyah permet de déduire la relation 1) du théoréme de Riemann

pour l'immersion diagonale (ce qui introduit la classe de Todd).

2) est le lemme (2.4.7.3.8) de [A-LJ]. Rappelons qu'il suffit de vérifier

\
que le morphisme h*opi s'obtient en fait par adjonction pour f .

3) résulte immédiatement des propriétés des traces développées dans [ILL]

comptabilité aux images directes, & Kumneth), et des définitions données ci-dessus)).

(4.2.4.8) Démonstration de la propriété C.

On a : )\k
Y Y Rf#¢€
chy (Rf, €) = Trv(kZZO - )
-Trih p’ X]g d'aprés (4.2.4.7.2
I'V *Pl kzo_' aprés (4.2.4.7.2)
\k
B XXY 4 e R
= f*TrXXVA pl(kz;o !) d'aprés (4.2.4.7.3)
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k

A
_ XxY [ orn
=1, TrXxV kZSO o TOdd(TXxY/Y) d'aprés (4.2.4.7.1)
_ XxY 3
= f* (chXxV(e)Todd(rr TX)) .

Ceci termine la démonstration du théoréme.

5 — PROBLEMES ET QUESTIONS OUVERTES.

Plusieurs questions n'ont pu &tre résolues dans ce travail et constitueraient

des améliorations notables aux résultats de cet article. Citons en trois.

5.1. - LES CAS II.b) ET 1II c).

Il s'agit de montrer le théoréme de Riemann-Roch (lisse et singulier) en
gépmétrie analytique lorsque les classes de Chern considérées appartiennent a la

cohomologie de De Rham ou & un anneau de Chow (& définir).

Les seules démonstrations du théoréme de Riemann-Roch en géométrie
analytique ([O-T-T1], [A-LJ]) utilisent la détermination locale des classes de
Chern que l'on obtient grace aux classes d'Atiyah. Il semble donc que dans le cas
II ¢) (Chow), il faille faire appel & une idée nouvelle. Par contre, dans le cas II b),
on peut espérer obtenir une détermination locale des classes de Chern en cohomolo-
gie de De Rham. Rappelons que l'on n'y parvient dans [A-LJ] que pour la classe

cp(@) ol p est la codimension de Z dans X (notations de 3.3).

Le théoréme dans le cas II b) serait intéressant car il résulte de [HART]
+i
que (avec les notations de (3.3)), on a Hp l(X,(L‘) o Hi(Z,(I.‘) est indépendant du
plongement choisi. Le théoréme (3.3) deviendrait un véritable théoréme de Riemann-

Roch intrinséque, dans le cas singulier.
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5.2. - LE THEOREME DE RIEMANN-ROCH POUR LES 5-MODULES,
A VALEURS DANS LA COHOMOLOGIE, A SUPPORT DANS LA VARIETE
CARACTERISTIQUE.

Il résulte du fait que le morphisme o du diagramme (1.2.1) est un iso-
morphisme, qu'il est équivalent de considérer le théoréme de Riemann-Roch sur X
comme en (2.2) ou le théoréme de Riemann-Roch sur T*X , comme le fait Laumon

dans ([ LAU1 (6.3)). Si l'on note

-~ XX —— e théoréme s'énonce alors en disant que
T*X <2 T*yx X e T*y le théore '6 1 disant
Y
- le diagramme suivant est commutatif :
X pour f morphisme propre.
i
Kiby) Kiby)
o = ° =T
TT*X gr TX TT*Y gr Y
AT*X)8Q — ATH(Y)®Q

£IF*()m™* (Todd(T*Y) " Todd(T*X))]

Mais, si m est un .Dx—module cohérent muni d'une bonne filtration L

il a une variété caractéristique carm , et on voudrait associer & m une classe
T,Mm € A T*X) ®
xmeA (TN eq ,

de maniére & avoir encore une relation

— - J— it -
Ty [m) = fx (F*(Txm).rr (Todd (¥ T*Y) lTodd(T*X))) .
°f
Une telle formule pourrait entraitner plusieurs théorémes connus :

e lorsque m est un module holonome, le théoréme de 1'indice local de

[B-D-KI, utilisant la formule pour l'obstruction d'Euler de [SAB] (cf. (3.1)B)) ;
e lorsque m =.9X/€.Bx , ol E est un sous-faisceau intégrable et plein

([B-B]) de Ty » le théoréme d'existence des résidus de [B-B], sous la forme

ch(Ty /%) = 2, Res(g,Z)
7S

ol S est le lieu singulier du feuilletage correspondant & € , et o' Z décrit les

composantes connexes de S (supposées compactes) ;

e lorsque m est un complexe de S .-modules non caractéristique pour les
q X
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pour les petites boules (au sens de (2.3.3)), une version relative du théoréme

d'Atiyah-Singer ([ B-MI).

5.3. - CLASSES DE Todd ET .E‘X—MODULES.

Tout ce qui précéde concernait les apports de la géométrie analytique et al-
gébrique & la théorie des pH-modules. L'idée initiale qui a motivé ce travail, suggérée
par Z. Mebkhout, était au contraire qu'un théoreme de Riemann-Roch pour les ,BX—
modules devrait etre plus ''naturel' qu'un théoréme pour les Gx-modules. En particu-
lier, les classes de Todd qui interviennent dans la définition des classes T(m)
(2.2.2.2) devraient pouvoir 2tre évitées : la premiére raison est que si l'on garde les

notations de (1.1), on a un isomorphisme :

o, : AT(X) —-»AS((T*X) (cas b) ou c) de (2.1))

et qu'il résulte immédiatement de Riemann-Roch que l'on a :

)

-1
Todd(T*X) = (o, (vy

ol Yx est la classe fondamentale de la section nulle dans T¥X ; la seconde

résulte des calculs faits dans [A-LJ] (Prop.(2.4.5.2) et (2.4.5.3)).

En effet, on a :
k

cher, B) = 2 ch(.Bj/ﬁJ._

k .
3,
) = 2 ch(S(T
#*k j=0 j=0

1 <)

soit, si on note a ..a les racines formelles du polynome de Chern de T*X

ch(p)) = > T’Ee'j i

jptetipsk 1=

n n 3
et o¥o.ch(f) = | |a | = TTeﬂiai
* k i= i *

li|sk i=1

On voudrait donc donner un sens a la formule :
A a
(8 = Todd(T*X) = [ [ ——
i=1 e

= lim o*o,ch(s) ,
1-e k-o * K
soit encore

T(8) = o¥o,ch(mb) ,

formule qui n'a pas de sens puisque m,H n'est pas cohérent (cf. (4.1)).
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On déduirait alors de (1.2.5) et des formules d'additivité des classes de
Chern :

T@m) = o*o,ch(mm) .

Peut-gtre peut-on considérer ch(m,m) comme étant un élément d'un anneau de frac-
tions de l'anneau des opérateurs de Chern ? Nous n'avons pas réussi 4 donner un

sens i cette formule.

On aimerait alors la réécrire :
_ 3
tm = m,lo,chm. TXX]

ot T";(X est la section nulle dans T*X , pour poser plus généralement :

Z _ *
t @ =mlo,chm. TZX] ,

si Z est une sous-variété lisse de X , et

z — 3
T m = mlo,chm. SZX] ,
si Z est une sous-variété singuliére de X , et

s‘;(X) = car (R, (0,

- 3
%) %miT X

'
i

ol }:m,Wi = T_l(l T étant l'isomorphisme de Mac Pherson (3.1.3).
i

Z) I
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