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RIEMANN-ROCH SINGULIER POUR LES %-MODULES 

0 - INTRODUCTION 

Dans ce t article , o n étudi e diverse s variante s d u théorèm e d e Riemann-Roch 

(cas lisse s e t singuliers , e n géométri e algébriqu e o u analytique ) ;  seu l l e ca s analy -

tique singulie r es t nouveau . Puis , utilisan t u n théorèm e d e Quille n qu i donn e un e cor -

respondance d e Riemann-Hilbert en K-théorie , o n e n dédui t diverse s variante s d'u n 

théorème d e Riemann-Roc h pour le s ^-modules , qu i impliqu e notammen t l a formul e 

d'indice globa l pou r le s module s holonomes , o u certaine s formule s d u typ e d'Atiyah-

Singer. 

Dans l e paragraph e t , o n étudi e le s isomorphisme s entr e le s groupe s d e 

Grothendieck de s ^-module s admettan t un e bonn e filtration , de s O^^-modules , e t 

des O -modules. 
X 

Dans l e paragraph e 2 , o n rappell e l e théorèm e d e Riemann-Roc h lisse e t o n 

en dédui t u n théorèm e pou r le s .^-module s ;  o n explicit e ce théorèm e dan s diver s 

cas particuliers . 

Dans l e paragraph e 3 , o n montr e commen t utilisan t le s ^-module s à  suppor t 

dans un e variét é singulièr e o n peu t déduir e d u théorèm e d e Riemann-Roc h singulie r 

pour le s O-modules , u n théorèm e d e Riemann-Roc h singulie r pou r le s .5-modules . 

Dans l e paragraph e 4 , o n montr e l e théorèm e d e Riemann-Roc h pour le s es -

paces analytique s singulier s immersible s dan s un e variét é analytique , à  valeu r e n 

(co)homologie d e Hodge . 

Enfin, o n dress e a u paragraph e 5  un e list e d e certain s de s trou s béant s qu e 

nous n*avon s p u comble r e t qu i on t constitu é quelque s un e de s principale s motivation s 

de c e travail . 

Nous tenon s à  remercie r G . Laumon , B . Malgrange , Z . Mebkhout , 

C. Sabba h e t J.L . Verdie r ave c lesquel s nou s avon s e u d e fructueuse s conversation s 

sur l e sujet . 
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B. ANGÉNIOL, M. LE JE UNE-JA LA BER T 

I - LA CORRESPONDANCE DE DE RHAM EN K-THÉORIE. 

1.1. -  LES ISOMORPfflSMES D E QUILLEN . 

Soit X  un e variét é qu e l'o n supposer a soi t algébriqu e liss e su r u n corp s K 

de caractéristiqu e 0  ,  soi t analytiqu e compact e su r (T . O n not e n  = dimX s a dimen -

sion. Soi t r r l a projectio n T* X —-X d u fibre cotangen t et soi t a  :  X  —*T* X s a 

section nulle . 

Dans l a suit e K {fi^ désigner a l e iem e K-group e d e Quille n d e l a catégori e 

des ^-module s à  gauch e cohérent s muni s d'un e bonn e filtration (ce qu i es t automati -
ème que s i X  es t algébrique) . K.( 0 )  (resp . K.( 0 #  )  désigner a l e i  K-group e i X  i  X  X 

de Quille n d e l a catégori e de s O  (resp . O  »  )-module s cohérent s ([QUI ] ) . Lorsqu e 
X X X 

i =  0 ,  i l s'agi t d u group e d e Grothendiec k d e ce s catégories , e t o n l e noter a parfoi s 
K a u lie u d e K0 . 

THEOREME (QUILLEN) . -  Les monomorphisme s K(.£x)K(.£x)K(.£x)K(.£x)K(.£x)K(.£x) 

induisent de s isomorphisme s : 

K(.£x)K(.£x)K(.£x)K(.£x)K(.£x)K(.£x) 

Cela résult e d e ([QUI ] § 6 Th. 7 e t § 7 Prop. 4.1). 

Nous n'utiliseron s c e théorèm e qu e dan s l e ca s i  =  0 .  C'es t pourquo i nou s 

allons donne r un e démonstratio n direct e d e c e cas , démonstratio n esquissé e pa r 

Malgrange dan s [M ] ,  e t qu i a  l'avantag e d'explicite r le s isomorphismes . 

1.2. -  LA CORRESPONDANCE D E D E RHAM POU R LE S GROUPE S D E 

GROTHENDIECK. 

1.2.1. Nou s considéreron s l e diagramm e suivan t : 

K(.£x) 
ô 

K(Ox) 
p 

sd 
KPT*X) 

a 

où a  ,  p  ,  à ,  g r son t le s flèche s déterminée s pa r 
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RIEMANN-ROCH SINGULIER POUR LES ^-MODULES 

cc(£) =  crxln j =  ILa*£<Sw__ 
X 

K(.£x)K(.£x)= crxlnj = ILa*£ (où £ v =  Hom ^ (£,0X) ) 

ô =  a » gr 

= crxlnj = 
i € Z î î - l 

où Mi  es t un e bonn e filtration de 77] ) . 

Le fai t qu e g r détermin e un e flèch e bie n défini e K(Sk) K < V x > a 

été vérifi é pa r Laumo n ([LAU ] (6.1.3.1)) . 

On a  alor s l a 

1.2.2. PROPOSITION . 

1) S i 7/( est u n - module à  gauch e admettan t un e bonn e filtration, l'ima-
X 

ge pa r à de l a class e d e 71\ dans K ( i ^ ) est égal e à  l a class e dan s 

K(OJ du complex e d e d e Rha m d e %  (cf(1.2.6)), i . e . :  ô(% ) = DR(^ ) . 
X 

2) On a  le s relation s 

ô p =  1 P K( 0 ) d = crxlnj = ILa*£ 

1.2.3. Rappels :  (7? ï es t u n ^  -modul e mun i d'un e bonn e filtration 77(.) . 
X 1 

1.2.3.1. Le complex e d e d e Rha m DR(7T() de 7T( est l e complex e 

7T(—^Q* 77 ( —. — ^ oL®/ ^ ,  o ù 7T( est e n degr é - n ,  Qn XOM ®7T( e n degr é 0 
X ^ V X  X 

X 
et o ù l a différentiell e es t donné e pa r l a formul e 

d(uu®m) =  d(jü®m + 
n 
d 
i=l 

(dxi Auu) dm 
òx. î 

(où le s x . formen t u n systèm e d e coordonnée s locales ) .  L e complex e d e d e Rham 
1 k 

est filtr é pa r le s sous-complexe s F  (DR7?( ) 

Fk(DR57() =  7r(_k 4 ^ - k + i o 4 ^ - k + n • 

1.2.3.2. La premièr e suit e d e Spence r d e %  de degr é k  es t l e com -

plexe Spk(?T( ) . 

0 = crxlnj 
' " V = crxlnj = crxlnj = crxlnj = crxlnj m 

Dx T 
X \ - l 

Dx mK 
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où l a différentiell e 6 :Dx ap Tx mj Sx = crxlnj 
= crxlnj V j+ 

est 

ôfp® ( ^ A . . . A § )®m ) = 
v 1  P  ; 

P 
c 
i=l 

= crxlnj P | . ® ( 5 1 A . . . 1 . A . . . A § ) 
_ 1  1  1  p 

Om 

- P  <& = crxlnj = crxlnj i c c 
c 

i+i 
(-1) J p ( [ § . , § . ] A§1 . J£A . . aÇ.A. .§ ) 

i 3  1  i  ]  p 
m . 

1.2.4. LEMME. Soit k  un entie r te l qu e s i 
0 ' on ai t = crxlnj = crxlnj 

Vi >  0 . , Alors, pour tou t k ^  k  ,  on a  : 

1°) F'k(DRtf O F"(k+1)(DRr/() est u n quasi-isomorphisme . 

k+n 
2°) S p (77 0 

sPk+n+Vo est u n quasi-isomorphisme . 

(Ces résultat s son t bie n connu s ;  o n peu t le s montre r e n appliquan t [LAU ] 

3.3.9) au x cône s de s deu x morphisme s considérés , c e qu i ramèn e l e problèm e dan s 

les deu x ca s à  l'exactitud e d'u n complex e de Koszul . L e premier ca s es t trait é dan s 

[LAU] (5.2.3 ) e t (6.4)) . 

1.2.5. COROLLAIRE. Soit k ^ un entie r te l qu e s i k 2 V on ai t 

= crxlnj = crxlnj Vi >  0 . Alors, pou r tou t k2ko ' on a  : 

1°) F  *(DRfri ) est quasi-isomorph e à DR(Tft) . 
k+n 

2°) S p (Tfd muni d e l'augmentatio n = crxlnj = crxlnj % est un e résolutio n 

de 7T( . 

(Ce corollair e peu t soi t s e déduir e d u lemm e (1.2.4 ) soi t s e montre r di -

rectement e n appliquan t encor e ( [LAU ] 3.3.9) . 

-k 

1.2.6. Remarque. F  (DR7ï() es t u n complex e borné don t le s terme s son t de s O -

modules cohérent s ;  l e corollair e (1.2.5 ) donn e don c u n sen s à  l'expressio n "l a class e 

dans K( 0 ) d u complex e de d e Rha m d e ?/ ( ". 

1.2.7. Démonstration d e l a propositio n (1.2.2 ) . 

1) Nou s noton s %  l a class e d'u n modul e %  dan s l e group e d e Grothen -

dieck. O n a  : 

ô(77h = a(gr(7ft)) = Q grTTtin] 

= n*a * o- gr?T([n ] 
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= TT *RHom(a*Ov,gr?7([n] ) 
X 

= R  Horn II* gr D (O x, gr7fl)[n] 

= grDR(^ ) 

s Tj 
k<.k 

k 
gr 77 ? d'après 1.2.4 . 

0 

= F  uDRff i 

= D R 77? d'après 1.2.5 . 

2) O n a  : 

et 

ôp(ê) = = crxlnj = crxlnj = DR(. £ <g> £ <g> uÇ ) X O e O w X = e 

pô(W = p(DR(W ) = 
"k0 

p(F UDR(r/() ) 
= p(DR(W) 
p(DR(p(DR( 

= p(DR(W) 
p(DR( k+n 

= p(DR(W) 

= S p (# 0 =  TU . • 

2 - LE THEOREME DE RIEMANN-ROCH LISSE. 

Commençons pa r rappele r l'énonc é d u théorèm e d e Riemann-Roc h lisse qu e 

nous allon s utiliser . 

2.1. -  LE THEOREM E D E RIEMANN-ROC H LISS E POU R LE S O  - MODULES. 
X 

On s e placer a dan s l'un e de s situation s suivante s : 

I) X  e t Y  son t deu x schéma s intègres , d e typ e fin i e t lisse s su r u n corp s 

k d e caractéristiqu e zéro . 

II) X  e t Y  son t deu x variété s analytique s irréductible s su r ( E . 

On noter a A ' (X) l'u n de s troi s anneau x : 

a) A ' (X ) = 
dim 

i=0 

X 
HNX , Q'X ) (Hodge) 
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b) A  (X ) = 
dim X 

i=0 
H2l(X, Çi ) (= H l(X,<£) dans l e ca s I I . . . de Rham ) 

c) A  (X ) es t l'annea u d e Cho w d e X  (tensoris é pa r Q ) e t d e mêm e 

pour A  (Y) .  (Chow ) 

Soit %  u n O  -modul e cohérent , e t soi t f  :  X  — Y u n morphism e don t l a X 
restriction a u suppor t d e V{ es t propre . 

Pour 6  modul e cohéren t su r X  (resp . Y ) , o n not e c(£ ) =  Z/c (£ ) l e 

polynôme d e Cher n d e t à  valeur s dan s À(X ) (resp . À  (Y)) e t s i o n not e a ^ le s 

racines formelle s d e c e polynôm e (c(£ ) = "Q( l+a . ) ) ,  o n not e ch(£ ) l e caractèr e 
a. 1  1  _  a . 

de Cher n d e t ,  c h £  =  Z e  1  e t Todd(£ ) s a class e d e Tod d ,  Todd £ =  | |  — L g j . 
i i  1- e 1 

On not e T  e t T  le s fibre s tangent s à  X  e t Y  .  O n a  alor s l e : 

THEOREME. On suppos e qu e l'o n es t dan s un e situatio n l a ) , Ib) , l e ) , 

l ia) .  On a  alor s l a relatio n : 

f * (ch(#()-Todd(T^) ) =  ch( L  (-1) 1 R1 f # 7/Ù ' Todd (Tv ) . 
i^O Y 

Les ca s la ) (resp . Ib) ) s e déduisen t d u ca s l e ) pa r fonctorialit é pou r l a 

flèche qu i à  u n cycl e associ e s a class e e n cohomologi e d e Hodg e (resp . d e d e Rham ) 

Le ca s l e ) a  ét é montr é dan s [ B . S . ] lorsqu e X  e t Y  son t de s variété s 

quasi-projectives e t qu e f  es t u n morphism e projectif . L e ca s généra l a  ét é montr é 

dans [F-G ] O Ù i l es t dédui t d u théorèm e d e Riemann-Roc h singulie r 

( [B-F-MP-VER] ). 

Le ca s Ha ) a  ét é montr é dan s [ A - L . J . ] .  L e cas o ù Y  es t u n poin t a 

été égalemen t montr é dan s [ O - T - T ^ ] ;  l e ca s généra l annonc é dan s [ 0 - T - T 2 ] . 

Les ca s Ilb ) e t I le ) semblen t êtr e toujour s ouverts , i 
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2.2. -  L E THEOREM E D E RIEMANN-ROC H POU R LE S ^- MODULES. 

2.2.1. Images directos de ^- modules. 

On s e plac e dan s l'un e de s situation s I  o u I I d e (2.1) . O n suppos e qu e 

f :  X  — Y es t u n morphism e propr e su r l e suppor t d'u n 3 -modul e à  gauch e cohé -
X 

rent % mun i d'un e bonn e filtration globale (77(. ) .  O n not e l'imag e direct e d e % 
L% =  R f * (Ar x.& r W( ) Qu i es t u n élémen t d e l a catégori e dérivé e D b U(A7 ) de s 4 Y*- X i?^ qc n ï 

complexes d e ^-module s à  cohomologi e quasi cohérente . O n a  alor s l a 

2.2.1.1. PROPOSITION . \7i\ est u n complex e d e .^- module à  cohomolo-
JF Y 

LilJJ.i.UJJ.UJI 

Lorsque f  es t projectif , c'es t u n théorèm e d e Kashiwar a ([KAS ] ) . Nou s 

indiquons ic i brièvemen t un e démonstratio n du e à  Malgrange. 

2.2.1.2. LEMME. Si £  est u n O^- module cohére nt, ave c F L , 
— X  i  Supp c 

propre o n a 

= p(D 
° x 

e 
Ox 

«>x> =  £Y OY 
RF * E = p(DR(W) 

Notons d'abor d qu e l a propositio n (2.2.1.1 ) résult e immédiatemen t d u lemm e 

(2.2.1.2) puisqu e d'aprè s (1.2.5 , 2° ) 1î\ adme t un e résolutio n pa r de s ^-module s 

de l a form e 3^®^ £G L uul , e t qu e pa r (2.2.1.2 ) e t l e théorèm e d e cohérenc e de s 
x ° x a x x 

images directe s pou r le s O  -modules , l'imag e direct e P  (Jfr• ®  £ ®uu«) es t A 
X * v X  X  Y 

cohérente. • 

Pour montre r l e lemm e (2.2.1.2) , factorisant  f  ,  X — • X x Y — • Y ,  o n 

se ramèn e au x ca s d'un e immersio n régulièr e e t d'un e projectio n lisse . Dan s l e 

premier cas , l a propriét é à  montre r étan t locale , o n peu t choisi r de s coordonnée s 

locales d e sort e qu e l'idéal de X  dan s Y  soi t engendr é pa r ( f , . . . , f )  .  O n a 
1 D 

alors DY X = p(DR(W) 
= p(DR(W) fl = rVY^Y)= p(DR(W) 

= p(DR(W)= p(DR(W) ® - l * x 
f Lp ) 

: d'o ù l e résultat . Dan s l e 

second cas , o n a Jf77¡=Rf*DRx/YW) 
- R f * < V Y 

x 
car V x ^ ^ X / Y e t 

le résulta t découl e d e l'isomorphism e 
X / Y 

= p()= p(DR(W) 

Notons qu e l'o n a  encor e l e 
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2.2.1.3. COROLLAIRE . O n a  : DR(J^) Rf*(DR(%)) . 

Notons qu e d'aprè s (1.2.5 , 2°) , i l suffi t d e l e montre r pou r de s faisceau x 

de l a form e 3V®L £  <2 L 0) " ,  e t qu e d'aprè s (1.2.7 ) o n a  DR( ^ ®  £<8> UJ") = £ . 
X X  ^  X 

Le corollair e résult e alor s d u lemm e (2.2.1.2) . • 

2.2.2. La class e T  d'un ^- module. 

Si £  es t u n O^-modul e cohérent , o n pos e T(£ ) = ch(£) • Tod d ( T ^ ) .  O n 

a v u e n (2.1 ) que T  définissai t u n morphism e K( 0 )  — - A ' ( X) .  Pa r compositio n 
X 

avec l'isomorphism e Ô  : K (DX) —~ K( 0 )  d e (1.2 ) ,  o n obtien t don c u n morphism e 
X X T :  K(^x ) A ' (X ) . 

Si %  es t u n i)-modul e mun i d'un e bonn e filtration (fty ,  i l es t facil e d e 

calculer explicitemen t l a class e T(T^ ) .  D'aprè s (1.2.2 ) e t (1.2.5) , o n a  e n effe t s i 

k » 0 : 

T(77() =  T(ô(ff0 ) = ch(DR(7r()) . Todd (T ) 

= ch( F BR7TÙ Todd(Tx) , 
soit 

(2.2.2.1) t(7P,) =: 
n 

i=0 
(-l)n"lch(Wtfl) c h ( A T*X)Todd(Tx ) . 

En particulier , o n a  : 

soit 
T(£) =  ch(DR^) ) Tod d (Tx ) = c h (ojx) Todd (Tx) , 

T(4 =  Todd(T*X ) 

d'après l a relatio n 
-ai 

a. 
1-e i 

Sa,-
e = 

ai 
"ai 1-e 1 

. 

D'après (1.2.5 . 2°)) . cela perme t d'écrir e encor e s i k : » 0 

(2.2.2.2) TW ) = 
n 

i=0 
(-1) "  ch(^ m ) • 

n-i 
ch( A  Tx) Todd(T*) . X 

2.2.3. L e théorème . 

D'après (2.2.1.1) , = 
f 

définit u n morphism e f*: Ki£x) KCfîy) qui, 
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d'après (2.2.1.3 ) ren d commutati f l e diagramm e 

K ( ^ X ) 
f* 

K ( ^ Y ) 

6 6 

K ( O X ) R£# K(Oy) 

Puisque d'aprè s l e théorèm e d e Riemann-Roc h (2.1) , o n a  encor e u n dia -

gramme commutati f : 

K(o) Rf* 
K(Oy) 

T T 

A* (X) 
f* 

A* (Y ) 

on e n dédui t l e 

THEOREME. On suppos e qu e l'o n es t dan s un e de s situation s l a ) , Ib) , l e ), 

Ha). On a  alor s u n diagramm e commutati f : 

K U X ) 
f* A (Y) 

T T 

A* (X) f* A* (Y ) 

i. e. = p(DR(W) = p(DR(W)vv 

2.3. -  EXEMPLES E T APPLICATIONS. 

2.3.1. L e théorèm e contien t bie n sû r l e théorèm e d e Riemann-Roc h classiqu e ca r 

d'après (1.2.2) , o n a  T  =  Tô p = T- p , d e sort e qu'e n appliquan t l e théorèm e précé -

dent au x ^-module s d e l a form e Jfr® 3  o ù 3 f es t u n O  -modul e cohérent , o n re -
a x X 

trouve l e théorèm e (2.1) . C e ca s correspon d au x ^  -module s don t l a variét é caracté -
X 

ristique à  l a dimensio n maximu m (2n ) . 
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2.3.2. Considéron s maintenan t l e ca s de s ^  -module s holonômes , ceu x don t l a 
X 

variété caractéristiqu e a  l a dimensio n minimu m (n ) .  Soi t f  :  X  — Œ  (o u k ) l e 

morphisme structura l e t 7I\ un Jb -modul e holonome . O n a  alors (2.2.2 ) 
X 

tm) = ch(a*g r %) Todd(T*X) 

= a*[ch(gr #0 Todd tt*(T*X)] 

= a*[ch(gr#0 [ch(grfr<)Ti* (Todd T*X)J 

= rr*[ch(gr?7( ) Tr*ToddT* X .  T* X] 
X 

où T  X  es t l a sectio n null e d e T  X  .  S i l'o n not e ca r %  l e cycl e caractéristiqu e x 
de 7/1 ,  o n a  :  ch(gr#( ) =  car \  +  ... terme s d e degr é >  n . 

On e n dédui t 

f*T(#ï) = [ c a r ^ . T * X ] . x 

Puisque l'o n a  T ( \ 7T() = x(BT ÇX,DR{7rd)) = ind(#? ) ,  o n obtien t dan s c e ca s l a formul e 

de l'indic e globale 

X(X, R r (D R (?/()) ) = [ca r ^i -T^XJ 

due à  Dubso n ([B-D-K ] )  . 

2.3.3. Considéron s maintenan t u n ca s intermédiaire . Soi t X  un e variét é analyti -

que complex e compacte. Soi t m  u n complex e borné d e Dx  -modules , ave c d e bonne s 
x 

filtrations, don t nou s supposeron s qu'i l possèd e l a propriét é suivant e :  pou r tou t poin t x 

de X  ,  i l exist e e > 0 ,  te l qu e s i 0  <r <  e  ,  l a sphèr e S(x,r ) d e centr e x  e t d e 

rayon r  soi t no n caractéristiqu e pou r m  ( i .e . T*^ x r ) ^^ SS(m) c: (0 ) ,  o ù l'o n a  iden -

tifié l'espac e conorma l e n x  à  l a variét é réell e sous jacent e à  X  ,  T * X ^ , à  l'espa -

ce vectorie l su r I R sou s jacen t à  T * X comm e e n ([KA S 2 ] chap.4,§l) . I l résult e 

alors d e [KA S 2 ] (4.2.1 ) e t (4.2.12 ) qu e Rr (X,DRm) es t u n complex e à  cohomologi e 

de dimensio n finie . L e théorèm e perme t alor s d e calcule r l'indic e d e c e complexe . O n 

a, s i f  es t l e morphism e structura l d e X  dan s ( E 

et 
ind m  =  y  (RP (X , D R (m) ) = X( J m ) = T (Jm) 

f #  T(m ) = f *[a*ch(grm) . Todd(T*X)] 

= de g [a*ch(grm)« Todd T*X] ; n 
d'où l a formul e : 
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ind(m) =  deglo*ch(grm) . Tod d T*X ] n. 

Cette formul e es t à  rapproche r d u théorèm e d'Atiyah-Singe r ([A- S 1,2 ] ) 

lorsque m  es t elliptique , e t surtou t d e l a form e d e c e théorèm e donné e pa r 

Boutet d e Monve l e t B . Malgrang e ( [B-M ] ). 

3 - LE THEOREME DE RIEMANN-ROCH SINGULIER. 

3.1. -  LOCALISATION SU R UNE SOUS-VARIETE LISSE . 

Soit i  :  Z X  un e immersio n fermé e régulièr e d'un e variét é liss e Z 

dans un e variét é liss e X  ,  e t soi t m  u n A-modul e cohéren t mun i d'un e bonn e fil -
X 

tration. O n veu t compare r ic i l a class e T  d e m  e t cell e d e ILi* m . 

Notons d'abor d qu'e n généra l ILi* m n'es t "pa s u n i > -module cohérent . 
Z 

C'est néanmoin s l e ca s s i pa r exempl e l'une de s troi s hypothèse s suivante s es t véri -

fiée : 

a) Z  es t no n caractéristiqu e pou r m(T*Xncarmc: T * X) ; 
Z X 

ß) m es t holonom e ; 

y) m  es t à  suppor t dan s Z  . 

C'est ic i l e ca s y ) Qu i nou s intéress e ;  nou s n e rappelon s le s résultat s 

dans le s ca s a ) e t (3 ) qu e pou r mémoire . 

a) Dan s c e cas , o n a  ILi^ m =  i^m e t s i l'o n not e le s flèche s 

I :  T*X x Z  —  T*Z e t F  :  T*X x Z  —  T*X , l'hypothès e signifi e qu e 
X X 

I/Suppi*grm es t propre , e t l'o n a  :  gr(i*m ) =  I  ï"*gr m ([S.K . K ] ) . O n e n dédui t 

alors T(i*m ) = i *T0n )Todd(T£xf1 . 

3) S i m  es t holonome , i l résult e alor s d e [KAS3 ] qu e 3Li* m es t 

aussi holonome . D e plus , o n a  alor s T(m ) =  car m  (resp . T(ILi*m ) =  car(ILi*m) ) o ù 

car m désign e l a class e fondamental e d u cycl e caractéristiqu e d e m  . Pou r l a fonc -

torialité d u cycl e caractéristique , rappelon s qu e dan s [MP] , Ma c Pherso n a  défin i 
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l'obstruction d'Eule r E u (W ) , o ù W  es t un e sous-variét é d e X  e t x  u n poin t 
X T de x  .  I l a  alor s défin i u n isomorphisme Z(X ) ^ F ( X ) —  Z(X) o ù Z(X ) es t l e 

groupe de s cycle s su r X  ,  F(X ) es t l e group e de s fonction s constructible s su r X 

à valeur s dan s Z  ,  o ù l'isomorphism e F(X ) Z(X ) es t ^ n . l ^ «—+ ~ Zn.W^ ,  e t o ù 
i 

T es t défin i pa r T(En.W. ) =  ( x «—En. Eu (W.) ) .  I l résult e alor s d e [K-B-D ] 
1 1 1 X 1 

(voir auss i [SAB ] §4 ) que s i i  :  Z  — X es t u n morphism e quelconque , m  es t u n 
£ -modul e holonome , s i n  es t u n 3 -modul e holonome , o n a  : 
X àù 

car(J n ) T i  T X *  Z car n 

car (IL i*m) = T -1 
Z X car m  . 

On a  don c 

T(ILi*m) = -1 
Z 

i*T 
X 
j(m) . 

Par exemple , s i i  es t l'immersio n d'u n poin t x  dan s X  ,  o n a 

car (ILi^m ) = E u (carm). x . 
x 

On dédui t égalemen t qu e s i T  1"(lTT. ) =  Z  Z. Z. ,  o ù W  es t un e sous-variét é d e X  , 
w 1 1 on a  : 2 « . i T •K-

Z. i 
X =  ca r (Rrw(Ox)) . 

y) Supposon s désormai s qu e m  es t u n M, -modul e à  suppor t dan s Z  mun i 
X 

d'une bonn e filtratio n m . .  O n not e p  l a codimensio n d e Z  dan s X  .  O n a  alor s : i 

IL, I* m = 
k 

0 s i k  ^ p e t IL 
P 

i*m est u n ^  -modul e cohéren t qu i es t te l 

que l'o n ai t : 

fi TT 
p 

i^m =  m  . 

Comme s i 71 es t u n £  -modul e cohérent , o n a  auss i : X a*[ch(gr#0p J l 
cela défini t un e équivalenc e d e catégorie s entr e le s ^  -module s cohérent s à  suppor t 

X 
dans Z  e t le s 3 -module s cohérents . Nou s allon s maintenan t traduir e pou r le s 

àù 
^ -module s cohérent s à  suppor t dan s Z  ,  l e théorèm e d e Riemann-Roc h (2.2 ) énoncé X 
pour le s ^  -module s cohérents . 

Suivant qu e l'o n s e plac e sou s le s hypothèse s 2. 1 a) , b ) o u c ) , nou s dési -
gnerons pa r A  (X ) l'u n de s troi s A(X)-module s : 

Z 

a) A  (X ) = 
dim 

i=0 

X 
H 

i 
c 

= a*[ch(gr#0 
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b) d 
1 

(X) = 
dim X 

i=0 
H 

2i 
Z 

( X , ( C ) . 

c) A  (X ) es t l'annea u de s cycle s à  suppor t dan s Z  ,  pri s modul o equi -
Z 

valence rationnelle , tensoris é pa r Q  . 

On a  alor s u n isomorphism e K  d e A(Z ) dan s A  (X ) , e t s i £  es t u n O  -modul e 
Z cohérent à  support dan s Z , o n peu t défini r c h (£ ) £  A  (X ) (cf. e.g. ( [B-F-MP] , 
A z 

11°) ;  nou s y  reviendron s lorsqu e Z  adme t de s singularités ) (lorsque £  es t u n O -
Z -  - 1 module cohérent , o n a  pa r exempl e chx(£ ) =  [Toàâà'^^ f lchz(£)) . 

On peu t alor s poser , copian t (2.2.2.2 ) 

T 
Z 
X m = 

n 

i=0 
( - D ^ c h Z 

d {% )ch( A n-i wx Todd(T*X) . 

On a  alor s 

(3.1.1) K ( T (]Li*m)) =  t Z 
X (m)) ( [B-F-MP] I  (2.6) ) . 

On peu t don c réécrir e l e théorèm e d e Riemann-Roc h pou r le s Jb -module s 
X 

à suppor t dan s Z  . 

Considérons l e diagramm e 

Z g V 

i x 

X f Y 

où Z  ,  V  ,  X  ,  Y  son t de s variété s lisses , i  e t j 

des immersion s régulières , g  es t u n morphism e pro -

pre su r l e suppor t d'u n i > -module m  à  suppor t conte -
X 

nu dan s Z  . 
On suppos e qu e l'o n es t dan s un e de s hypothèse s l a ) , b) , c ) o u I I a) .  O n a  alor s l e 

3.1.2. THÉORÈME . On a  :  f » (T 
Z 
X (m)) =  T 

V 

Y 
ds m) . 

Notons d'abor d qu e [ m es t u n A  -modul e à  suppor t dan s V  ,  don c qu e l e 
«j£ Y 

second membr e es t u n élémen t A  (Y ) ; f  es t l e morphism e A ' (X) — • A / (Y ) . 

D'après (2.2) , o n a  : 

S* Tz(ILi*m) =  Tv( j^ IL i*m ) . 

Or, o n a  : 
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f 
v 

ILi*m =  ILJ * f 
i 

J 
TT • * T T •* 
ILi m  =  ILj 

r 
f s 

i 
ILi*m =  I L j * fd 1 

On e n dédui t :  g * T z (ILi*m) =  T Y (IL* ( 
( m) d'où l e théorèm e d'aprè s 

(3.1.1). • 

3.2. -  LOCALISATION SUR UNE VARIET E SINGULIERE . 

3.2.1. Soi t Z  un e variét é algébriqu e singulièr e plongé e dan s un e variét é algébri -

que liss e irréductibl e X  (resp . u n sous-espac e analytiqu e d'un e variét é analytiqu e 

irréductible X ) .  Alors , l a notio n d e £-modul e n' a plu s d e sens , mai s cell e d e 
ZJ 

^ -modul e à  suppor t dan s Z  e n a  encor e un . L e théorèm e d e Riemann-Roc h qu e X 
nous allon s montre r aur a don c un e form e analogu e à  (3.1.2 ) dan s l e ca s lisse . 

Nous gardon s le s notation s d e (3.1 ) pour A  (X ) dan s le s ca s a ) ,  b ) ,  c ). 
ZJ 

Si £  es t u n O  -modul e cohéren t à  suppor t dan s Z  ,  o n peu t défini r u n 
Z 

caractère d e Cher n c h (£ ) G  A (X ) pa r l'un e de s troi s méthode s suivante s : X z 

dr d , 
(3.2.2) •  Différence bundl e (ca s II . a), b) , c ) ) . Si E ^ — • .. . E Q es t un e 
résolution d e £  ,  o n pos e F . =  Ke r d^ ,  o n choisi t de s isomorphisme s su r X - Z 

E. ° = F.® F. .  O n e n dédui t u n isomorphism e a  su r X - Z : î i i - l 
E =  £ E  ~  £  F . ~  £  E  =  E 

ev k  2 k .  i  k  2k+ l odd 

Si F  es t u n fibr e su r X  te l qu e E  ,  , ©F =  e  soi t u n fibr e trivia l su r 
odd 

X ,  E  ® F ev 
a®lF 

• e est un e trivialisatio n su r X - Z ,  e t o n pos e 

CH 
) 
) (£) =  ch 

Z 
(E 

ev 
.0 F -  e ) ( [B-F-MP] chapitr e I , n°l) . 

(3.2.3) •  Le graph e d e l a grassmannienn e ( Ia ) ,b) ,c ) ) . Ave c le s notation s d e (3.2,2 ) 

on not e G . =  Grass (E.©E. \  o ù e . es t l e ran g d e E . ,  g . l e fibr e tautolo -
î e i 1  1- 1 1  1 1 

r 
gique su r G . ,  G  = G1x...xG r ,  Ç  = ^çf^^"'" + ^ ̂ r '  7 7 l e morphism e 

G -— X . S i X  £ (C , s i x  es t u n poin t d e X  ,  soi t s  (x ) ,  l e produi t de s graphe s 
AI 

des application s Xd ^ au-dessu s d u poin t x  ;  o n a  don c un e immersio n 
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Xx A 1 GxIP 1 , ( x , \ ) (S,(x), 1 
X ) 

Soit C  "l a limit e à  l'infini " de X x A1 dan s GxIP 1 pou r cett e immersion . 
00 

On a  alor s C  =  C +X o ù X  es t un e variét é irréductibl e isomorph e à  X  e n dé -co 
lors d e Z  ,  e t tell e qu e n(C ) c Z  .  O n pos e alor s 

ch X 
Lz' (6) -  n „ (ch ç>f l C ) (cf. B-F-M P chapitr e II , n°l ) . 

(3.2.4) •  Classes d'Atiya h (ca s la ) o u Ha) . Ave c le s notation s d e (3.2.2) , o n a 

défini dan s ( [A-LJ ] (2.1.2.3) ) de s classe s d'Atiya h YPc .  Yi E \ e  E x t V , £ ® Q ^) ,  e t 

en (loc . c i t . ) (2.2.3 ) un e trac e :  Tr . E x t V , £&Q3 1 ) — • H1 (X, Q1 ) .  O n pose alor s 

et X 
Z (£) = 

i;>0 
_1 
i! 

Tr Q r r f 

Le fai t qu e cett e définitio n coiheid e ave c le s précédente s provien t de s pro -

priétés d e fonctorialit é de s classe s d'Atiya h (cf . (loc.cit . (2.4 ) ;  (2.4.4. 2)). 

(3.2.5) O n peut alor s défini r l a classe T  d'u n ^-"modul e à  suppor t comm e dan s l e 

cas lisse . 

Soit don c m  u n ^  -modul e à  suppor t dan s Z  mun i d'un e bonn e filtratio n 

m. .  O n pose alor s : i 

T 
X 
Z (m) = 

n 

i=0 
= a*[ch(gr#0 X 

Z 
;mk+.)ch(A i i - i T ) 

x; 
rodd(T*X) pou r k » 0 . 

(3.2.6) Suivan t ( [B-F-MP ] chap.I , n°6) , o n peu t pose r s i £  es t u n O  -modul e 

cohérent à  suppor t dan s Z  : T K 
Z (£) =  ch X 

Z 
(£) H Todd(Tx) . 

Si m  es t u n j) -modul e à  suppor t dan s Z  ,  mun i d'un e bonn e filtratio n m . , 
X X  1 le mêm e raisonnemen t qu'e n (2.2.2 ) montr e alor s qu e l'o n a  T^m ) =  T  (DRm ) (où, 

X i  X  - k Z  Z 
comme e n (1.2.6) , o n pos e T  (DRm ) = £  (-1 ) T_( F (DRm). ) ,  pou r k  ;> k )  . 

Z i£2 £ Z i U 

3.3. -  LE THÉORÈM E D E RIEMANN-ROC H SINGULIE R POU R LE S Q- MODULES. 

Nous gardon s le s notation s d e (2.1) . Nou s supposon s qu e l'o n a  l e diagram -

me commutati f : 
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Z g V 

E i 

X 
f 

Y 

où Z  e t V  son t de s sous-schéma s d e X  e t Y lisse s 

(resp. de s sous-espace s analytique s dan s l a situatio n I I ) 

admettant éventuellemen t de s singularités . Soi t £  u n 

0-module à  suppor t conten u dan s Z  ;  o n suppos e qu e X 
la restrictio n d e g  a u suppor t d e £  es t u n morphism e propre . 

On a  alor s l e 

THEOREME. On suppos e qu e To n es t dan s un e de s situation s la ) ,  Ib ) , 

l e ) o u I I a). On a  alor s l a relatio n : 

f ( 1 
D 

Z 
(£)) =  T Y 

V rF µ e 

(ici f désigne l e morphism e A 
Z 

(X) D 
V 

(Y) • e t 
S Y 

V 
(Rf t) = 

Ì2>0 
(-1) 

i 
t . 

S 
(R S 

e°° 

Les ca s la ) e t Ib ) s e déduisen t d u ca s l e ) comm e dan s l e ca s liss e 

par fonctorialité , e n associan t à  u n cycl e s a class e fondamental e e n cohomologi e à 

support dan s Z  (o u V) d e Hodg e o u d e d e Rham . L e cas l e ) a  ét é montr é dan s 

[ B - F - M P ] lorsqu e X  e t Y  son t de s variété s projectives . L e cas généra l e n a  ét é 

déduit dan s [F-GJ . 

Nous donneron s le s grande s ligne s d'un e démonstratio n valabl e dans l e ca s 

II a ) (e t auss i I  a) a u paragraph e 4 . Le s ingrédient s essentiel s son t déj à contenu s 

dans [A-LJ] . 

3.4. -  LE THEOREM E POU R LE S ^- MODULES. 

On s e plac e dan s l a situatio n d e 3. 3. O n s e donn e u n dX -module m  à  sup -
X 

port dan s Z  ,  mun i d'un e bonn e filtration m. ;  o n suppos e g  propr e su r l e suppor t 

de m  . O n a  alor s l e 

THEOREME. On suppos e qu e l'o n es t dan s un e de s situation s I a) ,  I  b) , 

l e ) D II a). On a  alor s 

f (T. Z 
X 

(m)) =  T 
V 
Y 

5 M° + 
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Cela résult e immédiatemen t d e (3.3) , d e (3.2.6 ) e t d e (2 .2 .1 .3 ) . « 

Remarque. S i g  es t propre , notan t K^(3^) l e group e d e Grothendiec k 

des 3 -module s à  suppor t dan s Z  ,  o n peu t réénonce r l e théorèm e e n disan t qu e l e 
X 

diagramme suivan t es t commutati f 

ch(gr#0 i ch(gr#0 

Z V 

A Z ( X ) 
X 

A W Y ) 

4 - LE THEOREME DE RIEMANN-ROCH DANS LE 
CAS ANALYTIQUE SINGULIER. 

Nous allon s donne r le s grande s ligne s dfun e démonstratio n d u théorèm e 

(3.3) dan s l e ca s I I a) . 

4.1. -  CLASSES D'ATIYAH . 

4.1.1. DÉFINITION . S i £  es t u n 0  -modul e cohérent , rappelon s qu e l a premiè -
1 1 

re class e d'Atiya h X * es t l'élémen t d e Ex t (£ , £<8>QV ) correspondan t à C - A 
la suit e exact e de s partie s principale s : 

<4.1.1.1)£ 0 £ ® 0 
1 
X 

1 
X 

(£) £ 0 , 

où F 1 
F •<e) =  p1# P*e .  px et p 2 étant le s deu x projection s d e X x X — X . 

La jem e class e d'Atiya h X3 £ es t l'élémen t d e Ext3(£ , £® A3 T *) obten u pa r 

j-compositions d e X ^ ave c elle-même . 

Nous noteron s T r z l a trac e Ext3(£ , £<8> Q ^ ) H3Z(X , 0 ^) (o ù Z 

contient l e suppor t d e £ ) ;  rappelon s qu e l'o n a 

ch Z 
3 (£) S Tr 

Z ( 
D 

CC 
X3£ 

1 ! ) V 
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Pour toute s le s propriété s de s classe s d'Atiya h (fonctor ialite, calcul d'u n 

cocycle le s représentant,...) » nou s renvoyon s à  [A-L . J ]. Nou s nous contenton s ic i 

de donne r le s propriété s ayan t u n rappor t ave c le s ^-modules . 

4.1.2. Cas de s .ft -module s admettan t un e bonn e filtration . 

(4.1.2.1) Noton s d'abord qu e X * es t null e s i e t seulemen t s i l a suit e (4.1.1.1) ^ 

est scindée , c'est-à-dir e s i £  es t muni e d'un e connexio n (no n nécessairement inte-

grable). En particulier , s i m  es t -module , o n a  \~ =  0  ,  don c X  =  0  pou r 
m m 

j >  0 ;  s i m  es t u n dX -module cohéren t su r O  ,  don c localemen t libr e d e ran g 
fini su r 0  ,  o n a  don c c h m = r g m . 

(4.1.2.2) L a suit e duale de (4.1.1.1 ) a ,  s'écri t :  (si £  =  RHo m 
£ a x 

<e,ox)) 

(4.1.2.2)£ ch(gr#0 F 
o 
£ £®T 

X 
0 

et correspon d donc , aprè s tensorisatio n pa r X 
1 
X à l a class e - X 

i 
'£ 

(où A  désign e 

les opérateur s différentiel s d'ordr e £  1 ) . 

(4.1.2.3) Soi t m  u n -modul e mun i d'un e bonn e filtratio n m . .  O n vérifi e alor s 
1 1 

immédiatement qu e l a class e -  \ ^ es t l e compos é de s application s 

m. i 
Ti m./m. „ i î - l 

di (m.^n.) 0 
1 
X 

ai m. i ¡0 
1 
X ni , 

où x . es t l a flèch e canonique , d . l a différentiell e d u complex e grDR(m ) (qu i es t 

O^-linéaire), e t a . es t l'élémen t d e Ex t (m.+ 1 /m. , nu) correspondan t à  l a suit e 

exacte : 

0 — m. • i ch(gr#0 -*m. (1 /m . î+l i 0 , tensorisé ave c id dNX . 

On vérifi e d e mêm e qu e l a class e correspondan t à -À 1 
m. i /m. . î - l 

est égal e a u morphis -

me compos é 

m.An. -i î- l 
di 

<m /m ) S 
1 
X 

ai 
i Cl 

° 
° 11] Ti (m./m. J 

v 1  L- T 
S 

i 
x i l 

moins l e morphism e composé 

n./m. n i î - l 
i-1 

mi-l m 
I18 ch(gr#0ch(gr#0 di-i (m /m ) F 

° 
L I I ] . 

Si o n considèr e l e diagramm e : 
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1 1 
Ext (m./ m ,  l  ,  m . ^ Q ^ ) 

ch(gr#0 
Extern . , t a .®0* ) i l X 

T. 0 i 

Hom(m fn/ m ) 
1 x 
oF 

- ° a i - i 
Ext ( n i j / , m j / m ^ 4 > 

a i - l ° ~ 
Ext (m . . , , m. . , î-l î- l 

ch(gr#0 

On a  don c l a 

(4.1.2.4) PROPOSITION . Il exist e deu x classe s X1 ç  Ex t ( m ./m._1 , m. 4 > et x2 6 

Hom(m. . , ,m./m < î-l i  i- i 
dq 
x telles qu e : 

1) l'image d e \  dans Ex t (m.,m. < 
1 , 

Q X ) soit 
1 

X 
mi 

J 

2) l'imag e d e XR T dans Extern . ,  m. ^ 1 v 
DF SOLT 1 

x ; 
mi-l 

3) l a différenc e entr e le s image s d e DS et Y2  dans 

Ext1 (m./m. 1  , m./m. 1 î i - l i  î -l ci) soit 
V m i - i 

Il suffi t d e choisi r 
h =  V d i et X2 =  d i - l ° V l • 

(4.1.2.5) COROLLAIRE . 

(i) Les image s d e 
1 

X 
mi 

et 
1 

X 
mi-l 

dans Ex t (m . ,  mj î- l i 4 » sont nulles . 

(ii) Notons : A 
1 
F /mi-l 

(k) l'élément d e Extern. /m. J k 
)Qx ch(gr#0ch(gr 

k+1 
X ) 

déduit d e ) 1 
m. ./m. . 

L 1 -1 
; alors o n a  l a relatio n : 

X 
1 
G mi-l 

(K)OD 
1-1 

+ d 
1-1 

-X 
1 
m i-1 /mi-2 

(k-1) =  0 

et o n a  don c u n morphism e d e complexe s : 

gr D R (m) — gr DR(m)(l)[l l . 

4.2. -  LA DEMONSTRATION. 

4.2.1. Réductions . 

Nntnns H'ahnrH mip si l 'on a  un diagramme commutati f 

Z ë 
•V 

X Y f 

g'D D 

T 
f 

avec X , Y , T lisses , s i l e théorèm e es t 

démontré pou r f  e t f  ,  i l l'es t pou r f ' ° f . 
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Etant donn é l e diagramm e : 

Z g V 
i j 

X 
f -Y 

on peu t considére r l e diagramm e : 

Z 
id Z 

i ixfoi 

X X x Y XxY 

i x g 
•XxV 

lxxj 

X x Y 

Pr2 
•V 

3 

pr2 
Y 

On es t don c ramen é à  montre r le s troi s propriété s : 

A ) Si o n a  Z  X  <z-̂ ~ Y ave c X  e t Y  lisse s e t f  immersio n régu -

lière, o n a  : 
D (T X 

Z (£)) =  T Y 
Z 

XXxY 

B) Si o n a  Z 
g 

V 
j 

Y ,  ave c Y  lisse , o n a  : 

XxY Y 
Z' 

XW X T Y 
V (t) où g  :  H 

Z 
XxY HV(oy) . 

C) Si Z  =  X x V avec X liss e e t g  =  p r , o n a  : 

Pr2* (T 
XxY 
XxV (e)) =  i 

, Y 
V X 

2* 
E°; 

4.2.2. L a propriét é B . 

On s e plac e sou s le s hypothèse s B ) ;  o n a  alor s T , Y 
Z (e) + ch 

Y 
Z P)T0dd(T ) 

et D 
Y 
V (£) =  ch Y 

V 
(e)Todd(T ) de sort e qu'i l s'agi t d e vérifie r l a relatio n : 

g*(ch 
Y 
Z (£)) =  ct 

Y 
V IP) . 

Or, o n a  : 

ch Y 
Z (£) =  T r D 

i>0 
4 
i ! ) 

et ch 
Y 
C XC C XxY ( S 

XC 

XC 

i» ) . 

L'égalité résult e alor s d e l a relatio n (immédiat e par définition ) : 

2" oTr =  Tr ë* Z  V 
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4.2.3. La propriét é A . 

La relatio n à  démontre r s'écri t : 

f# (chz(£).Todd(Tx) ) =  chj(f # e)Todd(Ty ) 

soit, s i N  es t l e fibr e norma l d e X  dan s Y  : 

XxY 
X 
7} 

e)Todd(N) 1 ) = c h 
R 
R XxYXxY 

La démonstratio n d e cett e relatio n es t classiqu e (( f B-F-MP] I . 3. 5) ( [ A -L J ] 2.4. 7.4. 2)) . 

Nous e n rappelon s brièvemen t le s grande s ligne s : 

(4.2.3.1) O n s e ramèn e d'abor d a u ca s o ù Y  es t u n fibre sur X  e t o ù f  es t l a 

section nulle . E n effet , s i q  es t projectio n :  N  —- X ,  o n dispos e d e morphisme s 

de spécialisation s : 

a :  K  ( Y ) K (N ) e t 

a : 
0 
)H i F XxY 

i 
Y 

) 
i 

H i Z (N,a 
i 
N ) 

donnés pa r a  =  IL(f°q) ^ ,  e t o n dédui t ([VEK]6.5 ) d e l a déformatio n a u côn e norma l 

que l'o n a  u n diagramm e commutati f 

K Z ( Y ; 
Wt! ù 

Z W 
O 
O (Y,r Y> 

a G 

K „ ( N ) 
T N 

Z H I I [N,r. 
i 
N ) 

et i l suffi t don c d e montre r l e théorèm e pou r l'immersion X N  . 

(4.2.3.2) O n suppos e don e qu e Y  es t un fibre sur X et on not e n  l a projectio n 

Y —  Z . On a  don e : 

f (c h 
X 
z' ;e)Todd(N)~ ) =  f (f*c t Y 

Lz (n*fi)TQdd(N)'1) 

= ch 
Y 
TT* 

(z)(n*e)f* (Todd(N)_1 ) • 

Si l'o n adme t l a formule , lorsqu e £  = 0 ,  o n dédui t : 
x 

XxY 
n" *(Z) 

(eUToddN) 1) = ch Y 
TT* 

(Z)(TT^)ch(f^0x) 

= c h 
Y 
Z ( ï ï * e ® f w = c h Y 

Z (f f*n*e > =  ch 
Y 

lZ (f#e> . 

(4.2.3.3) I l rest e à  montre r l a relatio n : 

f ((Todd N) X) ((Todd N) X) 
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Cette relatio n es t dej a montré e dan s IB-SJ , ca r ell e n e concern e qu e l e 

théorème d e Riemann-Roc h dan s l e ca s liss e (voi r pa r exempl e ([A-LJ ] 2 . 4 . 7 . 4 . 2 ) . 

4 . 2 . 4 . L a orooriét é C . 

( 4 . 2 . 4 . 1 ) O n es t dan s l e ca s d'un e projectio n lisse . 

N) X) g Y 

i J 

X x Y Y f 
X T T 

où f  e t g  son t le s projections , j  es t un e 

immersion fermée , o ù i  = 1 x j ,  e t o ù X  e t 
x 

Y son t lisses . I l s'agi t d e montre r l a relatio n : 

f 
•H-

(ch 
CX 
XC 

(e)Todd(n T  ) ) =  c h Y 
V 

N) X) 

On v a suivr e l a démonstratio n d e ( [ A - U ] 2 . 4 . 7 . 4 . 3 ) . O n considèr e l e diagramm e : 

XxY A -Xx X x Y P2 - X x Y 

Pl 
h f 

X x Y 
f 

Y 

où p ^ e t p 2 son t le s deu x projections , e t o ù A  es t l'immersio n diagonale . 

On v a défini r plusieur s morphism e s. 

( 4 . 2 . 4 . 2 ) Dualité pou r p 1 . 

Soit £  u n O xxY -module à  suppor t dan s X x V .  O n a  alor s u n morphis -

me i 
pi N) X) N) X) N) X) N) X) l ì n+ i _K _ 

Ext (a„£,p * S i XxY; P 2 
n 

Q X X Y A ) 

déduit pa r applicatio n d e R T d e l a suit e d'isomorphisme s : 

R H o m ( e j ) ^ RHo m (P A ^ e , ^ ) 

Fl* RHom (A*£, p^3 ) 

= Pl * RHom (A„£, P X X 13 2 C X X C ^ X Y / Y ^ 

(où n  es t l a dimensio n d e X  ). 

( 4 . 2 . 4 . 3 ) Isomorphisme d e Kunneth . 

On v a défini r u n morphism e h* : 
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Hµ nti 
Ext (A^ e ,  P •ï' 

(£®n 
S 

XxY S I •M-
2 

0 
n 
X :xy/y' 

Ext^Rf £ , R f e ®Q 
I 
y ; 

a) O n a  u n morphism e : 

W W P.W N) X) X X e = A*e 

et d e mêm e 

P 2 X -A#e . 

b) L'is o morphisme d e Kunnet h peu t s'écrir e : 

Rh 
•at-

te 1 £ 
X 

P 2 y ) X X £ IL N) X) N) X) 

on a  don c de s isomorphism e s : 

Rh RHom(A,,£,p ft 
1 

^ (gip •H-
*2 

n f XxY/Y b i l i 

— Rh RHom(p 2 W » p i ^ ®  p W W 
W 
XxY/Y 

[n]) 

N) X) N) X) X X 
IL 

P 2 RHom(e,o" ,  fn] ) 

- Rf* 3 
IL 

V RHom(£,f!0Y) 

- R f y  ( 8 RHom (Rf# £  , Oy) 

RHom (Rf C , Rf#y ) . 

h s'obtient  e n appliquan t R F à  cett e suit e d e morphism e s, ave c 
N) X) N) X) N) X) et e n composan t ave c l e morphism e f X] 

XxY 
i 

0 Y * 

(4.2.4.4) Adjonction pou r l'immersio n diagonale . 

On v a défini r u n morphism e A 

A* : 
i 

Ext n+i 
(A*£,P: M 

1 
N) X) 

X 
XxY )X P 2 ̂ XxY/Y* 

j 
}ExtJr£ . fi®nl 

AXï 
X 

Af s'obtient  e n appliquan t R f à  l a suit e d e morphisme s suivant s (à % = £ 0 0 
X 
XxY 

X 

RHomjA/ ,  p 1 N) X) 2 X n 
XxY/Y ini) 

— RHom(A„£, A. ILA*(p*£<g P 2C 4 x Y / Y t n l ) ) 

- A,,. RHom(ILA*A,.£ , ^®Q -i X; <Y/Y 
fnj) 

^ A  RHom( 
.1 

)£<8>0 
iC 
'XxY/Y fil ,  5<S> Q i XxY/Y in]) 
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3 
>A^RHom(e,5<g>n 

NJ 
'XxY/Y [n-J]) . 

(4.2.4.5) Traces. 

Si £  es t u n 0  xxY -module à  suppor t dan s X x V ,  Rfµ £  es t à  suppor t 

dans V  e t o n a  de s trace s : 

Tr 
xxY 
XxV 

: ExtJ(e,e®oJXxY H j 
XxV :xxY,nJXxY) 

et Tr 
Y 
V : ExtX(Rf4 f £  , Rf^ £ ® qIJ H P 

P (Y,n y° 

(4.2.4.6) O n a  enfi n u n morphism e : 

f „  :  H i+n 
XXV (Xxy, a i+n 

X X Y ) 
X ] 

V : Y , C 
j 
Y ) ; 

(4.2.4.7) Relations . 

LEMME. On a  le s identité s : 

1) N) X) i 
1 

S 
ik>0 

XC 

k! X 
k>0 

V 

k! 
Todd(T XxY/Y} 

2) h^ p j 
1 < 4 ) C C C 

r i * e 

3) LTv 
XxY 
XxV A* = Tr 

Y 
V N) X) 

((1) es t l e lemm e (2.4.7.4.3.1 ) d e [ A - L J ] . Rappelon s qu'u n calcu l loca l 

sur le s classe s d'Atiya h permet d e déduir e l a relatio n 1 ) d u théorèm e d e Rieman n 

pour l'immersio n diagonal e (c e qu i introdui t l a class e d e Todd) . 

2) es t l e lemm e (2.4.7.3.8 ) d e [ A - L J ] . Rappelon s qu'i l suffi t d e vérifie r 
i 

que l e morphism e h^p ^ s'obtien t e n fai t pa r adjonctio n pou r f  . 

3) résult e immédiatemen t de s propriété s de s trace s développée s dans [ I L L ] 

comptabilité au x image s directes , à  Kunneth) , e t de s définition s donnée s ci-dessus)) . 

(4.2.4.8) Démonstration d e l a propriét é C . 

On a  : 

cl Y 
V 

(Rf £ ) = Ti Y 
V k̂>0 

X 
D 
R£*e 
k! 

W T r Y 
V 

N) X) 
N) X) 

C 

k! 
d'après (4.2.4.7.2 ) 

= f * T l 
555 
XxV 

N) X) 
k>0 

XK 

k! d'après (4.2.4.7.3 ) 
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= f  T r XxY 
XxV k>0 

Y 
H 
k! T°dd(TXxY/Y^ d'après (4.2.4.7.1 ) 

= f (et 
XxY 
XxV' (C)Todd(n*T ) ) . 

Ceci termin e l a démonstratio n d u théorème . 

5 - PROBLÈMES ET QUESTIONS OUVERTES. 

Plusieurs questions n'ont pu être résolues dans ce travail et constitueraient 
des amélioration s notable s au x résultat s d e ce t article . Citon s e n trois . 

5.1. -  LES CAS II b) E T I I c). 

Il s'agi t d e montre r l e théorèm e d e Riemann-Roc h (liss e e t singulier ) en 

géométrie analytiqu e lorsqu e le s classe s d e Cher n considérée s appartiennen t à  l a 

cohomologie d e D e Rha m o u à  u n annea u d e Cho w ( à définir) . 

Les seule s démonstration s d u théorèm e d e Riemann-Roc h en géométri e 

analytique ( f O - T - T l ] , [ A - L J ] ) utilisen t l a déterminatio n local e de s classe s d e 

Chern qu e l'o n obtien t grâc e au x classe s d'Atiyah . I l sembl e don c qu e dan s l e ca s 

II c ) (Chow) , i l faill e fair e appe l à  un e idé e nouvelle . Pa r contre , dan s l e ca s I I b), 

on peu t espére r obteni r un e déterminatio n local e de s classe s d e Cher n e n cohomolo -

gie d e D e Rham . Rappelon s qu e l'o n n' y parvien t dan s [ A - L J ] qu e pou r l a class e 

c (£ ) 
D 

où p  es t l a codimensio n d e Z  dan s X  (notation s d e 3.3) . 

Le théorèm e dan s l e ca s I I b ) serai t intéressan t ca r i l résult e d e fHART ] 
p+i 

que (ave c le s notation s d e (3.3)) , o n a  E r (X,(T ) IL(Z ,<r) es t indépendan t d u 

plongement choisi . L e théorème (3.3 ) deviendrait u n véritabl e théorèm e d e Riemann -

Roch intrinsèque , dan s l e ca s singulier . 
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5.2. - LE THEOREM E D E RIEMANN-ROC H POU R LE S ^-MODULES , 

A VALEUR S DAN S L A COHOMOLOGIE , A  SUPPOR T DAN S L A VARIÉTÉ 

CARACTÉRISTIQUE. 

Il résult e d u fai t qu e l e morphism e a  d u diagramm e (1.2.1 ) es t u n iso -

morphisme, qu'i l es t équivalen t d e considére r l e théorèm e d e Riemann-Roc h su r X 

comme e n (2.2 ) ou l e théorèm e d e Riemann-Roc h su r T* X ,  comm e l e fai t Laumo n 

dans ( [ LAUl (6.3)) . S i l'o n not e 

T*X F T Y xX f T Y 
Y 

TT 

X 

le théorèm e s'énonc e alor s e n disan t qu e 

le diagramm e suivan t es t commutâ t if : 

pour f  morphism e propre . 

N) X) 
I f 

mY) 

V x l g r N) X) ^T^Y**gR+ "^Y 

A(T*X)<g>Q 
Û F * ( . ) T T ' * (Todd(f*T*Y)~1 Todd(T*X))] 

A ( T * ( Y ) ) ® Q 

Mais, s i m  es t u n ^  -modul e cohéren t mun i d'un e bonn e filtration m. , 
-X i 

il a  un e variét é caractéristiqu e ca r m  ,  e t o n voudrai t associe r à  m  un e class e 

Tx(m) e A 
car m 

( T * X ) <8 > Q , 

de manièr e à  avoi r encor e un e relatio n 

WX ( f o i ) 
f 

= f*(F*( ï 
X 

.vn). TT 
WX 

(Todd(f*T*Y) ~1Todd(T^X))) . 

Une tell e formul e pourrai t entraîne r plusieur s théorème s connu s : 

• lorsqu e m  es t u n modul e holonom e , l e théorèm e d e l'indic e loca l d e 

[ B - D - K ] , utilisan t l a formul e pou r l'obstructio n d'Eule r d e [SAB ] (cf. (3.1 ) g) ) ; 

• lorsqu e m  =^x^-^x »  ou ?  es t 111 1 sous-faisceau integrable et plei n 

( [ B - B ] ) d e T  ,  l e théorèm e d'existenc e de s résidu s d e [ B - B ] , sou s l a form e 

N) X) N) X) F 
Zc=S 

Res(Ç,Z) 

où S  es t l e lie u singulie r d u feuilletag e correspondan t à  ç  ,  e t o ù Z  décri t le s 

composantes connexe s d e S  (supposée s compactes ) ; 

• lorsqu e m  es t u n complex e d e j& -modules no n caractéristiqu e pou r le s 
x 
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pour le s petite s boule s (a u sen s d e (2.3.3)) , un e versio n relativ e d u théorèm e 

d'Atiyah-Singer ( f B-M] ) . 

5.3. -  CLASSES D E Tod d E T .^ -MODULES. 

X 

Tout c e qu i précèd e concernai t le s apport s d e l a géométri e analytique e t al -

gébrique à  l a théori e de s ^-modules . L'idé e initial e qu i a  motiv é c e travail , suggéré e 

par Z . Mebkhout , étai t a u contrair e qu'u n théorème d e Riemann-Roc h pour le s i > -
X 

modules devrai t êtr e plu s "naturel " qu'u n théorèm e pou r le s O  -modules . E n particu -
X 

lier, le s classe s d e Tod d qu i interviennen t dan s l a définitio n de s classe s T(m ) 

(2.2.2.2) devraien t pouvoir êtr e évitée s :  l a premièr e raiso n es t qu e s i l'o n gard e le s 

notations d e (1.1) , o n a u n isomorphism e : o„ :  A * (X) —  AX(T*X ) (cas b ) o u c ) d e (2.1) ) 

et qu'i l résult e immédiatemen t d e Riemann-Roc h que l'o n a  : 

Todd(T*X) = X -1 
<Yv» 

-1 

où y es t l a class e fondamental e d e l a sectio n null e dan s T* X ;  l a second e X 
résulte de s calcul s fait s dan s [ A - L J ] (Prop . (2.4.5.2) e t (2.4.5.3)) . 

En effet , o n a  : 

ch*T A ) X 
k 

X 
ch(£ / à ) X 

ES 

1=0 
ch(SJ(Tx)) 

soit, s i o n not e a1'--a n *e s racine s formelle s d u polynôm e d e Cher n d e T  X 

chC#k) = 
N) X) N) X) 

n 

i=l 
N) X) 

et chC#k) =chC#k) = 
n 

i=l 
a. i chC#k) = 

n_ 

i=l 

-Jiai 
e 

On voudrai t don c donne r u n sen s à  l a formul e : 

T ( ^ ) =  Todd(T*X ) = 
n 

i=l 

X 

i ~a i 1-e L 
W Lim 

k-*oo 
cr*CT#ch(A) , 

soit encor e 

chC#k) = chC#k) =chC#k) = 

formule qu i n' a pa s d e sen s puisqu e iiµ D  n'es t pa s cohéren t (cf . (4.1)) . 
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On déduirai t alor s d e (1.2.5 ) e t de s formule s d'additivit é de s classe s d e 

Chern : 

T(m) = a a# ch(TT̂ m) . 

Peut-être peut-o n considére r ch(ryn ) comm e étan t u n élémen t d'u n annea u d e frac -

tions d e l'annea u de s opérateur s d e Cher n ?  Nou s n'avon s pa s réuss i à  donne r u n 

sens à  cett e formule . 

On aimerai t alor s l a réécrir e : 

T(m) =  TTjo^chnu T* X] 

ou T chC#k) = est l a sectio n null e dan s T  X  ,  pou r pose r plu s généralemen t : 

tZ(m) =  TT^o^chm. T* X] , 

si Z  es t un e sous-variét é liss e d e X  ,  e t 

xZ(m) =  TT f̂o^chm. S * X] , 

si Z  es t un e sous-variét é singulièr e d e X  ,  e t 

S 
7} 

;X) =  car (Rrz(Ox)) = 
i 

m. 
1 T W 

x 

chC#k 

où Tm W 
i 1 chC#k) = ( 4> • T étan t l'isomorphism e d e Ma c Pherson (3.1.3) . 
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