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Exposé I 

DEGRÉS, INTERSECTIONS, HAUTEURS 
Lucien SZPIRO 

0.- Introduction 
1.- Faisceaux inversibles avec métriques à l'infini 
2.- Intersections sur les surfaces arithmétiques 
3.- Hauteurs (variétés compactes, variétés ouvertes) 
4.- Bibliographie. 
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L. SZPIRO 

0,- INTRODUCTION 

Nous présentons ici le point de vue d'Arakelov : "Une structure entière à 

l'infini est la donnée de métriques hermitiennes". Cette façon de voir permet, 

entre autres, d'avoir une approche plus géométrique de la notion de hauteur, 

d'introduire les métriques ad-hoc pour un problème donné, et de simplifier la 

présentation. 

Le premier paragraphe reprend la théorie élémentaire des corps de nombres du 

point de vue d'Arakelov. Il couvre essentiellement le sujet du livre de P. Samuel 

sur ce sujet avec en plus,la formule du produit et en moins,le "second calcul 

de volume" de Minkowski. 

Le second paragraphe traite suscintement de la théorie des intersections 

d'Arakelov sur une surface arithmétique. Les démonstrations se trouvent dans 

les exposés 2 et 3. Cette théorie des intersections est essentielle dans l'exposé 

11. 

Le dernier paragraphe reprend la notion de hauteur via Arakelov. On y montre 

que la métrique différentielle-modulaire pour une famille de variétés abéliennes 

a des singularités logarithmiques. 

§1 : vocabulaire, notations : Dans cet exposé K sera un corps de nombres, 

son anneau d'entiers, [K:Q] = n son degré sur Q , D K la valeur absolue 

de son discriminant, ^ l'ensemble des racines de l'unité dans K . Nous nous 

permettrons d'écrire d, D, u, quand aucune confusion ne nous semble en résulter. 

Pour un corps K nous noterons par 0 K (parfois par 0 seulement) un ensemble 

de places à l'infini de K contenant toutes les places réelles et "la moitié" 

des places complexes de telle façon que pour une place complexe a on ait : 

a ou bien a est dans 0 K . Le nombre de places réelles (resp. complexes) 

dans 0 sera noté r̂  (resp.r2) .Si a€ 0 eo = 1 (resp. 2) si a est réelle 

(resp. si a est complexe). Nous noterons par ,x l'ensemble des éléments 

inversibles d'un anneau "." . 

(*) Je remercie L. Moret-Bailly pour une lecture critique du manuscrit. 
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DEGRÉS, INTERSECTIONS, HAUTEURS 

§2 : Par surface arithmétique de genre g sur un corps de nombres K nous 

entendons un schéma régulier X projectif sur Spectf̂  , de fibre générique 

géométriquement connexe et de genre g sur K . 

§3 : Un schéma en groupes commutatif, lisse et séparé G — • S (S normal) est 

appelé semi-abélien si, ses fibres sont extension de variétés abéliennes par des 

tores. Si tel est le cas et si la fibre générique est abélienne, on dit qu'elle a 

réduction semi-stable (Si S est un trait, il revient au même de dire que la 

monodromie est unipotente). 

1.- FAISCEAUX INVERSIBLES AVEC METRIQUES A L* INFINI 

1.1. - Diviseurs compactifiés 

Un diviseur compactifié de 0^ est une somme formelle : 
(i) Z n [v] + E X [a] = D où I ^ É Z 1^ = 0 pour presque tout 
veSpec maxO' v aé0 

v et X0G]R . 

Le degré de D est égal, par définition, à : 

Z log N(v) + Z XQ 

Si f e K* 9 le diviseur principal associé à f est : 

(f) = Z ord (f) [v] - Z e log|f| [a] . 
a60 

Notant Divc((̂ ) (resp. FTc(^) le groupe des diviseurs compactifiés (resp. 
des diviseurs compactifiés principaux) la formule du produit permet de définir 
le degré sur le quotient : 

degré : Divc((̂ )/Prc(CrK) > R . 

1.2.- Le groupe de Picard compactifié 

Un faisceau inversible compactifié sur & est un module project if de rang 

un sur Cf : L , muni pour chaque a dans 0 d'une forme hermitienne définie 

positive sur : 

L0 = L 8 Ka 

où Ka est égal à R ou C selon que a est réelle ou complexe. 

Notons Picc((̂ K) le groupe des classes d'isométries de faisceaux inversibles 

hermitiens sur CÇ . Deux ensembles de formes hermitiennes < , >i et 

< , >9 sur L sont isomètres si et seulement si on peut trouver une unité 

u dans (7K telle que pour tout s e L on ait 
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L. SZPIRO 

IsL = lui |sL 1 4,a 1 'a 1 '2,a 
On a ainsi la suite exacte : 
(ii) О — > RT1+Г2 / log(T* > Picc((TK) > cl 6%) • О 

Soit Ф : Divc(CK)—> Picc((̂ ) l'application définie par : 
Ф (E n̂ tv] + E ̂ а[°] ) = le module projectif de rang un ПЩ^ v muni des formes 
hermitiennes suivantes : ïïffl^ est un idéal fractionnaire donc canoniquement 
contenu dans К , on donnera à IMIIa la valeur ехр(-Аа/еа) 

PROTOSITION L* application cp : Div f(X0—> Pic ((X) dUûviz oJL-doAbub 
ùiduJX un лАотоюркАлто, 

Divc((7KyPrc((T)K -̂ ->Picc((TK) . 

Idée de la démonstration : Soit L€Pic ((XO et 0/s£L . L'élément s définit 

une application 0^ — > L , et donc identifie L" à un idéal &s de . 

Définissons ¥(L,s) ,= E ordv (Cls) [v] - E eQ log |s|a .Le lecteur vérifiera 
que фо^Ь^) = L, *F(L,s) a une image, dans Divc/Prc(0^) , indépendante de 

s, et enfin l'énoncé. 

COROLLAIRE.- On a un komomosiphUme. : 

deg : Picr«SJ—Ш 
c K N(as) 

qui, avec 1<ZA notatÂjom ол.-а.<им>иь, Vbt аг{ЛпЛ рая : (iii) deg(L) = Log ~— 
ïïlsl 0 

a 

1.3.- Le Marabout-Flash de théorie des nombres algébriques 

Les objets ci-dessus introduits suivent de près la théorie des diviseurs sur 

une courbe algébrique projective. Nous continuons dans cette même veine. 

Soit L € Pic (ffv), définissons l'ensemble des sections de L : 

(iv) H°(L) = {s€L | |s| £1 pour tout а £0} . 
On a aussi une "caractéristique d'Euler-Poincaré" 

Cv) x(L) = "log vol» La/L) . 

Cette dernière définition se justifie car : 

a) L est un réseau dans 9 LQ 0*1̂ К:̂ ) 
b) les formes hermitiennes aux places à l'infini induisent un 

élément de volume sur Ф L (l'élément de volume sur С est dxAdy avec ае0 0 

14 



DEGRÉS, INTERSECTIONS, HAUTEURS 

z = x + iy) . 
Par exemple, si 6^ est muni de sa métrique canonique |1|a = 1 Va (Oĵ  est 

alors appelé le faisceau trivial) on a : 

H°«^) = {0}U(UK 

X((TK) = log(2r2 D"1/2) . 

On a 11 interprétation "géométrique" suivante de H° et x : 

PROPOSITION 1.2 : (cf. Lang [L]).- SI LEPic^Ö^) dt t€R , notant Lt 

Vilimtnt dt Pic (OC) ou on a miJ&ipJUz Ite métnlqueA à Vln^Àyii pan t , on a : 

r r 
X(L) = - log(2 1 ir 2D + log 

[lim 
t-»0 

# H0 (lt) 

t[K:qj 

Nous introduisons une caractéristique modifiée 

(vi) X'(L) = -log 2n volG»WU 
2r1 ̂ r2 

, X'((TK) = -log[(|)r2 D1/2] 

Son intérêt se révélera au lemme 3 ci-dessous. 

LEMME 1.0 (Riemann-Roch !) . -

X(L) = degL+ x(^K), X'(L) = deg L +X,(0K) . 

LEMME 1.1.- SI degL<0 aloiA H°(L) =0 . 

LEMME 1.2.- S I deg L = 0 e£ H°(L) ^0 alo su L QAt ÀAomonphz au fialocemi XAJLVÂJJJL 

OK . 

LEMME 1.3 (Minkowski).- SI deg (L) > -x1 (0̂ ) aJLoJU H°(L) * 0 . 

Les lemmes 0 à 2 sont de démonstration immédiate, le lemme 3 est une reformulation 
du célèbre énoncé de Minkowski sur les points d'un réseau dans un convexe compact 
symétrique. 

Remarques 

a) les quatre lemmes ci-dessus sont pratiquement les mêmes pour les faisceaux 

inversibles sur une courbe algébrique projective et lisse sur un corps. 

b) On a aussi "une suite exacte de Hurwitz" où les faisceaux des différentielles 

sont remplacés quand c'est nécessaire par les faisceaux coalisants (classe de la 

différente inverse). En effet soit 

OJq = Hom2 «7,2) . 
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L. SZPIRO 

La trace fournit une "section" canonique de ^ , notons la Tr , pour donner 
des formes hermitiennes à l'infini il suffit de spécifier la valeur de | Tr| 
Posons 

1 4 = e0 

LEMME 1.4. - On a la Jbuitd exacte. suivante. : 

о oK 1—Tr wOK f 1OK/Z 0 

Ре рЫь degfrô , )= -2х((Гк) . 
К 

Les lemmes 1.1 à 1.3 sont le secret de la démonstration des quatre théorèmes de base 
de la théorie des nombres algébriques. Nous indiquons brièvement les démonstrations 

de ces théorèmes par la méthode ainsi introduite. Le quatrième théorème est 

d'un usage constant dans ce séminaire. 

THEOREME 1.1 (Hermite-Minkowski).- SI [K:Q] > 1 alou > 1 (i.e ^ (Z) = 0) . 

Démonstration : le lemme 3 contre le lemme 1 indique xf©y ~0 . Donc si 

r9^0 on conclut de suite par les formules (v) ' (remarquer l'économie). Si 

r2 = 0 et r̂  > 1 choisissons a = (aa) € ]R 1 qui ne soit pas dans l'image (dis

crète) de logO'jç et telle que l a0= 0 . Notons l'élément de Picc©^) 

qui "à distance finie" est égal à 0^ et qui est muni de métriques telles que 

|1|a = exp(aa) . Nous avons tout fait pour que soit différent de dans 

Picc(ÔJJ , donc, par le lemme 2 (degO^ = 0) H°(0̂ ) = 0 . Donc par le lemme 3 

"X? > 0 , ce qui conclut. 

THEOREME 1.2(Dirichlet).- Le groupe. du> clat>t>Qj> d'idéaux de. t&t {tni. 

En effet tout L € cl (6jJ peut être muni de métriques hermitiennes à 1 ' infini 

tel que deg(L) = -y? (0̂ ) . La classe de L ̂  est donc représentée par un idéal 

CL de norme au plus (exp - xf 8%)) (lemme 3, formule (iii)). Il reste à appliquer 

le lemme évident suivant : 

LENME 5.- L* ольетЫг deb idéaux do. de nonmz in é̂KimAe. à un nombre, donné, 
2At {ÂJli. 

THEOREME 1.3 (dit des unités : Dirichlet).- Soit W £e ьоиь-елрасг vzctosUeZ 
r1+r2 

de R {опте dojb élémantb (a0) toJU que. Z a0 = 0 [noyau du ddgKé], 
alohA Vimago, do. &^ рак Vapptûiation 9 log| QJ>t un Ké&eau danb W . 
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DEGRÉS, INTERSECTIONS, HAUTEURS 

r1+ r2 
Idée de la démonstration : Soit une suite d'éléments de ]R de degré 
-x'ftW (i.e T, a P = -Y1 (KJ) et soit GT € Vie (01) construit comme 

K ae0 a'n 0 K %i c K 
dans la preuve du théorème 1. Il nous suffit de montrer (car l'image de est 

discrète) qu'une sous suite des & est convergente dans Pic ((XO . Chaque 
% c 

H 0 ^ ) est différent de zéro par le lemme 3, donc il existe des idéaux &n , 

principaux, de norme inférieure exp(-xf(^))-
Soit une sous suite de an tels que les idéaux CLn soient tous égaux. 

On a <y -x.<rK =0.n = XjfrK . 

Il existe donc des unités u. ê V telles que x. =u-x . On a par hypothèse 
. . J i i 1 J J ° 
x. I a „ ^ 1 et donc a ^ u.1 ^-r—r . Posons a' . = a u L , on a ' J's o",n. a,ny yo |xQ|a a,j a,i\j a'a 

& = & i dans Picc fé)^) . Les - sont bornés, donc on peut en extraire 
3 r +r 

une suite convergente dans ]R ̂  2 . C.Q.F.D. 

THEOREME 1.4 (Hermite).- L'ensemble. doj> coKpà do, nombre* algébKlqueA de, dzQKé 
donné n , et qui ne. &ont Kamt̂ ieb qu'e.n un e.n&emble. itnt de. placer donne. S , 

ej>t £lnl. 

Ce n'est pas l'énoncé classique du théorème de Hermite (si D̂  est fixé, il 

n'y a qu'un nombre fini de K ) mais cela en est une variante qui servira surtout 

sous la forme suivante : 

COROLLAIRE.- Soient g un esitieA, S un e.nAejmble. &ini de, placer de, K , alosu 
11 existe, une. exteMlon itnie. K' de. K , e.iie.ctivejne.nt calculable., telle, que. : 
¿1 AK eAt une. vatilèti abélimne. AUA K de. dÂme.n̂ lon g , dont le. modèle, de. 
Uénan a bonne, réduction m dehonA de. S , alosu Â , eAt à rédaction Aesni-Atable.. 

En effet, on sait qu'en rendant rationnels sur K' les points de division par 

12 (par exemple) de Aĵ , Â , est semi-stable. L'effectivité vient de ce qu'on 

verra plus bas que la démonstration du théorème 4 est effective. 

Démonstration du théorème 1.4 : elle se fait en deux parties : 

a) quand n et S sont fixés D̂  est borné 

b) quand n et DK sont fixés il n'y a qu'un nombre fini de possibilités pour K . 

a) C'est un problème local;soit K—> L une extension galoisienne de corps locaux 

de degré n et de groupe G . Soit Gi le sous-groupe de G qui agit trivia

lement sur C% /Mf+1 .On vérifie assez facilement les faits suivants : 
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- valuation (D) = g C# G± - 1) 

- Gi/Ĝ +1 est un sous-groupe de Y l / ^ L ^ 

- = (1) pour i>e/(p-1)où e est l'indice de ramification absolue 

(e=vK(p), p = car(̂ K/̂ K) ([S] IV §2 ex.3 a) b) c)). 

On a donc une borne effective pour les exposants des idéaux premiers qui ren
trent dans la décomposition de D (n et S fixés). 

b) Montrons que si n et D sont fixés il y a un élément primitif dont les diffé

rentes valeurs absolues sont bornées. Soit L - ^ avec pour métriques à l'infini 

hlai-(|)r2/2 D - V 4 21-2 

hla.=2 i>i 

alors deg L = - x1 (^) • 

Il existe donc (lemme 1.3) xC(^ tel que \a^{x)\ ̂  (|) D1/4 2 2 1 ; 
|ai(x)|^,i>1 . e 

Un tel élément est primitif car |a.j(x)|> 1 (n |â (x)| ai ̂  1) et 

|o*̂ (x) | < 1, i ̂  1 . Il est borné par hypothèse, on a donc gagné. 

2.- INTERSECTIONS SUR LES SURFACES ARITHMETIQUES 

Arakelov a construit une théorie des intersections, pour les diviseurs 

"compactifiés" sur une surface arithmétique, qui s'approche le plus possible de 

celle des diviseurs sur une surface algébrique. Nous en donnons ici la définition 

et les propriétés. Les démonstrations quand elles ne sont pas indiquées se trouvent 

dans les exposés 2 et 3 de ce séminaire. Faltings, et partiellement Hriljac, ont 

donné des compléments sur la théorie d'Arakelov qui la rapprochent encore plus 

de la théorie géométrique. Ces développements se trouvent dans les exposés 2 et 3. 

2.1.- Diviseurs et groupe de Picard compactifiés 

Soit X > Spec &^ une surface arithmétique régulière. Pour chaque a pla

ce à l'infini de K choisissons une (1-1)-forme d\iQ telle que Jx (q^Vq = 1 • 

DÉFINITION 2.1.- Le Qhjoupe de PleaAd compactljlé Pic(X,dua) d'une, buni&ce 
axÀXSmetJjque X , manie, d'éléments de volume duQ , comme phxM haut, QJ>t le 
groupe de CÙJU>*>QJ> d'<U>oméfru.eA de £cuu>ceaux invehAÂbloA L 6uA X murvu poux 
chaque o d'une mé&Uque henmitimne positive '6°° < , >Q AU/L LQ teJULe que : 

- 2 ^ 83 lo8|s|q =Cdeg L)dp0 
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Bien sûr, degL est le degré de LK sur XK . 

THEOREME 2.1 (Arakelov).- Роил chaque choix de mét/ujque* (dua) *ил le* XQ 
*atlbjalbant à Jx ̂  du^ = 1 on a la *ulXe exacte *ulvante 

^ Г +Г 
0 — > Ж ^ 2/log(?—> Pic(X,duQ) Pic(X) — » 0 

où 3 e*t la jléche "oubli" de* *1лисХиле* hemUlenne* à Vinfini, et 
a(a1,... ,a ^ ) e*t la *tAuctuKe henmltlenne *ил le. jalbceau lnven*Âhle CC I r i +r 2 A 
teUe que. : 

роил chaque, a , 11 |Q(P) = exp(aa) роил tout point P de. XQ(C) . 

La seule difficulté de ce théorème est la surjectivité de 3 (existence de 
métriques permises) : elle est résolue dans l'exposé 2 (R. Elkik). Notons que 
l'exactitude de la partie gauche de la suite signifie exactement que deux métri

ques permises sur le même fibre, diffèrent par la multiplication par un nombre 

réel positif. 

DEFINITION 2.2.- Un divlbeun compactljlé *UA X e*t une. homme. jonmelle jlnle 
En [v] + E À„ [a] où v poKcouxt le* cycles Iwiéductlble* de. codlmen*lon 
v v a€0 0 
un dan* X , iiy e*t un entlen et XQ un tuéel. le. groupe, de* dlvl&euA* compac
tljlé* *enjx noté Divc(X) . 

DEFINITION 2.3.- Soient (duQ) de* élément* de volume *UA le* XQ *atl6jal&ant 
Jx ( Q ^ O ~ ̂  9 ̂  ^ aKie jonction hjatÀJonneile *ux X . Le *ou*-gnoupe 
de* cLLvl&eun* compactljlé* principaux P(X,duQ) e*t le *ou*-QKoupe de Divc(X) 
de* élément* de la jonme E v(f) [v] - E e. JY r/r.log|fI du 

PROPOSITION 2.1.- L'application cp qui a un dlvlòeuA compactljlé : 
E nv [v] + Z Xa [a] , a**ocle le jal&ceau Invesuible métAl*é : 
(ïïnÇnv , M l a = exp(-Xa/ea ) IndulX un l&omoiphl&me : 

Divc(X)/P(X,dua)c Pic(X,duQ) . 

La démonstration est évidente. Mettons néanmoins en évidence l'application 

inverse : soit L un élément de Picc(X,dua), s une section méromorphe de L , 

Dg le diviseur à distance finie associé à s , on fait correspondre à (L,s) 

le diviseur E v(Dg) [v] - E ea(Jx (c) log is la ducP'-a"' ' 0,1 vérifie ̂  la classe 
de ce diviseur modulo P(X,du ) ne change pas quand on change la section s de L . 
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Si D est dans Div (X) on note ff (D) = (p(D) . c x 

2.2.- Intersections 

THÉORÈME 2.2 (Arakelov).- Soit X une surface arithmétique munie, de. métriques 
du à l'infini telles que. JY r<rMdu = 1 . MOHM il existe, un et un seul accou-
O* Ag O 

plement bilinéaire ( , ) : Pic(X,dua) xPic(X.dM̂ ) > R ayant les propriétés 
suivante* : 
(I) Si D est un diviseur irréductible et cédait horizontal (i.e. {ini sur 
Spec C^) (L,Ô̂ (I))J = degg ê L [au sens du corolZaire de. ta proposition , où 
D est le normalisé de la partie iinie de D et eD : D—*X Vapplication 
canonique). 

(II) Si D eMt un diviseur dans la iibre de v€Spec(C^) 

(L,C(,(l))) = (degré géométrique de L/_). log N(v) 

(III) (.,.) est symétrique. 

On prend bien entendu (1) et (II) comme définition ; le seul problème est de 

montrer (III). Ce dernier point se vérifie facilement à lfaide de la formule de 

Green-Riemann. 

Il est bon d'expliciter le cas de sections : supposons que le genre des ^ibreJS 
est au moins un : 

Soit E une section de X > Spec , g = genre (X̂ ) > 1 , Ĉ (E) a une 

section canonique s£ . Nous noterons toujours ^(E) l'élément de Pic(X,duQ) 

tel que cp(E) = ̂ (E) i.e Jx log | sE CP) [ 0 duQ = 0 .Si et E2 sont deux 

sections distinctes on a 0 

(ErE2) =N(ElnE2) - l za log|sPi(P2)|o 

où Ê n E2 est l'intersection schématique des Ê ,et, P̂  le point de X^ corres

pondant à E^ . 

La fonction X ((C) x X ((E) ]R+ définie par 
0 0 

G (P.,,P0) = |sn (P0) I = |sn (PJI est dite fonction de Green associée à dp . 
a i z "\ ̂  °" 2 ' °~ a 

Remarques : a) l'intersection d'Arakelov commute bien au changement de base fini : 

K—» K' : elle devient multipliée par [V :K] . 

b) A l'aide de a) on peut ramener tout calcul d'intersection au cas de sections 

et de diviseurs verticaux. 

c) On voit facilement que les termes locaux à l'infini de l'intersection d'Arakelov 

ne sont pas tous positifs dans (E...E-) . C'est une différence majeure avec la 
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situation géométrique. 

2.3.- La formule d'adjonction 

Pour chaque système de métriques dua telles que Jx ($)ацо = 1 on a 11116 

théorie des intersections d'Arakelov. Il en est un plus naturel que nous appelle
rons canonique : 

1 g 
dua = — ш-лш. où (o)̂) est une base orthonormale de 

H°(X pour <a,3> = /xa(C)0tÂ  

On montrera essentiellement dans l'exposé 2 (L. Moret-Bailly) que ces métriques 

ont l'avantage suivant : 

THEOREME 2.3 (Arakelov).- Soit X une. &ил£асе. aÂÂXhmétique. бил К de. gcnne. 1. 
Soit A la diagonale, de. XxX et. s 1аье.с£иэпcanonique.de. <X< V(A) . Vé îni&Aonb 

CL. A Л* л К 
une. met/Uque. keJunitie.nne. ьип. ft^xX^^a ipa/l lsÂ P,̂ 'a = Gg^P'^ • Mo™ 
(Щэду ~ ^ eAt le, {aibceau nonmal à A^ est muni d'une, mitAique. dite. 
canonique., qui eJbt peAmise. pouA 1ел du canoniques. AutAeme.nt dit bi E ebt 

2 
une. section de.X—» Spec 0^ оиаСа̂ /О̂ .б̂ СЕ)) = -E 

Remarque : la formule d'adjonction pour les diviseurs horizontaux possède des 
termes non triviaux à 1 ' infini : par exemple si D = Ê  + E2 est somme de deux 

sections distinctes et est la différente de D sur Cf on a : 

((V<r°X(D)) + (D-W = logN(ôD/ty) -2 Z ealog|sp̂ (P2)|a 

3.- HAUTEURS 

3.1.- Intersection d'un cycle de codimension un et d'un cycle de dimension un  
dans une variété arithmétique compacte 

Soit XK une variété propre sur К . Pour construire des "hauteurs" il nous 
faut une structure entière sur 0^ (à distance finie) et des métriques hermitien
nes aux places à l'infini ("structure entière à l'infini"). Soit donc X un 

modèle propre de XK sur Spec 0^ (i.e la fibre générique de X est X̂ ) . 

Soit L^ un fibre inversible sur X^ , L un prolongement de L à X , nous 

supposerons de plus que Lg sur XQ est muni d'une métrique hermitienne £° , 

| . |a , pour chaque а . Soit P€XK(K) il lui correspond biunivoquement une 
section ep de X—^SpecO^ . Le faisceau inversible £p(L) sur 0"K est muni 
de métriques à l'infini et donc possède un degré au sens du §1. On pose 
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h L , . О 
(Р) = 1 

К(Р) :Q] deg е * P 
L 

C'est la hauteur de P associée à L et I.I .Par abus de notation, nous la 
noterons h^ quand les métriques seront clairement fixées. Par exemple on a : 

h L 0 m ( P ) = M H L ^ • 

LEMME 1.- La kawteun. eut invasUante рал. c.kanaeme.wt de. солрд de. baôe. 

C'est clair. 

LENME 2.- (Changement de structure entière sur le faisceau inversible). 

SI L' est une autre extension de LK à X i l existe une constante С telle 
que : |\(Р) - hL,(P)| < С pour tout P€XK(K) . 

En effet, il existe un entier m tel que — L e—* L' «—* mL ' n m 

LEMME 3.-(Changement de métriques). Soient | . | d'autres métriques hermitiennes 
sur tes L̂  , alors i l existe une constante С tel que 

hL | | (P) - hL | | f (P) <C pour tout P€XK(K) . 

Les XQ étant compactes la fonction cpQ définie par : I • la =* Фа1 • Га est bor
née. D'autre part, si K' contient К et p est une place à l'infini divisant 
о , sup фр = sup фа . 

LENME 4.- (changement de modèle entier). Si (X,L) et (X',L') sont deux modèles 
entiers de (XK,LK) alors I I existe une constante С telle que 

|hL, CP) -hL(P)| <C pour tout P€XK(K) . 

Par le lemme 2, et par produit fibre on se ramène au cas où on a un morphisme 
birationnel 

тг: X' — * X 
et L'=TT*L . 

Dans ce cas, on a : hL,(P) = hL(P) pour tout PeX^QC) 

Exemple : a) hauteur naïve : Soit X un point de p£ , choisissons une base de 

К et soient (X ,...,X ) les coordonnées de X associées à cette base 
(à К près !) . Munissons de la métrique hermitienne telle que la base choi
sie soit orthornormale . Munissons O^-PO^àe nitrique de Fubini-Study associée, 
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i.e,pour tout point P, 0)/p est muni de la métrique quotient par : 

K£+1 ^ja - œ/P *0 .Si seH0(Pr,0Fr(1)) , s = EXiSi (Si 
base orthonormale) et P G Fr de coordonnées XQ...X on a : 

|s(P)|2 = 
\Z XiXi|2 

A \ \ 2 

Nous avons donc une hauteur de Fubini-Study sur P : h (P) . 
ro 

On vérifie facilement que 

hFS((xo...xr)) = 
xv 

log 
g(Z X?)(ea/2;) 

N(Z (TK xp 

On notera l'inversion numérateur-dénominateur par rapport à la formule (iii) du 

§1. Cette inversion est due à la dualité sections-coordonnées. 

b) La hauteur naïve est positive. On en déduit (lemme 3) que pour tout (L,|.|Q) 

où L est ample, il existe une constante C telle que : hL | | (P) > C pour tout 
P€XK(ÎC) . 

c) Si cpQ ... cp»£ sont des polynômes homogènes de degré m en les variables 

XQ,...,Xr et si X est un point de Pr où les ne sont pas tous nuls on a 

la comparaison suivante entre les hauteurs naïves sur Pr et sur P^ : 

h(cp(x)) ̂ m h(x) + h(cp) 

où h(cp) = logN +Z log sup I coefficients des <p-1 
a 

avec N = nombre maximum de monômes dans les . 

THÉORÈME 3.1 (Northcott).- SOÂX f :X—» Spec une, vaAtété pn,o je.c£lve. 4 ил Qr̂  
et L un Л̂Ьке tnveAJbXhle, ьип, X tel que, : LK bolt ample, et LQ mint a4une, 
mtxJuque, keAmltienne, non nulle., роил chaque, о . К1окл : 

(i) I l exlbte, une, constante. С telle, que, hL(P) >C роил tout P dan* XK(K) 
(ШРсал tout nombre, n.eet A et tout e,ntteA d , V ensemble, аем poixvU de, XK(K) , 
аЦАжл 4ал un солрд de, de,gié au plu* d бил. Q , et de, hauteuA 1п{епл,еххЛ,е, à A 
eJbt iÂjii. 

Par les lemmes précédents on se ramène à la hauteur naïve sur Pr . Alors 

(i) est évident. Pour (ii) considérons l'ensemble Er ̂  des points de Pr 

rationnels sur un corps de nombres К tel que [K:Q] = d . Soit 
о : Er>d >(Pr((I5))d qui à P€Pr(K) , [K(P) : Q] = d associe le point 
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(o\ (̂P))̂ =1 où les CK(P) sont ses différents conjugués. Soit Xr ̂  le quo

tient de Prx...x]pr par l'action du groupe symétrique ^ . On a tout fait 

pour que : si P€PR(K) , [K:Q]<d alors qoo(P)€X ,(Q) où 

q : F x , , . xp — » X j . Notons que la partie (ii) est évidente pour la hauteur 
naïve h quand d = 1 . Il nous suffit donc de vérifier qu'on a une hauteur h' 

sur Xr ̂  associée à un faisceau ample telle que 

h'(qoa(P))< m h(P) + C m€N , C constante, P€ E , . 

On plonge pour ceci Xn ̂  dans un projectif par des polynômes homogènes en chaque 

système de variables et invariants par 5̂  . L'exemple c) permet alors de conclu

re. 

3.2.- Hauteurs à singularités logarithmiques 

L'avantage d'avoir introduit des métriques à l'infini, et les hauteurs associées 

sur les méthodes pré-arakeloviennes (hauteur naïve et ses variantes) réside dans 

le choix ad-hoc de métriques pour chaque situation. Un des gadgets essentiels 

de la démonstration de la conjecture de Tate par Faltings est la hauteur modulaire 

introduite plus bas. On verra dans l'exposé 7 de M. Raynaud qu'elle a été choisie 

pour se comporter de façon naturelle à l'infini. Par contre le schéma de modules 

des variétés abéliennes polarisées n'est pas projectif et les considérations 

de 3.1 sont insuffisantes. On est donc amené à considérer des hauteurs sur des 

variétés ouvertes qui ont un comportement raisonnable "à l'infini". 

DEFINITION 1.- SoJUint X une. vantété algébntque. -ôo/i C , L un {OUUCQJOUU inveA-
àible. &UA X , X une. compactt£ication de. X et L un pn.olongeme.nt de. L à X 
Soit |. | une. métntque. heAmitimne. &un. L. On dit qu ' eIZe. eut à Aingula/utéA  
ZJOgaAithmiqueu -Ô } i l existe, une. métnique. |. | -ÔOA L et un e.ntieA po&itii r, teJU 
que. JboQ.oJLeme.nt bun. X : 

sup 
PCX 

ls(P)l 
ls(P)l 

s(P)!0 
|s(P)| 

< C(-log Z|£±CPD|)r 

où C eut une. constante, et f̂  &ont dej> équation* locateu de. X - X = D . 

Soit X^ une variété algébrique sur K et X^ une compactification de X^ . 

Avec une métrique sur LQ sur XQ pour chaque a et un modèle entier de 

(X,L) de (XK,LK) (où LK est un prolongement de L̂  à X^) on définit une hau

teur pour les points de X̂ (K) avec la même formule qu'en 3.1. 
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THEOREME 5.1'.- Avec le* notation* cl-de**u* *uppo*on* que L^ ĵ oit ample et 
que le* métrique* *ил le* LQ * о lent à *lngularlté* logarithmique* alor* : 

(i) I l existe une comptante С telle que hL(P) >C роил tout PeXK(K) . 
(ii) Роил nombre r.éel A et tout entier, d , Ven*emble de* point* de XK(K) 
déjlnl* *ил un солр* de degné au plu* d *ur Q , et de hauteur, plu* petite que 
A , e*t jlnl. 

Pour montrer ces deux énoncés, par le théorème de Nbrthcott (Th.1), il suffit 

de trouver un faisceau inversible ample L' sur X^ , muni de tout le nécessaire, 

un entier m , et une constante tels que 

(*) hL(P) >^ hLI(P) + C1 pour tout P€XK(K) . 

On se ramène sans peine au cas où - = D est un diviseur. Choisissons un 

entier m plus grand que l'exposant r de la définition 1 et tel que 

V = L (-D) soit ample. Munissons L' des métriques * * 9 où f est une 

équation locale de D . On vérifie facilement l'inégalité (*). 

3.3.- La hauteur modulaire (ou différentielle) 

Soit A^ une variété abélienne de dimension g sur К et A-^Spec 0^ son 
modèle de Néron. Le faisceau des différentielles de degré maximum sur A 

provient de Gf . Notons Шд le faisceau inversible sur tel que 
f 4 = "а/сг • 

On peut se mettre sur Шд une métrique naturelle, dite métrique modulaire, 
pour tout a de la façon suivante : 

«e % o = rfcvj^) l«l2 = l ' v o a A S I 
о)д est donc canoniquement un élément de Picc(0̂ ) et a un degré (certains auteurs 
disent : le degré d'Arakelov de о)д , d'autres le degré différentiel de A). La 
hauteur modulaire (ou différentielle) de A est — — deg(a)J 

[K:Q] ô A 
DEFINITION 2.- Soit A^ une variété abélienne *ил К , et К' une exten*lon de 
К ой Дс, a réduction *eml-*table [par exemple on peut prendre роил Kf 
un солр* de rationalité de* point* de division par 12 de A^). On déjlnlt la 
hauteur modulaire * table de A^ par la jofimule 

h(^) = 
1 

[K' : Q] 
deg w 

A va K1 

La composante neutre du modèle de Néron d'une variété abélienne semi-stable 

étant stable par changement de base, la définition ci-dessus ne dépend pas du 
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corps K! choisi. (Certains auteurs nomment h(Â ) la hauteur stable). On a 

bien sûr tout de suite noté, que, deg(ô ) ne dépend que de la composante neutre 

du modèle de Néron. Par la propriété universelle du modèle de Néron il est clair 

que la hauteur modulaire d'une variété abélienne est plus grande que sa hauteur 

modulaire stable. 

Remarque heuristique 

Si la vie mathématique était belle, on aurait sur Spec TL un schéma de 
module fin M des variétés semi-abéliennes principalement polarisées , de dimen

sion g (une variété semi-abélienne est une extension d'un tore par une variété 

abélienne). Dans ce cas, si A est l'objet universel sur M, serait muni 

d'une métrique sur M l'ouvert correspondant aux variétés abéliennes. Si on 

montrait de plus que a). ̂  est ample et que la hauteur modulaire est associée à 

des métriques à singularités logarithmiques, le théorème 1' nous fournirait 

l'énoncé de finitude qui est un des buts de cet harassant travail : l'ensemble des 

variétés abéliennes de dimg sur K de hauteur modulaire bornée est fini. La 

situation n'est pas si simple .On montrera cependant ce dernier énoncé dans l'exposé 

5. L'exposé 4 (le Lemme de Gabber par P. Deligne) fournit une sorte d'objet 

universel, l'exposé 5 (L. Moret-Bailly) essentiellement l'amplitude de • 

Nous montrons ci-dessous la propriété de singularités logarithmiques. 

THEOREME 3.2.- Soit S un schéma nonmoUL connexe de, type. &ini ALLA C et boit 

f : A—» S un schéma 6emt-a.be.tten AUA S qui &oit abélien AUA la {Xhn.e généti

que.. Soit Z le {eAmé de S où A n'est pas abélien, alons la métrique modu-

latAe &UA ^a/sIS-Z ^ &i&guJbxhitê't> logaAithmiques. 

Examinons d'abord le cas d'une jacobienne. 

Soit C une courbe connexe, lisse, projective, de genre g>1 , sur Œ et 

soit J la jacobienne de C . Par dualité on a une identification canonique 

H°(C,^) -^H1(C,<rc)* -^H°(J,^) . 

J C 
Si w est une forme différentielle sur J nous noterons uj la forme diffé
rentielle sur C obtenue par cette identification. 

LEMME 3.2.1.- Avec les notations ci-dessus 6i (jô,...,u)g Aont des î-̂ onmes 
difâësientielles huA J on a : 

| det (0)Ç A S)Ç ) | = |Jj (jÔ A. . .A(x)gA J^A. . .AWg| 

Choisissons g points P̂ ,... ,P de C , on a ainsi un morphisme fini de 
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degré g! : 

TT : CG > J . 

On a TT* 
J 
WI 

=r1 J 

03-
1 

+ r*2 J 
03« 
1 

+... + r*g J 

1 

où IT. : C—>J est l'application d'Abel associée au point P- . Il est clair 

que f c r*j wJi ^ r*j wJk = fC wCi ^ w-Ck 

0c 
J 
0) 

.T 

I 
A. . . A(|) S 

g 
A (A) S 

1 A. . . ^w 
H 
3 = 

1 
g! T,a€Ê g 

e(a) e(*r) n 
1 
Jcu) C a (i) A(x) 

C 
• (i) 

v g! 
m E U 

g 

e(a) n 
i 

fC w C 
i 

AO) C 
a (i) 

a det /c to C i ̂03 
C 
j 

Supposons donc que f : A — * S soit la jacobienne d'une courbe semi-stable 

X—*S . Par le théorème 1.6 de [D-M] on se ramène à un nombre fini de cas de la 

forme X — • D où D est le disque unité dans C , lisse sur le disque épointé 

et semi-stable à l'origine. 

Soit Uj j= 1.. .r,r+1.. .s , un recouvrement ouvert de X tel que 

-si j > r : Uj a* Dx D = (x,y| |x|̂ 1 , |y|^1} est un voisinage d'un point singu

lier dans XQ d'équations locales x.y = t (semi-stabilité) 

-si j^r Uj > D est lisse et Uj nXQ n'est pas vide. 

Posons |M|0(t) = 1 
r 

r 
1 Ujflf-1(t) 

w^w 

C'est une bonne métrique plus petite que ||a)|| (t) = j a) AO) t ̂ 0 . 

Il nous reste donc à estimer 

Ujflf'V) 
0) A 0) pour r + 1 û j ̂  s 

où w est de la forme : (fonction holomorphe) dx 
x 

Il faut donc évaluer : 

i / 1*|x|*| u 
dx Adx 

E ï 2 
= -2 log|t| C.Q.F.D. 

(Cette démonstration est due à G. Faltings). 

Pour en déduire le cas des variétés abéliennes quelconques, remarquons d'abord 

qu'en prenant une compact if icat ion désingularisée à la Hironaka et en intégrant 

sur le complémentaire de boules entourant les singularités des fibres, la métri-
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que modulaire est plus grande qu'une métrique définie pour tout t €S . 

On a donc facilement une des deux inégalités. Pour avoir l'autre (|a| = O((log)r) 

on prend une courbe lisse X^ dans la fibre générique , X un modèle 

de X̂  et J la jacobienne relative de X sur D , alors on a une suite exacte 

0 — • B—> J—> A — * 0 . 

Quitte à prendre un revêtement de S , J a réduction semi-stable : la métrique 

modulaire sur J ayant des singularités logarithmiques et celles sur A et B 

étant minorées comme plus haut, on en déduit que la métrique modulaire sur A 

(et même sur B ) a des singularités logarithmiques. 
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