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EXPOSE XV 

GROUPES D'HOLONOMIE DES VARIETES RIEMANNIENNES 

Jean-Pierre BOURGUIGNON 

Dans cet exposé nous nous proposons de discuter les résultats connus sur 
les groupes d'holonomie des variétés riemanniennes. Nous portons une attention par
ticulière aux groupes d'holonoraie spéciaux qui apparaissent sur certaines variétés 
kahlériennes. Le groupe d'holonomie est un invariant riemannien qui en dit d'autant 
plus sur la variété riemannienne qu'il est petit (ainsi une variété plate a un grou
pe d'holonomie f ini) . Aussi ne distingue-t-il que des variétés ayant des propriétés 
spéciales. Nous supposons que les variétés considérées sont C et connexes. 

Rappelons pour commencer la définition du groupe d'holonomie d'une variété  
riemannienne (M,g). Nous verrons ultérieurement qu'il serait plus juste de parler de 
la représentation d'holonomie. 

Soit y : Co,l]—1 M une courbe par morceaux tracée sur M . Nous dési
gnons par D la dérivation covariante de la métrique riemannienne g et par Y I e 

vecteur-vitesse de la courbe Y • Le transport parallèle ?y le long de y est la 
résolvante de l'équation différentielle linéaire D.X =0 le long de y , i . e . l'ap-

Y % 

plication linéaire qui au vecteur X tangent en p a M associe la valeur pour 
t = 1 de la solution de l'équation ayant X pour condition initiale. On peut remar-
quer que, l'équation différentielle étant homogène, ïy ne dépend pas du paramétrage 
de y ; de plus la connexion de Levi-Civita étant métrique, T est en fait une iso-
métrie. Le groupe d'holonomie en p , soit Hol̂  , est le sous-groupe de 0(T M,ĝ ) 
engendré par les transformations T lorsque X parcourt l'espace X des lacets en p 
C par morceaux définis au paramétrage près. En fait l'application T qui, à la 
classe d'un lacet X , associe est de faç̂ on évidente un homomorphisme de groupes de 
X dans Hol 
P P 
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J.-P. BOURGUIGNON 

On voit alors facilement que,si on change le point-base p en le point 
q , i l y a coïncidence entre Hol et T o Hol ©T ^ où v désigne une courbe 

arbitraire de p à q . Ainsi la représentation d'holonomie est bien définie à équi
valence près quel que soit le point base. 

En ne considérant que le groupe X° des lacets homotopes à zéro, on définit 
le groupe(ou la représentation) d'holonomie restreinte, soit Hol̂  . On a bien enten
du un homomorphisme de n. (M,p) dans le groupe quotient Hol /Hol° 

Le reste de cet exposé est consacré à décrire quelles représentations 
peuvent être des représentations d'holonomie. Nous examinons comment se traduisent 
en termes géométriques, notamment en termes de courbure, les propriétés de ces 
représentations. (Au niveau de généralité où nous nous sommes placés jusqu'à main
tenant, toutes les notions introduites ont un sens pour toute connexion sur un G-
fibre où G est un groupe de Lie, cf[4j par exemple). 

1 . PROPRIETES DE LA REPRESENTATION D'HOLONOMIE (RESTREINTE) 

1) (Borei-Lichnerowicz) Le groupe Hol° est un sous-groupe de Lie fermé de 
SO(TM) . 

En effet le groupe Hol est connexe par arcs comme image continue du 
groupe X qui est connexe par arcs. D'après un théorème de Yamabe (cf£6]) cela im-
plique que Hol̂  est un sous-groupe intégral de SO(T̂ M) . Pour montrer qu'il est ferme, 
la preuve est plus délicate car i l faut s'assurer que la partie centrale est au plus 
de dimension 1 ce qui nécessite d'étudier l'action de Hol dans le cas réductible. 
(Pour une preuve complète, voir [3] page 73). 

2) (Ambrose-Singer [ l ] ) L'algèbre de Lie Kol du groupe Hol est engendrée 
—; p zi— p ; 

par les transformations antisymétriques de la forme T »R °* où x,y sont " " ^ Y x,y y — des vecteurs de T M et v un chemin quelconque de p à q . q — _ 

(Pour une preuve complète, voir [3] page 89). 
Nous expliquons seulement ici le lien dans un sens. Soient x et*y deux 

vecteurs tangents en p à M .On peut les prolonger au voisinage de p en deux champs 
de vecteurs X et Y tels que [x,Y] = O . Notons (<*g) et ( p ^ ) ^ les flots de X 

st 
et Y . Il suit que la courbe y^. obtenue en suivant pendant le temps s la courbe 
intégrale de X , puis pendant le temps t celle de Y issue de a^ip), puis pendant 
le temps s à nouveau celle de -X issue de (3̂  0 ag(p) et enfin pendant le temps s 
celle de -Y issue de B (p) = a oB 0a (p) (comme £x ,Yj = 0, les flots de X et Y t -s t s 
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commutent) est en fait un lacet par morceaux en p . 

P 
X «S(P> 

Y 

B (p)=<x oP .a (p) t -s t s &\oa (p) t s 

Par définition de la courbure, nous avons alors 

R d2. 
2V dt 1 tt' I 

t = 0 

C'est ainsi que la courbure apparaît liée à l'holonomie. C'est par ce 
biais aussi que la symétrie de la connexion de Levi-Civita va intervenir pour res
treindre les groupes d'holonomie possibles. En effet l'absence de torsion de D 
implique que la courbure vérifie la première identité de Bianchi 

R z + R x + R y = 0 x,y y,z z,x 

pour tous vecteurs tangents x, y et z . 

Deux autres remarques concernant le théorème d'Ambrose-Singer peuvent être 
faites : 

i) i l montre que l'holonomie tient compte de la courbure en tout point de la 
variété M j 

i i ) i l présente surtout un intérêt théorique, car pour l'utiliser i l faut con
naître le transport parallèle sur tout M , donc en fait connaître l'holonomie. 
Cependant par un choix judicieux de lacets en p (plus compliqués que ceux intro
duits précédemment), on montre que pour tous vecteurs x^,.. . t a n g e n t s en p 

les dérivées (D^ R) appartiennent aussi à l'algèbre d'holonomie. 
Xl9'' ',Xk *k+l,Xk+2 

2 . HOLONOMIE ET OBJETS PARALLELES 

On rappelle qu'un champ d'objets géométriques (tenseurs, densités, k-plans) 
est dit parallèle le long d'une courbe y s ' i l est invariant par transport parallè
le le long de y et parallèle si sa dérivation covariante est nulle, donc s ' i l 
est parallèle le long de toute courbe. 
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Principe d'holonomie. Tout champ d'objets parallèle définit en chaque point un objet  
invariant par le groupe d'holonomie et réciproquement. 

Le sens direct est évident par définition même du groupe d'holonomie. Pour 
la réciproque, si t est un objet géométrique en p , pour tout point q de M on 
peut définir la valeur en q de t en prenant pour t(q) le transporté parallèle 
de t le long d'un chemin y de p à q . Si nous avions pris un autre chemin y' de 
p à q , nous aurions obtenu le même résultat puisque T ° T ( t ) = t , T o T 

Y y p p y Y 
appartenant à Hol 

Il est intéressant de regarder quelques exemples d'objets géométriques 
parallèles : 

Exemple 0 . La métrique g elle-même comme nous l'avons déjà fait remarquer. En 
fait génériquement seuls les objets déduits algébriquement de g sont parallèles. 
Une façon algébrique de traduire cette propriété : le groupe d'holonomie d'une 
variété riemannienne générique est le groupe orthogonal entier (dont les seuls in
variants sont les objets déduits de g). On obtient cette propriété, en perturbant 
si nécessaire la métrique(par exemple en ajoutant dans une boule au voisinage d'un 
point la métrique de la sphère) dès que les transformations {R |x,y € T M} engen-

n(n-l) X,y ,P drent l'espace vectoriel de dimension — des transformations antisymetriques. 

Exemple 1. Pour une métrique kahlérienne, i l est connu que la structure presque 
complexe J (ou la forme de Kâhler w) est parallèle. Le groupe d'holonomie est 
alors nécessairement contenu dans U(T M,J ,g )= GX (T M,J ) fl 0(T M,g ) >le groupe 

p p P P P P P 
unitaire. On montre que génériquement une variété kahlérienne a le groupe unitaire 
tout entier comme groupe d'holonomie. (La preuve se fait de faç̂ on analogue au cas 
riemannien, en perturbant la métrique kahlérienne au voisinage d'un point en lui 
ajoutant le potentiel kahlérien de la métrique de Fubini-Study du projectif complexe 
<EPm). 

Exemple 2. Si une variété kahlérienne a un élément de volume complexe parallèle v , 
i . e . une m-forme différentielle extérieure holomorphe ( m est la dimension complexe 
de M) , alors son groupe d^olonomie est contenu dans SU(T M,J ) . 

P P 
On peut dans ce cas démontrer la 

Proposition 1.Une métrique kahlérienne est à courbure de Ricci nulle si et seulement  
si son groupe d'holonomie restreinte est contenu dans le groupe spécial unitaire. 

Preuve. On se sert de la partie directe du théorème d1Ambrose-Singer. Nous avons vu 
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dans l'Exposé II que la courbure de Ricci r d'une métrique kahlérienne peut se 
définir comme 

r = Trace^R ) . x,y <C x,y 

Rappelons que cette propriété est une conséquence de la première identité 
de Bianchi pour la courbure, donc de la symétrie de la connexion. 

Par suite nous obtenons que, pour chaque point q de M , 

fR |x,y 6 T M} c <SU(T M,J ) . 1 x,y' q q q 

Réciproquement, si le groupe d'holonomie est contenu dans SU(T^M,J )̂, 
cela signifie qu'il existe une section parallèle du fibre en droites complexes des 
m-formes extérieures complexes. Ce fibre est donc plat et sa courbure,qui s'identifie 
à la courbure de Ricci, comme nous l'avons vu dans l'Exposé II est donc nulle. • 

Exemple 2bis. Le cas du groupe SÛ  est un peu spécial car i l s'identifie au groupe 
des quaternions unités, le groupe Sp̂  . Il n'est donc pas surprenant que l'on puisse 
donner une description particulière des objets parallèles lorsque le groupe d'holo
nomie est SÛ  . Lorsque seulement le groupe d'holonomie restreinte est SÛ  , alors 
les objets parallèles n'existent que localement. 

Dans notre présentation, outre la forme de Kahler U) définie par 
4i = g qui est parallèle (puisque g et J le sont) , i l y a la 2-forme de volu-x,y Jx,y 
me complexe v (de type (2,0)) et la 2-forme complexe conjuguée v (de type (0,2)). 
Outre a) i l est passible de prendre fte y = V*V et Jpn v = V^ comme base des formes 
parallèles. L'avantage que présentent ces dernières formes est leur caractère réel. 

Une autre description de ces trois formes ne fait pas jouer de rôle pri
vilégié à une structure complexe particulière. Nous la donnons maintenant. L'espace 
des 2-formes d'un espace euclidien de dimension 4 admet une décomposition en deux 
sous-espaces de dimension 3 qui, dès qu'une orientation est choisie, sont les sous-
espaces propres de l'opérateur de Hodge. (Par définition, si a est une k-forme, 
•*a est la (n-k)-forme tel le que a A"*a = g(cr,a)v^). On note alors 

2 * + •** -
A T M = A T M S A T M 

puisqu'en dimension 4 l'opérateur* est une involution, donc que ses valeurs propres 
sont + 1 et - 1 . 

2 * , Comme, en un point p de M , A T M s'identifie a l'algèbre de Lie du 
P 
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groupe SÔ  , la décomposition précédente peut aussi se lire comme celle de l'algè
bre de Lie ©JT. en ses 2 idéaux irréductibles isomorphes à 6JT_ ^ StL . (Ces 2 idéaux 

k 3 2 
ne sont pas isomorphes comme SO^-modules). La réduction de l'holonomie de SÔ  à 
SÛ  = Sp̂  s'interprète comme le fait qu'un des 2 facteurs est laissé invariant 
(chaque facteur est un idéal dans l'algèbre de Lie 6IT ̂ ) > d'où l'apparition d'un 
espace de dimension 3 de 2-formes parallèles. Il est facile de voir que les éléments 
de longueur 1 de ce sous-espace s'identifient aux structures complexes sur TM indui
sant toutes la même orientation. (L'autre sous-espace est formé des multiples des 
structures complexes induisant l'orientation opposée). 

Lorsque la représentation d'holonomie se réduit à SU , i l y a donc une 
2 % 2 ~, sphère S de structures complexes parallèles, donc pour lesquelles la métrique est 

kahlérienne. 
Ce point de vue est relié au fait que SÛ  = Sp̂  . Toute base orthonormée 

(l,J,K) du facteur laissé invariant s'identifie à une base des quaternions imaginai
res, définissant une structure de 3H-module sur chaque espace tangent. Il est pos
sible de trouver de telles structures sous des hypothèses globales sur une variété 
de dimension k . Ainsi nous avons 

Théorème. Soit M une variété compacte de dimension 4 orientable spinorielle 
( i . e . à deuxième classe de Stiefel-Whitney ŵ (M) nulle) à signature a(M) non nulle. 
Toute métrique à courbure scalaire positive ou nulle sur M admet SÛ  comme groupe  
d'holonomie restreinte. 

Corollaire. Toute métrique à courbure scalaire non négative sur la variété différen 
t ie l le M sous-jacente a une surface complexe K3 est à groupe d'holonomie SÛ  . 

En effet,comme ŵ (M) =c^(M,J) (mod 2),M est spinorielle. De plus a(M)=+ 16 
suivant l'orientation choisie. Par ailleurs M est simplement connexe, d'où le pas
sage au groupe d'holonomie entier. De plus de telles structures existent grâce à la 
solution par S.T. Yau de la conjecture de Calabi. 

Idée de la Preuve ; On considère l'opérateur de Dirac £ agissant sur les champs de 
spineurs. Comme a(M) / 0 , i l existe nécessairement d'après le théorème de l'indice 
un champ de spineurs v|/ / 0 tel que = 0 (on dit que *l> est harmonique). Comme 

J?y = D"*Dv|/ + " ,|, 

(où D désigne la dérivée covariante de Levi-Civita et u la courbure scalaire), 
on trouve en intégrant l'équation contre , que u £ o implique Dt = 0 et u = 0 . 
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Exemple 3. Une généralisation à des dimensions supérieures de l'holonomie SÛ  = Sp̂  
est le cas où la représentation d'holonomie se réduit à Sp le sous-groupe compact 
maximal de GJ&(r,]H) où 2H désigne le corps des quaternions agissant en dimension 4r . 
Les objets parallèles sont engendrées par la métrique g et trois champs d'endomor-
phismes I , J et K vérifiant I2 = J2 = R2 = - Id et IJ = K , JK = I , Kl = J , 
autrement dit se comportant comme la base canonique de l'espace des quaternions ima
ginaires. Le fibre tangent devient donc un fibre en 1H-modules. Comme la représenta
tion de Sp^ est une sous-représentation de SÛ r > toute métrique riemannienne dont 
la représentation d'holonomie est Sp^ est à courbure de Ricci nulle d'après la 
Proposition donnée dans l'exemple 2 . De plus, si I est pris comme structure com
plexe de référence, alors J+iK définit une 2-forme de type (2,0) par rapport à I qui, 
étant parallèle, est nécessairement holomorphe. C'est en fait une caractérisâtion 
de l'holonomie Sp 

Proposition 2-Une métrique kahlérienne admet Sp^ comme groupe d'holonomie si et seule 
ment si une 2-forme holomorphe non-nulle est parallèle. 

Exemple 4 . Cas des formes différentielles extérieures. 
Remarquons d'abord que, D étant symétrique, toute k-forme différentielle extérieure 
a parallèle est fermée car 

da 
k 

i=c 
(-D1 (D a) /\ X. X , • • . ,x . , • • • ,x i o i k 

(ainsi pour une 1-forme différentielle a et des extensions X et Y de vecteurs 
tangents x et y 

(<to)x,y " X-(<V " y'(ax) " a[X,Y] 

= (DXŒ)y + \ Y " ( V } x " ŒDyX " °tx,Ï] 

et les termes ne contenant pas de dérivées de a font exactement intervenir la tor
sion de la connexion D) . 

Un cas particulièrement intéressant est fourni par la "k-forme volume" 
d'un champ de k-plans. Il est en effet facile de voir qu'un champ de k-plans est 
invariant par transport parallèle si et seulement si la forme-volume qu'il définit 
est parallèle. Il suit alors de la remarque précédente et du théorème de Frobénius 
qu'il est complètement integrable comme noyau de la forme fermée -ita où est l'opé
rateur de Hodge lui-même parallèle. Il définit donc un feuilletage dont les feuilles 
sont totalement géodésiques. 

(En effet si y est une géodésique de M tangente en un point à une 
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feuille intégrale de la forme a , alors elle l'est en tout point, donc est restée 
dans la feuille, car le long de y nous avons 

D.( 0,.«) = 1/ p« + t.(D.a) = 0 
y y D^Y y Y 

avec comme condition initiale O^^otio) - O.) 

Ceci nous amène à l'application principale du concept d'holonomie, à 
savoir l'étude de la réductibilité (locale ou globale) des variétés riemanniennes. 

Le théorème de décomposition locale s'énonce comme suit : 

Si la représentation d'holonomie restreinte agit trivialement sur le sous-
espace V et préserve la décomposition V V. , alors i l existe un voisinage 

U de p tel que U s'écrive comme le produit riemannien U = -jf" U. où la 
i=o 1 

métrique est plate sur le facteur U et coïncide sur les autres facteurs avec celle 
induite par celle de U .De plus la représentation Hol se décompose en un produit 
de représentations internes à chaque facteur. (Pour une preuve, voir [3] page I85). 

C'est dans l'étude de la réductibilité qu'il est important de penser à 
l'holonomie comme une représentation. Le groupe d'holonomie n'est pas un groupe 
abstrait. C'est un sous-groupe (défini à conjugaison près) du groupe orthogonal 
agissant par sa représentation fondamentale sur un espace euclidien. Supposons par 
exemple que deux sous-groupes agissant dans deux facteurs d'une décomposition en 
produit riemannien soient abstraitement isomorphes. Il n'est pas possible que le 
groupe d'holonomie soit isomorphe à un de ces sous-groupes et agisse diagonalement 
sur les deux facteurs. On dit quelquefois qu'il y a nécessairement réductibilité 
forte. 

Le théorème de décomposition globale (dit théorème de de Rham) s'obtient 
alors à partir du théorème local par application du principe de monodromie. 

Soit M une variété riemannienne complète. Si la représentation d'holono 
mie de M est réductible, alors M est revêtue par un produit riemannien de  
variétés complètes. 

(Pour une preuve, voir [3] page 187). 

Bien sûr,si M est simplement connexe, le théorème précédent implique 
que M est globalement un produit. Il permet de ramener l'étude des variétés rie
manniennes à celle des variétés riemanniennes irréductibles ou plates. En effet i l 
faut prendre garde à ce que s i , localement, toute variété plate est bien un produit 
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rieraannien, i l n'en est rien globalement même pour les tores car tous les tores 
ne sont pas rectangulaires! 

3 . LE THEOREME DE CLASSIFICATION 

Grâce aux symétries de la courbure et à la description de l'algèbre d'ho-
lonomie donnée par le théorème d'Ambrose-Singer, le théorème suivant a été obtenu 

(Berger-Simons). Le groupe d'holonomie restreinte d'une variété riemannienne irré
ductible M de dimension n est transitif sur la sphère-unité Sn ^ dès que M 
n'est pas un espace riemannien localement symétrique de rang ^ 2 . 

Rappelons les définitions équivalentes d'un espace riemannien localement  
symétrique M : 

i) la courbure de Riemann R est parallèle \ 
i i) pour tout point p de M , la symétrie géodésique is définie localement 

autour de p est une isométrie riemannienne ; 
i i i ) M est un espace homogène riemannien G/K muni d'une involution C de l 'al

gèbre de Lie Q telle que la composante connexe de l'ensemble de ses points fixes 
s'identifie a la composante connexe de l'identité K de K . 

De plus le rang de l'espace riemannien localement symétrique est la di
mension maximale des sous-variétés plates totalement géodésiques. 

La démonstration originelle de M. Berger (cf.[2j) a été simplifiée par 
J. Simons (cf .[5]) . Malgré tout, elle reste très compliquée et en particulier le 
fait que, hormis le cas symétrique, Hol agit transitivement sur la sphère unité 

P 
S M de T M n'a pas de démonstration directe. 
P P 

Donnons une bribe de la démonstration qui montre encore une fois le rôle 
joué par la première identité de Bianchi, 

Soit x un point de S M , D'après l'esquisse de démonstration du théorème 
P 

d'Ambrose-Singer, pour des éléments quelconques y, z de T M , le vecteur R x est 
o P y»z 

tangent à l'orbite de x sous le groupe Hol . Si nous supposons que Hol° n'est 
P ^ P 

pas transitif sur S M , i l existe au moins un vecteur x' tangent a S M orthogonal 
P P 

à cette orbite, d'où,pour tous y, z dans T̂M , 

g(R x,x') = 0 . 
y tz 

Mais la première identité de Bianchi implique que la courbure R a la propriété de 
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symétrie "par paires" 

g(Rv z X>X,) = g(Rv v«y'z) • y,z x,x 

Il suit donc que 11endomorphisme antisymétrique f̂ est nul. On peut ainsi 
construire beaucoup d'endomorphismes de courbure nuls, puis par utilisation du thé
orème d'Ambrose-Singer (et beaucoup de travail1.) suffisamment de sous-variétés to
talement géodésiques pour aboutir au fait que M est localement symétrique de 
rang ^ 2 . 

Comme les groupes de Lie agissant transitivement sur les sphères sont 
connus, i l est possible de dresser le tableau suivant des représentations d'holono-
mie irréductibles. Nous le complétons par les conséquences géométriques, les géné
rateurs de l'algèbre des formes extérieures invariantes (qui donnent donc lieu à 
des formes différentielles extérieures parallèles) et des exemples (locaux, complets 
ou compacts). Remarquez que les objets invariants se construisent à partir de formes 
extérieures : cela est dû à la structure de l'algèbre des représentations du groupe 
orthogonal. 
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