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INTRODUCTION GENERALE

Le présent numéro d'Astérisque est consacré a des travaux de divers
auteurs portant sur trois sujets d'actualité : les groupes Extn des représentations
des groupes de Lie (parties III et IV), les représentations de longueur finie des
groupes de Lie (parties II, IV, V), 1'homologie des représentations des groupes de
Lie (parties I, VI). On va tenter, dans cette introduction, de faire le point de

ces diverses théories.

1) Groupes Ext’ des représentations des groupes de Lie.

Dans le cas des groupes semi-simples, on avait jusqu'a maintenant des

résultats de deux types sur les groupes Ext K(E,F) ou E et F sont des Lﬁ;,K)-modu-
’

les simples : 43

a) des résultats généraux, par exemple :

- Ext} K(E,F) =0 si E et F sont de carré intégrable (Schmid [13] pour
’

n = 1, Zuckérman (non publié) pour n quelconque):

- Ext:‘?'K(E,F) = O pour tout n strictement inférieur au rang réel de G si

E (ou F) esf unitaire et F (ou E) de dimension finie (Borel-Wallach [14]) ;

- si E et F ont des caractéres infinitésimaux réguliers, et si

Ext1 K(E,F) #0 , alors E et F sont sous-quotients d'une mtme série principale
’

(Vo/gezn [15]).

b) des résultats concernant des groupes particuliers, par exemple calcul explicite

de tous les Ext;% K(E,F) lorsque G = SL(2,R) (Pinczon-Simon [16], Guichardet [17]).
’

Dans le cas des groupes de Lie inhomogénes (i.e. produits semi-directs de la forme

G =BKAou B est distingué et isomorphe a un Ifl), les groupes Exté ont été
déterminés dans un travail de Guichardet [18] inspiré par des résultats de Rideau
[19] concernant le groupe de Poincaré ; la partie III de ce fascicule est consacrée

a 1'étude des groupes Extg dans la meéme situation. On obtient ici des résultats

un peu analogues a ceux de Mackey, ramenant le calcul des Ext” de G a celui des
Extn d'un sous-groupe j; mais ce sous-groupe est produit semi-direct du "petit groupe"
S par un sous-groupe N de B qui n'apparatt pas dans la théorie de Mackey. Par

ailleurs NS présente une certaine analogie avec le sous-groupe G(f) de la



INTRODUCTION GENERALE

e
"méthode des orbites" (voir partie V , n 6.2) ; d'ou 1'idée qu'il doit exister des
n , . .
relations entre les Ext:;l et les ExtG(f) , G étant maintenant un groupe de Lie
quelconque. Le cas des groupes nilpotents est étudié en détail dans la partie IV de

ce fascicule : notons E 1le G-module unitaire irréductible associé par la méthode
s ’ z ’? . Ie .
de Kirillov a un élément f de g , Em le sous-espace des vecteurs différentiables,
x le caractére de G(f) de différentielle iflﬁg(f) . On peut se demander si l'on a
4

(1) Ext’(E ,E ) ~ Ex € ,a) .
G X

n
6 () X

On démontre qu'on doit en réalité remplacer G(f) par un objet plus compliqué : le
A .

commutant C d'un relévement de YY) /I dans U( )I , ou I est l'annulateur de

(=]

E dans Y ) 3 on démontre aussi que la relation (1) est vraie si l'orbite

G.f est plate (i.e. est un sous-espace affine) ou est de dimension maximum.

2) Représentations de longueur finie des groupes de Lie.

On disposait jusqu'a présent d'un certain nombre de résultats concernant

les groupes semi-simples, auquel cas ''représentation" signifie "(A4 ,K)-module" .

Notons x un caractére de Z( c) et cx la catégorie des ( ,K)-ﬁodules de longueur

finie dont tous les sous-quotients simples admettent le caractere infinitésimal X

a) Résultats de Bernstein-Gelfand-Gelfand [1], réénoncés par Khorochkin [3] : on
construit une algébre Q , sous-quotient de‘u(ﬁ?c), contenant un quotient de Z( c);
on note @' 1la catégorie des Q-modules de longueur finie dont tous les sous-quotients
simples aémettent le caractére infinitésimal X 3 on peut alors construire un

foncteur & —3 @' qui est un fait une équivalence de catégories, mais on n'a pas de
constructiﬁn explicite du foncteur inverse. Enfin on peut décrire explicitement Q
(par générateurs et relations) si l'on connait la structure de certaines séries

principales de G

b) Résultats de Khorochkin [2],[3] : on prend G = SOo(n,l) ou SU(n,1) et x = cara-
ctére infinitésimal de la représentation triviale ; dans ce cas on connait suffisam-
ment la structure des séries principales pour décrire Q explicitement j; on en
déduit que @' est équivalente & la catégorie 2" de certaines représentations

d'un certain graphe j; par exemple, pour G = 500(3,1), 2" est la catégorie (qu'on
notera cb dans la suite) des diagrammes de la forme

d

N
v, ;::§==:=9 v, ;) a
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ol V1 et V2 sont des espaces vectoriels complexes de dimension finie, d+ , d et

a des applications linéaires telles que a.d+ =d .a =0 et que d+ d et a soient

nilpotentes; les morphismes de cette catégorie sont évidents.

Dans le cas ou G = SOo(n,i), on peut construire explicitement, par des procédés
combinatoires, les objets indécomposables de 2! ; on retrouve ainsi des résultats
de Gelfand-Ponomarev [6] pour SO°(3,1), et de Gelfand [9] et Nazarova-Roiter [10]
pour 500(2,1). Dans le cas de G = SU(n,1), il n'existe pas de construction aussi
explicite, car le probléme contient alors celui de la classification a équivalence
prés des paires de matrices permutables - probléme dont la non-résolubilité explicite

a été discutée par Gelfand-Ponomarev [7] .

c) Résultats de Speh [11] : soient G un groupe semi-simple, E1 et E2 des

(ISWK)-modules simples, E, étant en outre de dimension finie, et Ex§i?,K(E1,E2)

non nul 3 on construit un foncteur pleinement fidéle de la catégorie des (/34K)-mo-
dules de longueur finie a sous-quotients simples isomorphes a E1 ou E2 , dans la
catégorie cb décrite plus haut.

La partie II du présent fascicule étudie essentiellement les self-extensions d'un
(A4,K) -module simple, noté J , d'un groupe semi-simple réel G ; on montre que celles-
ci sont des sous-modules de Cl?3K)-modu1es induits a partir de représentations d'un
sous-groupe parabolique cuspidal P = MAN , triviales sur N . On donne également une
borne supérieure pour la dimension de Ext1 K(J,J) (théoréme 1) . Dans le cas ou

J est une série principale généralisée irréductible (induite & partir de P), les
résultats sont plus complets : on établit une équivalence entre la catégorie des
self-extensions de J et celle des self-extensions d'un module irréductible d'une
algébre de polyndmes a dim A -variables (algébre des invariants de S(Y) sous un sous-
groupe du groupe de Weyl de A). Danscertains cas cette algébre est précisément

égale a S(Y) et, en outre, le foncteur inverse de l'équivalence de catégorie préci-
tée est donné par l'induction des représentations de P a G . Enfin, grace a ces
résultats, on résoud complétement un probléme posé par I.M. Gelfand ([9],p.97) sur
les (AY,K)-modules indécomposables a caractére infinitésimal généralisé "non singu-

lier" , ceci pour G complexe (théoreme 3).

La partie IV contient des résultats du méme type dans 1le cas d'un groupe de Lie
nilpotent G : on y construit explicitement une équivalence entre la catégorie des
C-modules de longueur finie a sous-quotients simples triviaux (od C est la sous-
algebre de MIN\ I introduite en 1) ) et celle des G-modules de longueur finie a

.
sous quotients simples isomorphes a E ; si de plus l'orbite G.f est de dimension
maximum, on peut remplacer C par G(f), mais 1'équivalence de catégories n'est

plus explicite.



INTRODUCTION GENERALE

Enfin la partie V est consacrée a la démonstration d'un résultat du méme type dans

le cas des groupes de Lie inhomogénes : sous certaines hypothéses concernant

l'action du petit groupe S dans B* (toujours vérifiées si S est semi-simple ou
compact), on construit explicitement une équivalence entre une catégorie de NS-modu-
les de longueur finie et une catégorie de G-modules de longueur finie. Ici la dé-
monstration est assez différente de celles des cas semi-simple et nilpotent puisqu'-
elle utilise de fagon essentielle, d'une part les propriétés des groupes Ext” , et
d'autre part un résultat d'Algébre Homologique reliant les dites propriétés a celles
des foncteurs (proposition 2.1).

Remarquons que dans les trois cas (groupes semi-simples, nilpotents, inhomogénes)

le résultat obtenu est un résultat de "réduction'" analogue a celui de la Théorie de
Mackey, mais moins agréable que ce dernier, en ce sens que dans nombre de cas consi-
dérés comme '"favorables'", il raméne le probléme concernant G a un probléme analo-
gue concernant un groupe abélien, probléme non résolu (voir la remarque de Gelfand-

Ponomarev mentionnée ci-dessus en b) ).

Remarquons enfin que les résultats obtenus dans ces trois cas motivent une conjectu-
re (voir partie V , n°6.2) reliant les G-modules de longueur finie aux G(f)-modules
de longueur finie, mais qui peut etre vraie tout au plus pour les orbites coadjoin-
tes de dimension maximum, puisque l'on connait un contre exemple dans le cas du
groupe nilpotent G5 et d'une orbite de dimension non-maximum.

2

3) Homologie des représentations des groupes de Lie.

Les résultats connus jusqu'a maintenant étaient en gros les suivants :
définition de l'homologie et construction d'objets relativement projectifs [23] (le
tout est plus délicat qu'en cohomologie, entre autres parce que le H est a priori
non séparé) ;isomorphisme de Poincaré, da a P. Blanc et D. Wigner [24] ; isomor-

phisme de Van Est, da & J. Pichaud [25].

La partie I de ce fascicule est consacrée au lemme de Shapiro en homologie (pour
les représentations induites au sens Cm a support compact modulo le sous-groupe
induisant) ainsi qu'a la définition et a la surjectivité de l'application
H*(Gd,E)~———>H*(G,E) ou Gy désigne le groupe G rendu discret. On y présente en réa-
1ité un traitement unifié de 1'homologie et de la cohomologie. Ajoutons qu'un ré-
sultat moins général que le ndtre, concernant la cohomologie, avait été obtenu dans
[26] par des méthodes différentes,utilisant notamment les classifiants j; sur ces
questions, voir aussi [27].

La partie VI contient le théoréme de régularisation en homologie, c'est-a-dire
1'isomorphisme de H*(G,E) et ﬂ”(G,Em) lorsque E est un G-module continu j préci-

sons que H (G,E) est défini ici comme le n-iéme dérivé a gauche du foncteur
n
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E EG , ou EG est le séparé de EG , quotient de E par le sous-espace vectoriel

engendré algébriquement par les éléments g.x-x , g € G , x € E ; on sait, d'apres

Blanc et Wigner, que les foncteurs E i — E et E p—»EG ont les meémes dérivés lorsque

@
le G-module E est C , mais on ignore si cela reste vrai lorsque E est seulement
supposé continu.
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PARTIE I

(CO)HOMOLOGIE DIFFERENTIABLE ET CHANGEMENT DE GROUPES

par

P. BLANC

Astérisque 124-125 (1985)
Société Mathématique de France
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P. BLANC

INTRODUCTION

Nous &tudions ici des relations entre la (co) homologie différentiable d'un
groupe de Lie réel et celle de ses sous groupes; nous en déduisons des relations

entre la (co) homologie différentiable et la (co) homologie abstraite.

La partie cohomologique de ce travail ne prétend pas 3 l'originalité, nous
avons cependant traité conjointement homologie et cohomologie. La premiére raison
en est qu'il apparait ainsi clairement que des problémes d'analyse non triviaux
surgissent en homologie, alors qu'ils n'apparaissent pas dans les questions duales
de cohomologie. Le passage d'un résultat au résultat dual est donc généralement
loin d'étre formel.

La seconde raison est que les résultats du §12 utilisent les deux théories; enfin

~

qu'on obtient ainsi 3 peu de frais conjointement les résultats duaux des §15 et 16.

Ce travail s'ordonne de la fagon suivante :

Aprés quelques préliminaires topologiques §1,2,3, nous rappelons la définition
de la (co)homologie différentiable §4,5, dont 1l'existence est garantie par le
théoréme fondamental du §6. Au §7, nous généralisons un résultat de [2] qui nous
permet d'interpréter 1'induction 3 support compact en termes d'espace de coinva-
riants §8 et 9, et d'établir le lemme de Shapiro homologique du §11; les isomor-
phismes du §12 sont alors une conséquence facile de 1'isomorphisme de Poincaré [2].
Au §13, nous décrivons la fonctionalité de la (co) homologie différentiable par
rapport aux groupes, cette description est bien utile pour démontrer les théorémes
du §15 et 16, en "suivant" les applications intervenant au niveau des résolutions.
Nous construisons au §14 des homomorphismes naturels associés au foncteur de res-
triction et de (co) induction.

Les ingrédients des démonstrations du §15 et 16 sont en effet essentiellement la
naturalité des morphismes considérés et l'utilisation des '"théorémes de comparaison'
rappelés au §4.

Enfin notons que la partie cohomologique desthéorémes du §15 et 16 sont essentiel-
lement contenus dans [8] et [6] respectivement, la démonstration de [6] étant par
voie géométrique, alors que notre démonstration est "interne' dans la théorie de

la (co) homologie différentiable des groupes de Lie.

14



(CO)HOMOLOGIE DIFFERENTIABLE

1°) La catégorie de base, rappels sur les notions fortes :

Nous désignerons par J& 1la catégorie dont les objets sont les espaces vectoriels
topologiques localement convexes complets séparés sur le corps € des nombres com-
plexes et dont les morphismes sont les applications @-linéaires continues.

Un complexe de LS est dit fortement exact si il admet une homotopie contractante.
Une suite de & , 0— A _a_,B—B—)C —30 , est dite fortement exacte si f°a est
nulle et si vue comme complexe de ! elle est fortement exacte, ceci entraine évi-

demment que la suite est exacte.

a
Un morphisme A___5B est dit fort si 1'on a les suites exactes fortes :

O—aKer a —3yA 3 A/ker a 5 0
0 —sIma B _B/Ima ___,0
O —3yA/ker @ ————3 Ima ——50

En particulier la notion d'injection et de surjection forte est équivalente au fait
d'admettre un inverse repsectivement & gauche ou a droite.

Une résolution forte d'un objet A de & est la donnée d'un complexe positif R’ de £
et d'un morphisme Ro_a) A tel que R’ _a—) A —O0 soit un complexe fortement exact.
Ceci équivaut au fait que R'_i, A 0 est exacte et que les morphismes qui la
définissent sont tous forts. On obtient la notion de corrésolution forte en renver-

sant les fléches.

2%) Stabilité fonctionnelle :

Soit X wune variété différentiable et M dans /£ , on note Cw(x,M) 1'espace des
fonctions différentiables sur X a valeur dans M , on le munit de la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact des dérivées & tout ordre, qui en fait
un espace complet [4] .

Soit K un fermé de X , on note c°°(x ,K,M) le sous espace de c"’(x ,M) des fonctions
a support dans K , muni de la topologie induite. On note (}Z(X,M) le sous espace
de cw(x ,M) des fonctions a support compact, muni de la topologie limite inductive
des c°°(x ,K,M), K parcourant les parties compactes de X .

@
L'espace (}C(X ,M) est la somme directe topologique des C'/:

(Xi,M) ou )(i parcourt les
composantes connexes de X .,

Si la variété X est paracompacte, chaque )(i est dénombrable & 1'infini, 3‘2(xi,M)
est alors complet car c'est une limite inductive stricte d'espaces complets, il
s'en suit que C'::(X ,M) est complet.

Notons qu'il en résulte la propriété importante que toute partie compacte de c:(X,M)

est contenue pour un certain compact K de X dans cm(x JK,H) .

15



P. BLANC

@ @
Pour nous résumer pour tout X et tout M , 2 (X,M) est un objet de & , CQJX’M)

est un objet de £ si X est paracompacte.

30) La catégorie des modules différentiables :

Soit G wun groupe de Lie réel, nous ne ferons aucune hypothése sur son nombre de

composantes connexes.

Définition : Un G-module différentiable est la donnée d'un objet M de J , d'un
homomorphisme de groupe de G dans Aut(M), (g— (m—>g.m)), ot g € Getm€EM ,

satisfaisant aux conditons suivantes :

D1 : 1'image pour cet homomorphsime de tout compact de G est équicontinue.

D2 : La fonction (g — g.m) de G dans M est différentiable.

@

03 : L'application de M dans 2 (G,M), (m — (g —>g.m)), est continue.

Pour plus de détails sur ces modules voir L34.

On note Jz la catégorie dont les objets sont les G-modules différentiables et les

morphismes, ceux de £ qui commutent & 1'action de G .

Proposition : Soit X une variété différentiable sur laquelle G agit de telle

sorte que l'application (x,g).., Xx.g soit différentiable de X X G dans X et soit

M un objet de JE .

Si ¢ est une fonction de X dans M on pose pour tout g €G6 ,x¢cX

(g.9) (x) = g.(9(x.9)) .

©
Cette formule définit alors une structure de G-module différentiable sur C (X,M)

0
et si X est paracompacte sur cb(X,M).

Démonstration : L'action de G sur ces espaces est le produit de l'action de G
© @
sur X et M respectivement. L'isomorphisme de ¢ (G,@m(G ,M)) avec 2 (G X G,M) ,

voir E&], raméne 1'étude au cas ou l'une des deux actions est triviale.

Si l'action sur M est triviale, la proposition est montrée dans le cas ou X est
G-lui meme dans [ 3], cette démonstration se généralise sans difficulté a notre

situation.

Si l'action sur X est triviale, la condition D, résulte des propriétés des topo-

1

16



(CO)HOMOLOGIE DIFFERENTIABLE

logies adoptées sur ¢ (X,M) et g:(x M, of 2° .

Les co:ditions D2 et D3 sont remplies pour c?(x,M) du fai: que l'appli;atio: de M
dans ¢ (G,M) définie pour D3 , induii une applicatign de & (X,M) dans & (X,2 (G,M))
espace qui est isomorphisme & 2 (G,2 (X,M)). Pour cc(x ,M), 1'application définie
par D3 pour M , induit une application de c?(X;K,M)mdans c?(x,x,cf(e,m)) pour tout
compact K de X , cet espace étant isomorphe a & (G,2 (X,K,M)) on en déduit une

© )

@
application continue de cb(X,M) dans c,(G,cb(X,M)) ce qui montre D2 et D3 dans ce
cas.
Dans la catégorie JE , on introduit les notions relatives de suites fortement
exacte, résolution forte, morphisme fort,... ; elles sont identiques & celles in-
troduites au § 1 , il suffit d'oublier sur les objets et morphismes de JE la

structure de G-module, les considérant seulement comme objet et morphismes de 5 .

o . .
47) Notion d'injectifs et de projectifs dans la catégorie JE .

Soit P un objet de ﬁg , on dira que P est relativement projectif si pour toute

n \
surjection forte de .BG , B__B_.)C —» 0 , tout morphisme P __,C de .DG , Se reléve
en un morphisme, P__£9 B , de ﬁh , & savoir B T=n.

Dualement, I , objet de JE , sera dit relativement injectif si pour toute injection

a i .
forte de & , O A B , tout morphisme, A :_91 de £ s'étend en un morphisme
G - R 4 ’ ’ G

VA_:_,I de ﬂb , autrement dit Ta=1i. Rappelons ici les classiques ''théorémes de
comparaison" entre deux complexes, qui joueront un rdle fondamental dans la
suite

Soit X'—3M—30 une résolution forte du module M dans ﬁé , P° un complexe d'ob-
jets relativement projectifs deﬁ& : Tout morphisme, Po_ii,M , de JE , se prolonge
en un morphisme de complexesP'__z_, X® , unique a homotopie prés.
Soit 0 — M —Y " une corésolution forte du module M dans ﬁb , I’ un complexe d'ob-
jetsrelativement injectifs dans lz : Tout morphisme, M _E* IO , de lz s, Se prolonge
g*

en un morphisme de complexesY'____’ 1’ , unique a homotopie pres.

o
5 ) (Co)homologie différentiable d'un groupe de Lie

Soit € 1la catégorie des espaces vectoriels localement convexes sur @, non

nécessairement séparés, et soit M un objet de iz

G N
On note M 1'espace des invariants sous G de M , a savoir l'ensemble des

m € M , tels que g.m = m pour tout g € G , muni de la topologie induite .
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o
On définit le foncteur H de ﬁG dans € par HO(M) = Y

On note MG 1'espace des coinvariants de M, c'est le quoetient de M par le sous
espace algébriquement engendré par (g.m-m) , (g,m) parcourant G X M , muni de la

topologie quotient. On définit le foncteur H de .BG dans & par Ho(M) = MG .

o N s . Lot
Le foncteur H est relativement exact a gauche, Ho l'est a droite, plus précisément

Si, 0~ A —3B—3C — 0, est une suite exacte forte dans .&G ,

G G
O_3A 5B CG et AG_~, BG_; CG——)O sont exactes dans € .

Les foncteurs (co)homologiques sont alors définis par dérivation :

. . o, . G, . . . .
- H*(G,M) est la cohomologie du complexe H (I°) = (I )" ou OsMoI est une coré-

solution forte relativement injective de M .

- H,(G,M) est l'homologie du complexe HO(P'J = (PG) ‘ou Py M —30 est une réso-
lution forte relativement projective de M . Munis de leur topologie de sous quotient,
ces espaces ne dépendent que de M , ceci résulte des théorémes de comparaisons du
§4.et de ce que AG dans BG et CG dans BG sont facteurs directs topologiques.

Leur existence est établie par le théoréme suivant, qui entraine essentiellement que
'DG admet suffisamment d'objets relativement injectifs et d'objets relativement pro-

jectifs.

6°) Théoréme : Pour tout G-fibré principal X paracompact et tout M € ﬂG

@
- Le module & (X,M) est relativement injectif dans .DG

- Le module @: (X,M) est relativement projectif dans .BG

<]
Démonstration : On construit tout d'abord sur le fibré X , une fonction y € & (X,@),
telle que l'intersection de son support avec tout sous ensemble compact d'orbites
de X sous G soit compacte dans X et que pour tout x € X , dg désignant une

mesure invariante a gauche fixée sur G : ‘r x(xg) dg =1

En particulier, ceci entraine que si x reste dans un compact K de X , l'ensemble

des g € G tels que xg soit dans le support de x est un compact KX de G

- Soit 0 —A i.)B une injection forte de -BG , B _O_)A un morphisme de £ inver-
. i o . b

se a gauche de a , A— C (X,M) un morphisme de s

Pour tout b € B , g € G , x € X on pose :
i x(®) (@) (0 = i(gog™ ) (x) y(xg)

i
@ 0
De cette formule on déduit une application B _—_.i' e (G,e (X,M)) qui est linéaire et

18
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continue.

D'autre part si “ “K désigne une quelconque semi norme sur X , définissant la
topologie de la convergence uniforme dans f}Q(X,M) sur un compact K de X , la fonction

composée H1 (b)“K a son support dans le compact K défini plus haut, qui est indé-
X X

pendant de b € B .

On en déduit que la fonction ix(b) est intégrable sur G par rapport a dg , et que

1'application B.._l__)cm(x ,M), définie par la formule ci-dessus est continue :
i) = [ i (b) (o) dg .
G X

Il reste a vérifier que 7 est un morphisme de -&G et que c'est un prolongement
de i , ce qui résulte respectivement de l'invariance a gauche de dg et du fait que

x est d'intégrale 1 sur chaque orbite.

T
- Soit B _B, C — O une surjection forte dans 'BG y C—3B un morphisme de J in-
(=]
verse a droite de B , GC(X M) ._n_, C un morphisme de ‘DG

Pour tout ¢ EG:(X,M), g€G, x€X on pose :
qzx(g) (x) = 9(x).x(x.9)

Pour tout compact K de X 1l'application ¢ —» ¢ , envoie continument cm(x ,K,M) dans
X

o A z z ’ z s 7z by

e (G,Kx,c“(x ,K,M)) , ou KX est le compact de G qui a été précédemment associé a

.

Ketax

On peut alors poser : ;((p) = I gt 9_1 B(y (g)) ag .
G X

— @
L'application n est alors continue de C',C(X ,M) dans B . De plus pour tout

¢ € C',:(X ,M) on a les égalités suivantes
(g .¢) (9 =g .(9 (g -lg)) pour tous ge € G , g €G .
o 'y o 'y Yo ’
¢ (g) dg = ¢
I %
On en déduit respectivement que 7 est un morphisme de ﬁG et qu'il reléve n , d'ou le
théoreéme

Remarquons enfin que pour tout M € -36 on peut définir une injection forte,

00— M —,cm(G,M) par les formules :
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€e(m)(g) = m pour tout m € M et tout g € G

S(9) = y(e) pour tout 9 €c”(G,M) .

.

0
De méme on obtient une surjection forte,® (G,M) 3 M —0 pour
c
‘©
e (V) = I Y(g) a.(g)dg pour tout ¥ € @ (G,M)
c G G c
Sc(m)(g) = u(g_l).m pour tout m € M et tout g € G .

Ou ici u est une fonction de G:(G,G), d'intégrale 1 par rapport a la mesure dg , et
b e fonction modulaire de G . Ceci joint au théoréme précédent, appliqué a X = G ,
montre que JE admet suffisamment d'objets relativement projectifs et d'objets rela-
tivement injectifs.

On en déduit une description explicite du complexe qui permet de calculer les es-
paces de (co)homologie

L'espace Hl(G,M) est la cohomologie en degré i du complexe

n
G ® n+l ©, n+2 G
0 —3 C7(G,M) yoor —sC @ S, @ L

. i
ot (d"9) (ggsever9,,y) = iEo(—l) 99 sevrs9; 11999, 500050)

L'espace Hi(G,M) est 1'homologie en degré i du complexe

3
©  n+2 +1 +1 ©
BN N (T ) JG N (il BN SN O (1) J I

n+1 .
\ i
ou (an+1W) (go,...,gn) = '2 (-1) I W(go,...,gi_l,g, gi,...,gn)dg
i=o G
70) Caractérisation des fonctions d'intégrale nulle comme somme finie de différences
de translatées

o
On conserve les notations du 6 ), pour tout ] € C:(X,M) on pose :

(e(9)) (x) = I 9.(W(x.g)).AG(g).dg
G

Proposition : Si 9(9) est identiquement nulle il existe un nombre fini gl,...,gn

©
d'éléments de G et un nombre fini L 7EREREL'N de fonctions de cb(x,M) telle que

¢ =0 9= gyteeetg @ - 9
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Démonstration : Si X =G , et l'action de G sur M est triviale, c'est le théo-

réme 2.1 de [2] .

T
Si X est un fibré triviale X/G X G et M quelconque, soit X — G 1la projection de
. . . @
X sur G . On se raméne au cas précédent de la maniére suivante. Si ¢ € cb(X,M),
~ ©
on pose ¢(x) = T(x) ¢(x), y.__qqf est un automorphisme de CE(X,M), la condition

8(y) = O devient : I ?(xg)AG(g)dg = 0 pour tout x € X .
G

. ® o
Comme C:(X,M) est algébriquement isomorphe a cb(G’(cb(x/G’M)) on peut poser pour

~ Y . P ~
tout g € G : 9g(x.G) = ¢(g,x.G) est la condition s'écrit : j 9g dg = O
G

Ceci nous raméne au cas précédent oi X = G et G agit trivialement sur le module
ici G (X/G,M).

Si X n'est pas trivial, on décompose ¢ en somme finie de ?i , ou chaque Wi est
a support dans un ouvert saturé de X trivial sous G , ceci 4 1'aide d'une parti-
tion de 1'unité de X/G subordonnée & un recouvrement ouvert, localement fini, tels
que X est trivial sur chacun d'eux, on applique alors le résultat précédent a

chacun des Wi

0 o
8°) Notons Cb(X,G,M) le sous espace de ¢ (X,M) des fonctions ¥ & support compact
modulo G , c'est-a-dire telles qu'il existe un compact K de X , dont le saturé K.G

par V¥ contient le support de ¥ , et vérifiant de plus 1'égalité :

AG(g).g.W(x.g) = ¥(x) pour tout g € G et tout x € X .

On munit cet espace de la topologie limite inductive de sous espaces

C?(X,K-G,MSAG)G , K parcourant les compacts de X

Proposition : L'application @ induit un isomorphisme topologique de C:(X,M)G

]
sur c,c(x ,G,M) .
Démonstration : Si x désigne la fonction fixée en début du § 6 , on pose
-1
8 (WM (x) = ¥(x).x(x) pour tout x € X .

La proposition 4.1, de [3] se généralise facilement & un fibré quelconque, elle
montre essentiellement que @ définit une surjection forte cm(x ,M)_e.)c,m(x ,G,M),

, . . -1 . ¢ ¢
d'inverse a droite @ . Il ne reste a montrer que Ker § est exactement le noyau de

@ <]
la projection de(}c(x,M) sur c,(:(X,M)G , c'est & dire le résultat de la proposition

précédente.
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90) Soit [ un groupe fermé d'un groupe de Lie G . A tout M € B on associe le
0 -

G-module induit de " & G de M noté P?(M), défini par P?(M) = C,(G,T,MSuGl), avec les
c

notations du § 8 , ol ici G est vu comme un ['-fibré principal pour l'action a

. G . N
droite de I , le groupe G opérant sur PF(M) par translation a gauche.

D'aprés les propositions du § 7 et 8, le module P?(M) s'identifie & un quotient de

o - \ . - . . z .
GC(G,MgAGl) a savoxr‘c:(G,M@AGl)r , i1 est donc différentiable.

I1 se décrit concrétement comme 1'espace des fonctions Cm de G dans M , a support

compact modulo ' , vérifiant la relation :
Ar(y)/AG(Y) -y ¢(gy) = ¢(g) pour tout y € T et tout g € G

. s s ., .G P G \
Le module coinduit de ' a G de M noté IF(M) est défini par IF(M) = C?(G,M)F , ou

G agit par translation a gauche, c'est 1'espace des fonctions Ccn de G dans M ,

vérifiant la relation y ¥(gy) = ¢(g) pour tout vy €T et tout g €G .

100) Réciprocités :
Proposition : Si X est une variété différentiable sur laquelle G opere différen-
G

tiablement, M un [-module différentiable on a un isomorphisme naturel de C?(X,I?(M))

sur 27 x,mT .

(-]
Démonstration : A toute ¢ dans c,(x,I?(M)G on associe V¥ dans c?(X,M)F par :
V(x) = ¢(x) (e)
Réciproquement a V¥ on associe ¢ pour : ¢(x) (g) = ¥(x.g). Ceci décrit 1l'isomorphis-
me.

@ e
Proposition : On a un isomorphisme topologique naturel de CE(X’P?(M))G sur Cb(X,M)F

pour tout G-fibré principal X paracompact et G-module différentiable M EE.JE

Démonstration : L'espace c:(x,c:(G,M)) étant un module différentiable, il s'injecte

@ Ll O r :
continument dans & (G,Cb(x,cb(G,M)), voir §3 D3 . D'autre part l'évaluation en
c
@
1'élément neutre de G , définit une application continue de ¢ (G,M) dans M
c

Par composition on en déduit une application de 3:(X,c:(G,M)) dans CfYG,C:(X,M) ,

© L) o -1 = -1
qui envoit le sous espace CE(X,K,C,(G,H,M)) sur ¢ (G,H ~,& (X,KH " ,M) , pour tout
compact K de X et H de G .
En intégrant les fonctions de ce dernier espace par rapport a la mesure invariante

a gauche sur G , on en déduit une application x linéaire et continue
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de 1'espace C:(X,CZ(G,M)) dans c:(X,M) a savoir :
=(e) (x) = [ 9(xq) ™ 8(9) dg
G

Cette application est une surjection forte, l'inverse est donné par la formule :

s(¥) (x) (g) = ¥(xg) u(g) ou u € c:(G,C) choisie telle que I u(g)dg =1 .
G

@® LY 0 G N
Soit ¢ € cb(x’cb(G’M))’ son image dans G(X,PF(M))G est nulle, d'aprés les proposi-
tions du § 7 si elle vérifie :
Pour tout g' € G et tout x € X :
(y)
aply

-1
) ¢(xg) (g "g'y) a,(9) dg dy =0
r Y 8 Y J‘G G

Condition équivalente aux suivantes :

Pour tout g' € G et tout x € X :

A (y)
' -1 ' -
j‘r Y j'G ?(x 9'9) (9 y) a,(a'9) Zl(;j;)— dg dy = O

Pour tout x' € X

-1
v a.(y) ¢(x'y @) (7)) a.(g) dg @y =0 .
Ry :

Cette derniére égalité exprime exactement que V¥ est dans le noyau de la composée de

n par la surjection de(Q:(X,M) sur‘c:(X,M)r d'aprés la proposition du § 7 .
© ) © G ©
On a donc deux surjections fortes de cc(x ,OC(G,M)) sur cc(x ,PI_(M))G et C’c(x’M)r

de méme noyau, elles définissent donc un isomorphisme topologique sur leur

image.

Remarque : Compte tenu de la proposition du § 8, on peut interpréter ce résultat

@ G ©
comme un isomorphisme de cb(X,G,PF(M)\ sur(}c(x,F,M). Sur ces espaces l'isomorphisme
s'explicite par la correspondance :

Y(x) (e)

[}

\ = ¢ ou ¢(x)

et V(x)

¢(xg) a,(9) .

Bien qu'ici l'isomorphisme apparaisse simplement ,la justification en est plus

pénible.
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On généralise en fait ici le théoréme d'induction par étage de [3].Sous cette forme

on se convaint aisément du fait que 1'isomorphisme estnaturel.

110) Lemmes de Shapiro en (Eg)homologie :

Théoréme : Soit [ un sous-groupe fermé d'un groupe de Lie G , pour tout M € ﬁ} , 11

existe un isomorphisme topologique naturel de Hi(F,M) sur Hi(G,P?(M)) et un isomor-

phisme topologique naturel de HI(F,M) sur Hl(G,Ig(M)).

. . . i+l R N .
Démonstration : On munit 1l'espace G d'une structure de G-fibré principal en fai-
sant agir G a droite sur chacun des facteurs, la restriction de cette action au
sous-groupe [' , définit une structure de ['-fibré principal.

On peut donc appliquer le théoréme du §6 , les modules C:(Gl+1,P§(M)) et CZ(GI+1,M)

sont relativement projectifs respectivement dans ﬂ% et & .,

r

De plus ils constituent les modules d'une résolution forte de PG(M) et de M respecti-
vement, les différentielles étant données par la formule du §{6 . L'isomorphisme de
la deuxiéme proposition du § 10 étant naturel on en déduit un isomorphisme du

complexe
o0 . © . G
Cb(G ,M)r sur Cb(G ’PF(M))G

D'ou un isomorphisme de 1'homologie de ces complexes, & savoir en degré i 2 O , de
G . . . . N
Hi(F,M) sur H,(G,PF(M)). Pour établir le second isomorphisme, on procéde d'une
i

o i
fagon analogue : C,(Gl+1,1?

et ﬂf respectivement toujours en vertu du § 6

© i+l . - .
M) et (G ,M) sont relativement injectifs dans lz

, d'autre part les complexes défi-

O, . G . N
nis par la formule du §6 , C (G ,I?(M)) et a?(G ,M)r sont isomorphes d'aprés la

premiére proposition du §10 , d'ou l'isomorphisme de Hl(F,M) sur Hl(G,I?(M)) .

120) Quelques conséquences de la dualité de Poincaré et des lemmes de Shapiro :

a) On se donne ici un groupe de Lie G , ayant un nombre fini de composantes connexes,

bg désigne la fonction modulaire de G , on note n la dimension de 1'espace G/K

oiu K est un sous-groupe compact maximal de G .

Proposition : Soit [' un sous-groupe ecocompact de G , pour tout [-module différen-

tiable M de ﬁf , les espaces Hi(F,M) EE_Hn_l(F,MSﬁr) sont topologiquement isomor-

phes, M®AF désignant le module M tordu par la fonction modulaire de [' .

24



(CO)HOMOLOGIE DIFFERENTIABLE

Démonstration : Ce résultat signifie que 1'isomorphisme de Poincaré pour G , démon-
tré dans [2] Se propage aux sous groupes cocompacts. Remarquons tout d'abord que

Y

G . o G -1 .
PF(M) s'identifie a IF(M® AF)QAG par l'application qui & une fonction ¢ de P?(M)

-1 ,
associe la fonction g._,AG(g ) ?(g), I’ étant cocompact il n'y a en effet plus de
condition de support sur l'induite.
Il suffit alors d'appliquer successivement le lemme de Shapiro eh homologie, 1l'iso-

morphisme de Poincaré pour G , et le lemme de Shapiro en cohomologie pour avoir
H (T, =H, 6,10y )8y Y) = i (e, 188 ) = v (r,m2p0)
i’ i T e rhr T

b) Le résultat suivant relie la cohomologie d'une induite et 1'homologie d'une

coinduite & la cohomologie et 1'homologie respectivement, du module induisant.

Proposition : Si [ est un sous groupe fermé de G , ayant un nombre fini de compo-

santes connexes, soit v l'analogue de n pour T ,pour tout r—module d1fferent1able

M SE_J} on a des isomorphismes topologiques de H (r,m sur H1 n- v(G P (M))et de

Hi(l",M) sur H, v(G,Ir(MSAF/AG)) .

Démonstration : Les groupes [ et G ayant un nombre fini de composantes connexes on
peut leur appliquer le théoréme d'isomorphisme de Poincaré [2], en utilisant les
lemmes de Shapiro en homologie et en cohomologie on obtient respectivement les iso-
morphismes ci-dessus. On vérifie au passage que dans le cas ol I' est de plus

cocompact n et vy sont égaux.

130) Fonctorialité de 1'homologie et de la cohomologie différentiable relativement

aux homomorphismes de groupes de Lie :

Proposition : A tout homomorphisme entre deux groupes de Lie, correspond canonique-

ment une application naturelle de 1'homologie différentiable du premier groupe dans

celle du second, et une application naturelle de la cohomologie du second dans

celle du premier : A 1'homomorphisme identique correspond l'application identique,

a la composée de deux homomorphismes correspond la composée des applications.

Démonstration : Soit P un homomorphisme d'un groupe de Lie [ dans un groupe de
Lie G .

A tout M € ﬁé , est associé un [-module Mp de ﬁ}

identique a M , sa structure de ['-module est donnée par :

: En tant qu'objet de ﬁ', Mp est
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yem = p(y) .m pour tout y € M et tout m €M .

G . . .
On a une injection canonique de M dans M£ et une surjection canonique de M sur

ur

MG .

Etant donnée une G-résolution forte relativement projective de M , P (G,M)— M — 0,
on lui associe le complexe P‘(G,M)p — Mp-__;o qui est une ['-résolution forte de
Mp . Si maintenant P'(M,M“) —_ M“___>0 est une ' résolution forte relativement
projective de M , le théoréme de comparaison, du §4, nous donne un morphisme de
complexe de P'(F,Mp) dans P'(G,M)u dans la catégorie ﬁ} , d'ou un morphisme de
P'(r,Mp)r dans P'(G,M)pr

Si 1'on le compose avec le morphisme de P'(G,M)ur dans P'(G,M)G provenant de la
surjection canonique citée plus haut, on obtient un morphisme de P'(F,Mp)r dans
P'(G,M)G , qui en passant a l'homologie, fournit l'application cherchée de 1'homo-
logie de [' dans Mp dans 1l'homologie de G dans M . Cette application ne dépend pas du
choix des résolutions en vertu du théoréme de comparaison. Il suffit de regarder la
construction pour se convaincre que cette application est naturelle et que la corres-
pondance ainsi étalie préserve l'identité et la composition. Pour la cohomologie, la

construction de l'application est analogue, il suffit de renverser les fléches.

140) Soit [ un sous-groupe fermé d'un groupe de Lie G .

a) Proposition : Pour tout G-module différentiable M de B il existe un G-morphisme

G
naturel i de M dans IF(M) et un G morphisme naturel p de P?(M) sur M , donnés

-1
par les formules : i(m)(g) = g ~.m , pour tout m € M et tout g € G

p(yg) = J‘ g.9(g) .x(g)dg pour tout ¢ € P?(M)
G

©
Ou yx désigne une fonction arbitraire de @ (G,L) du type décrit au §6 ici pour le

fibré principal G —3G/T" , le morphisme p est un fait indépendant de x .

Démonstration : Le fait que i définisse un G-morphisme est immédiat. Par contre

L]
pour p , il faut remarquer que la composée de la surjection canonique de Cb(G,M)
sur P?(M) avec p est en fait le G-morphisme de Ci(G,M) ol G agit par translation

a4 gauche sur G dans M qui & ¢ associe 1l'intégrale : I g ¢(g)dg .
G

En effet : IGQ.XFY.Ap(y)/AG(Y)¢(gy)dy x(g)dg =

[ a9ta) [ ap x(gy'l) dy dg = [ 9¢(g) dg .
G r G
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On en déduit donc non seulement que p est un G-morphisme mais que de plus il est

indépendant de x .
Si X est un G-fibré principal, M un G-module différentiable de ﬁg , 1'injection

. © G G .
canonique de c-,°°(x ,M)G dans C',m(x,M)r se factorise a travers ¢ (X’IF(M)) , via 1l'ap-

G . . .
plication induit par le G-morphisme i de M dans IT(M) et l'isomorphisme construit
au § 10 . La vérification se fait aisément sur les formules.

De meéme considérons les applications :
] ] G ]
X,M X,P_(M X,M
cc( , )1___, cc( , 1,( ))G.__>cc( M

Ou la premiére est l'isomorphisme construit au § 10 , la deuxieme l'application

induite par le G-morphisme p de la proposition, l'application composée est la
@ ol
surjection canonique de GC(X ’M)F sur C',C(X ,M)G , en effet

© © © by .
I1 suffit de considérer les deux applications de cc(x ,C',C(G,M)) sur C',C(X ,M), a savoir

l'application =n et l'application induite par le G-morphisme p de cm(G,M) sur M ,
c

intervenant respectivement au § 10 et ci-dessus et de montrer que

composées avec l'application § du § 8 , elles coincident : le calcul

a =)
explicite nous donne respectivement j;pour tout V € (}C(X ,@C(G,M))

I g' J" g.V(xg',g)dg AG(g')dg pour la premiére
G G

f g' j‘\l’(xg'g)(g—l) AG(g)dg AG(g')dg' pour la seconde
G G

Ces deux expressions étant égales on en déduit le résultat

L G
b) Proposition : Les applications naturelles de 2 (X,M) dans c°°(x ,M)r et c‘”(x ,M)r
_— — “c

N G G
dans (',:(X ,M)G se factorisent respectivement a travers Gm(X,Il_(M)) et

© G
cc(x ,PF(M))G

15°) Théoréme : Si [' est un sous-groupe cocompact dans G tel que AG/AI" =1,

alors pour tout M € .DG , l'application naturelle de Hl(G,M) dans H' ([',M) est injec-

tive, 1'application naturelle de Hi(r‘,M) dans Hi(G,M) est surjective.

Démonstration : Sous nos hypothéses la fonction ¥ intervenant dans la proposition

du §14 est & support compact, on peut la choisir d'intégrale 1 , d'autre part
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P (M) et I (M) coincident. On déduit alors de la propos1t10n du §13 que M est
facteur d1rect en tant que G-module dans P (M) (=1 (M)) puisque ici poi est 1l'iden-
tité de M .,

L'espace H (G,M) est donc facteur direct dans H' (G, I (M)) et 1l'espace H (G,M) est
facteur direct dans H (G, P (M)). Les lemmes de Shaplro du §11, permettent alors par
composition de constru1re une injection de n' (G,M) dans ut (I';M) et une surjection

de Hi(F,M) sur Hi(G,M) qui d'aprés la proposition du §14 coincident avec les appli-
cations naturelles définies pour l'injection de ' dans G au moyen de la propo-

sition du §13.

i
Remarquons en fait qu'on a démontré que Hi(G’M) et H (G,M) sont facteurs

i
topologiques respectivement dans Hi(F,M) et H ([,M) .

o PP . . .
16") Théoréme : Soit G un groupe de Lie réel, supposons qu'il existe un sous-

groupe [' discret cocompact dans G , alors si G § désigne le groupe G muni de

la topologie discréte, pour tout G-module différentiable M gg.ﬂh , 1'application

canonique de Hi(Gé,M) dans Hi(G’M) est surjective, l'application canonique de

i s
H (G,M) dans Hl(Gé,M) est injective.

Démonstration : Le groupe [ étant discret dans G , on a le diagramme commutatif

d'homomorphisme de groupe de Lie :

[ G

A4

Gd

Appliquons alors la proposition du {13 on obtient deux diagrammes commutatifs

H(G,M) 5 H (T,M) H DM 5 H (6,4
H' (G6 ,M) H, (G5,M)
Le groupe [ étant discret et cocompact, AG/AF = 1 puisque alors AT = AG =1, on

peut appliquer le théoréme de §15 : Les fléches horizontales de ces diagrammes sont
respectivement injectives et surjectives, d'ou le résultat.

La remarque de la fin du § 15 , implique de surcr01t que H (G,M) et H' (G ,M) sont
facteurs directs topologiques dans H (G6,M) et H (G6,M) respect1vement
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§ 0 . INTRODUCTION.

Dans cet article, nous &tudions essentiellement des selfextensions de
modules de Harish-Chandrairréductibles pour un groupe de Lie semi-simple réel conne-
xe. En d'autres termes, on étudie des modules dont tous les sous—quotients simples

sont isomorphes, qu'on appellera aussi primaires dans la suite.

La motivation initiale &tait de répondre 3 une question de I.M. Gelfand
([81,p. 97) qui conjecturait que pour les groupes semi-simples complexes, les
modules de Harish-Chandra indécomposables, avec caractére infinitésimal 'mon sin-
gulier" (au sens de [8],p. 97, cf. § 3, déf. 1) &taient tous induits par des re-

présentations de Jordan d'un sous—-groupe parabolique minimal.

La conjecture de Gelfand s'avére fausse dans la généralité ol elle est
posée. Néanmoins, pour les caracté@res infinitésimaux "non singuliers" réguliers,la
réponse (positive) se trouve dans un travail commun avec H. Kraljevid [51] .
L'étude du cas général m'a amené a &étudier 1'image d'homomorphismes de Harish-
Chandra liés aux K-types minimaux des séries principales généralisées.

C'est 1l'étude des modules de Harish-Chandra indécomposables qui m'a permis de
déterminer 1'image de ces homomorphismes [4] . En quelque sorte, je viens au-
jourd'hui payer mes dettes au probléme initial, les résultats de [4] ayant déja

eu un certain nombre d'applications & des théorémes de type Paley-Wiener.

Avant d'étudier la question sur les groupes complexes du § 3 (th. 3),
nous 8tablissons des résultats sur les self-extensions d'un module de Harish-
Chandra irréductible d'un groupe de Lie semi-simple réel connexe. En utilisant
essentiellement la "conjecture" d'Osborne (cf. [ 9]) nous montrons que toute

self-extension d'un module irréductible J est sous-module d'une induite & par-

tir d'un sous—groupe parabolique cuspidal, P =MAN , de G, Ind c®V ® 1N , ol
P+ G

V est primaire de type EA avec O € ﬁd et J un sous-module de Vogan de

Ind (0 ® e>\ ® IN) (th.1) . On en déduit que Extl(J,J) est de dimension inférieu-~

P+ G g,K

re ou égale 3 la dimension de Lie A .

D'autre part, on détermine précisément les self-extensions d'une série
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principale généralisée irréductible en termes de représentations indécomposables

d'une algébre de polyndmes.

Pour répondre a la question de I.M. Gelfand, il suffit alors de mon-
trer que pour un groupe complexe, lorsque toutes les séries principales de carac—
tére infinitésimal donné sont irréductibles (i.e. ce caractére infinitésimal est

"non singulier"au sens de [8] ) , des extensions entre deux de celles-ci sont tri-
viales 3 moins que ce ne soit une selfextension. Ceci se fait en utilisant le
théoréme du sous-module de Casselman (cf. [2]) qui permet de plonger ces exten-—

sions dans des induites a partir d'un sous-groupe de Borel.

Pour terminer, mentionnons que les résultats de [3] permettraient de
traduire nos résultats en terme de représentations de G grace 3 des complétions

canoniques.

Toute ma reconnaissance va a I.M. Gelfand qui, en me suggérant cette
question, m'a mis sur la route des résultats de [4] . C'est avec plaisir que je
remercie H. Kraljevig, puisque notre travail commun [5] est & l'origine du §3
de cet article. La réduction de la question de I.M Gelfand & la question des
self-extensions (i.e. la réduction du th. 3 au théoréme 2) peut d'ailleurs &tre
considérée comme un travail joint. Enfin je remercie D. Vogan pour m'avoir montré

comment on pouvait se servir de la conjecture d'Osborne dans ces questions.

§ 1. NOTATIONS, DE?INITIONS, RAPPELS.

1.1 = 8i E est un espace vectoriel sur K= 1R ou € on notera E¥ son dual
et S(E) 1'algébre symétrique de E que l'on regardera comme 1'algébre des fonc-
tions polynomiales sur E¥ . Si E' est un autre espace vectoriel sur K , on
notera Hom(E,E') 1'espace des applications IK-linéaires de E dans E' et

1E 1'endomorphisme identité de E .

Si H est un groupe localement compact, on notera fil 1'ensemble des
classes de représentations unitaires irréductibles de H et pour u € fi on dési-
gnera par (u,Eu) un représentant de U . Si en outre H est compact, pour tout

H-module I on désignera par ™ 1a composante isotypique de type u de I .

Si H est un groupe de Lie réel, on désignera par Eo son algébre de
Lie réelle, par h 1'algébre de Lie complexifiée de Eo , par U(h) 1'algébre
enveloppante de h et par Z(h) 1le centre de U(h) . On identifiera U(h) a

1'algébre de convolution des distributions sur H , de support l'origine.

Soit V un module (sur un groupe ou une algébre) et L un module sim-
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ple (sur ce groupe ou cette algébre). On dira que V est primaire de type L si
V est de longueur finie et si tous les sous—quotients simples de V sont isomor—

phes 3 L .

Soit A un groupe vectoriel d'algébre de Lie a - Pour X € a¥ on
notera a - ax le quasi-caractére de A dont la différentielle est X et EA

le A-module de dimension | correspondant.

Si V est un a-module (ou ce qui revient au méme, un S(a)-module),
on notera V, le sous a-module de V formé de ses vecteurs de a-poids généra-
lisé X . Si V est de dimension finie, V est la somme directe des VA (A € a¥%)

et Vl est primaire de type EA .

1.2 - Dans la suite G désignera un groupe de Lie semi~simple, connexe, de centre
fini, 6 sera une involution de Cartan de G fixée une fois pour toute. Soit K
1'ensemble des points fixes de G . On noter parfois U au lieu de U(g) 1'al-
gébre enveloppante de g et 1l'on désignera par UK la sous-algébre des éléments
de U invariants sous Ad K . Si P est un sous-groupe parabolique de G , la
donnée de 6 définit une décomposition de Langlands de G , P = MAN, avec

MA =P N 6P, qu'on appellera "la" décomposition de Langlands de P , MA &tant

"le" sous-groupe de Levi de P . On note la demi-somme des racines de a

o
P
dans n . Regardant gz comme un sous-espace réel de a* on désignera pour
A€ Ef , par Re A et Im A 1les &léments de 3: tels que A = Re A+iIm X .
On note CP la chambre de Weyl positive définie par n et 6} sa fermeture.

On note W(a) le quotient du normalisateur dans K de a par son centralisateur.

1.3 - Nous adopterons la définition suivante d'un module de Harish-Chandra pour
G (on devrait dire pour (g,K)) : c'est un U(g) module, V , muni d'une action

de K tel que :

(a) V est de type fini sous U(g)
(b) V est U(k) - localement fini
(c) 1les actions de g et K sont compatibles

(d) chaque K-type est de multiplicité finie.

Comme K est connexe, si V,V' sont deux modules de Harish—-Chandra
pour G ,on notera Hom (V,V') (au lieu de Homg,K(V,V')) 1'espace des appli-
cations linéaires de V dans V' commutant aux actions de g et K.

Soit P = MAN la décomposition de Langlands d'un sous-groupe parabolique cuspidal
de G et (O,HO) € ﬁd une série discréte de M . Soit (ﬂ,Vn) un A-module de

dimension finie. On définit alors sur :
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oo -P - -
1:(0,H)= {o:6- Hogvﬂlw est C , ¢(g man) =a P(U(m l) ® m(a '))w(g) ,

Vg€EG,YVmMEM,Y a€A,V n€N},

P . P
une représentation r . de G par :

VE,XxEG,VOETS (@M, (b (D0 () =0 x .

Alors rgn est 1'induite ¢ de P 38 G de o®1® lN . On notera IP(O ® 7

le sous—espace des vecteurs K-finis de I:(c,n) . Alors IP(OJQ est stable

rgﬂ , et il est ainsi muni d'une
structure de module de Harish-Chandra. Cette structure ne dépend pas du plongement

sous l'action de U(g) qu'on notera encore

de E0 dans HU . Pour o fixé, VTr > IP(U,W) est un foncteur exact. D'autre

part, soit

() = {0 : K> B 1o est €, @km) = om Ye®K) , YKEK,V mE K, )
et
10) = {® 1K~ H_lo est K-finie, ®(km) = om Yok ,YKEK ,V m €x,)

ot KM =KNM.

L'espace 1I(0) est 1l'espace des vecteurs K-finis de f»(o) pour l'action
naturelle de K sur f”(o) . Comme G =KP , 1l'opération de restriction de G

a K ies éléments de I;(o,n) (resp. IP(U,w)) est un isomorphisme de K-modules
sur I (0) ® v, (resp. I(0) ® Vﬂ) ol K agit trivialement sur Vﬂ . Alors par
transport de structure on obtient une représentation de G (resp. U(g) ) encore
notée rg" sur Iw(c) ® V,,T (resp. I(0) ® Vn) ainsi qu'une structure de module

de Harish-Chandra sur I(0) ® Vn .

Dans le cas o T est un quasi-caractére de A de différentielle

A€ a*, rgﬂ est noté rgk , IP(O,H) est noté IP(G,X) .

1.4 - Dans ce numéro, on se fixe MA wun sous-groupe de Levi de G et l'on notera
W au lieu de W(a) 1le groupe de Weyl correspondant. On suppose que M admet
des séries discrétes. Alors W qui agit sur M 1laisse stable 1'ensemble ﬁd
des (classes de) séries discrétes de M . Si o € ﬁd (resp. A € a*) on notera
W0 (resp. WA) le stabilisateur dans W de 0 (resp.A) . Enfin on pose

W

oA = W n W
Nous allons introduire le R-groupe selon Vogan. Soit MA un sous-—
groupe de Levi de G tel que ﬁd #9 . On notera P(MA) 1'ensemble (fini) des

sous-groupes paraboliques de G dont le sous-groupe de Levi est égal a MA .
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Si o€ ﬁd »on désignera par A(0) 1'ensemble des K-types minimaux de I(0)
(cf. [10] déf. 5.1 ou [12] d&f. 5.4.18) . On a A(0) = AWO) pour w € W .

1.5 - Théoréme (Vogan) ([10],[111, [12]) :

(i) Soit o € ﬁd et W€ A(0) . Alors U est contenu avec multiplicité un
dans I(o) .

(ii) Pour u € A(0) et P € P(MA) soit JP(O,A)(u) 1'unique sous-quotient
simple de IP(O,A) contenant le K-type u . Alors, & isomorphisme prés,
JP(O,A)(u) ne dépend pas de P et sera noté J(o,)\) (u) dans la suite.
D'autre part si Re A €CP (resp. = E}) , IP(O,A) se décompose de maniére unique

(a 1'ordre prés) en :
1 A
1,(0,0) = 1,(0,)) @ ... ® 1;("’ ) (0,0
de telle sorte que pour tout i =1,...,r(0,A) ,I; (o,A) a un unique quotient

(resp. sous-module) simple J; (o,\A) . De plus

(L @1 = 1,02 @) = (3,0 MW i € AG)

En particulier, pour tout u € A(0) , J(0,A\) (M) est un quotient (resp. un sous-
module) de IP(O,A) et {J(@,\)W) lu € A} est 1'ensemble des quotients

(resp. sous-modules) simples de IP(O,A)

(iii) I1 existe un sous-groupe distingué Wg de W0 et un sous-groupe Rg

de Wy tels que :

. o s c

le groupe W0 est le produit semi-direct de RU et Wg comme groupe d'au-
. o P ~ .

tomorphismes de a, w0 est engendré par des réflexions et Rg est un

produit de copies de Z/2 Z

(iv) Notons RO le quotient wclwg (qui est isomorphe a R;) , w>w la
projection canonique et ﬁc le dual de Rb

Alors il existe une action simplement tramnsitive de ﬁc sur A(o) telle que :
Vo ,o' €M, ,VA, A" €a*,V u€A@),Vu' €A@") ,

J(0,\)(u) est isomorphe & J(o',A') (') si et seulement si (0,\) est conjugué
de (0',\') par un élément de W et si u' € ﬁU(A).u , ot ﬁU(X) est 1'ortho-
gonal dans ﬁo de
— o
RO(A)-{wekolwewc,wxewcx}.

- Y P o N 2 PN
Dans [5] nous avons démontré 1l'unicité de W, et de 1'action de R0 vérifiant
le théoréme 1.5 . On conserve les notations de 1.4 et on se fixe P € g(MAQ .

I1 résulte des définitions que :
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10 = @ 1Mo,
u €EK

ol Iu(c) est la composante isotypique de type u du K-module I(0) .

Pour U € K , on notera Pl; la projection de I(0) sur Iu(o) parallé-

Al

lement & (] . ™ (0) . On définit alors, pour tout & , y € K :

u' €K

u' fu

Yu€U(g , g GY(u) P 0)‘(u) € Hom(1' (o) , 16(0))
1Y (o)
et
P
Yu€U(g , I,rg_lYT(u) = (Pg ® ]V )rcm(u) € Hom(IY(O) I @) @ EndV
m ITY(0) ®V_

Alors, on a

Proposition ([4] , prop. 1,2)

Soient 6§ Y € K . Soit u € U(g) . Alors :

(i) 1'application A~ rg)\(u) (resp. Prgz(u)) de a* dans End(I(0))
(resp. Hom(IY(cI) , IG(O)) est polynomiale en A et définit un élément de
S(a) ® End(I(0)) (resp. S(a) ® Hom(IY(o') , 16(0))) noté rg(u) (resp. PrgY(u)) .

(ii) Notant T =T ® | : S(a) ® End(I1(0)) > End(V;) ® End(I(0))

(resp. T=7®1 : 5(a) ® Hom(17(@), 1%(0) > End(V,) © Hom(1"(@),1%(@)) ,
on a : rgﬂ(U) = ?T'(rg(u)) (resp. Prgg(u) = ?(PrgY(U)))

Rappelons maintenant le ré&sultat principal de [4]

Théoréme ([4] , th. 3) :

Soient o0 € M S Y € A(0) des K-types minimaux de I(0) . Identi-

d ’
fions I(U)Y et 1(0)S 2 EY et E; et notons PF(SY {PrGY(u)lueU} Alors:

P 6Y = (5(a) o)r(‘s’Y) © Hom(Eg,E, )

° a wo. r(8,v)

Ici S(E)wc est regardé comme module sous R0 et (S(a) o) désigne sa

composante de type r($,Y) € ﬁo

§ 2. AUTOEXTENSIONS D'UN MODULE DE HARISH-CHANDRA IRREDUCTIBLE.

2.1 - Avec les notations de 1.4 et 1.5, soit J(0,A\)(u) un module de Harish-
Chandra irréductible. Soit H(J(0,X)(M)) 1la sous-catégorie pleine de la catégorie
des modules de Harish-Chandra dont les objets sont primaires de type J(o,A)(u) .
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L'objet de ce paragraphe est d'étudier cette catégorie.

On se fixe P € P(MA) tel que Re)\E-EP . On sait, d'aprés [5]
prop. 6 (ii) et prop. 7, que A est un exposant directeur le long de P de
TP(U,)\) et J(0,\)(u) . Alors il en est de méme pour tout objet V de
H(J(0,A) (1)) (cf. [9] lemme 8.4.6) . En outre, grdce a [4] prop. 6 et prop. 7
et le théoréme de W. Schmid sur les extensions de séries discrétes on voit que

— ' . .
Ho(EaV))\+ o est semi-simple sous 1l'action de (E’KM)
Notons V = HomM(EG , Ho(-‘l’v)A+pP ® E_DP) . C'est un S(a)-module primaire de
type l:)‘ . Comme HO(E,V))\ +pp est semi-simple sous l'action de (.‘E’KM) ,
(gl 3 . .
Eo ® (Ve EDP) est un facteur direct du (m ® a, KM)-module HO(E’V))\ +pP (ici
E_ est 1'espace des vecteurs KM—finis de Ho) . Par composition avec la projec-

o
tion canonique , V » HO(E,V))\+ p s On en déduit une projection canonique
P

vV - E,® Ve llp ) . Grace 3 la réciprocité de Frobenius, celle-ci détermine
P
un homomorphisme de modules de Harish-Chandra : V - IP(O,V) que l'on notera Oy

dans la suite.

Le lemme suivant est dd & D. Vogan (communication orale) :

Lemme 1 : Pour tout V primaire de type J(0,)A) (M), (pv est une injection.

Démonstration :

On raisonne par récurrence sur la longueur de V . Lorsque V est de
longueur un , le lemme est vrai. En effet, V est non nul d'aprés [5] , th. 2,
et il en est de méme de Py - Comme V est alors irréductible, ®y est néces—
sairement injectif. Par ailleurs, il résulte du fait que X est un exposant direc-

teur de J(0,A) (y) que le foncteur défini sur l;I(J(o,)\) (W) par V > HO(E’V))\+p
P

est un foncteur exact (cf.[9]) donc aussi le foncteur V -V . Soit alors
0~ Vl > V2 > V3 -+ 0 une suite exacte dans H= E(J(o,)\) w) On a le dia-
gramme commutatif suivant :

o - Vl he V2 > V3 - 0

Yo Yo
1 2 3

0~ IP(O’VI) ->IP(0,V2) ->IP(0,V3) >0 .

\'

Le lemme en résulte immédiatement. ]
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Corollaire du lemme 1 :

Soit V un objet de H . Alors 1'action de U(g) sur V se factorise
3 travers 1'homomorphisme U(g) > S(a) ® End(1(0c)) défini dans 1.5 (proposition).

Démonstration :
En effet, d'aprés 1.5 , proposition (ii), 1'action de U(g) sur
I (0 V) se factorise selon 1'homomorphisme voulu. Comme d'aprés le lemme 1, V

est un sous—module de I (o V) , cela achéve la démonstration du corollaire. O

2.2 - Ce corollaire va nous permettre d'utiliser le théoréme rappelé en 1.5.
Soit V € B(J(@,)) () . On identifie, come en 1.5, I,(, HY et Euev .
Alors, le sous-module (DV(V) de 1 (o, V) détermine un sous-espace de E‘J ® V
stable sous End(E ) ® s(a) o , d' apres 1'égalité Fu]’l =~ End Eu ® S(a)w‘I
rappelée en 1.5, theoreme. Ce sous-espace est de la forme ELI ®Y() ot VY(V)

est un sous—-espace de V stable sous 1l'action deAS(ia_) g .,

Lemme 2 :

Avec les notations ci-dessus, pour tout V objet de H(J(o AN@) e
W
(1) Y(V) est stable sous S(a) O et S(a) 0 A .

.. . W 0,A

(ii) Notant gk (resp. l=)>\) la catégorie des S(a) O _modules (resp. S(a) > -mo-
dules) primaires de type E)‘ » la correspondance V - ¥(V) est un foncteur exact
de H dans g)\ (resp. EA) . En outre, la dimension de Y¥(V) est égale d la lon-

gueur de V .

Démonstration :

(i) D'aprés I.4 , théoréme, pour tout p' € A(0), tel que u' ¢ R (A) et
tout V primaire de type J(0,A)(Y) on a Vu = {0} . Alors, il resulte du lem-
me 1 et de 1.5 que jole ® ¥Y(V) est annulé par PFL‘lu' pour tout u' € A(0)
vérifiant u' ¢ R ) . Alors, il résulte de 1.5, théoréme, que Y¥(V) est sta-

ble sous AH = ® (s 0) , ol H est un sous-groupe supplémentaire de ﬁo(k)
r€H

dans ﬁc . Or d'aprés [4], lemme 4 , pour tout S(a)-module primaire de type E)‘ ,

X, 1l'injection canonique :

0o~ Homswg (E)\,X) > HomAH (T

est un isomorphisme.

Alors, il résulte de [4],prop A.l1 ,que tout AH-sous-module de X est: un

S(a) O-sous-module, ce qui permet de conclure que Y¥(V) est un S(a) G—sous-modu—
le . I1 résulte alors de [4] , prop. A.2 , que Y¥(V) est stable sous

S(g)wg,A , ce qui achéve de prouver (i) .
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(ii) La fonctorialité de la correspondance V > ¥(V) est immédiate ainsi
que 1'assertion sur la dimension de Y¥(V) , car la multiplicité de u dans V

est clairement &gale 3 la longueur de V . 0

2.3 - Lemme 3 :

Pour tout V,V, dans H , 1'application naturelle :

9

1 1
Y. Ext_g_ K(VI’VZ) -+ Ext S(i)wg,}‘(\y(vl) ,‘Y(Vz)) ’

est injective.

Démonstration :

I1 suffit de voir que si une suite exacte dans H : 0 > Vy>V=~>Vv,>0,
est telle que la suite exacte de S(g)wg,)\-modules : 0> ‘P(V])+ yw) »> l1’(V2)" 0
soit scindée, alors elle est elle-méme scindée. Mais, si la suite exacte :
0~ ‘!’{VI) > YW » ‘l’(Vz) + 0 est scindée, on a HomK(Eu,V) = ¥Y(V) qui se décom-
pose en somme directe Y (V) = ‘l’(Vl) 2] ‘l’(VZ) avec ‘Y(Vi) , 1=1,2 , stables
sous l'action de UK (grace 3 1.5, théoréme, et a 1'inclusion S(a) 0 c S(g)wg’}‘)
Mais alors, identifiant V' & E,@¥(V) , ona (UE, ©¥V))) N W= E, ®¥(V)

(i=1,2) , grace a [6] 9.1.7 , 9.1.10 . Comme tout se passe dans H , on a :
V = U(Eu ®‘l’(V])) QU(EU @‘I’(VZ)) ,

pour des raisons de longueur et la suite exacte O > V] >V > V2 > 0 est alors

scindée dans H . [m]

Lemme 4 :

Soient VI’VZ deux objets de H . V] et V2 sont isomorphes si et

wWo wo
seulement si les S(a) O,A-modules (resp. S(a) 9-modules) ‘l’(V]) et ‘I‘(VZ) sont

isomorphes.

Démonstration :
Le lemme est vrai si la longueur commune de vV, et V2 est égale a 1 .
En effet, on a alors V, =~ V_ = J(g,A\)(M) . Pour 1l'assertion sur les S(i)wgﬁ—

1 2
modules, un raisonnement par récurrence et l'utilisation du lemme 3 conduisent
. . _ 5 . we
immédiatement au résultat voulu. On passe & l'assertion sur les S(la_) O-modules
en utilisant [4] prop. A.1 , A.2 . mi

2.4 - Théoréme 1 : (cf. Note 3 1a fin de 1'article).

Soit o€ﬁd,>\€i* et Y € A(0) . Alors :

(i) dim Exc‘& (@D 5 IENW) < dima .
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(ii) Le foncteur Y réalise une &quivalence de catégories entre H(J(0,}) (W)
et une sous-catégorie pleine de la catégorie g)\ des S(i) 0,A-modules

de dimension finie primaires de type E)\ .

Démonstration :
D'aprés le lemme 3 , la partie (i) du théoréme résultera de 1'égalité

. 1 . . o ~
dim Exts(_a.)wg’)\ (E)‘, GZA) = dim a . Mais WO’A est un groupe engendré par des

réflexions, comme stabilisateur de A dans Wg qui est engendré par des réfle-
xions (cf. 1.4, th.) Donc S(g)wg’x est une algébre de polyndmes avec dim a va-
riables, ceci d'aprés un théoréme de Chevalley. L'égalité voulue en résulte et
cela prouve (i) .

Montrons (ii) . Au vu des lemmes 2 et 3, il suffit de montrer que si V, et

1

0
V2 sont des objets de H et si 1'on a un morphisme de S(_al)w(f,)‘—modules entre

‘l’(V]) et ‘I’(Vz) il provient , par ¥ , d'un morphisme dans H entre V] et
V2 . En considérant les graphes des morphismes, on se raméne i montrer que pour

tout objet V de H et tout S(g)wgyx—sous-module de Y¥(V) , X, X est de la
forme Y(V') avec V' sous-module de V . Mais, en utilisant[6] 9.1.7,9.1.10,
et le théoréme rappelé en 1.5, on voit facilement que Y¥(V') =X si 1l'on pose

V' =U(E, X)) . ]

2.6 - Théoréme 2.

Soit P = MAN un sous-groupe parabolique cuspidal de G . Soient
o€ ﬁd .
tible; comme pour tout W € A(o) , J(o,A)(u) = IP(c,)\) on notera H(o,)) au
lieu de I;I(J(o,)\) (u)) . Alors :

A€ E* tels que Re X € —EP . On suppose que IP(O,X) est irréduc-

(i) Le foncteur V¥ est une équivalence de catégorie entre E(IP(O,)\)) et la

0
catégorie (=I>\ (resp I=)>‘) des S(_a_)wU,)\-modules primaires de type E)\ .

(ii) Si (et seulement si) Wg,)‘ est réduit 3 un élément, le foncteur
X - IP(O,X) est une équivalence de catégorie entre la catégorie des A-modules

de dimension finie primaires de type E)\ et Q(IP(O,)\)) .

Démonstration :

Comme g)‘ et =D>\ sont canoniquement isomorphes, il suffit d'établir
1'équivalence de catégories entre g)\ et H(U,)).On va construire le "foncteur
inverse" de ¥ . Soit X un objet de g - Comme Wg,k(resp Wg) est un groupe
engendré par des réflexions, S(a) est un S(a) 0,A -module libre. Par conséquent

1'application canonique x > 1 ® x de X dans Y = S(a) ® Wo X est injective.
S(a) 0,A
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Notons A(X) 1'image de X par cette application. C'est un S(E)w&)\—sous-modu*
le de Y . D'autre part, Y est un amodule primaire de type (I:)‘ . Identifiant
IP(CJ‘,Y)Ll a EU ®Y , il résulte de 1.5 et [6] 9.1.7,9.1.10 que si 1'on note
®(X) = U(E ® A(X) , 8(X) est un objet de H vérifiant 6(X)N IP(o,Y)LE ® A(X).

dans

u
))

= H(6,A) que 1'on a aussi noté H . En outre, par construction, on a

Clairement, 1a correspondance X - §(X) est un foncteur de (__3)\ (resp. D
i
Y(®(X) X . De méme, pour tout objet V de H, ®W(V) =V (grice au lemme
4) . Ceci achéve de prouver (i) . Pour (ii) remarquons que Wg’x = {e}
implique S(E)wgyl =8(a) et A(X) =Y . D'ol la partie si de (ii) . Récipro-

quement, il est facile de voir que X = S(a) ® , qui est de dimension

Ts(a)
Card Wg y » est tel que IP(O,X) est semi-simple comme objet de H , alors que
’

[
Wg’x A

X est indécomposable comme a-module (avec un unique quotient simple) . D'oil la

partie seulement si de (ii) . O

Corollaire du théoréme 2 :

Sous les hypothéses du théoréme 2 ,

. 1 .
dim Eth,K( IP(O,)\) , IP(U,)\)) = dim a

Remarque : Comme nous 1'avons signalé dans 1l'introduction, la partie (ii) du
théoréme avait été démontrée dans des cas particuliers en collaboration avec

H. Kraljevic.

§ 3. MODULES DE HARISH-CHANDRA A CARACTERE INFINITESIMAL (GENERALISE) "NON SINGU-
LIER" POUR UN GROUPE DE LIE SEMI-SIMPLE COMPLEXE.

3.1 - Désormais, on suppose que G est un groupe de Lie semi-simple complexe,
connexe, simplement convexe . Introduisons quelques notations propres a cette
situation. L'algébre de Lie go est donc munie d'une structure complexe. On
note X > X 1la conjugaison par rapport d une forme réelle déployée de go telle
que l'involution de Cartan 6 commute 3 cette conjugaison. On notera P = MAN
la décomposition de Langlands d'un sous-groupe parabolique minimal de G . Alors
M est connexe et commutatif. On a mo = iac . On note h, =mo ®ia. .

C'est une sous-algébre de Cartan (complexe) de go . On a un isomorphisme cano-
nique entre g = (EQ)E et go X go qui s'obtient par prolongement E€-linéaire
de 1'application X + (X,X) définie sur g, . On en déduit un isomorphisme de
h = (ho) sur ho x ho tel que H - (H,H) si HE ho . L'isomorphisme entre
E’,‘ X Ef et h* qu'on en déduit est noté (p,q) € E: X l‘_: = (p,q) 62* .

Par définition (p,q)(H) = p(H) + q(H) si HE ho . D'autre part ho = mo ®ia,
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et donc h=m®a . Les injections de m, et a, dans h. se prolongent en
des isomorphismes de m et a sur ho . Pour O,A € E: on note 0 ® A
1'élément de E* tel que (0o @ A)(H+H') = o(H) + A(H') pour HE m, et

H' € a, . Nous disposons ainsi de deux descriptions du dual de h . On passe de

1'une 3 1'autre de la fagon suivante :
1 1
(p,q) =0 @ Aeept+q =1 ,p-q=0, p=75(0*),q= 3(A-0) .

Le groupe W = W(go) agit aussi sur ho = (g.,)m . C'est alors le groupe
de Weyl de la paire (go »ho) . Soit A(ho) le systéme de racines de h,
dans go qui s'identifie 3 A(a) grace 3 l'isomorphisme a = h, .
Soit A+(_llo) 1'ensemble de racines positives correspondant 3 1'ensemble A+(_a_1_)
des racinis de a dans n . Pour a €A onnote s €W la symétrie par rap-
port & d . On notera R 1le réseau des poids radiciels, Q le réseau des poids
entiers.

Atout 0 €M on fait correspondre sa différentielle notée encore
g€ lx_:(ug*) qui est un poids entier. Réciproquement, G &tant simplement con-
nexe, tout poids entier est la différentielle d'un caractére de M . L'ensemble

des caractéres de MA s'identifie donc a
{o®Xrlo€Q, €h¥(~a) = {(p,Q)I(p,sq) €hs x he ,p-q € Q}

Enfin on sait qu'il existe un isomorphisme u - p, entre le centre
Z(g) de l'algébre U(g) et S(_llo)wdp S(_}l‘,)w telle que, identifiant S(h,) aux
fonctions polynomiales sur Et ,on ait : V o€EM,V A € a,Yu€z(g , u
agit sur IP(O,K) par pu(P,q) avec (p,q) = 0 ® X . Dans la suite, on identi-
fiera Z = Z(g)A a ll_: x _h:/ Wx W grace 3 cet isomorphisme.
Pour (p,q) € _tl: X Bt on note ¥ q 1'élément de Z correspondant et pour
X € Z on note Oy 1l'orbite de w’x W dans h, x ho correspondante et on défi-
nit OX,ad = {(p,q) € Oylp-q€ Q} ainsi que zad ={x€ 2|0X,ad 0} .
Enfin, on note Qp q 1'orbite de (p,q) sous l'action diagonale de Wx W .

b

Clairement < 0 et si -q € Q c 0 .
P,q X P9 €Q, Psq X sad
P»q Psq

*
3.2 - soit S < {(p,q) € E: Xxholp-q €Q} et X un MAN-module de dimension

finie. On dit que X est de type S si tous les éléments d'une suite de Jordan-
Holder de X sont éléments de S (regardé comme ensemble de caractéres de MAN

triviaux sur N) .

Si 0€EM et XE 3_* , notant (p,q) = 0 ® A on notera indifférem—

= s A '
ment x(p,q) = X0 ® la composante primaire de type 0 ® e d'un MAN-module X.

. *
Si  (PosQqo) EE: x ho avec po-qo € Q , on note :
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R
X = ® X
(Posq0) (,2) € (po,qe) + RX R (r,q)

Raisonnant au niveau des algébres de Lie, on obtient facilement que Xlzp o)
0sqo

est un facteur direct de X et X est somme directe de tels sous-modules.

3.3 - Caractére infinitésimal "non singulier".

Définition (cf. [ 8] p. 97) : On dira que ¥ € 2ad (cf. 3.1) est "non singulier",

si toutes les séries principales de caractére infinitésimal ¥ sont irréductibles.

. * . . . .
On dit que p € ho est dominant (resp. antidominant) si pour tout
+
o €A avec paEz on a paEIN (resp. pae-m).

Lemme 5 : Soit ¥ € Zad "non singulier Pour tout (p,q) € O (cf. 1.7) et

X »ad
+ . . .
tout o€ A ,on a les implications

€z* = q =0 €z* = p =
Py 9, =0 5 4q, P, =0

Démonstration : Supposons par exemple 19 €z* . Alors (p,sa q) est dans OX ad”
’

Ecrivons (p,q) =0 ® A, (p,sa q) = o' ® X' . Alors 1l'irréductibilité de

IP(G,)\) et IP(O',A') impliquent respectivement que 4 n'est pas du méme signe
que p, et -q, n'est pas du méme signe que Py - (cf. [7] th. 1.4.4) .

D'ol 9, = o. O

Lemme 6 : Soit X € Z . ,"non singulier" Soit (p,q) € O . Alors il existe
_— ad X>ad

(posqe) € Q(p Q tel que po soit dominant et q. antidominant.
’

Démonstration :

Dans l'orbite de o0 =p=-q €Q , il existe un poids dominant 0o, = wO.
Posons po = Wp , Qo = Wq . Montrons que po est dominant. Raisonnons par 1'ab-
surde et soit o € A' avec (po)a € -IN* . Alors d'aprés le lemme précédent
on a (q.,)a = 0 . Mais alors (U")a = (p°)a € - N* . Une contradiction avec 0o
dominant qui montre que p, est dominant. On procéde de fagon similaire pour

montrer que (o est antidominant.

. : ] " . . " .
Lemme 7 : Soit X € Zad ,"'non singulier! Soient (p,q) € Ox,ad

et q antidominant , W = {w € W | wp-p € R} ,wi={wew!lw-q€ER}.
alors W= wWlew xw,
wp (resp. wq) de p (resp.q) .

avec p dominant

ol W, (resp. WZ) est un sous-groupe du stabilisateur



AUTOEXTENSIONS ENTRE SERIES PRINCIPALES GENERALISEES

Démonstration :
Soient Ap-{aEAIpaez},Aq-{aeA lq, €2} .

Comme p-q est un poids on a AP = A% | En outre AP est un systéme de racines,
AP n A* est un systéme de racines positives pour AP et WP (resp. Wl  est 1e
groupe de Weyl de AP = A% (cf. [1] Ex. 1, p. 227) . Ecrivons AP comme somme

+
de systémes de racines irréductibles (Ai) . Alors WP =T WA , A N Ai est un
systéme de racines positives de Ai . i

+ . = o
Soit Y; € Ai la plus grande racine de Ai relativement 3 A; . D'aprés le

lemme 5 on a soit pY =0 , soit qY =0.
i i
+ +
Supposons par exemple LV 0O . Comme p est dominant et Ai c (4P)" on en
i
déduit aisément que Py = 0,Va € Ai . D'old WA c Wp . On en déduit que AP
i

est somme de deux systémes de racines (éventuellement vides) ,A] et A2 , avec

. W, W -

. . 2 " . : " ' '
Lemme 8 : Soit ¥ € Zad ,"'non singulier (p,q) , (p',q"') € Ox,ad

Si (p-p'sq-q') € RxR, il existe w € W avec (p',q') = (wp,wq) .

Démonstration :

Ecrivons p' =xp , q' = yq avec x,y €E W . Soit t € W tel que tp
soit dominant et tq antidominant. Un tel t existe d'aprés le lemme 6 . Alors
ona : tp-txp €ER, tq - tyqg € R . Soit encore txt-] € th,t:yl:_l € Wtq .

D'aprés le lemme 7 on a :

txp = x"tp avec x' € Wiep
tyq = y'tq avec y' € Wt
et en outre x'y' = y'x' .

. -1
D'oi : txp =x"y'tp , tyq=x'y'tq , soit encore p' =t x'y'tp ,

q' = t-lx'y'tq . O

3.4 - Soit X un caractére de Z(g) . Notons H € (X) 1la catégorie des modules
de Harish-Chandra avec caractére infinitésimal généralisé ¥ .

La proposition suivante reprend essentiellement les techniques de [5].

Proposition 1 :

Soit V un objet indécomposable de H C (X) avec X 'non singulier".

Alors tous les sous-quotients simples de V sont isomorphes.
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Démonstration :

D'aprés le théoréme du sous-module de Casselman (cf. [2]), V est un
sous-module d'une induite 3 partir de MAN d'un module de dimension finie X .
Notons Ind X cette induite. Comme V est un objet de gg (x) » V est contenu
dans la composante de Ind X de caractére infinitésimal ¥ que 1l'on note
(Ind X)(x) . D'aprés 3.2, on peut écrire :

X =oxt
i (pi,qi)
I1 est clair que si ((pi’qi) +Rx RN OX ad = 9 alors (Ind Xlzpi,qi))(x) =0.

’
On peut donc supposer que tous les (pi,qi) sont dans ox,ad .
Mais si (p,q),(p',q') € OX o ot (p,q) € (p',q') +RxR , on a, grace au lemme 8,
’
IP(G,A) o~ IP(O',X') , avec (p,q) =0 ®A et (p',q') =0'"® L' . On en déduit

facilement que, pour (p,q), (p',q') € O

Xsad
R R
Homg((Ind- X(qu))(X) s (Ind X(P',Q'))(X)) = {O} >

dés que (p,q) € (p',q') +RxR car tous les sous—quotients du premier module sont

isomorphes i IP(G,A) et ceux du second i IP(U’,)\') . V @&tant indécomposable,

. s R
1 inc d ! d X .
il est donc inclus dans 1'un des (Ind (p,q))(X) avec (p,q) € Ox,ad

Mais on vient de voir que celui-ci est primaire de type IP(U,X) avec
o®A=(p,q) .0

Théoréme 3.

Soit X un caractére infinitésimal "non singulier'". Soient Il""’In
un systéme de représentants des classes de modules simples de H ¢ (x) . Ce
sont des séries principales IP(oi,)\i) , i=1,...,n , pour lesquelles on peut sup—
poser Re )\i € —CP puisque IP(oi,)\i) o IP(wcfi,w)\i) pour tout w € W .
Alors :

n

(i) La catégorie H C (X) est égale i la somme directe @ H (IP(oi,)\i)) .
= 2 i=1 "

(ii) Pour tout i , !_-!(IP(di,Ai)) est naturellement équivalente & la catégorie

Wo. shs Wo . ..
C, (resp. Q)‘ ) des S(a) 0j0A4 (resp. S(a) 01)-modules primaires de type

)‘i i
E)\ grace au foncteur ¥ (cf. Th. 2) .
i
(iii) Si (et seulement si) WO A est trivial, le foncteur X > IP(oi,X) est

1’71
une équivalence de catégorie entre la catégorie des A-modules de dimension

finie primaires de type &, et E(Ip(ci,ki))
i

. . . . n _ qs a0
(iv) EXt;_,K(Ii’Ij) =0 si i#j et dim EXt_&,K(Ii’Ii) = dim(A~ a)
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Démonstration :
Le théoréme résulte immédiatement.de la proposition précédente et du
théoréme 2. O

Le théoréme 3 répond 3 une question de I.M. Gelfand ([8] p. 97) . La partie direc-

S Z2pz

te de (iii) avait déja &té obtenue en collaboration avec H. Kraljevic. (cf.[5]) .
Remarque :

Dans (iii) 1la condition de régularité de )‘i par rapport & WO. est
nécessaire comme on 1'a déjd remarqué. Pour s'en convaincre, il suffit d' Ystudier
le cas de G = SL(2,T) et de prendre le caractére infinitésimal Y correspondant
a (0,0) € b* x h* . Alors le foncteur X -»IP(O,X) ne réalise pas 1'équivalence
de catégorie souhaitée. En effet, en induisant un indécomposable sous A de lon-
gueur 2 (primaire de type Lo,), on obtient un module décomposable. Par contre,
en induisant un module indécomposable , de dimension 3, on obtient un
module dans H g(x) qui est somme directe d'une irréductible et d'un indécompo-
sable de longueur 2. Ceci résulte de ce qui suit : soit J 1'idéal maximal de
S(a) correspondant 3 0 € 3* . Alors S(g)/.]2 est décomposable comme S(g)w—modu-
le et S(g)/J3 s'écrit comme somme de deux modules indécomposables sous S(_a_)w .

1'un irréductible, l'autre de longueur 2.

Note concernant le théoréme 1, paragraphe 2.4 :

Dans le cas oi J=J(0,\A)(U) est unitaire et vérifie Ext:I K(F,J) #0
pour un module de dimension finie , F, B. Speh avait démontré un rés%that beau-
coup plus précis que le nétre, 3 savoir dim Ext;,K(J,J) <1 (cf.[13], th.
6.16) . De plus, le principe du théoréme dans le cas général est déja implicite
dans son travail (cf. [13] , § 4) .
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F. DU CLOUX

Introduction

Le probléme abordé dans cette thése est 1'étude des espaces Extn entre représenta-
tions induites d'un groupe de Lie produit semi-direct, construites par une méthode
analogue & celle de Mackey. Plus précisément, on considére un groupe de Lie

G =B x A , avec B distingué et isomorphe a un groupeIRN , et A quelconque. On
note E_l'algébre de Lie de B, E% son dual. A chaque élément Xy de E;& , et & chaque
représentation (E,0) du stabilisateur S de X, dans A , dans un espace localement
convexe séparé complet E , on associe la représentation (F,n) induite au sens Cm
par la représentation eixO X 06 de B XS . Malheureusement, le choix de ces représen-
tations est un peu arbitraire et il ne semble pas facile d'en donner une caractéri-
sation intrinséque (i.e. indépendante de la décomposition de G en produit semi-
direct), d'autant plus que l'induction au sens Cm (sans "condition de croissance")
n'est pas une opération trés raisonnable en théorie des représentations. C'est ce
qui donne & la présente étude un caractére un peu exploratoire. Cependant il semble
plausible que les résultats (sinon les méthodes) pourraient subsister pour d'autres
choix.

Prenons maintenant deux représentations F, , F_ comme ci-dessus. Dans le prolonge-

1

ment de l'article de Guichardet [3], ou est coisidéré le cas des Extl, on s'intéres-
se aux espaces Extg(Fl,Fz), le but étant d'exprimer Extg(Fl,Fz) en termes de
S-cohomologie & l'aide des représentations induisantes EI’EZ . L'outil essentiel

est la suite spectrale de Hochschild-Serre. Pour le calcul des Ext 1la suite exacte
a cinqg termes était suffisante, mais dans le cas général il faut considérer la suite
spectrale dans son ensemble et voir ce que 1l'on peut en obtenir. Il est utile pour
cela d'avoir l'expression la plus explicite possible des divers objets et morphismes
qui interviennent j; c'est ce a quoi je me suis surtout attaché dans cette these.

Le plan du texte est le suivant. Le premier chapitre contient une présentation
"hypercohomologique" de la suite spectrale de Hochschild-Serre, qui rendra de grands
services par la suite. Dans le chapitre II on détermine le terme qu de la suite
spectrale, le résultat apparaissant comme une généralisation naturelle de celui
donné en [3] pour la suite exacte a cing termes 3 puis dans le chapitre III on
s'intéresse aux différentielles. On obtient une expression explicite de 1'opéra-
teur d2 , faisant intervenir d'une part la géométrie du fibré vectoriel i X SEl ,
d'autre part la géométrie extrinseque de l'orbite X = AxO plongée dans b . Enfin,
dans un dernier chapitre sont traités quelques exemples, notamment celui du groupe
de Poincaré généralisé S‘Bo(l,n) 3 ]Rn+1 .

On trouvera en tete de chaque chapitre une présentation plus détaillée, ainsi que

les énencés des principaux théorémes.
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Chapitre 0. Notations et rappels.

(cf. [5] comme ouvrage de référence pour tout cecij; pour 0.6. et 0.7. on

se reportera a [3] ).

0.1. Soit G un groupe de Lie. Dans tout ce travail je désignerai par G-module
un espace localement convexe séparé (en abrégé ELCS) E ou G opére diffé-
rentiablement. Cela veut dire que l'application GXE — E donnant 1l'action
de G est continue, et que pour tout v € E fixé, l'application g —) gv

[s-]
est de classe C de G dans E.

0.2. Si E, E' sont deux G-modules, on munit 1l'espace Hom(E,E') de la topologie

de la convergence compacte; c'est alors un G-module pour l1l'action

-1
(gu) (v) = g.u(g "v).
@
De méme si X est une variété C ou G agit a gauche, et E un G-module, l'es-

@© @
pace C (X,E) est un G-module pour la topologie C habituelle et 1l'action
-1
(gf) (x) = g.f(g "x).

0.3. Si E est un G-module, on appelle résolution standard de E le complexe:

® ®, n+l
00— E— C (G,E) =™ ... — C (G ",E) — ...

N . . ® n ® n+l .
ou l'application d : C (G ,E) — C (G ,E) est donnée par :

n .
i
df(go, v ,gn) = (-1) f(go, cee 99 199540 oo ,gn)-
i=0
Ce complexe admet une homotopie contractante s définie par :

sf(gl, . ,gn) = f(l,gl, ces ,gn).
En faisant agir G sur lui-méme par translation a gauche, on voit que les
G-modules Cm(Gn,E) sont relativement injectifs, et que 1l'on obtient une
résolution forte relativement injective (en abrégé f.r.i.) de E (cf. [5]

ch. TTI §1).
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Par définition, Hn(G,E) est alors le n ™€ groupe de cohomologie du
complexe:

(1) 0> c(6,B% = ... — ™!

,E)G—) .
On obtient une définition équivalente en partant de n'importe quelle
autre résolution f.r.i. de E. Par exemple on définit la résolution stan-
dard normalisée en se restreignant aux cochaines telles que f(go, cee ,gn) =0
si g;=g, , pour un i € {0, ... ,n-1}. .
Le complexe (1) est isomorphe au complexe que je noterai C (G,E), dit complexe
des cochaines inhomogénes sur G & valeurs dans E, défini par: Cn(G,E) =
@
c (G",E), et
df(gl, . ,gn+1) = glf(gz, . ,gn+1) +

n+1l

n i
T (-1) f(gl’""gi—l’gigi+1’gi+2"'"9n+1) + (-1) f(gl,...,gn).

i=1
On obtient le complexe des cochaines inhomogénes normalisées en se res-
treignant aux cochatnes vérifiant f(gl,...,gn) = 0 dés que 1l'un des argu-

ments vaut 1,

0.4. Supposons que G n'admette qu'un nombre fini de composantes connexes. Soit
K un compact maximal de G. Soit E un G-module. On appelle résolution de
van Est de E le complexe :
0= E— %x,p) = ... = d"(x,B) = ...
ou X = G/K et ou Qn(X,E) désigne l'espace des n-formes différentielles sur
X a valeurs dans E, La différentielle est le cobord usuel; comme X est difféo-
morphe & un espace D!N ce complexe admet 1'homotopie contractante de Poin-
caré,
Le complexe 0 — QO(X,E)G - ... Qn(X,E)G —> ... correspondant

*
n'est autre que le complexe C (g,K,E), complexe de (g,K)-cohomologie de E.

0.5. Soient E,E' deux ELCS. Soit u: E —) E' une application linéaire continue.
On dit que u est forte, s'il existe une a.l.c. v: E' — E telle que uvu = u.
Alors (1-uv) est un projecteur de E' de noyau Im(u), et (1-vu) est un pro-
jecteur de E d'image Ker(u), donc ces deux espaces sont supplémentables et
u induit un isomorphisme de E/Ker(u) sur Im(u).

On dit qu'un complexe A d'ELCS est fort si sa différentielle d est une
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application linéaire forte. Il revient au m2me de dire que pour tout
q €17, Bq(A) est fermé et supplémentable dans Zq(A), et Zq(A) est sup-
plémentable dans Cq(A). On démontre facilement que le fait d'a2tre fort

ne dépend que de la classe d'homotopie du complexe (cf. [5] appendice D

lemme D.2.). Si G est un groupe de Lie, E un G-module, cela a donc un sens

de dire que les complexes donnant la G-cohomologie de E sont forts.

0.6. Soit A un complexe d'ELC. On munit les espaces Hq(A) de la topologie quotient

Soit (Ap) 0 une filtration de A par des sous-complexes. Rappelons comment

p=

on associe a cette donnée une suite spectrale (Er)r:>O (cf. [3] ch.4).

on aéfinit zP%= {x € AP*? | ax € APT*1} pPa _ gpP-rrliair-2)
r o] pt+r r

r-1

+ -
qu = qu/ (Zz i’q 1 + B?q). On munit qu de la topologie quotient.

On montre aussitdt que la dérivation de A passe au quotient en une application
+ -r+1 . . 2
dr: Esq - Ez raa-r 3 si 1'on considere Ercomme un module bigradué par p et

q, dr est donc une différentielle de bidegré (r,-r+1). On peut démontrer
pa 'y <o . . -pq .
que H (Er) s'identifie canoniquement a Er+1 (en tant qu'ELC) .

+1,q-
On définit aussi un terme EPY = qu/ (zP tya-1 B°Y) en posant zP9 -
@© © @ © @©

+ +
{x € A§ %] ax = 0}, B2? = B”"%(a) N zP%. on voit aussitdt que EP? s'identifie

s P+ p+q . * : * *
aH (A)p/ H (A)p+1 , si 1'on note H (A)p 1'image de H (Ap) dans H (A) par

l'injection canonique. En d'autres termes, E_ est le module bigradué associé

‘©

* *
a la filtration de H (A) par les H (A)p.
Supposons maintenant que A soit un complexe de cochaines, par exemple, et
que l'on ait, pour tout n € INfixé, Ap na"=o pour p > p(n)(en pratique

*
on aura souvent p(n) = n). Alors la suite spectrale converge vers H (A) en
Pq _ .Pq
(-]

ce sens que pour p et q fixés on a Er

pour r assez grand.

0.7. Considérons maintenant le cas d'un double complexe K, de premier quadrant
par exemple. On note d', d" les deux différentielles de K, d = d'+d" la
différentielle totale, et on définit la graduation totale de K par

#*
k" =  kP%, on désigne par H (K) la cohomologie de K muni de la gradua-

ptq=n
tion totale et de la différentielle d.
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Les deux filtrations naturelles de K sont définies par :

(1)

(2)

Kk = ® k< w = » kP!
P i2p,eEm 1 12q,pFW
(attention, dans la deuxiéme filtration les rdles traditionnels des lettres

p et q sont intervertis: c'est q qui est 1l'indice filtrant, et p l'indice
complémentaire) . Les deux suites spectrales correspondantes sont notées
('Er), ("Er)' On est manifestement dans un cas ou 'Kp N kK™ = 0 pour p > n
(resp. "Kq n Kn = 0 pour q > n) donc ces deux suites spectrales convergent
vers H*(K).
d' (resp. d") est une différentielle de K de bidegré (1,0) (resp. (0,1)).
on note 'HPY(k) (resp. "Hpq(K)) le groupe de cohomologie de bidegré (p,q)
correspondant. Remarquons que d' passe en une différentielle de bidegré (1
de "H(K); on peut donc définir les groupes 'Hpq("H(K)); résultat analogue
pour d". Montrons que l'on a une identification naturelle 'qu -~ 'Hpq("H(K)
(resp. "qu ~ "yPL(1H(K))) . Faisons-le pour la premiére suite spectrale,
en partant directement de la définition de 'qu.
Tout élément f de degré total n de K s'écrit de maniére unique:
1

k
= € =
f fo + f1 tooot fn avec fk - K 7, k+l n,

On a alors : (df)k = d'f + d"fk .

k-1

La condition f € 'Kp N K" s'écrit évidemment : £, = O pour k < p. Exprimons

k
maintenant que f € 'qu : (df)p = (df)p+1 = 0, soit :
a"f =0
P
d'f + d"f =0 .
P p+1
Les éléments de 'qu qui sont dans 'Kp+1 sont caractérisés par fp = 03 pour
obtenir 'qu il faut donc identifier a4 O les f pour lesquels il existe g €
'Zf-l’q tel que (f - dg)p = 03 il faut et il suffit pour cela que les deux

conditions suivantes soient remplies :

ar +d'g = f

{ 9p-1 % P
n =

d 9.1 =0 -
(n'importe quel élément g de la forme g = gp-l + gp teeutg répond alors
a la question).

Pq
'E

2

Ainsi peut se décrire comme 1l'ensemble des solutions de (1) modulo

celles pour lesquelles on peut résoudre (2). Or les deux conditions (1)
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s'expriment encore par le fait que fp € nzPlx), d'fp € "Bp+1’q(K), et

d"fp_1 = -d'fp. Donc fp définit un élément de 'qu("H(K)),puis un élément

de 'Hpq("H(K)). Montrons que 1'application 'qu —> WPY"H(K)) ainsi
définie réalise 1'isomorphisme cherché. En effet c'est clairement une sur-

jection, et par ailleurs si l'image de f € 'qu est O, c'est que fp définit

1

en fait un élément de 'qu("H(K)); cela veut dire qu'il existe gp véri-
= 0, tel que fp - d'gP 1 soit dans "qu(K); mais cela veut

fiant d"g
p-1
encore dire qu'il existe g tel que fp -d'gp 17 d"gp. C'est donc bien

équivalent au fait de pouvoir résoudre (2).

0.8. Soit G un groupe de Lie, et 0 — E' —u) E‘-T—’ E" — O une suite exacte

forte de G-modules. On définit alors de la fagon habituelle une longue suite

exacte de cohomologie :
) Y. 0 Y. 0 6 14
O0—> H (G,E') — H (G,E) — H (G,E") — H (G,E') — ...

. HYG,EY) — H'(6,B) 2 H"(c,E") 2 G,y — ...
Les fléches u, et v, sont induites en cohomologie par u et v respectivement.
Rappelons que la fléche § ("morphisme de connexinn'") s'obtient comme suit.
Choisissons une scission linéaire continue s : E"—) E pour v. Soit a €
Hn(G,E"), z € Zn(G,E") un représentant de a@. Alors s o z € Cn(G,E), mais n'est
plus un cocycle en général. Comme v(d(sz)) = d(vsz) = dz = 0, d(sz) €

Cn+1(G,E' 3 et il est clair que c'est un cocycle. Alors on pose 6(a) = [dsz]

€ Hn+1(G,E'). On vérifie aussitdt que cela ne dépend ni du choix de z, ni du
choix de s.
On peut encore interpréter cela en termes de cup-produit, en remarquant que
ds € Zl(G,Hom(E",E')) représente précisément la classe de l'extension, et
que 1l'on peut écrire:

d(sz) = dswv z
(car dz = 0) en désignant par v le cup-produit associé au couplage naturel
d'"évaluation”" : (u,v") — u(v") de Hom(E",E') X E" vers E',
(Rappelons que si E1 ) By
est un couplage G-invariant, on définit un couplage

c(q,E)) xc¥(6,E,) — cP*%(G,E) par:

E, , E sont trois G-modules, et si v : E1 XEb — E
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v fz(gl,...,gp+ ) = fl(gl,...,gp)vgl...gpfz(gp+1,...,gp+q)

q
(cf. [6] ch. 1I nol) et que 1'on a alors la formule :

- P
d(fl.,,fz) =af,vf, + (-1) f,waf

1 2
ce qui permet de définir un couplage, dit de cup-produit, en cohomologie
+
de Hp(G,El) XHq(G,Ez) vers HP"%(G,E) .)
Si on désigne par P la classe de ds, P € Ext:';(E",E'), on a donc la formule:

5(a) = Bva

Supposons maintenant que l'on ait une suite exacte longue :

0— E'&S Elﬂ'-—'» ee. B E €3 E'— 0
On peut la considérer comme la donnée de n suites exactes courtes "mises bout
a bout" : 0 — E' — E1—9 Eg—* o, 0— Eg—) Ez-—-) Eg—) 0, ...
0— E!

1 - En —» E" — 0. Si Bl’ ey Bn sont les classes de ces exten-

sions, ﬁi € Ext:(l; (E'i' ,E'i' , avec EB = E', E: = E", alors la classe associée

1)
4 la n-extension (cf. [5] ch.I §10) n'est autre que Blv ....an = B, avec les
couplages naturels provenant de la composition des morphismes. On a

-+
B € Extg(E",E'). Si a € Hq(G,E“), on dit par définition que Bwa € H n(G,E')

est 1l'image de a par relévement & travers la n-extension.

Enfin si u ¢+ E' —) F!' est un morphisme de G-modules, on peut considérer
n . . [0) :

avec B comme ci-dessus uup € ExtG(E",F') (ici u € ExtG(E',F')); du point

de vue des n-extensions il s'agit de la classe de la n-extension obtenue

Y

par image directe a partir de u :

(1) 0— E'— E — E,— ... E — E'"— 0
| F oo
(2) 0— F'—> F, = E,— ... E —E'—0

ou F, est un certain G-module topologiquement isomorphe a E']: P F', caractérisé
a4 isomorphisme prés par la condition que v induise 1 sur EY (cf. [5] ch.1

§10 pour plus de détails). Si on s'intéresse & l'image de Bwa par u, (on par-
lera de l'image par u, par abus de langage), il revient donc au méme de
relever a & travers l'extension (2).

Par exemple, si E! est un sous-G-module de E', et si u est la projection

o]
canonique E' — E'/ E(') , la n-extension obtenue par image directe est :

' 0.
o— E'/ EO—) El/ E(')—-) Ez—) R En—’
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Chapitre I : Généralités sur la suite spectrale de Hochschild-

Serre dans le cas des groupes de Lie.

Introduction,

Dans ce chapitre on introduit quelques notions d'hypercohomologie (dans la
terminologie de Cartan-Eilenberg [2] ch. XVII) pour la cohomologie des
groupes topologiques. Le cadre naturel pour ces notions semble &tre celui des
complexes forts; on peut alors calquer mutatis mutandis 1'exposé de [2].
Mais il m'a paru utile de signaler en remarque que si l'on se limite a la
résolution standard, la plupart des résultats restent valables en supposant
seulement une propriété de relévement de fonctions Cm.

Comme application, on interpréte dans ce cadre la construction de la suite
spectrale de Hochschild-Serre associée a un sous-groupe distingué fermé H
d'un groupe de Lie G (cf. [5] ch.III §5 ol 1l'on reprend dans le cas topolo-
gique la "méthode générale" de [6] ch.I). Dans le cas ol G est un produit
semidirect K&XH, on peut simplifier considérablement le double complexe in-

troduit, ce qui s'averera trés utile au ch.III.

Les résultats essentiels du chapitre sont regroupés dans les deux théorémes

suivants :

THEOREME 1.1, Soient G un groupe de Lie, A un complexe fort de G-modules.

(i) La premiére suite spectrale d'hypercohomologie de A vérifie :

E‘z’q ~ HP(g,1%(a)) .

+ -
(ii) L'application d_ : qu - EP 2,9-1 s'obtient en relevant a € Hp(G,Hq(A))

2 2
a travers la suite exacte a 4 termes de G-modules :

-1 - -
0— 17y = ¢ty 8T ) = z9%a) — wia) = o .
(iii) Si 1l'une des deux suites exactes :

(a o— B — z%n) — i) — o
m o= ¥y = 1y — BlA) — o

est scindée sous G pour tout q = O, alors dr = O pour tout r 2 2,

57



F. DU CLOUX

Démonstration & la fin du n° 6.

THEOREME 1.2. Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe distingué fermé

de G, E un G-module tel que les complexes de H-cohomologie de E soient forts.

(i) Faisons agir G/H sur le complexe AH, ou A% = Cm(Gq+1,E) muni de 1'ac-
tion naturelle de G. Alors la premiére suite spectrale d'hypercohomologie
du complexe AH n'est autre que la suite spectrale de Hochschild-Serre du
G-module E associée a H, définie en [5] ch.III §5. Elle converge vers
H*(G,E) et d'aprés le théoréme 1.1. (i) vérifie : qu = HP(e/H ,HY(H,E)) .

On peut aussi lui appliquer les autres assertions du théoréme 1.1,

(ii) Si G est un produit semidirect G = KIH, on peut dans ce qui précéde
remplacer le complexe AH par le complexe A' défini par : A'q = Cm(H
ou K agit sur H par restriction des automorphismes intérieurs. On peut aussi
passer en cochatnes inhomogénes.

(iii) Supposons de plus H difféomorphe & un espace HIN. On peut encore remplacer
AH par le complexe A" défini par : and = Cq(E,E), ou h est l'algébre de Lie

de H sur laquelle K agit par restriction de l'action adjointe.
Démonstration a la fin du n° 9,

On obtient le corollaire suivant, en réénongant le théoréme 1.1. dans ce
cas particulier :

COROLLAIRE : Plagons-nous dans les hypothéses du théoréme 1.2. (iii).

(i) La suite spectrale de Hochschild-Serre relativement a H vérifie :

qu = P (x,0%(n,E)) .
+ -1
(ii) L'application d2 : qu-—é Eg 2;q s'obtient en relevant a € Hp(K,Hq(E,E))

a travers la suite exacte & 4 termes de K-modules :
0= 1lm,p o < m,e/ 8T 0, - 2%, o 1, - o.
(iii) Si 1'une des deux suites exactes :
() o= BYn,E) = z%n,B) > Hl(w,E) = o
® o= 1 lm,p = ln,ry/ Bq'l(g,E) — B%n,E) = o

est scindée sous K pour tout q =2 0, on a dr = 0 pour tout r 2 2,
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2. Résolutions de complexes,

Soient G un groupe de Lie, A un complexe fort de G-modules (cf. 0.5.)3 on
entend par la que la différentielle de A commute a l'action de G.

Une résolution forte relativement injective (en abrégé f.r.i.) de A est

la donnée d'une suite exacte de complexes forts de G-modules :
Y p
0= A—> A — ... A 4> ...

qui soit forte, en ce sens que pour tout p 2 O il existe un morphisme de
-1
complexes (mais non nécessairement de G-modules) sp H Ap — Ap (avec

-1 p= 1

A = A) tel quedos AP et telle que pour tout q ¢ Z les suites (exac-

tes) suivantes :

(1) o= cta) = cAndH o ..o Awd) - ...
(2 0—= 2% - 2% - ... > %P > ...
3 o0— B > BWYH — ... > 8P - ...
W o= vl — wix%H - ... - e - ...

soient des résolutions f.r.i. des G-modules Cq(A), Zq(A), Bq(A), Hq(A) res-
pectivement. (Le fait qu'il s'agisse de résolutions fortes résultait déja de
ce qui précéde; l'hypothése supplémentaire est donc que Cq(Ap), Zq(Ap), Bq(Ap),
Hq(Ap) sont relativement injectifs, et il suffit de vérifier cela pour les

trois premiers; donc la condition (4) est redondante).

Il est équivalent de dire que les Cq(Ap) sont relativement injectifs, et que
Zq(Ap) (resp. Bq(Ap)) est supplémentable en tant que G-module dans Cq(Ap)
(resp. Zq(Ap)).

'LEMME 1.1. Tout complexe fort de G-modules admet une résolution f.r.i.

Démonstration. On définira plus loin la résolution standard d'un complexe

fort de G-modules.

A une résolution f.r.i. de A on associe un double complexe de G-modules, en
remplagant la fléche '"verticale" a? . Cq(Ap) - Cq(Ap+1) par (-1)qdq.
On a alors la propriété fondamentale suivante, analogue au "lemme de compa-

raison des résolutions" ([5] ch.I prop. 2.2.)
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PROPOSITION 1.1, Soient A,A' deux complexes forts de G-modules, soit f :

A — A' un morphisme de complexes de G-modules, et A* (resp. A'*) une ré-
solution f.r.i. de A (resp. A'). Il y a alors un morphisme de doubles com-
plexes de G-modules F : A* - A'* au-dessus de f.

Si F et F' sont deux morphismes au-dessus de morphismes homotopes f, f',
alors F et F' sont homotopes (en tant que morphismes de doubles complexes
de G-modules).

Démonstration. Elle se fait comme dans [2] ch. XVII prop. 1.2.; elle n'uti-

lise que les propriétés universelles des modules relativement injectifs.

Hypercohomologie.

*
Soit A un complexe fort de G-modules, A une résolution f.r.i. de A, On dé-

L Cq(Ap)G, et les fléches naturelles

finit un double complexe K par : K
issues de la structure de double complexe sur la résolution,

*
Les deux suites spectrales 'Efq, "Eiq (rz2) et la cohomologie H (K) du

complexe total associé s'appellent les invariants hypercohomologiques de A.

Ceci est justifié par la proposition 1.1., qui montre que si 1l'on remplace
la résolution A par une autre résolution f.r.i. B*, il y a un isomorphisme
canonique au niveau des suites spectrales pour r 2 2, et donc aussi au ni-
veau de la cohomologie du complexe total (cf. [3] ch.4 th, 4.3.1.).

Elle montre aussi que deux complexes homotopiquement équivalents (en tant
que complexes de G-modules) ont des invariants hypercohomologiques iso-
morphes; et enfin qu'un morphisme f : A — A' induit un morphisme au ni-
veau des deux suites spectrales et donc de H*(K) - H*(K') qui ne dépend

que de la classe d'homotopie de f.

Pq

Calculons le terme 'Ex’. On a 'Ef = (aP©

3 comme Cq(Ap) admet une décom-

position sous G :
cl(aP) = 8%(aP) @ H3AP) @ L (AP)

Pq
1

*
termes, le complexe 'Elq n'est autre que celui qui provient de la résolution

* *
on peut écrire : H ((Ap)G) = (H (Ap))G; donc 'E, " = (Hq(Ap))G. En d'autres

de H(A) par 1es HY(AP). Donc : 'qu = HP(a,H%(a)) .

. . wePd _ P q weP¥
Pour la deuxiéme suite spectrale on a E1 = H (G,C"(A)). Le complexe E1
est donc celui "induit en cohomologie'" par Aj; il ne semble pas y avoir

d'interprétation naturelle de "qu en général.
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Une propriété particuliére & la premiére suite spectrale d'hypercohomologie.

PROPOSITION 1.2. Soient A, A' deux complexes forts de G-modules. Soient f
et g deux morphismes de complexes de G-modules de A vers A', homotopes
en tant que morphismes de complexes d'EVT. Alors les morphismes induits
par f et g au niveau de la premiére suite spectrale d'hypercohomologie
sont identiques pour r 2 2, et donc aussi les morphismes induits de H*(K)

*
vers H (K').

Démonstration.

* #* * *
Soit A (resp. A' ) une résolution f.r.i. de A (resp. A'), Soit F : A — A
un morphisme de doubles complexes de G-modules au-dessus de f. Pour tout
p fixé, F induit un morphisme Ap-—é A'p; d'ol un morphisme en cohomologie :
ng : Hq(Ap)-—ﬁ Hq(A'p). On voit immédiatement que pour q donné, les qu
définissent un morphisme de la résolution de Hq(A) par les Hq(Ap) vers la
résolution de Hq(A') par les Hq(A'p), au-dessus de f,. En d'autres termes

on a le diagramme commutatif :

0= wla) — WY o ... > 1u?) > ...

0q pq
lf* lF* lF*

0— wlan = 1% > ... > P o ...

De méme pour G au-dessus de g. Si maintenant les morphismes de complexes
d'EVT sous-jacents 4 f et g sont homotopes, on a fe = gy 3 alors le lemme

de comparaison des résoclutions ([5] ch.III prop.1.1.) dit que les mor-

q

phismes de complexes de G-modules F;q et G,  sont homotopes, donc induisent

la méme application HP(G,H%(A)) = HP(G,H%(A')). Comme cette application

est précisément celle induite par F (resp. G) au niveau du terme 'qu (cf.

+gPd
2

la détermination de au n°3), la proposition est démontrée,

COROLLAIRE 1.1, Soient A,A' deux complexes forts de G-modules, f : A —) A!

un morphisme., Si le morphisme de complexes d'EVT sous-jacent a f admet un
inverse d'homotopie, alors f induit un isomorphisme au niveau de la premié-

3* *
re suite spectrale d'hypercohomologie pour r 2 2, et donc de H (K) vers H (k")

La résolution standard d'un complexe.

Soit A un complexe fort de G-modules., Définissons le complexe AP par :

61



F. DU CLOUX

c3(aP) = ¢ (6P ,c2A)); la différentielle de AP est £ — dof, ot d :

Cq(A) — Cq+1(A) est la différentielle de A, On vérifie aussitdt que si

1'on définit 4 : Cq(Ap) o 4 Cq(Ap+1) comme étant la fléche usuelle de la
résolution standard de Cq(A) (cf. 0.3.), et de méme les scissions Cq(Ap+1) -
Cq(Ap), on obtient une résolution f.r.i. de A, avec Zq(Ap) = Cw(Gp+1,Zq(A)),
B2aP) = (P ,8%4)), et HAAP) = c”(6P*!,H%(A)). (Tout ceci ne pose

aucun probléme parce que le complexe est fort).

On l'appelle la résolution standard de A. On définirait de méme la résolution

standard normalisée.

Remarquons maintenant que le double complexe K correspondant, qui vérifie
® +

qu = C (Gp 1,Cq(A))G, est naturellement isomorghe au double complexe que

1'on pourrait définir directement en cochatnes inhomogénes, et que 1l'on

*
note C (G,A).

On peut alors élargir un peu le cadre des complexes forts en procédant comme
suit. Tout d'abord si A est un complexe d'ELCS tel que H*(A) soit séparé, X
une variété Cm, on définit comme ci-dessus le complexe CQ(X,A). Il est clair
que Zq(Cm(x,A)) = Cm(X,Zq(A)); sous cette identification Bq(cm(x,A)) est
contenu dans Cw(X,Bq(A)). On obtient donc une application naturelle de
Hq(Cw(X,A)) vers Cw(x,Hq(A)), mais en général cette application n'est ni in-
jective ni surjective. Elle est injective si et seulement si toute applica-
tion Cuo de X vers Bq(A) se reléve en une application CuD de X vers Cq-l(A);
et elle est surjective si et seulement si toute application Cm de X vers
Hq(A) se reléve en une application Cw de X vers Zq(A).

Disons maintenant qu'un complexe A de G-modules, non nécessairement fort,

*
mais tel que H (A) soit séparé, admet la résolution standard si pour tout

p 2 0, 1l'application naturelle : H*(CQ(GP,A)) b d Cé(Gp,H*(A)) est un isomor-
phisme. (C'est le cas notamment si A est fort). On peut vérifier que cette
notion ne dépend que de la classe d'homotopie du complexe d'EVT sous-jacent
a A,

Le calcul du terme 'qu, ainsi que les propositions 1.1, et 1.2, restent
valables dans cette situation, a condition de se restreindre partout a la

résolution standard. De méme pour la proposition 1.3. ci-dessous.
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6. L'opérateur d_ de la premiére suite spectrale d'hypercohomologie.

2
PROPOSITION 1.3. Soient G un groupe de Lie, A un complexe fort de G-modules.

Soit 'qu la premiére suite spectrale d'hypercohomologie de A. L'application

+ -1 N
d2 : 'qu - 'Eg 2;q s'obtient en relevant a € Hp(G,Hq(A)) a travers la

suite exacte & 4 termes de G-modules :
o= 1y — Ty 83 ) —> 2%y = wia) = o.

De maniere équivalente on peut dire que l'on obtient l'image de a € 'qu ~

Hp(G,Hq(A)) en le relevant successivement a travers les deux suites exactes :
q q, q

(2) o— B(A) — Z°(A) = H(A) = o

m o— vl = ¢ty 8w — 8% > o .

Si l'une des deux suites exactes (a), (b), est scindée sous G pour tout

q 20, on a dr = 0 pour tout r 2 2,

Démonstration.
J'ai rappelé en 0.6. la définition générale d'une suite spectrale, et en 0.7.
j'ai considéré le cas d'un complexe double. On a ici le double complexe K que
j'écris en cochatnes inhomogénes : kPq = Cp(G,cq(A)), et dont je note :

f — (—1)qdf f — dof pour f € kP4
les deux dérivations (en effet, la deuxiéme dérivation de K est donnée par
composition de f avec la dérivation de A).
Soit e un élément de 'qu, f € 'qu un représentant de e. Rappelons comment

on retrouve e a partir de f, dans l'identification 'qu = Hp(G,Hq(A)).

Puisque f € 'qu, f s'éerit T fk , avec fk € Kkl, k+l = p+q, et on a les
kzp
deux conditions :
dof =0
P
q
-1 + dof = 0.
(-1) dfp o o+l

La premiére exprime que fp est en fait & valeurs dans Zq(A), donc définit

~ ~ ~
fp € Cp(G,Hq(A)); alors la deuxiéme montre que dfp = 0, donc que fp €

Zp(G,Hq(A)); et e n'est autre que la classe de fp dans Hp(G,Hq(A)).
+2,q-
Soit donc e € 'qu. Pour obtenir d2e € 'Eg 2,9 1, je dois choisir un repré-
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sentant f de e, calculer df, et appliquer la procédure ci-dessus a (df)p+2.

Choisissons tout d'abord un représentant z de e dans Zp(G,Hq(A)); soit f

€ Cp(G Zq(A)) un relévement de z. Soit g p+1 = dfp; alors g 1 est un cocycle

sur G a valeurs dans Bq(A), et comme le complexe A est fort je peux écrire

-1 -
g = (-1)%q ofp+1, ou f est un certain é&lément de CP' 1(G,Cq 1(A)).

p+l

p+l
est clair que f = f + f est dans 'qu et représente e.
P p+l 2
1
Par définition [g 1] € Hp (G, Bq(A)) est 1'image de e par relévement a tra-
vers la suite exacte (a) . De méme (- 1)q 1[df ] € Hp 2(G z3” 1(A)) est 1'image

de [g +1] par relévement a travers la suite exacte
p

(b)) 0- 27w — Tl — BT o o,

dont on déduit (b) en prenant l'image directe par la projection canonique

287 ) — 1.

+2

valeurs dans ZQ‘l(A)) Pour obtenir dze, je dois composer (df) p+2 avec la

1
projection canonique Zq (A) — H (A), puis prendre la classe du p+2-co-

Or on a (df) = (-l)q_ldfp (qui est méme déja directement un cocycle a

cycle ainsi obtenu. Il revient au meéme de relever [gp+1] a travers la suite

exacte (b), ce qui démontre la premiére assertion de la proposition 1.3.

Plagons-nous maintenant dans les hypotheses de la seconde assertion, et mon-
trons qu'alors tout e € 'Ezq admet un représentant f qui soit un '"vrai cocycle",
i.e, tel que df = O,

Si les suites exactes (a) sont scindées c'est clair; on pourra choisir pour

fp un cocycle dans la construction ci-dessus, donc dfp = 0, ce qui permet

de prendre f = 0, et alors f = fp est bien un cocycle dans K.

p+l
Si les suites (b) sont scindées, c'est un peu plus compliqué. On sait alors

seulement que pour tout z € Zp(G,Bq(A)), on peut choisir un relévement c

- + - M . . z . .
€ Cp(G,Cq 1(A)) tel que dc € zP 1(G,Bq 1(A)) (alors qu'a priori dc était a
valeurs dans Zq_l(A)). Mais cela est exactement suffisant, car on peut

€ z°"%(6,8%° 1 (A)), daron £ € cP*3(6,c%2(a))

alors choisir f tel que df
p p+2

+1 p+l

tel que d ofp+2 p+2

= (—1)q-2dfp+1, qu'en outre on peut choisir tel que df
soit a valeurs dans Bq—z(A). Continuant ainsi de proche en proche on construit

= + = + = i é .
f fp fp+1 e fp+q tel que df 0, et qui représente e
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Pq

Or il est clair que si tout e € 'E2 admet un représentant qui soit un

vrai cocycle, on a d = O pour tout r 2 2. En effet d'aprés la définition
r

Pa . Pq
'E
2

on a alors d2 = 0, ce qui permet d'identifier a 'E3 3 mais un re-

Pq

présentant cocycle de e € 'E2 le représente aussi en tant qu'élément de

vqu, donc dy = 0, ... etc. Cafd.

Remarque 1.1. On aurait le méme résultat en supposant qu'il y ait
un sous-G-module Zg c Zq(A), tel que l'application Zg-—9 Hq(A) soit surjec-

-1 -1 . s -1
tive, puis un sous-G-module Cg cct (A) tel que l'application Cg - Bg(A)

. -1 -1 -1
soit surjective (en notant Bg = Zg n Bq(A)). Soient Zg = Cg n z% A,

q-1 _ q-1 q-1 q-1 _ ~q-1, _q+l
By~ =¢5 N B (A),Ho zO /BO
du d2 remplacer les suites exactes (a), (b), par :

. On peut alors pour la détermination

(a)  o0—» By — zg-) Hia) — o

q-1

(b") 0— Hy

q-1, _q-1 q
— o.
— C, / B, — Bj o

Si l'une des suites (a'), (b') est scindée sous G pour tout q = 0, on aura

encore dr = 0 pour tout r 2 2,

Démonstration du théoréme 1.1.

Le calcul du 'qu au n°3 et la proposition 1.3. constituent le théoréme 1.1.

La suite spectrale de Hochschild-Serre.

Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe distingué fermé de G, E un G-mo-
dule. On suppose que le H-module sous-jacent & E soit tel que les complexes
de H-cohomologie de E soient forts (cf. 0.5.) (on pourrait supposer seule-
ment qu'ils admettent la résolution standard; c'est 1l'hypothése faite en

(5] ch.111 §5).

On peut considérer le foncteur E — EG comme composé des foncteurs E —» EH
et (EH) — (EH)G/ H (remarquer que G/ H agit sur EH). Les méthodes générales
de [2] pour 1'étude des dérivés des foncteurs composés conduisent alors a

la construction d'une suite spectrale comme suit., Soit O —» E —» A une ré-

solution f.r.i. du G-module E, qui soit aussi une résolution f.r.i. du H-mo-
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dule E (par exemple la résolution standard du G-module E). On considére
alors le complexe de G/ H-modules AH. Il est fort puisque c'est un com-
plexe de H-cohomologie de E. On démontre facilement (cf. [5] ch.I lemme
8.1. qui se généralise sans peine au cas topologique) que les G/ H-modules
Cq(A)H sont encore relativement injectifs. Il en résulte aussitdt que la

deuxiéme suite spectrale d'hypercohomologie de AH est dégénérée, i.e. "qu

On n, G
= O pour tout p > 0. Or "E2 =H (A) = Hn(G,E), donc la cohomologie du
#*
complexe total n'est autre que H (G,E). Alors la premiére suite spectrale
*
d'hypercohomologie fournit la suite cherchée : elle converge vers H (G,E)

et vérifie : 'qu = #P(e/ H, Hi(H,E)).

Il en résulte que l'on peut appliquer les résultats des n°s précédents a
la suite spectrale de Hochschild-Serre, considérée comme premiére suite
spectrale d'hypercohomologie du complexe AH; la proposition 1.1. montre
que 1l'on obtient une suite spectrale isomorphe (pour r 2 2) en remplagant

A par une autre résolution f.r.i. quelconque de E.

Cas du produit semidirect.

Supposons maintenant que G soit un produit semidirect G = K&XH, toujours
avec H distingué. Faisons agir K sur H par restriction des automorphismes
intérieurs. Soit 0 — Cm(H,E) - ... Cw(Hqﬂ',E) — ... la résolution
standard du H-module sous-jacent a E. On voit aussitdt que la différen-
tielle de ce complexe (ainsi que la scission naturelle) commutent a 1l'ac-

(=]
q+1,E)H est un sous-K-module de C (Hq+1,E). On a

@
tion de K, et que C (H
donc le complexe fort de K-modules :

Hy .

® H ® +1
(1) 0= c H,E) = ...— ¢ W' ,p)
*
dont la cohomologie est H (H,E).
PROPOSITION 1.4. Soit G = KKH un produit semidirect avec H distingué. Soit
E un G-module, tel que les complexes de H-cohomologie de E soient forts.
Alors la suite spectrale de Hochschild-Serre de E relativement a H est,

pour r 2 2, isomorphe a la premiére suite spectrale d'hypercohomologie du

complexe (1) de K-modules,

Démonstration.

On va construire une K-injection du complexe (1) dans le complexe :
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@ @
(2) 0= c(egB o ...—> c,pi o ...

(1'action de K dans (2) s'obtient a partir de son action sur G par trans-
lation é gauche) .

Pour cela, remarquons que si 1l'on écrit g = kh un élément de G, avec k € K
et h € H, 1'application g — khk-1 est un K-morphisme de G dans H qui com-
mute aussi a l'action de H par translation a gauche car pour h €H:

-1 -1
1 1gk = hl.khk .

. : ®  q+l ®
Alors 1'application u : C (H ,E) = cC (G

-1 -1
u(f)(gyy...9) = £(kh k. ",.uu,k h Kk )

commute aux actions de K et H, et aussi aux différentielles. On a obtenu un

hjg = K.k Th,kn » donc hyg —> h

+
d l,E) définie par :

morphisme de la résolution standard du H-module E vers la résolution stan-
dard du G-module E, commengant par 1E, et admettant d'ailleurs pour rétrac-
tion 1l'opération de restriction a Hy; il en résulte un morphisme de complexes
de (1) vers (2), commutant a l'action de K, et dont le morphisme de com-
plexes d'EVT sous-jacent admet un inverse d'homotopie (d'aprés le lemme de
comparaison des résolutions, en considérant les deux résolutions comme des
résolutions f.r.i. du H-module sous-jacent a E). Le corollaire 1.1. permet
alors de conclure a l'isomorphisme des deux Eremiéres suites spectrales

d'hypercohomologie, pour r 2 2.

Remarque 1.2. I1 n'y a aucune raison a priori pour que les secondes suites
spectrales d'hypercohomologie des complexes (1) et (2) soient elles aussi
isomorphes. Pour le complexe (2) elle est toujours dégénérée, alors que par
exemple si le produit est direct la deuxiéme suite spectrale d'hypercohomolo-

gie de (1) vérifie : "qu = Hq(H,Hp(K,E)).

Utilisation des algébres de Lie.

On se propose maintenant, dans le cas ou H est difféomorphe & un espace BQN,

de remplacer le complexe standard de H par le complexe de van Est (0.4.).

LEMME 1.2. Soit G = K&XH, avec H distingué et difféomorphe a HRN. Soit E

un G-module. Alors Qn(H,E) est un G-module K-relativement injectif au sens
suivant : si 0 — X'%¥=) X est une injection de G-modules scindée sous K,
si u: X' — Qn(H,E) est un G-morphisme, il existe un G-morphisme : : X —

Qn(H,E) prolongeant u.
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Démonstration.

I1 suffit de montrer que le prolongement défini habituellement (cf. [5]
ch.III lemme 7.1.) commute & l'action de G. Rappelons Que 1l'on définit :
:(x)(h) = h.u(sh-lx)(l), en désignant par s une scission K-invariante de
1'injection 0 — X'*=y X. (Dans cette formule, u(y)(1) € Hom(T1H,E), et
h.u(y) (1) € Hom(ThH,E) est défini par : £ —) h.u(y)(l)(h-lg)).

Tout d'abord, il est clair que 1l'on a bien comme cela un élément de Qn(H,E).
On sait déja (loc. cit.) que': commute a l'action de H. Reste donc a véri-
fier qu'il commute aussi & l'action de K.

or 'J(kx)(h) = h.u(s(h-lkx))(l) = h.u(s(k.k—l

h~1kx))(1) , et comme s commute

a l'action de K, ainsi que u :

hk.u(s(k—lh—lkx))(l) (car 1 est point fixe pour l'action de K sur H)
k.k_lhk.u(s(k_lh—lk))(1)-= K.u(x) (kthik) = (Ku(x)) (h) .

Donc u(kx) = k.u(x), et le lemme est démontré.

1}

LEMME 1.3, Soit G = KKXH, avec H distingué et difféomorphe a HIN. Soit E
un G-module. On considére les deux résolutions f.r,i. suivantes du H-module

sous-jacent a E :

® © q+1
(1) O— E—>» C (H,E) — ... —> C (H ,E) — ...

(2 o— E— CH,E) — ... lH,p) > ...

Alors il y a une fléche de complexes de G-modules de (1) vers (2) commen-

t pa .
Ggant par 1E

Démonstration.

On vérifie facilement que les différentielles de ces deux complexes commu-
tent & l'action de K, et donc qu'il s'agit en fait de complexes de G-modules.
(Un ELCS E muni d'actions de K et H devient un G-module si 1l'application :

H — GL(E) donnant la représentation commute aux actions de K sur H et GL(E),
ce qui se vérifie trivialement ici). D'autre part 1l'homotopie contractante

du premier commute aussi & l'action de K. On peut donc dire que le premier
complexe est K-fort.

Le deuxiéme complexe est formé de G-modules K-relativement injectifs, d'aprés
le lemme 1.2, On démontre alors comme dans [5] ch,I prop.2.2. (lemme de

comparaison des résolutions) l'existence du morphisme cherché.
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Remarque 1.3. L'existence d'un morphisme de complexes de G-modules de (2)
vers (1) ne semble pas claire en général. Elle a lieu chaque fois que

le complexe (2) est lui aussi K-fort (car on peut vérifier aisément que
(1) est K-relativement injectif), ce que je ne sais démontrer que lors-
que H est exponentiel.(L'homotopie contractante usuelle de (2) est 1'homo-
topie de Poincaré, dont il n'est pas clair qu'elle commute & l'action de

K en général).

PROPOSITION 1.5.

Soit G un groupe de Lie produit semidirect G = K&XH, avec H distingué et
difféomorphe a un espace HIN. Soit E un G-module tel que les complexes de
H-cohomologie de E soient forts. Faisons agir K sur l'algébre de Lie D de !
par l'action adjointe. Alors la suite spectrale de Hochschild-Serre de E
relativement a H est isomorphe, pour r 2 2, 4 la premiére suite spectrale

*
d'hypercohomologie du complexe de K-modules C (h,E).

Démonstration.
Le morphisme de complexes du lemme 1.3. passe en un morphisme de complexes

+ #*
a*l gyH 5 ... vers C (h,E)

@ @©
de K-modules de 0 — C (l-[,E)H — ...—> C(H
(complexes H-invariants correspondants). Toujours d'aprés le lemme de com-
paraison des résolutions, le morphisme de complexes d'EVT sous-jacent admet

un inverse d'homotopie. Alors le corollaire 1.1. permet de conclure,.

Démonstration du théoréme 1.2,

Il s'agit des remarques faites au n°7, et des propositions 1.4, et 1.5,
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Chapitre II : Le terme E2 de la suite spectrale de

Hochschild-Serre.

Introduction

Dans toute la suite de ce travail on s'intéresse a la situation suivante.
Soit G un groupe de Lie produit semidirect de la forme B XA, avec B dis-

. . . s : [ : :
tingué et isomorphe a un groupe B?N. Soient x, , x2 € B, que l'on identi-

fiera a Q*, dual de l'algébre de Lie de B; onlnotera (x,b) = <x,b> le
couplage naturel de dualité de E*.XE vers IR, Soit X, l'orbite de x, dans
Q*, Sj le stabilisateur de xj dans A, On*munit Xj deJla structure di variété
quotient A/ S‘_j ; elle est plongée dans b . Soit (Ej’oﬁ) un Sj—module

@
complet; soit Fs =1 E. (au sens C ), ou B NSj agit sur Ej par :

ndg 45,16 75

bs(v) = e1<xj,b>

o . (s)v

(le fait que S, stabilise x, assire que l'on a bien ainsi une représenta-
tion). On peutJréaliser F. %ans 1l'espace des fonctions Cm sur A (et non sur
G) vérifiant f(as) = s~1f%a) pour tous s € Sj , a € A, en posant:

ba(f) (a') = e1<a'xj,b>f(a—1

(6n identifie B & son algébre de Lie).

a') bEB, a,a'€A

On se propose alors d'étudier les espaces Eth(F1’F2)’ Cette étude a déja

été abordée par Guichardet dans [4], pour le cas n = 1, et en supposant les

E, de dimension finie,

Notons Tx, < Ef le sous-espace tangent en xj a %j ’ Nx. son orthogonal dans
J

T et Nx sont des Sj-modules, et on a des isomorphismes canoniques

ioc

0y, .

3 J J ¥* ¥*

T, T b/ N s N_ =D} / T_ . Le but du chapitre II est de démontrer le
J J J J .

théoréme suivant, énoncé de maniére plus précise i la proposition 2.3. :

THEOREME 2.1.
(i) si Xl £ X2 , on a Extg(Fl,Fz) = 0 pour tout n =2 0 (cf. [5] prop. 5.4.
pour une autre démonstration) .

(ii) Si X, = X_ , auquel cas on peut choisir x, = x s, =38, il

1 =% 1 % ;% 5% =5
y a une suite spectrale (Er)rzo convergeant vers ExtG(Fl,Fz), avec
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EPY - ExtP’(AN_  ,Hom(E, ,E.)). (Il s'agit de la suite spectrale de Hoch-
2 S xo 1772

schild-Serre par rapport & B du B ¥S-module Hom(Fl,Ez)).

(iii) si Tx admet un supplémentaire S-invariant dans B*, dr = 0 pour
(o]

tout r 2 2,

(Démonstration a la fin du n® 5).

Ce théoréme est une généralisation de la description de la suite exacte a

5 termes de Hochschild-Serre, faite en [4] §6,

La démonstration se fait en plusieurs étapes, comme dans [4], en partant du
cas ou X est un ouvert dans E* (aprés avoir réénoncé convenablement le pro-
bléme en termes de fibrés principaux, ce qui permet de considérer la situa-
tion localement). Une utilisation différente du lemme de Shapiro permet
d'alléger substantiellement les calculs par rapport a [4]. Cependant le
passage a la n-cohomologie conduit a4 des démonstrations de nature combina-
toire quelquefois assez compliquées., D'autre part le fait de ne plus supposer
les représentations induisantes de dimension finie m'a conduit & éviter 1l'uti-
lisation des connexions & ce niveau (bien que je les réintroduise au chapi-
tre III, au moment de 1'étude de 1l'application dz); en outre, il a fallu
vérifier que les conditions pour la définition de la suite spectrale de
Hochschild-Serre avaient lieu (cf. ch.I n°5); on a pour cela vérifié que

le complexe C*(Q,Hom(Fl,Ez)) est fort.

Enfin il m'a paru plus clair de travailler explicitement en homologie plutdt
qu'en cohomologie, quitte a faire une transposition a la finj; c'était impli-

cite dans [4].

Position du probléme.

v: P n N =
On s'intéresse donc aux espaces ExtG(Fl,Fa). Puisque Fz IndB)QSZfG E2 9
le lemme de Shapiro ([5] prop. 4.4.) raméne ce calcul & celui des

Ext (FI’EZ)' L'idée est maintenant d'utiliser la suite spectrale de

n
B NSZ
Hochschild-Serre par rapport a B du B st-module Hom(Fl,Ez).

D'apres le théoréme 1.2. (iii), c'est aussi la premiére suite spectrale

#*
d'hypercohomologie du complexe de Sz—modules C (E’H°m(F1'E2))’ a condi-

*
tion que ce dernier soit fort. On va donc démontrer que C (E,Hom(Fi,Ez))
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Pq

est fort, et calculer sa cohomologiej; on aura alors E2 = Hp(S,Extg(Fl,Ez)) .

Remarquons que b agit scalairement sur Ezg donc si on pose F = (Ex ®E1 , le
2

b-module Hom(Fl,Ez) st'identifie a Hom(F,Ez), avec cette fois action triviale

de b sur Ez. Comme je le montrerai au n°5, le résultat se déduit aussitét,
-

par transposition, de 1l'étude de 1'homologie du b-module F. On est donc

conduit au probléme suivant:

Soit b une algébre de Lie commutative de dimension finie, et S un groupe de
Lie. Soit X une variété plongée dans 9*, et P un S-fibré principal au-dessus
de X; soit X, un point de E*, et si X, € X, soit P, un point de n—l(xo), ou
nm : P—) X est la projection canonique. Soit (E,0) un S-module complet.

Par abus de langage, notons Ind E 1'espace

stp
© -1
F={f€c (P,E) | £f(ps) = s "£(p) pour tous p € P, s € 5}
Faisons agir b sur F par : bf(p) = i<x - xo,b>f(p), ou x = n(p).
Il s'agit de prouver que le complexe d'homologie C*(E,F) est fort, et de
calculer son homologie. (Rappelons que Cq(E,F) = Aq§® F, et que

a .
3x A...ax®) = & (-D'xA... x,
1 q i=1 1 i-

AX.

1P ¥ ...qu'&xif y car b est

abélienne) .

#*
Cas ou X est un ouvert dans J .

Le but de ce n® est de démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1. Considérons le probléme (P) ci-dessus, et supposons X

*
ouverte dans b .

(i) si Xq € X, le complexe augmenté :

£ N

0 é~E €& F & b®F & ... ¢ rbgF « ... ol e(£) = £(p,)
est acyclique et admet une homotopie contractante continue.
(ii) Si X, £ X, Cu(b,F) est acyclique et admet une homotopie contractante

continue.

Avant de commencer la démonstration de la proposition 2.1. on fixe quelques
. . #* * #*

notations. Soit (el,. ..,en) une base de b, (el,...,en) la base duale de b

correspondante. On note (xl,...,xn) les coordonnées de x dans (e:, .. .,e:) .

Appelons Di 1'opérateur z— de Cm(g*,E) dans lui-méme. Soit N 1l'ensemble

ox
i

{1,...,n} muni de son ordre naturel.
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* n
LEMME 2.1. Soit U un ouvert de b de la forme m ]aj,bj[ N aj < bj' Soit
j=1

J € N. Soit Ay = {fr€ CQ(U,E) l f(x) = 0 dés que x5 = Xg pour tout j € J}.

I1 existe alors des applications linéaires continues f —) gj , J €EJ, de

@
AJ vers C (U,E), telles que :

f(x) = © (x.—xo.)g.(x) pour tout x € U.
i€J 39
Démonstration.
Quitte & faire une translation, on peut supposer que Xy = 0. S'il existe un

j € J tel que 0 ¢ ]aj,bj[, la condition définissant AJ est vide, i.e.

@
AJ = C (U,E). Soit alors jo le plus petit j € J tel que 0 ¢ ]aj’bj[' Les

fonctions gj définies par :

gj(X) =1 £ sij=jj

]

J‘O
O sinon
répondent manifestement a la question.
Supposons donc maintenant que pour tout j € J, 0 € ]aj,bj[. Soit j1 le plus
petit élément de J. On pose :
g. (x) = Il D, X ,..0,x, ,tx. ,x, yeeesX )dt
I 073, ! 37178 Ty n

on a f(x) - legj1(X) = f(xl,...,le_l,O,xj1+1,...,xn). En itérant de proche
en proche on trouve des fonctions gj, j € J, telles que :

f- ¥ xg,=fon
. J
j € JJ
. . . * 3* . . 3*
ou n_ est la projection de b sur P IRe, , parallélement a P IRe, ; et
J - . . J
JgJ j€J
les g. dépendent linéairement et continOment de f. Comme par hypotheése

fo T,o= 0, le lemme est démontré.

Remarque 2.1. Les fonctions g‘_j exhibées ci-dessus seront dites "les" fonc-
tions associées aux conditions d'annulation correspondantes. Bien entendu

beaucoup d'autres choix sont possibles.

Démonstration de la proposition 2,1, dans le cas d'un pavé ouvert,

n
Supposons X de la forme 5H1 ]aj’bj[’ et démontrons la proposition 2.1.

dans ce cas,
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On remarque d'abord qu'il suffit de construire des applications linéaires

g+l telles que dh = 1Zq (q 2 -1 pour le cas (i), q =2 0O

continues h : Zq — C

pour le cas (ii)).

Fn effet on posera alors pour f € Cq quelconque : hf = h(f - hdf), ce qui

a bien un sens puisque pour f € Cq,af € Zq—l’ et que d(f-hdf) = df - dhof =
df - 0f = 0. On a bien alors : dhf = f - h3f, d'ou hdf + dhf = f.

Comme X est contractile, P est trivialisable au-dessus de X. Soit s une section

[ee]

de P, avec s(xo) © Py On peut alors identifier P 4 X XS, et F a C (X,E)
. . o . o

(par restriction de f € F 4 X x{1}), & condition de faire agir b sur C (X,E)

par : bf(x) = i<x—x0,b>f(x).

Si X4 € X, on définit h au cran -1 par la formule : h(v)(x) = v pour v € E,
x € X. Comme € s'écrit maintenant €(f) = f(xo), on a bien eh(v) = v.

Au cran O, la condition f € Z0 s'exprime par f(xo) = 0 (elle est vide si

x, Z X). Soient 9yseces9) les fonctions associées a f par le lemme 2.1.
n

(cf. Remarque 2.1.). Alors h(f) =iZ e, ®gj convient (noter que ej agit
j=1

n n
ar multiplication par i(x.-x_.) et que 0( ¥ e.gg.) = - % e.g.).
P 03 -1 i®% jop 99

. Faisons maintenant la construction de h au cran q, q 2 1. Pour cela on doit

encore introduire quelques notations. Soit Pq(N) l'ensemble des parties a

q éléments de N; on les munit toujours de leur ordre naturel. Pour I € Pq(N),
soit e = ei;\eig ...Aei . On ordonne Pq(N) par ordre lexicographique.

Pour I © N on note d(I) }e dernier élément de I. Soit ¢ : Pq+1(N)-—+ Pq(N)
1'application I —y I \{d(I)]}; ¢ définit une partition de Pq+1(N).

Pour tout j € I on note I, =1 \{j}. Pour tout j # I, on note I’= 1 U {j}.
Enfin pour tout I < N, on note rI la fonction qui a tout j € N associe le

nombre d'éléments de I précédant j (au sens large), de sorte que d est donnée

par
r_(3) .
= ¥ (-1 -
(e, ® ) R (-1 e1.®1(xj xoj)fI
Jel J
Soit £ € Z (b,F), £ = % e ®fI . La condition 3f = O s'écrit :
a I€P (N)
q
Y4 )
) ¥KEP (N 5 (-nTkd 1J'L(xj-xoj)fKJ =0 .
4 K
et le probléme est de construire g = by e_&8g. telle que
. J J
JEP (N)
q+1
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@) ¥IEPR (N) £o= 2 (DT x g
q I . J 03771
i1
On construit les gJ par récurrence sur ?(J).

Soit IO = {1,...q}. Ecrivons la condition (%) pour K = ?(Io) :

n
(-0 ilxx )£ = o.

j:q 03
En particulier (x -x f = 0 dés lors que x, = x_. pour tout j>q; et comme
p a oq) I, q j 0j P i>a;
1'ensemble des x tels que xq= xoq est d'intérieur vide dans 1l'ensemble des

x € X tels que xj = xojpour tout j>q, on a par continuité :

f_ (x) = O dés lors que x; = X, pour tout j>q.

IO 0J
On peut donc écrire f. = ¥ (x.-x_.)y., ol les y. sont les fonctions as-
0 j>a 03" 'J J
sociées a fI par le lemme 2.1.; et on posera ng = (-l)qiyj pour j>q : c'est
o o}

le premier pas de la récurrence.

Soit maintenant I € P (N) quelconque, et supposons les 9, déja construits

pour 9(J) < I, vérifiant (3) pour I' < I (cela ne fait intervenir que des

indices J' pour lesquels ¢(J') < I). On va définir les 9y pour 9(3) =I.

On veut que f_ = % (-l)rI(J)+1
I .

g1

déja définis. Pour pouvoir prolonger la construction en vertu du lemme 2.1.

i(xj—xoj)glj. Or, pour j<d(I), les ng sont

il suffira de vérifier que la fonction :

(3)+1.
(1) f.- £ (-1 ilx.-x_.)g
I j<cam 3o

s'annule dés que X, = Xy Ppour tout k>d(I). Or, écrivons dans les mémes

J

conditions 1l'équation (#) pour K = ¢(I) :
j)+1 . q
(2) g (DD xx e ¢ (DUx o -x . )E, = 0.
j<a(1),3¢1 J T0j"°K d(I) “od(I)’ I

Dans 1l'expression sous le signe ¥ on a toujours KJ<I; donc par hypothése de
récurrence :

. r j(k)+1, .
f = . (= -
<3 T j (-1)'K 1(xk x(k)gx:jk ,

kK

et comme on suppose que xk =x0k pour k>d(I), on peut se restreindre aux
termes tels que k Sd(I). En reportant cette expression, et aprés regroupe-

ment des termes, (2) devient :
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oKD x )
j<d (1) 3

g1

. q
a(n) Soa(n)’ 99+ (D7

s (-1)7k (3)+1+4r, 300 +1,

j,k<d (1)
JoKF 1534k
Or, la derniére somme est nulle, car les termes correspondant aux couples

(xj 0 )(xk-ka)gng = 0.

(j,k) et (k,j) se détruisent. Il reste donc :

(-1)%i(x e s -1y P+
j<a(n) , j¢1

Or pour j<d(I), rK(j) = r[(j); par ailleurs on peut simplifier par (x

a(1) Fod(1) (x;-x,,)9,3) = 0.

qui ne s'annule que sur un ensemble d'intérieur vide; donc on retrouve bien

la condition (1). Cqfd.

Démonstration de la proposition 2.1. dans le cas général.
n
Soit (F ) un recouvrement ouvert de X par des ouverts de la forme T ]a,,b_[.
j=1
Soit (9 ) une partition de 1l'unité ¢” subordonnée. Soit ﬁ; (U ) ;5 les
Uaforment un recouvrement ouvert de P, et (9 ) = (9 o m) est une partition
de 1'unité subordonnée a ce recouvrement. Soxt F = IndeU E.
Pour f € F, on pose fa = flﬁ;. On réalise ainsi une inJectlon de F dans g Fa

qui admet une rétraction, a savoir r : (fa) - eafa' Ainsi F est facteur
a
direct dans 2 F_, comme EVT et comme b-module.

Supposons que l'on soit dans le cas (i); on impose alors qu'un seul des Ua
contienne X5 et on le note Uo; on a Go(xo) = 1, ce qui montre que r com-
mute aux augmentations 2 Fa-—+ E, F — E. Donc le complexe augmenté

0O €< E @-C*(Q,F) est facteur direct dans le complexe augmenté

0O ¢« E 4—-2 C*(Q,Fa), qui est fort et acyclique comme produit direct de
complexes forts et acycliques, d'aprés 3.2, Or un facteur direct dans un
complexe fort et acyclique est lui-meme fort et acyclique,d'ou la proposi-

tion (on raisonnerait de maniére analogue dans le cas (ii)).

Homologie du b-module F : cas général.

#*
On passe maintenant au cas ou X est une variété plongée dans b quelconque.

*
Considérons TX comme sous-fibré vectoriel du fibré trivial X Xb . Soit q un

-
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#*
fibré vectoriel supplémentaire de TX dans X Xb , de sorte que pour tout
x € Xona: B* = Tx P - Soit NX le fibré vectoriel conormal & X (i.e.

Nx est l'orthogonal de Tx dans b).

LEMME 2.2, Soit x un point de X,

(i) si x # Xy s soit U un voisinage ouvert de x dans X tel que X, 7 U, et
tel que la projection de U sur Tx parallélement a Sgysoit_:n difféomorphisme
de U sur un ouvert U' de T_. Soit F, = Indsfﬁ E, ot U = n “(U). Alors le
complexe C*(B,FU) admet une homotopie contractante; en particulier Hq(g,FU)
pour tout q 2 O.

(ii) Si x = xo, soit U un voisinage ouvert de xo dans X tel que la projec-

tion de U sur T parallélement a qx soit un difféomorphisme sur son image
x -

(] (o]
~ A
' i = ~ B =
U'. Soit FU IndStU E, avec U = n ~(U). Alors le complexe C*(E,FU) est fort,
et H*(Q,FU) = Cq(Nxo’E) .

Démonstration.

Je la ferai dans le cas (ii); on raisonnerait de maniére analogue pour la
premiére assertion, Il s'agit essentiellement d'un raisonnement de suite
spectrale (d'homologie), mais je dois l'expliciter pour vérifier que les

complexes considérés sont forts.

Soit b_ = ql S b l'orthogonal de 9 s b

o~ % o est une sous-algebre de b, et Tx

(0] (0] (0]
*
s'identifie au dual de ho. Soit u la projection de b sur Tx paralléle-

ment a gx , Soit P' le fibré principal au-dessus de U' déduit de P|U (i1
suffit deocomposer la projection n avec u). On peut maintenant écrire tout
x € U de maniére unique sous la forme (x',¢(x')), avec x' = u(x) € U', et

9(x') € 9, - L'action de b s'écrit :
bf(p) = i<x'+(p(x')-xo,b>f(p) si x' = urn(p).

En particulier si b € 30 : bf(p) = i<x'-x'0,b>f(p).
Donc 20 agit comme dans 1'énoncé du probléme (P), et par conséquent on peut
appliquer la proposition 2.1. au go-module FU. Soit q 2 0 donné. On écrit
q k 1 P a
A°b = k+?=q A 90 ®A N_ . J'écrirai f € Cq(Q,FU) sous la forme Y% £ suivant

(0] k=0
cette décomposition.

77

=0



b,

F. DU CLOUX

Soit f un élément de Zq(l_),FU) tel que fo(po) = 03 je vais construire g ¢
c +1(_t_),FU) , dépendant linéairement et continGment de f, tel que f = dg.
On procéde par "approximations successives'". On commence par construire gO
. (0]
tel que (f - ago) =
Choisissons des bases (ei), (eé) de _t_)o, Nx respectivement. On peut alors
[0}
écrire
£ = z °1 ®83®fl; J
LFPk(M) ,JEPI(M‘) ’

ot M ={1,..,m},m = dim(PC)’ M' = {1,...m'}, m' = dim(Nx ) (cf. le début de

(o]
3.2.c. pour les autres notations), et fk € F .
I,J u
L'hypothése est que fo(p ) = O pour tout J € Pq(M'), en notant pour J €
PI(M'), k+l = q, f'; = T e ®fI g - Soit h(f?) = % e, ®9, . 1 ou h est
16, (M) jo1 b Oy
1'homotopie contractante du complexe
k
(3) O ¢ E ¢ F ¢~ p ®F ¢ ... ¢~ AR ®F .
exhibée a la proposition 2.1.
(0] 1
= = - ' (T
Posons 9% ‘Z e, ®eJ®go it On a (Bgo) T e} (. eigo,i,J)
i,J J i
=5 e'@fo = fo, donc (f - dg )0 = 0.
J J (o)
J
Posons maintenant fo =f - ago . Lorsque 1l'on écrit que afo = 0, compte tenu

. (o] . 1
- A
du fait que f_ = O, on voit que pour tout J € Pq-l(M ), fO,J € 21(20, FU).

On peut donc a nouveau lui appliquer 1l'homotopie contractante du complexe (3¢),

1 2 ooz s 2
et poser h(f ) = b e @gl 3 cela définit g, = £ e_@ge'®g + g
I,J 1 I J 1,1,J
0,J IEP_ (M) I sl 1,J sl
2
1
On améliore ainsi 1'approximation en ce sens que (f - agl)o = (f - bgl) = 0.

Poursuivant de proche en proche on obtient le résultat annoncé.

Réciproquement, il est clair d'aprés l'expression de d que tous les éléments
de B (b, F ) vérifient f (p ) =0 .0na donc montré que B (b,F ) est exacte-
ment l'ensemble des f € 2 (b F ) tels que f (p0 =0 (ce qu1 montre déja qu'il
est fermé), et on a exhxbe une scission a l'application d : cq+1(b’FU) -

Bq(b,FU) .
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L'application r : £ — fo(po) passe donc en une injection continue de

nq(g,FU) dans Cq(Nx JE) . Je vais maintenant exhiber une application

[0}
cq(Nx ,E) — Zq(E,FU) inverse & droite de r, ce qui montrera d'une part
(0]
que r est surjective, et d'autre part que 1l'application naturelle Zq(E,FU) -

H (b,F ) est scindée.
qQ=" U

Soit a € Cq(Nx ,E) . En appliquant 1l'homotopie contractante de (%) au cran
(0]

-1, on obtient h € Cq(Nx ,FU) tel que h(po) = a, I1 s'agit maintenant de
(0]
montrer que h peut &tre considéré comme le terme d'ordre O (au sens de a.)

PP k
d'un certain cycle. Définissons d'abord f' par f‘o =h , f' = 0 pour k > O.
Soit s l'application Bq 1(§,FU)'—9 Cq(p,FU) construite au b.; on remarque

. (0] (o] (o]
que l'on a toujours s(g) = O. Posons alors f = f' - s3f'. Ona f =f' =h,

et d'autre part df = 3f' - 3f' = 0; en outre f dépend linéairement et conti-

niment de a. Cqfd.

Considérons le probléme (P) énoncé au n°2, avec x € X. Soit F' = {f€F | f(po)=0}

On a alors une suite exacte forte de b-modules :
0—) F' = F&E— 0
ou la fléche F — E est f — f(po), et avec action triviale de b sur E.
(On vérifie que la suite exacte est forte en utilisant une section locale de
P au voisinage de xo).

Il s'en suit une longue suite exacte d'homologie :

(1) oo —> H (b,F') =™ H (b,F) — H (b,E) = H__(b,F') — ...
q-= q q-= q-1'=

PROPOSITION 2.2. Considérons le probléme (P) énoncé au n® 2.

(i) si X, € X, le complexe C (E,F) admet une homotopie contractante continue;
en particulier Hq(B,F) = 0 pour tout q = O,

(ii) si x, € X, les trois complexes C,(b,F'), C,(b,E), C,(b,F) sont forts.
Dans la longue suite exacte d'homologie (1), l'application Hq(g,F) - Hq(E,E)
est injective; son image est cq(Nx JE) . On a donc des suites exactes :

0
o— c(N ,B) = ¢ (b,B)™ > H _(b,F') => 0 pour q = 1
q x, q - q-1'=
(en identifiant H (b,F) a C (N_ ,E)), et :
q-= a x,
HO(B,F) = HO(P,E) = E pour le cran q = O,
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Démonstration.

On se limite & l'assertion (ii); l'assertion (i) se démontre comme en a. ci-

dessous.

Soit (Ua) un recouvrement ouvert de X par des ouverts vérifiant les hypothéses
du lemme 2.2.; en particulier xo appartient & un seul de ces ouverts, que

@
1'on note Uo. Soit (ea) une partition C de 1'unité subordonnée au recouvre-

~ - ~
ment (U ). Soient U =x 1(U ), ® =06 on, F =1 E. Comme en 3.3.,
a a a a a a

nd_ ,~

stu

o

F est facteur direct dans g Fa’ comme EVT et comme b-module. Comme un facteur
direct dans un complexe fort est fort, il en résulte que C*(Q,F) est fort

(compte tenu du lemme 2.2.). Pour le complexe C*(Q,E) cela est évident car b

agit trivialement sur E. Pour C*(E,F') on le verra ci-apreés.

Reprenons les notations du lemme 2.2. et considérons la suite exacte forte

de b-modules : o —> Fl'J - FU — E — 0.
o o
Je me propose de montrer que l'application FU — E définie par f —) f(po)
o
est une injection en homologie, et que 1l'image de Hq(b,FU ) est C (Nx JE) .
o o)
On a déja vu au cours de la démonstration du lemme 2.2. que f ¢ Z (b,FU ) est
q =
o
un bord si et seulement si fo(po) = 0. Montrons maintenant qu'en fait pour

f € Zq(Q,FU ), on a toujours fk(po) = O pour k>0, ce qui fait que la condi-
o
(0] , . . .
tion f (po) = O peut s'écrire simplement f(po) = 0, et donc que l'on a bien

1'injection annoncée, d'image Cq(Nx JE) (car on a vu au lemme 2.2. que
(0]
l'application f — fo(p ) était surjective de Z (b,F,_ ) vers C (N ,E)).
(0] q U0 q xo

Soient donc f € Zq(p_,FU ), et k>0. Ecrivons la condition de cycle, en repre-
o
nant les notations de 3.2.c. pour les multiindices

® (_1)rI(i)+1 (3)+k

p (xjxf )5 (k) + T (DT
i¢1 ’

1.
j(x")=0

J

igJ

k
((pj(x')—tpj(x(')))fI

’

pour tous I € Pk 1(M), J € PI(M'), x' € U0 (on a simplement écrit que

AN ™ = 0), ol glx) = (9, (x"),..rsp  (x).

Lorsque l'on divise par (x!~xéi), et que 1l'on fait tendre x' vers xé le long
i
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de la droite xé + ]Rei , on trouve :

k
UL e LTI PN
Tri »J . 1, JJ
igJ Bx{
. . 39;j _ Lo . - .
Or il est clair que &x'(xé) = 0 pour tous (i,j), car si on dérive la relation

*
(u(x),9(u(x))) = x pour x € U (obu: b — T, est la projection paralle-

(0]
lement a a cf. lemme 2.2.), on trouve que (7, d¢(r)) = (£,0) pour tout 7
0
€ T . Donc on a bien f (x') = O pour k>0, comme annoncé.

11,70
*o
I1 résulte en particulier de ce qui précéde que la classe de f € Zq(E,FU ) ne
o
dépend que de f(po). Comme H*(g,Fa) = 0 pour a # o d'aprés le lemme 2.2.(i)

1'injection F —) T F_ donne encore une injection en homologie par projection
sur le facteur F . Mais c'est aussi une surjection, car si f est un élement
o

quelconque de Zq(R,FU ), £' = Gof représente la méme classe que f puisque
o
eo(xo) = 1, et se prolonge a X tout entier en un élément de Zq(p,F) puisque

90 a son support dans Uo. Comme d'autre part il est clair que l'application
F — E se factorise par f — fo, il résulte de b, et de c. qu'elle induit

une injection en homologie, d'image cq(Nx yE) . Dorénavant, & l'aide de cette
(o]
application, on pourra donc identifier Hq(g,F) ac (Nx JE) .
(o]

Montrons enfin que le complexe C*(Q,F') est lui aussi fort. En raisonnant
comme en b. ci-dessus, on voit que si f € Zq(B,F') est dans F le bord d'un

certain élément g € C (b,F) (un tel g existe toujours puisque f(xo) = 0),

q+l
alors on a nécessairement
r. (i) +1 k+1 af? J
1) = ammmd '
(1) (-1) 91i,g %9 = 3t 0

pour tout I € Pk(m), J € Pl(M'), k+l=q, et i # I. En d'autres termes, la va-
leur de g au point xq est entiérement déterminée par f, du moins a un élément

de cq+1(Nx JE) prés. Choisissons alors g = s(f), ou s est la scission de
0]

1'application bord : (b F) — B (b,F) qui se déduit naturellement du
lemme 2.2, et des remarques faites en a. . On a déja observé au cours de la
démonstration du lemme 2.2.c. que pour un tel choix de s, on avait toujours

(o] . . N
g (po) = 0, Il est maintenant clair d'apreés (1) que f est un bord dans F' si
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k
BfI J
et seulement si ——2— (xé) = O pour tout i # I, et si cette condition est

Ax!
1

vérifiée, y se trouve en fait dans C_ _b,F'). Par conséquent on obtient une

+
scission de l'application d : Cq+1(p?F%) 4 Bq(g,F') en restreignant a
Bq(Q,F') la scission trouvée en a. ci-dessus. Quant a une scission pour
1'application : Zq(g,F') - Hq(Q,F'), elle résulte aussitdt de la sur-
jection scindée

cq+1(b,~g) F;,—" Hq(b,F') — o.

Si u est une scission de 0 — F' — F — E — 0, il suffit en effet de
composer O avec 1'application Zq+1(b,E) = Cq+1(b,E) - Zq(b,F') déduite du

choix de u, pour avoir la scission voulue., Cqfd.

Conclusion : b-cohomologie de Hom(Fl,Ez).

LEMME 2.3. Soient g une algébre de Lie, V un g-module topologique (i.e. un

ELCS ou g agit par opérateurs linéaires continus), V' un ELCS considéré comme
g-module trivial. Alors le foncteur L — Hom(L,V') transforme le complexe
d'homologie du g-module V en le complexe de cohomologie du g—module Hom(V,V'),
En particulier, si C*(g,v) est fort, C*(g,Hom(V,V')) est fort, et on peut
identifier Hq(g,Hom(V,V')) a Hom(Hq(g,V),V').

Démonstration. Vérification immédiate.

PROPOSITION 2.3.

Revenons a la situation décrite dans l'introduction.

*
(i) si X, # Xz , le complexe C (Q,Hom(Fl,Ez)) admet une homotopie contractante
continue; en particulier, Extg (Fl'Ez) = O pour tout q 2 O.

#*
(ii) si X1 = X2 , on peut supposer que x, = x2 =X, Le complexe C (E,Hom(Fl,Ez))

est fort, et Hi(b,Hom(F, ,E )) =~ ci(N_ ,Hom(E,,E)).
= 1772 X, 172
Plus précisément, plongeons le b-module trivial Hom(El,Ez) dans le b-module

Hom(Fl,Ez) en faisant opsrer u € Hom(El,Ez) sur F1 par u(f) = u(£(1)) ("me-
sure de Dirac'"). Alors tout élément de Zq(Q,Hom(Fl,EZ)) est homologue a un
élément de Zq(R,Hom(El,Ez)) = Cq(Q,Hom(El,Ez)) (en d'autres termes, 1l'inclu-
sion précédente induit une surjection en cohomologie), et un élément de

Cq(Q,Hom(El,EZ)) est un cobord dans Hom(Fl,EZ) si et seulement si sa res-
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triction a Aqu est nulle; d'ou 1l'isomorphisme entre Hq(B,Hom(Fl,Ez)) et
(6]
q
[ (Nx ,Hom(El,Ez)).
[}
Démonstration.

Compte tenu du lemme 2.3., et du fait que tous les complexes qui interviennent
sont forts, cela résulte aussitdt par transposition de la proposition 2.2.
On obtient la suite exacte forte de b-modules :

E) — I 'WE 0.
o0—> Hom(El, 2) Ho*i(Fl,Ez) - Hom(Fl, 2) -
D'ou la longue suite exacte de cohomologie :

q q q q+l
cee ™ ExtE(El,Ez) — Extb(Fl,Ez) - mtb(Fi,EZ) - Ext, (El,Ez) - ...

avec maintenant les suites exactes :
0= ext¥rri,E) =& ExtiF,,E) — ExtE,,E) — 0 pour q = 1
b 1’72 b 1’72 b 71’72

0 o}
et ExtB(Fl,Ea) = ExtB(El,Ez) = Hom(El,Ez).

Démonstration du théoréme 2.1.

Les deux premiéres assertions sont contenues dans la proposition 2.3. car
dans le cas (i), on a qu = O pour tous p,q 2 O dans la suite spectrale dé-
crite au n° 2.

Quant a la derniére assertion, elle résulte de la proposition 1.3. en remar-

*
quant que si Tx admet un supplémentaire S-invariant dans b, Nx admet un
(o] (o]
supplémentaire S-invariant dans b, et alors les suites exactes :

0o— Cg(l_),Hom(El,Ez)) - cq(g,Hom(El,Ez)) - Cq(NxO,Hom(El,Ea)) —0

sont canoniquement scindées sous S, en prolongeant un élément de

Cq(Nx ,Hom(El,Ez)) a b tout entier par O sur le supplémentaire en question

(Cg(g,Hom(El,Ez)) désigne 1l'ensemble des m € Cq(B,Hom(El,Ez)) qui sont des
cobords dans Hom(Fl,Ez))).
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Chapitre III: L'opérateur d2 de la suite spectrale.

1. Introduction.

Dans ce chapitre, je me propose de reprendre dans le cas particulier qui
m'intéresse les considérations générales du chapitre I a propos de la suite
spectrale d'un produit semidirect. Considérons donc la situation décrite
dans l'introduction au ch, II.

D'aprés le théoréme 1.2., 1'application d, : Hp(S,Ext:(Fl,Ez)) —
Hp+2(S,Ext:_l(F1,E2)) s'obtient par reldévement a travers la suite exacte

a quatre termes de S-modules :
- -1 -
0o— Ext: 1(1“1,132) — 7 (2,Hom(F, ,E,))/ Bt 1(g,uom(l-‘l,Ez)) —
q q
z7(b,Hom(F ,E))) — ExtL)(Fl,Ez) — o0.

Le but de ce chapitre est de montrer que l'application d2 est en fait gou-
vernée par deux classes de 2-cohomologie, de nature essentiellement géomé-
trique.

La premiére est l'image par la représentation o

1
note s l'algébre de Lie de S) de la classe de l'extension :

i s —) End(El) (ou 1l'on

#* *
0— s— a— b — b /Tx — 0
o
(la fléche du milieu est l'application &§ —) gxo). Elle est nulle lorsque

*
Tx admet un supplémentaire S-invariant dans b , ou lorsqu'il y a sur F
0]
: : : o . .
une connexion A-invariante (cf. n 33 c'est en particulier le cas lorsque

1

S admet un supplémentaire S-invariant dans g).

L'autre est en rapport avec la géométrie extrinséque de la variété X plongée
* ) *

dans b . Appelons ﬁo la classe de l'extension 0 — Nx — b — Tx — o,
o o]

et soit B = BO"BO , avec le cup-produit associé au couplage (u,v) — w

#* * 2 ¥ 2 PO
de Hom(Tx ,Nx ) XHom(Tx ,Nx ) — Hom(s T oA N, ) défini par w(A,p) =
(0] (0] (o] o (o] o
*
u(MAv(p) + u(p)Av(A), pour tous A,p € T, (cf. 0.8, pour la définition

[¢]
du cup-produit).

84



Ext" ENTRE REPRESENTATIONS INDUITES DE PRODUITS SEMI-DIRECTS

Notons Q le "deuxiéme tenseur fondamental affine'" de la variété X au point

xo, qui associe a v € N le Hessien au point xo de la fonction yv , restric-
(0]
tion & X de la forme linéaire x —» <x,y> définie par v.(On remarque que

ceci a un sens intrinséque car dy (x ) = y|T = 0). Q est un S-morphisme
?v O x
(o]

* *

de N vers SzT . Soit Q (B) € Extz(N ,A2N ) l'image réciproque de B par
Xq X, S X, x

Q : c'est la deuxiéme classe annoncée, Elle est nulle lorsque Tx admet un

* (0]
supplémentaire S-invariant dans 2 , ou encore lorsqu'il y a sur le fibré

conormal NX une connexion A-invariante (notamment lorsque l'orbite est

plate, i.e. ouverte dans un sous-espace affine, pour chacune de ses composantes
connexes) .

En outre Q*(B) n'intervient que pour q 2 2, donc pour les orbites de codimen-
sion 1 1'application d2 est entiérement déterminée par al(a); de méme le

. 1
morphisme de transgression, qui n'est autre que 1l'application dz H Eg - Ezo

ne dépend que de ol(a) (ce dernier puint se trouvait déja dans [4], théoréme

6.1.).

La foru: générale de 1l'application d2 est donnée par le théoréme suivant :

THEOREME 3.1.

Considérons le couplage : N ®End(E,) xc(N JHom(E, ,E )) —
X, 1 x, 1772

Cq_l(Nx ,Hom(El,Ez)) défini par "produit intérieur" :
0
(\’®U,m)(v2,...,vq_1) = m(v,vz,...,vq_l) ou
~ q
€ NxO, u € Hom(El,hz), w€C (NxO,Hom(El,Ez))

pour tous V,V_j...sV .

2 q-1

et d'autre part le couplage Hom(N ,AZN ) XCq(N ,Hom(E_,E )) —
xo xo x, 1772
-1
¢ (N_ ,Hom(E,,E )) défini par :
x 1772
0 q-1

j+1 A
(a,w)(vl,...,vq_l) = 521 (-1)3"* w(a(vj),vl,...,vj,...,vq_l).

Alors 1'opérateur d_ : ExtP(AIN ,Hom(E_,E_)) —) Extp+2(Aq-1N ,Hom(E_,E ))
2 S xo 172 S xo 17 2
est donné pour q 2 2 par :

*
dze = Gl(a)ve - % Q (B)we , ou @ et B sont les classes décri-

tes ci-dessus, Pour q = 1 on a simplement dze = dl(a)hle.

(Démonstration & la fin du n° 7).
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2. Jet d'un élément d'une représentation induite.

Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe fermé de G, E un H-module complet,

I' = 1nd .. Soit X = G/H, xo = H le point distingué de X.

I
HT1G
@
Soit @ = C (X) muni de sa topologie usuelle; alors O opére sur F, qui devient

un Q-module topologique. Soit Ix ={a€a I a(xo) = 0}; c'est un idéal ma-

. . 3 k 0 k+1 .
ximal fermé de U. On pose Jx F = F/Ix F , et on l'appelle espace des k-jets
kO (o]
de F au point xo. On note jx (f) et on appelle k-jet de f au point xo 1'ima-
(6]
ge de f € F par l'application canonique F — Ji F. Comme xo est stabilisé
(o]
par H, J; F est un H-module pour la structure quotient (on verra ci-aprés
(6]
k+1 . k , . (o] . cps N
que lx F est fermé dans F donc que Jx F est séparé). Jx F s'identifie a E
o 0 o 0
comme H-module par 1'application f —% f(1), qui passe au quotient par jx .

(0]

. . . k . A
Donnons une autre interprétation de Jx F. Choisissons une scission O pour la
0o
projection canonique m : G —» X au-dessus d'un ouvert U contenant X telle
que 6(xo) = 1; prenons pour U un ouvert de carte et soit ¢ : U —> U' une
carte de U, avec U' ouvert dans R", m = dim(X).

~ - ~
Alors la restriction de f € F A U = xn 1(U) s'identifie & une fonction f :

U' — E, dite expression locale de f dans le repére 0 et dans la carte ¢.

. . . + . :
On voit maintenant facilement que f € I: 1F si et seulement si :

o
alalz

= (xo) =0 pour tout multiindice a tel que |a|

ax!'

a, * .0+ am < kj; cette condition ne dépend ni du choix de 0 ni de celui de

1
+

la carte ¢. Il est clair maintenant que I: 1F est fermé dans F, et on a des
(]

suites exactes fortes de H-modules :

Kk, k -
O0—) Hom(S'T_ LE) — J F Jle—)O.
x x x
(0] (o] [¢]
k-1 PO S s k
En effet lorsque iy (f) = 0, on peut définir intrinséquement d f(xo) €
Kk 0 kv~ k k
Hom(S T, ,E) comme étant d f(xb) o(dp(xo)) (ou (dq(xo)) désigne la puis-
(6] .
sance symétrique k™€ ge dy(xo)). Cela ne dépend ni du choix de la carte ¢,

ni de celui de ¢.(Tout ceci est une généralisation naturelle de 1l'exposé
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fait dans [8] pour les fibrés vectoriels de dimension finie).

k .k .
LEMME 3.1. Soient a € @, £ € F. Alors jx (af) - a(xo)Jx (f) ne dépend que

(o] (0]

. . : . . k-1 k
du k-1-jet de f, i.e. passe au quotient en une application de Jx F—) Jx F.
(o] 0o
Démonstration,

k-1 k k
I1 suffit de prouver que lorsque iy (f) =0, on a 3y (af) = a(xo)Jx (f). or
(0] 0 [0}

k k s ps s
dans ce cas j_ (f) et j_ (af) s'identifient a dkf(x ) et dk(af)(x ) respec-
X, Xq 0 0
tivement; en passant dans une carte et une trivialisation, on voit aussi-

k k
tdt que l'on a bien : d (af)(xo) = a(xo)d f(xo), puisque le k-1-jet de f en

est nul,
*o

Dérivations covariantes sur l'espace d'une représentation induite.

Soient X une variété différentiable, H un groupe de Lie, P un H-fibré prin-
cipal au-dessus de X. Soit E un H-module. Comme au ch.II n°2, introduisons

(2]
1l'espace F = Ind E={f€c (pP,E) | f(ph) = h 1f(p)}. Je me propose de

définir dans ce 2;§re la notion de dérivation covariante sur F. Il s'agit
d'une adaptation de [7] ch.III ou 1l'on traite le cas ou E est de dimension
finie.

Le fibré tangent TP & P est un H-fibré vectoriel, c'est-a dire un fibré
vectoriel au-dessus de P muni d'une action de H & droite telle que la pro-
jection naturelle du fibré vers P soit un H-morphisme. Notons VP (fibré
vertical) le noyau de l'application dn, ol © : P —> X est la projection;
c'est un sous-H-fibré de TP.

Remarquons que l'on a une trivialisation naturelle de VP en associant a

A € h (algébre de Lie de H) le champ de vecteurs A, sur P défini par A*(p) =

A . . s
%% (pe t) | On identifiera dorénavant VP & PXh; l'action de H devient :

t=0"
(p,A)h = (ph,h_lA)

ol H agit sur h par 1l'action adjointe.

1 H N
Notons Q (P,E) 1'espace des l-formes différentielles sur P a valeurs dans
E vérifiant la condition de covariance : w(Ah) = h-lw(A) pour tous A € TP,
h € H. (Remarquer que la restriction de w & VP définit un élément de

IndH,PHom(g,E)).
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Par abus de langage, je dirai qu'une connexion sur F est la donnée d'une

1
1-forme w € Q (P,End(E))H telle que :

wip,A) = o(A) pour tout (p,A) € VP
ot : h —) End(E) est la représentation de h. (L'abus de langage consiste
a parler de connexions sur F, qui en dimension finie correspond a l'espace
des sections du fibré vectoriel P XHE au-dessus de X3 on parle plutdt de
connexions sur le fibré lui-méme).
La forme y s'appelle la 1-forme de connexionj il en existe toujours, comme
on le verra ci-aprés.
Lorsque l'on s'est donné une connexion sur F, on définit la dérivée covariante
d'un élément f € F par la formule :

Vf = wf + df € Ql(P,E)H.

(Cela veut dire la chose suivante : soit A € TP un vecteur tangent au point
p € P; alors : V£(A) = w(A)f(p) + af(p)(A)).
Pour faire 1l'analogie avec le cas de la dimension finie, remarquons que /3
passe au quotient par VP3; en effet soit A € h et dérivons par rapport ah
au point 1 et dans la direction A la relation : f(ph) = h_lf(p). On obtient :
df(p) (A) = -p(A)f(p) = -w(A)f(p). Donc en fait Vf définit une application
H-covariante de TP/VP vers E, ou encore un morphisme de H-fibrés vectoriels
de TP/VP vers X XE, Or TP/VP s'identifie naturellement & n*(TX), image ré-
ciproque par n du fibré tangent TXj; lorsque E est de dimension finie il en
résulte que l'on peut considérer Uf comme une l-forme sur X a valeurs dans
le fibré vectoriel P XHE, et en outre on voit facilement que la définition
ci-dessus coincide avec la définition classique, (D'ailleurs, c'est une des

définitions classiques).

Rappelons (cf. [7] ch.II) qu'une connexion sur le fibré principal P est par
définition la donnée d'un sous-H-fibré supplémentaire de VP dans TP, que l'on
note alors HP (fibré horizontal). Un tel sous-fibré existe toujours ([7] ch.II
§2) . Compte tenu de la trivialisation canonique de VP, il est équivalent de
se donner une l-forme w € Ql(P,E)H telle que w(p,A) = A pour tout (p,A) € VP,
La forme @ s'appelle encore la 1-forme de connexion. Posant'; = wopP, on en
déduit aussitdt une connexion sur F (ce qui montre l'existence de connexions

sur toute représentation induite). Pour une telle connexion on a aussi :
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s

Qf = af opr, , ol pr, est la projection de TP sur HP parallélement & VP.

En effet prh(A) = A - w(A), et comme on 1l'a vu : df(w(A)) = - m({lf(p) si

A est un vecteur tangent au point pj; donc : df oprh(A) = df(A) + w(AYf(p) =
Qe (a).

Considérons maintenant le cas ou P est un groupe de Lie G, H un sous-groupe
fermé de G, G étant considéré comme H-fibré principal au-dessus de X = G/H.

G agit sur TG par translation & gauche; si on trivialise TG par translation

4 gauche justement, cette action devient g(g',A) = (gg',A) pour tous g,g' € G,
A€ 2_(algébre de Lie de G); l'action & droite de H s'écrit alors : (g,A)h =
(gh,h-lA), H agissant sur g par l'action adjointe.

Donnons-nous une connexion sur F, et soit w sa 1-forme de connexion. On dit

que la connexion est invariante par G si la l1-forme @ est invariante par les

translations & gauche de G.

LEMME 3.2. I1 y a correspondance bijective entre 1l'ensemble des connexions

invariantes sur F, et 1l'ensemble des H-morphismes g — End(E) prolongeant p.

Démonstration. (cf. [7] ch.II §11 thm.11.5.)

Soit w € Ql(G,End(E))H définissant une connexion invariante. On peut consi-
dérer w comme une fonction C°° sur G & valeurs dans Hom(g,End(E)); alors la
condition d'invariance dit tout simplement que cette fonction est constante.
Or de toutes maniéres w(l) prolonge p; comme w doit &tre en plus H-covarian-
te a droite, il faut en fait que u = ®(1) soit un H-morphisme prolongeant p.
Réciproquement, si u est un tel prolongement, la l1-forme constante définie

par w(g) = u pour tout g € G définit une connexion invariante. Cqfd.

Exprimons maintenant en termes de cohomologie l'obstruction a l'existence d'une
connexion invariante. Plus généralement, soit 0 — V' — V £2y yv — 0
une suite exacte forte de H-modules, W un autre H-module, et u : V' —) W
un H-morphisme. Soit @ la classe de l'extensionj; alors u(a) € Ext;(V",W) est
1'obstruction au prolongement de u en un H-morphisme': de V vers W.

En effet soit Gr(-u) le sous-module (vl,-u(v')) de V' D W, Alors u(a)

vIEV!
est la classe de 1l'extension :

0 W— WD V)/Gr(-u)— V" — 0 (cf. [5] ca.I §10)
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Supposons cette extension scindée, et soit ¢ : V' — (W D V)/Gr(-u) une
scission. On définit alors':(v) en prenant un représentant (w,vl) de o(v)
dans WP V et en posant : E(V) =w - u(v-vl). Il est clair que cela ne
dépend pas du choix de vys que 1'on peut faire dépendre linéairement et
continment de v. Réciproquement, sil: :t V—> W est un prolongement de u,

Gr(-u)/Gr(-u) fournit un supplémentaire H-invariant de W dans (W D V)/Gr(-u).

Appelons ay la classe de 1l'extension de H-modules : 0 — h — g — g/h — oO.

Alors al est l'obstruction & l'existence d'une connexion invariante sur le
H-fibré principal G (cf. [7] ch.II thm. 11.1.; démonstration analogue a
celle du lemme 3.2.), et d'aprés ce qui précéde, p(al) est l'obstruction a
l'existence d'une connexion invariante sur l'espace F.

On sait que pour un fibré vectoriel de dimension finie V au-dessus de X, la
donnée d'une connexion sur V est équivalente au choix d'une scission pour la
suite exacte de jet : 0 — Ql(X,V) - J1V —> V — 0. Montrons qu'ici on
a encore un lien analogue :

LEMME 3.3. Identifions g/h a T et Hom(Tx , End(E)) a Hom(E,Hom(Txo,E)).

0 0]
Alors 1l'obstruction p(al) 4 l'existence d'une connexion invariante sur F

s'identifie a4 la classe de l'extension :
(1 0 —) Hom(T_,E) — J; F— E—> o.
o o

Démonstration,
Soit v la classe de l'extension (1). Choisissons une section locale 0 pour
n :G — H, au-dessus d'un ouvert U contenant X telle que G(xo) =1, L'ap~-
plication linéaire tangente dG(xo) donne alors une scission de la suite
exacte 0 — h —» g — T, —> 0; d'ol un cocycle z € Zl(H,Hom(Tx »h))
défini par : 0 °

z(s) = sdc(xo)s—1 - dc(xo), représentant .
D'autre part, le choix de 0 permet de définir une scission de la suite exacte
(1). En effet & f € FIU on peut associer T =foo€ Cm(U,E); alors r(f) =
d;(xo) donne la scission voulue, ou plutdt une rétraction de 1l'injection

Hom(Tx ,E) — T F, ce qui est équivalent {la scission correspondante
o [0}
associe & v € V le 1-jet au point X de 1'élément de F y représenté par
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la fonction constante égale & v dans cette trivialisation; on note v — u(v)

cette scission).

Lorsque l'on a choisi une trivialisation locale du fibré principal, 1l'ac-

tion de G sur F s'exprime & l'aide d'un "multiplicateur", de la maniére

suivante. Soit V = {(g,x) € G XX Ig-lx €u}. V est un ouvert de G XX conte-

nantI{x{xo} . Définissons le multiplicateur m sur V par la condition :
gO’(g_lx) = O'(x)m(g,x).

C'est donc une fonction C°° sur V & valeurs dans H. Il est maintenant facile

de vérifier que pour f € FlU et pour (g,x) € Von a :
~ ~ _1
(*) (gf) (x) = m(g,x)f(g "x).

On remarque que pour h € H on a m(h,xo) = h. Dérivons par rapport a x au point

x, la relation (¥*), On trouve :

~ -1~ ~ -1
a(ht) (x) = p(2® (h,x Ih"H)nE(x ) + hdf(x )h
() (o) (0] (o)
9x
Il en résulte que d(hu(h-lv) - u(v))(xo) = p(gﬂ (h,xo)h-l)v , ce qui montre
dx
que le cocycle [ représentant y associé & u est donné par : (h) = p(éﬂ (h,xo)h_l)

ox
or m(h,x) = o(x)_l.ho(h—lx), d'ou en dérivant :

-:-3 (hyxn™! = —ao(x) + hdotx Jh™t = z(n)

Donc 7 (h) = p(z(h)), et v = p(al), ce qu'il fallait démontrer,

Remarque 3.1. Cela ne veut pas dire pour autant que Ji F soit isomorphe &
(o]

1'image directe de g par le morphisme p. Par exemple, si E est de dimen-

. s . 1 . .
sion finie, Jx F et (h ® End(E))/Gr-p) n'ont méme pas méme dimension en
(o]
général ! C'est le probléme de la scission de ces deux extensions qui est

le méme dans les deux cas.

Homomorphismes de support ponctuel et d'ordre fini.

Reprenons maintenant la situation décrite & 1'introduction au chapitre II.
Rappelons que d'aprés le théoréme 1.2, on est conduit & 1'étude de la pre-
miére suite spectrale d'hypercohomologie du complexe de S-modules

C*(E’H°M(F1’E2))‘
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(1)

k
Pour tout k =z O, notons Dx = Hom(Jx Fl,Ez); en particulier D
[¢] (0]
k s . . .
Intuitivement Di ) correspond a l'espace des distributions de support {xo}
o

et d'ordre < k. Lorsque E1 et E2 sont de dimension finie, c'est encore la

fibre au point X du fibré des opérateurs différentiels d'ordre < k de

E).

(0 _ Hom(El,Ez) .

A XSE1 vers A XSEz. C'est un sous-B XS-module de Hom(F
(k)) l'ensemble des éléments de Zq(b,D( )

*o *o

dans Hom(Fl,Ez). Le lemme suivant montre qu'il n'est pas nécessaire d'aller

1,

Notons Zq(b D ) qui sont des cobords

bien loin pour trouver une primitive d'un tel élément,

LEMME 3.4. On a des suites exactes fortes de S-modules :

(k+1) (k+1)

o— z%v, D) — c%(o, D) zgﬂ( ik)) — o.

*o *o [¢]

Démonstration.

(x)

Le lemme dit que lorsqu'un élément de Zq(b,Dx ) est un cobord dans Hom(Fl,Ez),
(o]

(k+1)

*o

Tout d'abord, soient b € b, u € Hom(Fl,Ez). Soit yb(x) = <x,b> la restriction

il est en fait déja un cobord dans D

4 X de la forme linéaire définie par b, Alors : bu(f) = i?b(xo)u(f) - iu(?bf).

D'aprés le lemme 3.1. on voit maintenant que si u € D(k 1), alors bu € D(k)
0 (o]
(k+1)

pour tout b € b. Donc le cobord d va bien de Cq(b D ) dans Zg+1(§,D(k));
0 (0]

tout consiste a montrer que c'est une surjection.

* . .
Identifions T, a b/Nxy. Alors dqb(xo) = b, en désignant par b la classe de b

k+ .
dans _lg/Nx . Soit u € D( 1), et déterminons la restriction de bu a

(0] *o

Hom(SkTx ’El) = Sk(y/Nx.) ®E1; on appellera symbole principal de bu cette
[0} (0]

restriction., Soit f € F telle que J x, (f) = 0. Alors j:O((?b(xO) - ?b)f)
donc d* ((?b(xo) - )f)(x ) est bien définie. On v01t facilement & 1l'aide
d'une tr1v1a11<ation et d'une carte locales, que & ((qb(x ) - )f)(x ) =

- dyb(x ).d f(x ), ol le point désigne le produit symétrique des formes

multilinéaires symetrlques. D'ol la formule :
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ibu(A ®v) = u(bA ®v)

pour tous b € b, u € D(k+1)

< , A E Sk(l)/Nx ), v € E, »A désignant le produit

(o] (6]
dans l'algébre symétrique de P/Nx .
(o]

Choisissons maintenant des scissions pour les suites exactes :

k, k k-1
0O — Hom(S'T_ ,E)—> J_ F — J_ "F, — oO.
x 1 x 1 X 1
(0] (0] (0]
On commence par démontrer le lemme pour k = O, Je vais construire une appli-
+1 1
cation & : 2% (p,DiO)) - cq(g,Di )y telle que d(8(w)) = w lorsque o €
ast (0, ° °
z, (R0 ).
o
Faisons encore choix d'un supplémentaire _bo de Nx dans b. On a alors une dé-
[0}
' n
composition : A = @ A2 %@Aq N . On définit le symbole principal
T q'+q'=q *o

de &(w) par la formule :
3(w) (b,vy, A ®V) = —— w(u(M)A b,y,v)
q'+l

1 "
pour tous b € A% byr v €A\ N_ q'+q"=q, v € E ol u : Q/Nx — b est
[0} 0]
la scission associée au choix de _l_)o. Puis on prolonge &(w) & Ji F1 tout en-
[0}
tier grace au choix de supplémentaire qui a été fait.

Soient b = (bo,...,bq'), v = ( vl,...,vq") avec bj € po, vj € Nx . Notons :

Ba = (Byseeesby 19D yseneb ) pour j € {0,...,q}.

q .
Alors : d(8(w))(b,y,v) = T (-l)J(ij(w))(be,v,v) (les autres termes sont

j=0
nuls) Q )
=-i% (-1)%8(w) (ba,v,b. ®V) (d'aprés le b.)
P J J
j=0
q' .
= T (-1)%(b_,ba,v,v) = wlb,v,v)
Q'+l =0 3
P . . q'+l q" .
Donc d(8(w)) coincide toujours avec @ sur ® A bo® A* N_ 3 il reste
q'+q"=q X
a considérer les restrictions a Nx . I1 est clair que 1l'on a toujours
\ 0 q+1 (0)
d(Q(w))le = 0, Or d'aprés la proposition 2.3., Zo (R,Dx ) est précisé-
(0]
-+
ment 1'ensemble des @ € z9 l(g,D’(‘O)) tels que mle = 0; donc le lemme est
(0] (0]
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démontré pour k = O.

Faisons maintenant une récurrence sur k. Pour tout k > 0, je vais construire

une application % : Zq+1(2JDik)) — Cq(g,Dik+1)) telle que w - d(3¥(w)) €
[0} (¢}
(k

(b,D ) pour tout w. Comme w € Zq+1(b D
b b
) 0 =X,

@ - d(3(w)) € zg’“l( p{k-1)

)) si et seulement si

b, ), on pourra conclure par hypothése de récur-

rence.

Pour bl""’bq' C-BO’ VireeeoVan € NxO, q' + q" = q, pour XO,...,Xk G_E/NXO,
et pour v € El on définit :
k
_— w(u(.\l) ,b,v,Ni,V)
(k+1) (q'+k+1) 1=0

i
3(w) (b,v,\,v) =
(cf. c. pour les notations XT et u(ll)).
. . (k+l R - "

On prolonge ensuite &(w) a JX Fl tout entier grace au choix de supplémen-

(6]
taire qui a été fait. Il s'agit de démontrer que le symbole principal de
w - d(#(w)) est nul.

Soient b ,...,bq‘ €b, vl,...,vq" € Nx , 9'+q" = q, 11,...,Xk € j/Nx , et

o =0 o o
v € E,. Alors :
1 q"
a(®(w)) (b,y,A,v) = = (-1)‘](b.¢(w))(b3,v,7\,V)
j=o J
q' 3 k .
= -ijzo (-1) 121 Q(m)(be’v’xl’""xl—l’bj’xl""’xk’v)

= -(k+1)i & (—1)Jl(w)(b3,v,5j,1,v) car &(w) est symétrique en

=0
(éj’xl""’xk)' Cela s'écrit encore :
1 a' j k .
£ (1), ,0av, A, ¢ T 0ud),ba,v,b 0]
@'k §=0 i3 121 SR

Or, w(bj,b3,v,X,v) = (-I)Jw(b,v,l,v) pour tout j. Ecrivons par ailleurs pour

1l fixé la condition de cocycle : dw(u(xl),b,v,xf,v) = 0. Cela donne :
1

q 5 .
J
(l)(b,\’,)\,v> = T (-1 w(u(ll) ,bsy\’,bj,kf,v)

Jj=0
Donc : d(3¥(w))(b,v,A,v) = S - ((q"+D)w(b,v,A,v) + kw(b,v,\,v)) = w(b,v,A,v).
q'+k+1
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Pour conclure il ne reste plus qu'a considérer le cas ol tous les arguments

sont dans N_ . Mais on voit aussitst que d(8(w)) (v,A,v) = O pour tous
(o]

VgreeY € NxO, 11,...,Kk € Q/NXO, v € E1; et en écrivant la condition

dm(b,v,lz,...,Kk,v) = 0, on voit qu'il en est de méme pour w. Cqfd.

(1)
0

La surjection canonique Zq(g,D ) & Ext:(Fl,Ez).

Il sera important pour la suite de connattre sous forme explicite l'applica-

tion @ = [w] de Zq(b,D(l)) vers Extq(F ,E_ ) identifié a Cq(N ,D(o)). On
-""x b 1772 x x
(0] - (o) (0]
sait (prop. 2.3.) que l'application w —» [w] de Cq(H,Dio)) = zq(g,DiO)) vers
(0] (o]

Extg(Fl,Ez) n'est autre que l'application de restriction, sous cette iden-

tif;cation. Il s'agira donc de trouver un cocycle équivalent & w et prenant

(o)

ses valeurs dans Dx , puis de restreindre ce cocycle & Nx 3 cette restriction
(0] (0]

est bien sr indépendante du représentant choisi. Soit 8 : Zq(g,Dil)) —_

(o}

-1 . : .
Cq (B,Diz)) 1l'application construite au lemme 3.4.d. ci-dessus; alors

[¢]
w - d(3(w)) répond & la question. D'ailleurs wINx prend déja ses valeurs
(0]
dans D(o) comme on l'a vu, ainsi que d(&(w))lN s on aura donc [w] = wlN -
x, X0 *o
d(Q(w))le . On va expliciter le deuxiéme terme.
(0]
Reprenons les notations du lemme 3.4.a., Pour y € Nx , notons Q(v) le hessien
(o]

au point x_ de la fonction ?v (remarquons que ceci a un sens intrinséque par-

(0]

ce que dyv(xo) = vITx = 0). Q est 1l'analogue affine du deuxiéme tenseur
#*

fondamental de la sou3-variété X plongée dans b , défini en géométrie rie-

mannienne; il traduit au moins de maniére qualitative la "courbure' de la

sous-variété au point x_. On vérifie facilement que Q est un S-morphisme de

2 * °

Nx dans ST .

0 "o k+1 k+,
Soient v € N et f € I "F,; il est clair que (9 (x) - 9 )f €I 3p , et

x x 1 v O v x 1
(o] 0 (0]
k+2 2 k

1 a 1 JA.b, ¢ d - = - . .

on a comme au lemme 3.4 ((9v(xo) ?v)f)(xo) d ?v(xo) d f(xo)

. (k) (k-2)

Par conséquent pour y € Nx , u€ Dx , yu est dans Dx et on a la formule :

(o] (0] (0]
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ivu(A®v) = u(Q(VIA V)

(k)

~ k- .
pour tous v € N, u €D 7, ANES 2(}_)/Nx ), vE E ., k 2 2; et vu = 0 si u

0 0 (o]
€ D(l). On peut maintenant écrire la restriction de d(&(w)) & N :
xo [¢]
a i+l a j+1
eI (v,w) = T DT M) g = - T DI e (v, ) @V
j=1 ’ 3= T

Or remarquons que la condition de cocycle entraine d'une part que le sym-

bole principal de mle est nul, donc que @ définit une application :

(0]
-1
BN @AITN . gb/N ) D)(CO)
(0] (0] o (0]
et d'autre part, en écrivant dw(bl,bz,v,v) = 0, que cette application est

symétrique par rapport aux arguments dans Q/Nx . Ainsi @ définit un élément
2 ¥ (0) °
N, ,Hom(S T, oDy ), que 1l'on notera w, .
(o] [0} [0}
En se souvenant de la définition de &, a savoir :

de Cq—l(

3(w) (v,Xl,Xz,V) = % [m(U(Xl),v,)\z,V) + w(U(Xz),v,ll,V)] = iwl(v’)‘l’)‘z’v) ,
il est clair que l'on a démontré le lemme suivant :

(1)

) dans ci(n ,D(O)
xo X X

o (e]

LEMME 3.5. L'application w — [w] de z%(p,D ) est

donnée par :

w — mIN - Quw
x

o 1

en désignant par Q~,w1 l'application :

q
(vl,...,vq,v) - .Z

(—1)j+1w1(V3,Q(vj),v) X
j=1

(C'est le cup-produit de Nx - cohomologie associé au couplage d'"évaluation':

(0]
IR *
s°T XHom(Ssz ,D}(‘o)) - D)(CO)).
*o o o 0

Une suite exacte remarquable.

Soit G un groupe de Lie, V un G-module de dimension finie, Soit V' un sous-G-

module de V, V" = V/V', de sorte que l'on a la suite exacte :
0= V! = V— V"= 0

définissant un élément a de Exté(V",V').
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Le produit extérieur définit une application de V' ®V dans A2V, dont on
note A(V',V) l'image. L'image réciproque de A2V' par cette application est
V' V', de sorte que l'on a la suite exacte :

o sz' — AWV,V) = Vv'@V' — o.
Notons S(V,V") le G-module SZV/SZV’. Jn a une surjection de S(V,V") sur SZV".
L'application de produit symétrique V' ®V — szv passe au quotient en une
application injective V' @V" —» S(V,V"), dont l'image s'identifie au noyau

de la surjection S(V,V") — SZV". D'ol une suite exacte & 4 termes :

(1) 0—3 A%V — AVIL,VY) = s(v,vm) = s2yn - o.

(on aurait avec des notations analogues trois autres suites exactes :

0= s = s(v,v) = Av,ym) =3 AP — o

0— s = s(v,v) = s(v,ym) = s?vr = o

0= APV = AV, = A,V = APvr =) 0).
Je me propose maintenant de déterminer la classe de l'extension (1) en fonc-
tion de a.

LEMME 3.6. La classe de l'extension (1) est auwa, le cup-produit étant as-
socié au couplage : (u,v) =— uAvV - vAu de Hom(V",V') XHom(V",V') vers
Hom(SZV",AZV'), en notant uA v l'application de V" @V" vers AZV‘ définie par :
uAv(x®y) = u(x)A v(y) (de sorte que uAv - vAu est bien symétrique).

Démonstration,

On va déterminer successivement les classes des extensions :

(i) 0— V'®V" — s(v,v") — s2yn — 0

s 2
(ii) 00— AV = A(V',V) 5 v'eV" =) o.
Donnons-nous une scission r de la suite 0 — V' —) Vv —) V" —) 0, de sorte

-1 1 ,
que dr : g —) grg - r € Z°(G,Hom(V",V')) représente a. On a alors une

scission naturelle de (i), définie par :

Rl : (x,y) = [r(x)r(y)] ot r(x)r(y) désigne le produit symétrique,
et [r(x)r(y)] 1a classe de r(x)r(y) mod SZV'.
Par différentiation on obtient :

dr, (g,xy) = dr(g,x) ®y + dr(g,y) ®x

97



F. DU CLOUX

L'application r —) R, est manifestement G-covariante, de sorte que le cup-

produit par [de] de }lip(G,Szv") vers Hp+1(G,V' ®V") se traduit par le cup-
produit par [dr] = a, 4 condition de remplacer le couplage d'évaluation
Hom(SZV",V' RVM) XSZV" —) V' Q®V" par le couplage : (u,xy) — ux ®y + uy ®x
de Hom(V'",V') stv" — V' ®V"., (En d'autres termes, j'ai un G-morphisme
Hom(V" V') — Hom(szv",V' ®V") défini par le couplage ci-dessus, et la classe

de l'extension (i) est 1'image de a par ce G-morphisme).

La donnée de r définit de méme une scission R2 de (ii) par : Rz(x ®y) = xAr(y).
D'ou : dRz(g,x ®y) = xAdr(g,y). Comme ci-dessus, on en déduit que le relé-
vement & travers (ii) se fait par cup-produit avec a, associé au couplage :

(u,x ®y) —> xA uy de Hom(V",V') XV' ®V" vers AZV'.

Mettre bout-a bout les deux couplages d'évaluation Hom(SzV",V' RV") XSZV" -

V' @V'" et Hom(V!' ®V",A2V") XV V" — AZV" revient donc a considérer le
couplage Hom(V",V') XHom(V'",V"') xszv" e 4 sz" défini par :

(u,v,xy) = (u,vx®y + vy ®x) = vxAuy - vyAux = (uAv) (xy)
Or la classe de (1) est précisément [dRz]u[dR1] avec le couplage de com-

position, donc aussi aya avec le couplage du lemme. Cqfd.

Dévissage général de 1l'opérateur d_.

2

p+2,q-1
2
s'obtient en relevant e € Hp(S,Extg(Fl,Ez)) a4 travers la suite exacte a

D'aprés la proposition 1.3. du chapitre I, 1l'opérateur d2 : Elz)q — E

quatre termes :
0 Zq-l(B,Hom(Fl,Ez)) - Cq_l(E,Hom(Fl,Ez)) - Zq(P_,Hom(Fl,Ez)) -
q
Extp-(Fl,Ez) — o,
puis en appliquant la projection Zq-l(g,Hom(Fl,EZ)) - Extg-l(Fl,Ez) .

D'aprés la remarque 1.1., comme l'inclusion D)(co) = Hom(Fl,Ez) induit une

(o]
s . q q (o)
surjection en cohomologie, on peut remplacer Z (B,Hom(Fl,Ez)) par Z (E,Dx ) =
(0]
Cq(Q,D)((O)); et d'aprés le lemme 3.4. pour k = O, on peut ensuite remplacer

(0]
Cq-l(_kg,Hom(Fl,Ez)) par Cq-l(g,Dil)). Finalement 1'opérateur d2 s'obtiendra
(0]
donc par relévement a travers la suite exacte & quatre termes :
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0— zq'l(_tg,D“)) - cq'l(_p,n(l)) - zq(g,n(o)) — extd(F, ,E)) = o,
x0 x x0 b 1’72

(1)

0
Je me propose dans ce numéro d'exprimer cette opération a 1l'aide de certains

) = Extd” 1(F

-1
puis en appliquant la projection Zq ( b

cup-produits.

On commence par considérer le relévement a travers la suite exacte :

(1) 0 — z3,0(”) = z%,0{”) o Extld(r,,E) — o.
="'x b 1’72
O 0 -
\ s q . AU | (0)
Rappelons que d'aprés la proposition 2.3. Ext (F, ,E ) s'identifie a C°(N_ ,D_ "),
b 172 Xy Xg

(o) (0)

) est 1'ensemble des w € Zq(b D ) tels que w Nx = 0.
(6]

En fait, comme on le verra ci-apres, il suffira de considérer la restriction

et que Zg(B,D

du relevement a 1'image (Aq}g)l de 2®I\q_1Nx dans A b' cela conduit au re-

0
lévement a travers la suite exacte :
-1 3* (0) (0) (o)
(1) o— c¥H(N_ ,Hom(T_ ,D p{y Hom((l\qb) ()) - Cq(N ,D( )y - o,
x x x
(0] (6] 0 0 O (o]
le noyau de l'application de restriction étant identifié a
-1 *
¢ (N JHom(T ,D(o))) par la formule : w(v_,...,v ,A®V) = w(R(A),v_,.0c.yv ,V)
xo x0 xo 2 q 2 q
ol R est une scission quelconque de la suite :
*
(1) O N — b—>T —0
x - x
(o] (o]
(cela ne dépend pas du choix de R car wINx = 0 si w est dans le noyau).

(0]
LEMME 3.7. L'application de relévement a travers la suite exacte (1') est
obtenue par cup-produit avec 1l'opposé de la classe de (I), avec le cup-produit
associé au couplage :
(u,m)(vz,...,vq,l<8v) = w(U(K),vz,...,vq,v)
de Hom(T: N ><c"-(Nx ,D]((O)) vers cq'l(Nx ,Hom(T: ,D)(CO)
(o] (o] (0] 0 (0] o [0}

).

Démonstration.

La démonstration de ce lemme et des deux suivants sont analogues a celle du
lemme 3.6.; en un sens ce sont des trivialités (car de simples questions de
langage) . Je me permettrai donc une rédaction un peu elliptique, pour éviter
les longueurs insupportables et pour démystifier un peu l'utilisation des

cup-produits,
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A chaque scission R de la suite exacte (I) on associe une scission r de (1')
définie par :

r(a)(b,v ,...,vq,v) = a(b—R(b),vz,...,vq,V) .

2
On voit aussitdt que l'application R —» r est S-covariante. Le cobord de r
s'exprime par la formule

dr(s,a)(b,vz,...,vq,v) = - a(dR(s,b),vz,...,vq,v) .

Comme prévu cela passe au quotient par Nx , i.e., dr(s,ax) se trouve dans le
(0]
noyau de 1l'application de restriction. Avec la description que 1'on a donné

de ce noyau on obtient donc :

dr(s,a)(vz,...,vq,lwgv) = - a(dR(s,X),vz,...,vq,v), d'ol le lemme.

Passons maintenant au relévement a travers la suite :

(1)) - Cq—l( (1)
*o0 *o0

. sz s . . . -1
En fait on s'intéresse a la projection de ce relevement sur Extg (Fl,Ez);

(0)

y = Zq(bD

(2) 0— 2971, y = o.

. o . a2 s e .
il ressort alors du n 5 que 1l'on doit considérer les deux restrictions sui-

vantes du relévement :

(a) la restriction a N
[¢]
(b) le symbole principal de la restriction a (Aq-lg)l

la restriction (a) donne naissance a un élé-

Pour un élément de Zq-l(g,Dil)),

o

ment de Cq-l(N (O))’ quant a la restriction (b), elle passe au quotient
O O
q-1 q-1 .1 spa s L 214
par A N < (A B) , et définit ainsi un élément wl de
*o
- #*
c? 2(N ,Hom(SzT ,D(O))) (cf. n°5). On peut vérifier qu'en fait tous les
x x 'Tx
[0} (0] (0]
- - #*
éléments de c? 1(N ,D(O)) (resp. ct 2(N ,Hom(SzT ,D(O)))) sont ainsi at-
x 'Tx x x 'Tx
(0} (o) (0] (0] [0}
teints, d'ol les deux suites exactes
- - 1 -1 * (0]
(2'a) 0— ¥y ,Dio)) — ! 1(Nx ,D)(( Vy — o (N_ ,Hom(T_ Di )
(0] (0] 0 (0} 0 (6] 0
- * 1 [¢)
(2'0) 0— 1 2(Nx ,Hom(Ssz ,D(o))) - Hom((/\q Hom(T ,D)(: ))) —
o] o *o *o %o
-1 3*
c? (N_ Hom(T_ ,DiO))) — o.
(o] [0} (0]

On voit que dans les deux cas il suffit de connaitre la restriction de w €
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Zg(b,Dio)) a (Aqg)l, ce qui justifie le fait d'avoir considéré cette res-
(0]

triction au 7.2.

LEMME 3.8. L'opération de relévement a travers la suite exacte (2'a) est
donnée par cup-produit avec l'opposé de la classe de l'extension :
1
(11) 0— Hom(T_,E) — J_ F, — E, — O
X, 1 X, 1 1

identifiée a un élément de Ext;(Tx ,End(El)), le cup-produit étant associé

au couplage :
(7\®u,w)(v2,...,vq) = w(vz,...,vq,')\) ou
* - -
de (Tx (8End(E1)) xc? 1(Nx sHom(T ,Dio))) vers ¢4 1(N ,Dio)).
0 o o %o *o *o

Démonstration.
Rappelons comment on a construit une scission de la suite exacte (2) au lemme
3.4, On a choisi une scission R de (I) et on a posé :

Q(w)(vz,...,vq,7x®V) = w(R(A) ,vz,...,vq,V)

) ) ol

entier grace au choix d'une scission p de (II). En fait ici #(w)(v,A ®V) ne dé-

*
POUr V,;...yV € N_ A€ T v € E s ensuite on a prolongé 3(w) a Ji F, tout

pend pas du choix de R puisque wle = 03 Q(w)le n'est autre que 1'élément
q-1 * (0) N 0 . .
de C (Nx ,Hom(Tx ,Dx )) associé & m en 7.2, Il s'agit donc simplement de pro-
(0] (o] (0]

s 3z 2 s s PO
longer m(v), considéré comme symbole principal, a Jx F
[0}

tout entier, grace

1
au choix de p.

Calculons le cocycle associé a &, Pour y € Aq-lN , 1€ J1 F, on a :
X, x, 1

a8(s,w) (v,2) = - wlv,dp(s,L(x)).
Bien entendu cela vaut O lorsque l(xo) = 0, d'ou la formule :
d3(s,w) (v,v) = - w(v,dp(s,v)) , pour v € E, .

Reste a montrer que si l'on identifie Hom(E, ,Hom(T_ ,E )) a Hom(T_ ,End(E,)),
1 xo 1 xO 1
le couplage naturel (u,w)(vz,...,vq) = w(vz,...,vq) ou de

- * -
Hom(T_ ,E,)) xcl 1(Nx JHom (T_ ,Dio))) vers ¢4 (v ,p{®
() () o %o *o *o
couplage du lemme; mais cela est immédiat.

Hom(E ) devient le

17

s

'LEMME 3.9. L'opérateur de relévement a travers la suite exacte (2'b) s'obtient
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par cup-produit avec - % fois la classe de l'extension :
¥* 3* 9 %
(I11) 00— N ®T_ — S(b,T ) — st ) > o.
*o o “ %o *o

(cf. n°6 pour les notations), le cup-produit étant associé au couplage :

(U,m)(vz,...,vq_l,ﬁl,lz,V) = aw(vz,...,vq_l,u(xl,xz) V)

(ou aw(vz,...,vq_l)(v ®A®V) = w(v,vz,...,vq_l)ﬂ ®v)),

de Hom(Ssz N <®Ti ) XCq—l(Nx ,Hom(T: ,Dx(o))) vers Cq—z(Nx ,Hom(SzT: ,DiO))).
(6] (6] (6] 0 [0} [0} (6] [0} (6]

Démonstration,

Reprenons la scission 8 de la suite exacte (2) définie au lemme 3.4, On

doit maintenant considérer :

c *
€Nx,p Tx

5(&)(b,vz,...,vq_l)(ptgv) pour b € b, VgreeeaVy g o 0

et v € E .

Choisissons une scission R de (I). Alors :

8() (6,91 @) = w(R(W) ,b-R(5) ,v,v) + = w(R(K) ,R(B) ,v,v)

Notons RAz 1'application : AzT: - AZB définie par AAp —> R(A)A R(p).

[0}
Alors :

d¥(s,w) (b,v,p®v) = w(dR(s,pn),b,v,v) - %w(dRAz(s,pA;)) )V, V) =
- w(b,dR(s,pn),v,v) + % w(dRAz(S,l;Au),v,V)

Cela passe au quotient par Nx (par rapport & b) d'ou :
[0}
1 2
a8(s,0) (v,A,1,¥) = = w(dR(s,K),v, A @v) + 2 w(aR (s, AR ,v,v)
On peut vérifier que cette expression est en fait symétrique en A et pj; mais
c'est évident & priori car d¥(s,w) doit avoir cette propriété. Donc cela

s'écrit encore :
- % (0(@R(s,1) v, A ®V) + w(dR(s,M) v,k 8V))
= aw(v,- % [dR(s,\) ®p + dR(s,p) ®A]®V).

Or on a vu au lemme 3.6. que l'on avait un représentant de la classe de 1l'ex-
tension (III) par la formule :
z(s) (A,n) = dR(s,\) ®p¢ + dR(s,pn) ®A.

D'ol le lemme,
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7.4, Démonstration du théoréme 3.1.

On dispose maintenant de tous les ingrédients nécessaires au théoréme 3.1.
Le terme 6 (a)y e provient des lemmes 3.5., 3.7. et 3.8. ; le terme

- l-Q (B)V e provient des lemmes 3.5., 3.7. et 3.9, Il suffit de composer

les couplages, en raisonnant par associativité.

*
8. Un cas de nullité de la classe Q (B).

Appelons Bl la classe de l'extension :

* 2 2 2 ¥
1) o—> Tx®Nx—-)sy/SNx—)s'rx—)o.
(o] (o] (o] (o]
*
PROPOSITION 3.1. Q (Bl) n'est autre que l'opposé de la classe de l'extension :
1
o= Hom(Tx ,Nx)——)JxN—) N_ - o0
(0] [0} (o] (o]

ol Ji N est l'espace des l-jets de sections du fibré NX au point xo.
(0]
Démonstration.

* *
Choisissons une scission r pour la suite exacte 0 —) T, — b = N_ — o.
(0] (0]
Soit dr le cocycle correspondant, dr(s) = srs-1 - r, Du choix de r résulte

une scission de la suite exacte de jet, définie comme suit .

*
Notons p la projection de B_ sur Tx parallélement au supplémentaire défini

par r, i.e. p(x) = x - rx pour x € 2#. Soit U un voisinage ouvert de xo dans

X tel que pIU soit un difféomorphisme de U sur un ouvert U' de Tx . Soit ¢ :
(o]
U' = U le difféomorphisme réciproque. Soit w une forme différentielle sur

b*. Alors p*?*m est une forme différentielle sur ? = p-l(U), et on voit que

w - p*y*w est nulle sur les vecteurs tangents a U; en d'autres termes on dis-
pose maintenant d'un moyen d'associer & une forme différentielle sa "partie
normale" et sa "partie tangente'".

*
Soit v € Nx et considérons y comme forme différentielle sur b , D'aprés ce
(0]
. P 3* 3 . P
qui précede, v - p ¢ v est une section du fibré conormal NX au-dessus de U,

prenant la valeur vy au point xo. La scission de la suite exacte de jet annon-

cée est alors vy = R(y) = ji (v - P*?*V)'
(o]

Il est clair que si l'on change r en srs-l, p est changé en sps-1 et donc ¢
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-1 -1
en s¢s , et R en sRs , En d'autres termes, la construction que l'on vient
de faire est S-covariante.
1 3* * ¥ - * %
On a donc : dR(s,v) = 3L (pg9gvy-spoys lv). Comme on a p ¢ (xo) = 1T* ,
(0]

x
(0]

il est clair que dR(s,v) (xo) = 0 (de toutes maniéres il devait en &tre ain-
si puisque R est une scission). Donc le l-jet en question s'identifie & un

P . : * % * % -1
élément de Hom(Tx ’Nx ) que je noterai d(p ¢ v - sp ¢ s v) (xo).
[0} [0}

: PO % %
I1 faut noter maintenant que par définition p ¢ v(x) = v odyodp(x) = dg_odp(x),
v
ol on rappelle que (pv est la restriction 4 X de la forme linéaire x — <x,v>.

Or dq)v(xo) = 0; par conséquent d(p*(p*v) (xo) = dchv o(dp(xo))2 = Q(y) o (dp(xo))z,

(en désignant par (dp(xo))z la puissance symétrique seconde de dp(xo)) .
Comme dp(x ) n'est autre que la projection p elle-méme, on trouve donc fina-
lement : d(p*qJ*v) (xo) = Q(v) opz. Et de méme : d(sp*cp*s—lv) (xo) = Q(v) o(sps_l)z.
On peut donc écrire :

dR(s,v) =-Q(y) odpz(s) .
Oor a — aodpz(s) est précisément le l-cocycle de (1) associé a r (cf. lemme
3.6. suite exacte (i), sous une forme légérement différente mais équivalente).
Par ailleurs l'image réciproque d'une suite exacte 0 — V! 'i—) \'A 'L) vt —> 0
de S-modules par un S-morphisme u : W —» V" se réalise dans V9 W comme 1'en-
semble des (v,w) tels que p(v) = u(w); alors si p est une scission pour p, pl
w — (pu(w) ,w) est une scission naturelle pour l'image réciproque, et dpl(s)
= (dp(s),0). On voit donc que le cocycle trouvé pour la suite de jet est pré-

*
cisément le représentant de - Q (pl) naturellement associé a r. Cqfd.

COROLLAIRE 3.1, Si le fibré conormal admet une connexion invariante (en par-
*
ticulier si S agit trivialement sur Nx ), onaqQ (B) = 0.
(0]

COROLLAIRE 3.2. Si S admet un supplémentaire S-invariant dans a, on a d2 = 0,

Démonstration .

Il y a alors sur tout fibré vectoriel du type A XSE (ou sur toute représen-

tation du type Ind E) une connexion invariante (cf. lemme 3.2.), et donc

StA
¥*
o,(a) =Q (B) = o.
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Chapitre IV : Exemples et cas particuliers.

Introduction.

Dans ce chapitre, j'illustre par quelques exemples et cas particuliers les
résultats qui précédent. Je traite au n°3 le cas des orbites plates (i.e.
ouvertes dans un sous-espace affine de 2*); pour ces orbites la situation
est considérablement simplifiée., Parmi les exemples, le plus riche est
celui du groupe de Poincaré généralisé §60(1,n) XﬂQn+1, traité par Guichardet
dans [3] pour n = 3 et les l-extensions. On y voit le rdle joué par les
orbites coniques, les seules en codimension 1 pour lesquelles on ne puisse
pas immédiatement écrire le résultat. A certains égards cependant cet
exemple est encore beaucoup trop simple : en particultier, les orbites non
triviales y sont toutes de codimension 1.

Un regret : je n'ai pas d'exemple pour lequel la classe Q*(B) définie au

chapitre III soit non nulle; mais cela est certainement d0 au fait que je

ne connais pas sufisamment bien des groupes sufisamment compliqués.

Cas des orbites non connexes.

Je vais montrer dans ce no que 1l'on peut toujours se ramener au cas ou l'or-
bite est connexe. Soit Ao la composante neutre du groupe A, Alors ono est
connexe, donc contenu dans la composante connexe XO de xo dans X. Mais AOS
est ouvert et fermé dans A (parce que c'est un sous-groupe localement ou-
vert et fermé). Donc ono est ouvert et fermé dans X, et par conséquent

Ax =X
o O [0}

LEMME 4.1, S stabilise la composante connexe XO de xo dans X.

Démonstration,

-1
On aX_ =A ;5 d = SA = SA isti é
aX, oxo, onc SXO oo S, OS Xy et comme Ao est distingué dans
A, on a bien SX =X .
! 0 0
Notons A' le sous-groupe ouvert et fermé AOS de A, G' = BXMA', Pour i = 1,2,
notons F! = d E..
i In BXStG' i
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PROPOSITION 4.1, Il y a un isomorphisme naturel de Eth'(Fi,Fé) avec
n

ExtG(Fl,Fz) .

Démonstration.

D'aprés le lemme de Shapiro, Ext:'(Fi,Fé) et Extg(Fl,Fz) sont respective-

. . n n
ment isomorphes & Extg XS(Fi’Ez) et Extg NS(Fl’Ez)'
Or, 1l'application de restriction a A' donne un B ¥S-morphisme naturel de

F1 vers Fi, d'oll une application :

(1) Hom(Fl',Ez) s 4 Hom(Fl,Ez) .

Notons X, = X\XO , Al = A\A', On peut considérer A, comme un S-fibré prin-

1
cipal au-dessus de Xl, et on peut définir avec les notations du chapitre III

n03 : FY = IndsTA El' On a d'autre part une action de S a gauche sur le
S-fibré principallAl, donc sur FI; et 1'on voit aussitdt que l'application
f—) (f',f"),avec f' = f|A', f" = f Al’ est un isomorphisme de B X¥S-modules
de F1 sur Fi P F;. Il en résulte en particulier que 1l'application (1) ci-des-
sus est une injection et que son image est facteur direct dans Hom(Fl,Ez)
comme EVT et comme B ¥S-module.

Appliquant la suite spectrale de Hochschild-Serre par rapport a B, et compte
tenu de la proposition 2.2,(i) du chapitre II on voit que l'injection (1)
induit un isomorphisme au niveau des suites spectrales pour r 2 2, et donc

en cohomologie. Cqfd.

COROLLAIRE 4.1. Quitte a remplacer A par A', on peut supposer que l'orbite
X est connexe, pour 1l'étude de la suite spectrale qui fait 1l'objet de ce

travail.

Cas des orbites plates.

Je dirai que l'orbite (connexe) X est plate si elle est ouverte dans un sous-

espace affine de b.

LEMME 4.2, L'orbite X est plate si et seulement si le deuxiéme tenseur fon-

damental Q au point X, (chapitre II, n°5) est nul.

Démonstration.
La nécessité est évidente; en effet les fonctions 9 sont constantes sur-X,

donc dzyv(xo) = 0 (notations du chapitre II, n°5).

106



Ext" ENTRE REPRESENTATIONS INDUITES DE PRODUITS SEMI-DIRECTS

b. Démontrons maintenant la suffisance. En procédant en chaque point x € X
comme en xo, on peut définir le deuxiéme tenseur fondamental Q € Hom(NX, SZT X),
morphisme de A-fibrés vectoriels. Il est clair que si Q(x ) est nul, Q est
en fait identiquement nul & cause de la covariance. Notons R € Hom(S TX,N X)
sa transposée.
Choisissons maintenant une structure euclldlenne quelconque sur b*, ce qui
permet de '"remonter" le fibré b /NX =N X en un fibré N'X < X xb , avec
N' = Tl (au sens de la métrique). R s'identifie alors & un élément V de
Hom(SzTX,N'X). Soit ¥ la dérivation covariante associée 4 la connexion rie-
mannienne sur 2* (qui est ici la connexion plate, bien sar), V 1a dérivation

covariante sur X obtenue a partir de aipar projection orthogonale sur TX

(cf. [9] section 6.4.). Remarquons que l'on a :

v,;(n) = Vg(m + V(E,M)

pour tous champs de vecteurs E,T], sur X (cela se vérifie par exemple dans
une carte locale), de sorte que V(g,T) est la partie normale de Vé(ﬂ), ce
qui est bien par définition le deuxiéme tenseur fondamental (loc. cit.) de

#*
la sous-variété X plongée dans b (d'ou la terminologie adoptée pour Q).

On voit ainsi que Q = O si et seulement si V-7ie long de X, Mais cela en-
traine que les géodésiques de V dans X sont aussi des géodésiques de ¥ dans
Q*, c'est-a dire des segments de droite. En particulier tout point de X ad-
met un voisinage qui est convexe (au sens habituel) dans 2*, et qui est

donc ouvert dans le sous-espace affine qu'il engendre. Ce sous-espace af-

fine est localement constant, donc constant car on a pris X connexe. Cqfd.

PROPOSITION 4.2. Si l'orbite (connexe) X est plate, et si en outre on peut

choisir une connexion invariante sur Fl’ on a dr = O pour tout r 2 2,

Démonstration.
=Smonstration

Reprenons dans ce cas la suite exacte :

(ktl)y c%(p,D )y = z
*o *o0 *o0

(1) 0= z%p, D (k+1)
et les notations du lemme 3.4., chapitre III.

On remarque que Nx agit maintenant trivialement sur Hom(Fl,Ez) et donc sur
(o]
tous les D( ). Mais alors d(&(w))(v_,...,v ) = O pour tous v_,...,» € N
O [0} q (0] q xo
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(alors qu'en général on a seulement nullité du symbole principal). Par une

récurrence évidente, on voit maintenant que si w € Zq+1(E,Dik)), wle prend
[0} (0]
ses valeurs dans Dio), et [w] € Eth(F1’E2) n'est autre que wle .

(0] (0]

Donc si 1l'on s'intéresse & la projection sur Extg(Fl,Ez) du relévement a

travers la suite exacte (1), il suffit de connattre la restriction de wa
1 + +1 k
(Aqb) (image de b(gAqN dans A% 1b). Comme mlN = 0 lorsque w € z4 (Q,D( )
- - xo -~ xo o xo

cette restriction définit en fait un élément bien déterminé de
* k, #

AN )T, ®S'T, ®Dio)

(0] [0} [0} (0]

cet élément, puis & lui associer un opérateur différentiel dont il sera le

C ), et 1'application % consiste simplement & symétriser

symbole principal, et ce grace au choix d'une scission de la suite :

(2) 0o —y sk"l'rxoeaxa1 - J:;lFl — Jl; F, = 0

(c'est & dire une différentielle totale k+1®™€ au sens de [8] §9). Lorsque
l'on a choisi une connexion sur 1l'espace F1 et une‘connexion sur le fibré
tangent, il en résulte une différentielle totale k" canonique (loc. cit.
théoréme 7), et on voit aisément que si les deux connexions sont A-inva-
riantes, ces différentielles totales sont des S-morphismes. Or, dans le cas
d'une orbite plate, il y a toujours une connexion invariante sur le fibré
tangent (par exemple la connexion plate, définie par le fait que sa forme de
connexion est nulle en coordonnées affines). Par conséquent si F1 admet une
connexion invariante, les suites exactes (2) sont scindées sous S, et 1l'ap-
plication w — O(w)le est un S-morphisme. Ce qui veut dire que la pro-
jection sur Extg(Fl,Ez) du relévement d'une classe 8 € Hp(S,Zg+1(E,Dik)))

(0]
est nulle,

La proposition résulte maintenant de la proposition 1.3.(b), compte tenu de

la remarque 1.1, qui suit cette proposition.

Cas des orbites de codimension 1.

*
Supposons que l'orbite X soit de codimension 1 dans b . Le sous-espace N
(0}
de b est alors de dimension 1, ce qui entratne d'aprés la proposition 2.3.

que dans la suite spectrale de Hochschild-Serre seuls les termes E:q pour
q < 1 interviennent; en outre dr = 0 pour r 2 3, ce qui permet d'identifier

E,6 a E_. D'autre part dans l'expression du d_ n'intervient que la classe
=

3
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Gl(a) (cf. théoréme 3.1.) et on peut réénoncer le théoréme 3.1. sous la

forme simplifiée suivante :

PROPOSITION 4.3. Supposons l'orbite X de codimension 1, On a alors, outre
1'égalité HomG(Fl,F2)= Homs(El,Ez), la longue suite exacte :

d
1 2
o—> ExtS(El,Ez) - ExtG(Fl,F ) — Hom (N O,Hom(El,Ez)) 3 Exts(El,Ez) ...

4
p 2 p+2 p+2
e Exts(NxO,Hom(El,Ez)) > Ext (El,Ez) - Ext (F Fz) - ...

obtenue 4 1'aide de l'identification E3 = E, et des suites exactes

p-1,1

0o Ep’ = ext?(F ,F) = B - o.

G 172
L'opérateur d2 est donné par cup-produit avec la classe Gl(a) du théoréme 3.1.,
le cup-produit étant associé au couplage (w,vy®u) — @(v) ou de

X End(E H E_,E_ ).
Hom(Nx ,Hom(El,Ez)) Nx ®End( 1) vers Hom( 1 2)
(0] (0]
La classe G (a) est nulle 51 1'une des deux conditions suivantes est remplie :
(a) Le sous-espace Tx de b admet un supplémentaire S-invariant.

(o]

(b) I1 y a sur F, une connexion A-invariante (cf. chapitre III n°3).

1
En fait la condition (a) ci-dessus est souvent remplie, comme le montre le
lemme ci-dessous :

LEMME 4.3. (cf. [3] corollaire 7.4.)

Supposons 1l'orbite X de codimension 1. Alors si X n'est pas un cdne de sommet

*
o, Tx admet un supplémentaire S-invariant dans b (& savoir la droite Hlxo).
o
Démonstration.

Il s'agit de voir que xo n'est pas dans Tx . Supposons le contraire; alors
(0]

X, = on, avec L € a, algébre de Lie de A. Alors exp(tL)xo = etxo, donc X
contient la demi-droite engendrée par xo, et par conséquent est un cdne, ce

qui est contraire a 1'hypothése.
COROLLAIRE 4.2. Lorsque l'orbite X est de codimension 1 et n'est pas un cdéne

n n n-1
d t =
e sommet O, on a ExtG(Fl,Fz) ExtS(El,Ez) D Ext (El,Ez).

Exemple 1 : le groupe affine.

Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. Soient A = GL(V), B =V,

avec l'action naturelle de A sur B3 G = VXGL(V) est alors le groupe affine
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de V,
*
Il ya deux orbites : V \{0}, qui est ouverte, et {0}, qui est de dimension

0. Dans les deux cas, Tx admet évidemment un supplémentaire S-invariant,
(o]

Onas=GL(V) =A, et E:xtg(Fl ) = D Exti(AqV,Hom(El,Ez)). oOn est donc
p+tq=n
ramené a un calcul de S-cohomologie.

#* 4

Choisissons X, # 0 dans V , et soit W = X, S V., Alors W est un hyperplan
vectoriel de V, et S s'identifie a WXGL(W); par ailleurs qu = 0 pour tout

n
q > 0. Donc : Ext (F,,F ) = Ext. (E JE_) 3 c'est encore un calcul de S-coho-

G 172 S 1772
mologie.
Comme S est & nouveau un produit semidirect, on est amené a prendre des re-
présentations induisantes du type considéré dans ce travail, De proche en pro
proche, on est ainsi ramené au cas ou les E, sont toutes deux associées a

1

l'orbite triviale, c'est-a dire au premier cas.

Remarque 4,1, Si V posséde une structure complexe (resp. quaternionique)
on a les mémes résultats en prenant A = GLE(V) (resp. GLH{(V)).
On peut aussi prendre A = SL(V).

Exemple 2 : le groupe des déplacements d'un espace euclidien.,

On prend maintenant pour V un espace vectoriel euclidien, et on prend A = SO(V),
*

B = V, toujours avec l'action naturelle de A sur B, Identifions V & V grace

au produit scalaire. Ici les orbites sont les sphéres ”x” =p, p >0, et

l'origine, Mis a part cette derniére, ce sont donc des hypersurfaces.

Alors S = A

P Q. _ :
A S0(V) . Comme : est compact, Exts(A V,Hom(El,Ez)) =0sip>O0.
Donc : ExtG(Fl,Fz) = Homs(l\ V,Hom(El,Ez)).

Traitons le cas p = 1 par exemple. Choisissons X, € X; soit W = Xy - Alors
S s'identifie a SO(W); c'est a nouveau un groupe compact. On a donc qu =0

si @ > 1 (car 1l'orbite est de codimension 1) ou si p > O (car S est compact).

Comme de plus l'action de S sur N = Rx, est triviale, on obtient :
(o]

110



Ext" ENTRE REPRESENTATIONS INDUITES DE PRODUITS SEMI-DIRECTS

o
ExtG(Fl,Fz) =~ Homs(El,Ez)

1
ExtG(Fl,Fz) ~ Homs(El,Ez)

n .
=0 > .
ExtG(Fl,Fz) O0sin>1

P SR TP +1
Exemple 3 : le groupe de Poincaré généralisé Spln(l,n) XIRn .

On aborde maintenant une situation plus riche, mais encore relativement
simple, ou l'on aura un exemple de non-nullité de l'application dz. Le groupe
de Poincaré ordinaire Spin(1,3) NIR4 est d'ailleurs celui qui a servi d'im-
pulsion & 1l'article [4]. Pour ne pas m'encombrer de cas particuliers, je

vais supposer n 2 3, les cas n =1 ou n = 2 pouvant se traiter par les mémes
méthodes (attention, pour n = 2 le revétement universel de 500(1,2) est & une

infinité de feuillets; 500(1,2) est isomorphe & SL(2,IR)).

Soit U un espace vectoriel réel de dimension n+l, muni d'une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée de signature (1,n), que 1l'on note < , >, On iden-
tifie U & U* 4 l1'aide de cette forme.

On choisit un vecteur e dans U tel que <e,e> = 1; il définit et oriente un
"axe des temps". On note V = e‘; c'est un espace vectoriel de dimension n

muni par restriction de < , > d'une forme bilinéaire symétrique définie né-
gative., On définit alors un produit scalaire sur V en posant (vlv') = - <V,v'>
on note ||v|| la norme de v pour ce produit scalaire. Ainsi U s'identifie & la
somme orthogonale IRV, et on a : <(t,v),(t',v')> = tt' = (vlv'). Soit Spino(U)
le revétement universel du groupe SOO(U) (groupe des automorphismes de U
conservant < , >, de déterminant 1 et conservant le sens d'écoulement du
temps, i.e. <ae,e> > O pour tout a € SOO(U)). SpinO(U) est un revétement a
deux feuillets de SOO(U).

On prend alors A = Spino(U), B = U, avec l'action naturelle de A sur B.

Les orbites de A dans B sont de quatre types :

(i) une famille d'hyperboloides a deux nappes (chaque nappe est une orbite)

\%

définie par tz - ”V”2 =P, P o,

(ii) une famille d'hyperboloides & une nappe définie par 2 ”v”2 =p, p <O,
(iii) deux demi-cdnes épointés t = + ||v],

(iv) 1l'origine.
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Les orbites des trois premiers types sont de codimension 1, et on peut

faire le schéma suivant :

On va étudier successivement ces quatre cas, le plus difficile étant de
loin le troisieme.

Orbites de type (i).

On prend par exemple la nappe passant par e, et on choisit e = (1,0) comme

point distingué. On a alors S = Spin(V) (image réciproque dans Spino(U) de
SO(V), qui s'identifie au revétement universel de SO(V)).
On est dans un cas d'application du corollaire 4.2., d'ou :
k, k k-1
= t P t
ExtG(Fl,Fa) Ex S(El,Ez) Bxt g (El,Ez)
ce qui donne :

HomG(F ,F ) = Homs(El,Ez)

172
1
ExtG(Fl,Fz) =~ Homs(El,Ez)

Kk .
= > .
ExtG(l-‘1 ,Fz) 0si k>1
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Orbites de type (ii).

\ . p . 2 2 .
On considere par exemple l'orbite d'équation t - v” =1, que 1l'on pointe
en = (0,v avec v I =1,
X0 (o, 0), 0 .
Le stabilisateur est ici SOO(UO), avec U = x_ = Re D W ol W est 1'orthogo-

nal de Yo dans l'espace euclidien V, et en notant SOO(UO) 1'image réciproque

de SO (U ) dans Spin (U), c'est-a dire Spin (U ) si n 2 4, et un certain re-
o o o o o

vétement a deux feuillets de SOO(UO) si n = 3 (ce revétement est d'ailleurs

isomorphe a SL(2,R)).

K-~
S
probléme a un calcul d'extensions entre représentations d'un groupe semi-

. k k .
On a la encore ExtG (Fl,F2)~k Exts(El,Ez) P Ext 1(E1’E2)’ ce qui raméne le

simple, pour lequel de toutes autres méthodes seront bien entendu nécessaires.

L'orbite Erivialg.
. .k _ P,,q _ .
Comme toujours Ext (F ,F ) = 9 Ext_(A'U,Hom(E ,E_)) , avec S = Spin (U),
G 172 S 1772 o
ptq=k
ce qui raméne a nouveau le probléme au cas d'un groupe semisimple.

Orbites de type (iii).

On choisit un point Yo de la sphére unité de V, et on considére la nappe du

cdne passant par x_ = (l,vo); x_est un vecteur isotrope de U, L'espace

(¢} (o]
tangent Tx contient X, et est un hyperplan dégénéré de U, Soit W =T NV
X
(o} ~ o
(c'est aussi 1'orthogonal de Yo dans V); notons SO(W) 1l'image réciproque de

SO(W) dans Spino(U) .

Déterminons d'abord le stabilisateur S de xo. Soit S1 1'image de S dans SO (U).
o

Comme 51 stabilise Tx , un élément s, € S1 posséde dans la décomposition
(o]
U =Re?d Hlxo P W une expression en "blocs" de la forme :

a o (0]

t
s, = [} w
vy (o] c

t
avec a,f € IR, Wiy € W (on note 'w la forme linéaire : w' —» (w'lw) définie
sur W par w), et 0 € O(W).

On sait (cf. [1] théoréme 3.17.) que s, est entiérement déterminé par sa

1
restriction a Tx 3y donc a, B et vy doivent s'exprimer en fonction de w et 0.
0o
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Et en effet, en écrivant que 51 conserve la forme < , >, on trouve :

a=1,p = % Hw”z ) Wy = OW.

Comme en outre s, doit &tre de déterminant 1, on doit avoir 6 € SO(W). Réci-

proquement, si 0 € SO(W) et w € W sont donnés, on définit un élément s, de

51 en posant :
1 o (0]
LM b

ow (o] o

0n
L}

(1) )

On voit donc que l'opération de restriction a T définit un isomor-
x
(o]

phisme de S, sur WXSO(W), l'isomorphisme réciproque étant donné par la for-

1 ~
mule (1). Par conséquent le stabilisateur S s'identifie a W XSO(W).

Cherchons maintenant la classe de 1l'extension :

(2) 00— T — U— U/T. — o.
*o *o
Prenons [e] comme base de U/Tx . I1 ressort de la formule (1) que S agit
(o]
trivialement sur U/Tx , ce qui permettra d'identifier la classe de 1l'exten-

(o]
sion (2) & un élément de H (S,Tx ). Choisissons la scission [e] —) e de la
suite (1), et calculons le cocycle associé.
~
Pour plus de clarté dans les notations, notons K = SO(W) le compact maximal
de S, k son algébre de Lie. Alors s/k s'identifie & W, comme espace vectoriel

et comme K-module. D'aprés le théoréme de van Est, on a Hp(S,Tx ) = Hp(g,K,Tx )
(o]
pour tout p 2 0. Le complexe de (g,K)-cohomologie de T est donné par :
P P, Yo
C (s,K,T_) = HomK(A w,T_),
= %o *o

et comme ici s est produit semidirect de k par W considéré comme algebre de

Lie commutative, le cobord s'écrit simplement :

r i
W) = T (-1)"w. w(w
P j=0 J

A
dw(w W.geeesW )
’J, ’p

o' o'

Par conséquent le cocycle de (2) associé au choix de la scission ci-dessus
(qui, comme on le constate aisément, est K-invariante), est :
w—> zi(w) =we =w (d'aprés la formule (1), dérivée au point

(0,1) de WXK).
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Comme W agit trivialement sur (T )K = Rx_, on a Bl(s,K,T ) = 0, et on
X5 (o] - X,

peut donc identifier z, a sa classe de cohomologie. Dans cette identifica-

1
tion, la classe de 1l'extension (2) est 1'injection canonique W —» Tx .
(o]

On poursuit le relévement, en considérant la suite :

3) 0—)5—)5—')Tx—)0.
(0]
L'image de z1 par relévement a travers cette suite exacte donnera la classe

a du théoréme 3.1., dont il ne restera plus qu'd prendre l'image par la re-

présentation o).
Comme on a vu que z prenait ses valeurs dans W & Tx , on peut en fait se

(0]
restreindre a4 la suite
(37 00— k— so(V) & w— 0 .
Une scission naturelle K-invariante de la suite exacte (3') est donnée par :
N t
o -
(&) w-—)( ")
w o

I1 faut maintenant déterminer l'action de W, considérée comme sous-algébre
de s, sur les éléments de la forme (4). Pour cela il sera commode de chan-
ger de décomposition de U et d'écrire toutes les matrices relativement a

la décomposition : U = IRe ® nlvo D W. Dans cette décomposition, le terme

général de l'algébre de Lie s s'écrit :
0O 0 w avec w € W, M € k = so(W).

Si on note c la scission définie par la formule (4), il est maintenant clair
que pour w, w' € W on a la formule :

w.elw') = w®tw' -wetve k.
On peut encore noter cela w.c(w') = wAw', dans l'identification naturelle
de k avec Azw. Notons z, = dc € ZZ(E,K,g). Avec l'identification ci-dessus,
on a donc z_ = 2.1A2w. Ici encore on voit facilement que B2(§,K,§) = 0, ce

2
qui permet d'identifier z2 a4 sa classe de cohomologie a.

On a maintenant en main tous les ingrédients qui interviennent dans la suite

spectrale, A cause de l'action triviale de S sur Nx , la longue suite exacte
(]
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de la proposition 4.3. peut s'écrire :
d
1 1 2 2
ey 2 Exts(El,Ez) — ExtG(Fl,Fz) - Homs(El,Ez) = ExtS(El,Ez) - ...

d
p p p-1 2 p+l
R ExtS(El,Ez) —> ExtG(Fi,Fz) — Extg (EI,EZ) —-)Exts (El,Ez) - ...

la fléche d2 étant le cup-produit avec [261] € Extz(El,El), associé au

couplage de composition Hom(El,Ez) XEnd(El) - Hom(El,Ez).

Ce n'est qu'ici que je vais me restreindre au cas ol les représentations Ei
sont elles-mémes du type envisagé dans ce travail, associées au produit
semidirect S = W XK,

# Si les E, ne sont pas associées & la méme orbite dans W, EXt:(Fl’Fz) =0
pour tout k =2 O,

# Si les Ei sont associées 4 la méme orbite non triviale, on a vu au n° que

Ext:(El,El) = 0. Par conséquent, aussi curieux que cela puisse parattre, le

[}
@]

cocycle 261 est en fait trivial (i.e. un cobord) dans ce cas, et donc d2
Soit Yo € W le point distingué de l'orbite considérée, K' le stabilisateur
de w0 dans K (K' est donc compact), E{ la représentation de K' induisant Ei'

Compte tenu du n%6 et du fait que d2 = 0, on obtient :
o 1 ]

HomG(Fl,Fz) HomK'(El,Ez)

1

e 1 ] ] 1

ExtG(F1 ,Fz) HomK,(El,Ez) D HomK'(E ,Ez)

' )

1,E2)

O0sik23.,

2
Ext (F, ,F,) =~ Hom ,(E

k
ExtG(F1 ,Fz)

# Enfin si les Ei sont toutes deux associées & l'orbite triviale, on peut

les considérer comme des K-modules sur lesquels W agit trivialement., Alors
Ext:(El,Ez) = HomK(Akw,Hom(El,Ez)). Si on suppose les Ei irréductibles, par
exemple, on est donc conduit & des questions concernant la décomposition

des produits tensoriels de représentations irréductibles de so(W) (de K si

n = 3; si n 2 4 on peut remplacer K par son algébre de Lie). C'est encore
assez compliqué et je vais me restreindre a trois cas particuliers, tou-

jours en supposant les Ei irréductibles :

k k k-1
(a) o, = 0. Alors ExtG(Fl,Fz) =~ Homk(l\ W,Ez) ® HomK(A W,EZ).

(b) k = 1, Alors :
1 . .
ExtG(Fl,Fz) >~ HomK(W,Hom(El,Ez)) si o # 0 (car dans tous les cas l'applica-
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20
: Egl - E2 est alors injective).

1 ~ ; -
ExtG(Fl,Fz) HomK(W,Ez) si 6, =0, 0, # o.

1 .
ExtG(Fl,Fz) ~ HomK(El’El) ~T si o

(c) n

1

%

= 0.

3. C'est le cas du groupe de Poincaré ordinaire. Alors W est de dimen-

sion 2, K est un revétement d'ordre 2 de SO(W). Notons Xm’ m € Z, les carac-

téres de K, de sorte que W_ =~ X, D x 5" Soit E,
- i

(4

=X
m

exacte de la proposition 4,3. s'écrit {(en posant m =

. Alors la longue suite

i

2 1

d
1 2
o—> HomK(Xz ) x,_z,xm) - th(F1 ,Fz) - HomK(Xo,Xm) e HomK(XO,Xm) —

2 3
ExtG(Fl ,Fz) - HomK(x2 ® x_z,xm) - 0= ExtG(Fl,Fz) 4 HomK(xo,xm) —> oO.

ol la fléche d, est l'identité si m, # 0, Osim

On a donc le résultat suivant :

Si

Si

Si

si

si

k
m# o0, +2, ExtG(Fl,Fz) = 0 pour tout k 2 0.

. 1 s 2 B
+2, d1m(ExtG(F1,F2)) = dlm(ExtG(Fl,Fz))

0 :

. k
m, = 0, d1m(ExtG(F1,F2))

m, # 0, dim(Ext:(Fl,Fz))

1}

si 0 £k
si k >3

1}
o

si k

sinon.

1]

1

I
-

ou 3

0.

k
Ext (F,,F

2

)

0sik#1,2.
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Appendice : Construction directe d'une suite spectrale de Hochschild-

Serre associée a un sous-groupe distingué fermé.

1. Position du probléme.

Soit G un groupe de Lie, H un sous-groupe distingué fermé de G, E un G-module
® *

C . On désire construire une suite spectrale convergeant vers H (G,E) et dont
le terme E2 s'exprime a partir des groupes H et G/H.

Dans l'article originel de Hochschild et Serre [6] on donne deux méthodes pour
y parvenir. La premiére, dite '"méthode générale", a été exposée au chapitre I
n® 7. Elle a 1'avantage d'@tre élégante et rapide, mais elle est souvent moins
adaptée aux calculs explicites que la seconde, dite '"méthode directe"; c'est
pourquoi je vais montrer dans cet appendice comment on peut adapter cette der-
niére au cas des groupes de Lie. Malheureusement, l'utilisation de sections
locales oblige a compliquer encore les calculs par rapport a [6], ce qui n'est
pas peu dire,.

Les deux constructions conduisent au terme qu = Hp(G/H,Hq(H,E)); mais on ne
sait pas a ma connaissance si les termes suivants coincident en général. Je
montrerai cependant que lorsque G est un produit semidirect G = KXH, les deux
suites spectrales sont isomorphes pour r 2 2, ce qui explique que j'aie pu me
contenter de la premiére dans ce travail. Je ne sais pas si ce résultat était
déja conru, m&ne pour les groupes discrets (pour lesquels on peut faire une
démonstration analogue).

Dans tout cet appendice, on suppose que les complexes de H-cohomologie de F ad-

mettent la résolution standard pour G/H (c¢f. ch. I n°5).
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2. Définitions,
On travaille avec la résolution standard normalisée du G-module E, et on con-
sidére le conplexe des cochatnes inhomogénes normalisées, noté C*(G,E) (cf. 0.3.).
Comme dans [6], si k et 1 sont des entiers, k = 1, et si vk,...,Yl sont des
éléments de G, on note Yi poir (Yk""’yl)'

On définit une filtration (C ) de ¢ = c*(G,E) par :
P pel

n n
C =C sip<s¢C

p

n _ n oy q . - n . .
Cp ={e€c | f(vl,vq+101,...,yq+pop) f(vl) pour tous yy,...,v € a,

01""7°p€ll1p""-l:1"} €1 0 = p S n.

n

C =0 si > n.

p P

On remarque notamment que comme les cochaines sont normalisdes, f € C; s'annule
dés que l'un des p derniers arguments est dans H.

On vérifie aussitdt que les Cp sont des sous-complexes de C. Il est clair que

la condition de convergence de 0.6. est remplie, d'ou une suite spectrale ‘Er)rZO

*
convergeant vers H (G,E).

3. Le ierme qu

Par définition on a qu = C;/C:+1 (on utilise systématiquement la convention

n = p+4y). On a une application naturelle F : > Cp(G/H,Cq(H,E)) en posant
P
F(f)(xf,cg) = f(Og,yf) , ou Vj est un représentant quelconque de x:j (en d'au-

tres termes F(f) est l'application induite par f par passage au quotient).

Comme f est normalisée, on a F(f) = 0 si f € " d'ol une application natu-

p+1’
relle : qu-—9 Cp(G/H,Cq(H,E)). En utilisant une section locale pour la pro-

jection m : G — G/H au voisinage du point distingué X, = H, on vérifie aus-

sitdt que cet homomorphisme est surjectif, et méme fort.
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D'autre part, pour f € Cg :
q . .
g+l p q+l p - i i-l q+l p q+l_. g p
( = - N 1) ¢t + - ,
arlol =,y ) cvlf(o2 ,vl) + > (-1) 1(0,_ ’°i°i+1’°i+z’vl) (-1) f(°1"’q+1yl"'z)

i=1
(les autres termes sont nuls).

. a4 . Py L origd -1 v WPy - a.p X -
o: f(ol,cq+1v1,vz; f.Gl,vlvl Gq+1y1 Yz) f(Gl,\l) donc on peut écrire

+
Flar) = doF(f) si d : cA(H,B) = cT' (,F) est la différentielle
habituelle.
(=]
En d'autres tcrmes, si on considére le complexe C ((G/H)p,C*(H,E)) (dans les nota-

vers

3
tions du chapitre T nOS), F est un morphisme de complexes de Eg

® 3 . . .
C ((G/H)p,c (H,E)). D'ot ur morphisme en cohomologie :

Byt = cPla/muione).
Lle terme Eiq
THEOREME A.1. (Hochschild-Serre).

L'application ci-dessus est un isomorphisme de qu vers Cp(G/H,Hq(H,E)).

a.Avant de commencer la démonstration de ce thloréme, énongons un lemme. Soit T
r
un groupe, E un ['-module. Soient k, n € N, n 2 k, Pour tout £ ¢ C (I',E), on pose :

n-k
n-k+1 _k n-k+1 _k i i-1 n-k+1 _k
= £ -
bkf(a1 B =y (a2 B+ i?l (-1) f(a1 L LI ,31),
(i..e. on tronque les k*l derniers termes de la différentielle habituelle),
LEMME A.1. Pour tont k € IN, bf = 0.

Démonstration.

- 2, n-k+2 _k, _ n-k+2 k
Ecrivons en effet ka(a1 ,Bl) = albkf(az ,Bl) +
n-k+1 .
i i-1 n-k+2 _k
v -
o (D78 flay Ty, e TR
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Si on développe chacun de ces n-k+3 termes «n une ligne de n-k+2 termes, et
si on écrit ces lignes l'une e¢n dessous de l'autre en un tableau, un obtient

0 en ajoutant les termes de chaque "frange" dessinée ci-dessous :

les simplifications se faisant en partant des extrémités et en convergeant vers
. .

. .eme eme
le centre. En d'autres termes, 3i on note tij le j terme de la i ligne,

on trouve que t,, + t = 0 (pour j fixé, i varie de 1 A j).
i

37 i

b. Démontrons maintenant le théoréme A.1. La démonstration est une adaptation de

la démonstration originelle de [6].

On fixe d'abord quelques notations. Soit (Ua) un recouvrement ouvert de X = G/H

par des ouverts trivialisants pour m; on suppose que xG appartient a tous les Um'

Soit & une scission de n au-dessus de Ua’ avec sa(xa) =1, Soit (ea) une par-

tition de l'unité Cco subordonnée a (Ua). Soientvt; = n_l(Ua), considéré comme

H-fibré principal au-dessus de Ua' et 3; = ea or, de sorte que (3;) est une par-

© ~

tition de 1'unité C subordonnée a (Ua), recouvrement ouvert de G. Soit Ta

B; —> H la projection associée a Sy i.e, Ta(Y) = sa(nv)—l.v.

La démonstration se fait en deux temps.

Injectiviteé.

. n +1
Soit f € Cp telle que df € C;+ Supposons que F(f) soit de la forme d ou, avec

1°

-1 -
u € Cp(X,Cq (H,E)); il faut montrer qu'il existe g € C; 1 telle que f - dg ¢ Cn+1
P
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Soit n = p+rq. Le cas q = J est trivial, car alors u = 0, et F(f) = f, donc f = 0O,

Pour le cas q = 1, on a u € Cp(X,F). Soit h = 10n. Soit 0 € H, et dcrivens la
coadi tion df(v,o‘,v[,‘)) = 0 (pour vy, YyoeeesY € G)
- p
'yf(c,\,ll)) - f(ys,\/ll)) + f(v,vf) = 0 (en tenant compte des propriétés de f).

D'¢ll f('vo,‘.'p

D = v(e-DRGD = fly D).

or, dh(yo ) = vo'h(v‘;\ « termes indépendants de ¢. Donc (f-di) (vo,vll:') est indé-

)Vl
pendant de ¢, d'oli f - dh € C: 5 g = h couvient.

Dans le cas général, on construit g par approximations successives., (n pose encore
o P : .
h = uon, donc h € Cq(H,Cl (G,E)). COn définit des extensions successives hO = h,

h] yeseesh de h comme suit, par récurrence :

q-1

3-1-k p

XG
a, k-1 a-1

PP k
hk est définie sur G XH et :

k-1 q 1 ~ v
=T €
h (00 70,0, 1Y) " z €,(edn (o "5Py0, 15 ¥Y)
ol p,pl,...,ﬂk_l,vl,.,.,\'p € G, ok-‘-l""’oq-l € H, et ol hz est définie sur

k-1 ~ q-1-k

Gt XU XF p
a

X G par @

a q-1 py _ q-1 p q-1 p
)11(0,0'2 )Yy = sm(ﬂ:o)h(‘fa(p),o2 Yy - f(sm(nﬁ»),‘fal(p),,62 Yy

st k =1, et pour k > 1 :

k-
h (p1 2 P Py

+

k-1 1
(o 0

a
K P01 0Yy k154757 (0), ol q,«

k k-1 £om) p
(-1 f(p1 28, (70} 7 (p) ok+1, ).

On utilise donc essentiellement la décomposition de p en produit au-dessus de Ua'

On veut montrer que g = hq 1 conviert,

Le fait que f soit normalisée el que s (xo) = 1, entraine que hz est bien un
a
prolongement de hk 1 ? et doac h.k aussi, Il en rdésulte aussi que dhk prolonge

q-k

Kk ] T
dk sur G XA xGI: (remarquer que le cobord d'une cochatne définie sur

k-1
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k q-k-1 P

K .
GO xH xGP est bien défini sur G xHI ™ x 6P

. XG 3 de méme dhz est définie sur

k_ ~o -
< T xud K P , car x € U).
a (6] a

Les hk sont elles-meémes normslisées. Pouwr p = (x) onalc (p) - 1, Conc :
a, k-1
(1) h (8 s, (x) ,0 +1,(1) = 0.

On se propose de démontrer par récurrence sur k que pour tout O S k S g-1 :
(2) (f-dh )(pl, k+1’V1) = 0 pour tous pl,...,pk,vl,...,yp €G, o +1,...,cq € H.

Pour k = O c'est clair, Supposons le résultat démontré pour les indices < k.

On &crit

k-1 B K" 1 p
A (Py s 8500400 VD) gy 95,000y vD) ¢
k-1 a, k-2 k-1
O N R R W R CO R MO L WL, Wit
(les autres termes étant nuls d'aprés (1).
L'avant-dernier terme s'écrit encore : (-1 hk 1 k 1sa( x), 0 Fl,v )

(car hz prolonge h ) et le dernier :

k 2

(-1)kh (p] P !

p k-
k1ﬂfﬂ o w17V +rw ,s(ﬂ Pw)

D'ou finalement :

k-1 h® (K- 1
(3) (f- dh )(Pl ,5 (x) +1,Y )=" p+q- —k+1 k(Gl ,S (x) +1,Y1)
= 8hiqoker"- L0 ’b (0 10y VD) -

Voyons maintenant ce qui se passe quand on remplace sa(x) par p = sa(x)Ta(O).

On exprime que :

d(f-th)(pt'l,sa(x), (p) ,0d er1°Y1 By-o

a . . .
(car d(f-dhk) = df, et par hypothése df € c” ) . En développant cette expression,

p+l
les premiers termes sont nuls par hypothése de récurrence. On trouve :
a a, , k-1

(%) (f—-dhk)(p1 g +1,v ™ = (£-an ) (py s, (x),7 (p)ck+1 'V1) +

q-1 .

~k a k-1
5 131 _ 4 P
i=;+1 (-1)" (¢ dhk)(p1 184 (x),7 (p) +1’° o, +1,6,*2,y1) e

. éme \
ol dans tous les termes on a sa(x) A la k place. Donc d'aprés (3) dans le
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‘s o
deuxieme membre on peut remplacer f-dh ar - 6 .
k P p+q-k+1
On utilise alors a nouveau I'hypothése de récurrence pour exprimer chacun des

termes qui apparaissent. Ainsi par exemple pour i donné on écrit :

i-1 k-1
(£-an, I (py "0, P, 19P., 558,007 (P) 0 +1,v1) = 0.
Cela permeil. d'exprimer la somme de toas les termes de (4) correspondant aa

. éme
(i+1) rang dans - 6p+q—k+1 par :

k- i-1

(-1) f(p1 PP 1{1,9]42,~ =), (p), o el Y1 Do
k i-1 1
- {
(-1 6P*q"k+2hk 1\91 ’plpl+1,pl+2,b 6,7 (p) G 1,Y )
i-1 P i-1
b1 (Py "R, pl‘l’p1+2’pk 15,07, (), ° IR S G 1’p 2’p 1’V1

(avec des modifications évidentes pour les cas extrémes).

Et donc la somme (4) s'écrit :

k- 1
(-n*t p+q_k+2f(0: s, (x),7 (p), c +1°Y1 L)
k.2 k-1
(-1) p+q_k+2hk 1( 1 % x),? (p) +1’V )
k-2 k-1 q p
- (
8praketPie-1 (Pt i1 %07 (P Ser1 V1) O prquirtea1 P1 #P 00y

D'aprés le lemme, le deuxiéme terme est nul. Or, on constate facilement que :

k-1

(£-dh )(p1 Py

q p = a, , k-1
=3 -dh
spyck+1!V1) ; ea(f)(f drk)(pl )P k+1’V1
k-2
T
pra-k+1 h _ 1(9 P15 (x), (p) ol ea1Y1
placer hk 1 par hk 27 car il n'y a a chaque fois que les k-2 premiers termes a

En remarquant que dans § ) on peut rem-

priori enh-dehors de H, on écrit :

a, , k-1 q Py _ H
(f-dhk)(pl ,p,6k+1:V ) = 6p+q k+1 k Z(p )
k-1

k-1
e S k+2f(p1 15, (3,7 (9) 9

’“k 154 (x),T (p) 6 1V

ke
ORI 6p+q-k+1hk_1(°1 #1% ) =

-1 0 q p
6p+q—k+1( (°1 ’°’°k+1’y1) - hk-1(°1 P2, q9¥y))
Et quand on appliqie la partition de 1'unité, on obtient bien O par définition

s (o , i
de hk 1 et de hk-l . Ainsi (2) est démontrée.

I1 est maintenant facile de couclure, Scient o £ H, pl,...,pq,vl,...,vp € G.
On veut montrer que :

_ (aa-1 Py _ (¢ Q. .p
(f dhq-i)‘°1 ,pqc,vl) (f dhq_l)(pl,vi).
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Ext" ENTRE REPRESENTATIONS INDUITES DE PRODUITS SEMI-DIRECTS

Pour cela, on écrit d(f-dhq_l)(pﬁ,a,vf) = 0. Quand on développe cela, les premiers

et les derniers termes sont nuls, il ne reste que :

1
et comme (f-dhq—l)(p?’ovl’vg) = (f-dhq_l)(Dg,Yf), on a gagné.

q q-1 p q+l q Py _
(-1)7(g-ah, oy e 0hv) + ((1)T(f-ah ) (py,0v,,v,) =0

Surjectivité.

Soit maintenant u F Cp(G/H,Zq(H,E)). I1 faut montrer que u se prolonge en g ~ CE

A+
telle que dg € C:+1. Pour cela, on applique la construction ci-dessus avec f = O,

1
ce qui donne le résultat voulu. On voit méme que l'on définit une application li-
néaire continue : CP(G/H,Zq(H,E)) e 4 Zq(cp/Cp+1) inverse a 1l'application de res-
triction, donc compte tenu de l'injectivité déja démontrée, on a un isomorphisme

q
topologique : E?q ~ Cp(G/H,H (H,E)) .

L'opérateur d2 de la suite spectrale.

On peut maintenant procéder comme en [6], ch.II, §3 et & , qui sont de nature pu-

rement combinatoire, pour arriver au résultat suivant :

Pq

THEOREME A.2. Si on identifie 7} & cP(6/H,H(H,E)) comme ci-dessus, la différen-

+1 \ .
tielle d, ¢ Efq-—é Ef Y est donnée par dje = (-l)qde, ou d est 1l'opérateur na-
* "y
turel de C (G/H,Hq(H,E)), considéré comme complexe standard du G/H-module Hq(H,E),
dans lui-m&me. Par conséquent E;q ~ HP(G/H,Hq(H,E)).

Le cas du produit semidirect.

On suppose maintenant que G est un produit semidirect G = KixH, toujours avec H
distingué. On va montrer que la suite spectrale construite ci-dessus est iso-
morphe, pour r 2 2, a la premiére suite spectrale d'hypercohomologie du complexe
de K-modules C*(H,E) (cf. ch.I no7), donc & la suite spectrale construite au
chapitre I.

Pour cela je suis obligé de revenir sur [6], ch.II, § 3. Soit n € N, O<p<hn,

qQ = n - p. On note (Bg,ai) un n-uplet d'éléments de G. On définit :

+1 - P i i~
ar (g, = alf(allﬁ§a1, ap+1) + = (-1 et l,a,a

p+1 q+l_..q p
1'% 2 o 1'% )+ (DT e La)

. a,
i i+177i+2

(i.e. la différentielle de f considérée comme élément de Cp(G,Cq(G,E))), et aussi
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q . .
aor@] ] - e e + T (0Ie] e e, 83006 « (DT ] 0D
3=

ce qui est la "différentielle partielle" naturelle.

Soit N = {1,...,n}, Pp(N) l'ensemble des parties a p éléments de N. Un élément

I de P (N) définit une unique permutation de N si on demande que

Q=1{1,...,q} (resp. P = {g+1,...,n}) soit appliqué sur N\I (resp. I) en

conservant 1l'ordre. On note GI cette permutation. Pour i € N, on note r_(i)

le nombre d'éléments de I précédant i ( au sens large). Pour 1 < k < p, on

1"'ak' Alors on définit :

£, (g ,a = f(y) oy, =fa -1,.. = a
1 1 i J o

note a =«
ore A

si i €1

I (i) rI(i)

lr(l)ﬁ (1)r()5ii€1'

(de manlere imagée, chaque fois qu'un a saute un Bj, il faut remplacer B .
J
par a B a, .) . Enfin on pose
f = T E(OI)fI (S(GI) désigne la signature de OI).
P 1eP (N)
P
On a alors l'identité suivante, dont la démonstration est purement combina-

toire, donc peut se faire exactement comme dans [6]

LEMME A.2. Pour tout f € C"(G,E) : (ap) | - (-1)q+1dfp +dof .

Considérons d'autre part le complexe C*(H,E), qui est muni d'une action na-
turelle de G (4 partir de l'action de G sur H par restriction des automorphis-
mes intérieurs), donc de K par restriction. (C'est cette possibilité de faire
agir K qui est propore aux produits semidirects). Par hypothése, ce complexe
admet la résolution standard. Si on l'écrit en cochaines inhomogénes nor-

malisées, cela donne le double complexe :

¥ = c*x,c*m,E) avec les différentielles :
arf = (-1)%r  de cP(x,c¥(H,B)) vers cP 1 (k,c(H,E))
a"f = dof de cP(x,c%(H,E)) vers cP(k,c¥1(n,E)).

. . . * L
On considere maintenant 1'application u : C (G,E) — L définie par :

u(f) = £ f
p+q=n P4

ou qu est définie sur KP xy% par f (al,B ) = f (Bl,a
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D'aprés le lemme A.2., il est clair que u est un morphisme de complexes.
D'autre part, supposons que f € Cp; alors fI Hq'pr = 0, sauf si I = Pj
donc dans ce cas qu(a?,ﬁg) = f(B?,af) et de plus, si j < p, fj = O sur
Hq'pr, donc u(f) ¢ 'Lp, si on filtre L par sa premiére filtration. Ainsi
u est un morphisme de complexes filtrés,

I1 est clair que le morphisme qu - qu déduit de u est celui considéré
au noj, et donc que u induit un isomorphisme de qu vers 'E?q = Cp(K,Hq(H,E))
(théoréme A.1.).

On peut donc énoncer le :

THEOREME A.3.

Soit G = KXH un produit semidirect. de groupes de Lie, E un G-module.
Alors les deux suites spectrales de Hochschild-Serre relativement a H sont
isomorphes pour r 2 2, et isomorphes a la premiére suite spectrale d'hy-

#*
percohomologie du complexe de K-modules C (H,E).
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Introduction

L'objet de ce travail est d'étudier dans le cas d'un groupe de Lie
. n . .
nilpotent G les espaces Ext entre G-modules unitaires irréductibles, et la
catégorie des G-modules de longueur finie a sous-quotients simples unitaires irré-

ductibles.

Citons deux autres situations ou l'on posséde des renseignements concer-
nant ces deux problémes : celle des groupes semi simples, avec les travaux de
Gel fand - Ponomarev [[18]-[20], Gelfand-Graiev-Ponomarev [21], Delorme-Kraljevic
{117, [28], B. Speh [33] ; celle des produits semidirects d'un groupe de Lie par
un groupe vectoriel.RN (Guichardet [22], [24], du Cloux [9]). Les résultats obte-
nus dans ces deux cas suggérent d'essayer de traiter ces problémes dans le cadre
de la méthode des orbites. Disons de fagon vague que pour des modules irréductibles
associés a des orbites distinctes '"'suffisamment éloignées" 1l'une de 1l'autre on

kY

n
s'attend a ce que les espaces Ext soient tous nuls j; d'autre part, pour des modules

: . c s . n
associés a une m2me orbite coadjointe, on cherchera 4 exprimer les espaces Ext a

partir du stabilisateur G(f) d'un point de l'orbite.

Le cas envisagé ici est celui d'un groupe de Lie G nilpotent connexe
pour un tel groupe, la méthode des orbites marche de fagon idéale (cf.[27]). Soient
g l'algebre de Lie de G , f E.Ef une forme G-entiére (c'est-a-dire telle que
if soit la différentielle d'un caractére de G(f)), et (E,n) la représentation
unitaire irréductible de G associée a f par la théorie de Kirillov. On constate
assez rapidement qu'on ne peut pas espérer aboutir a un résultat satisfaisant con-
cernant les espaces Ext" sans remplacer E par un G-module plus lisse. Dans le
cas semisimple, on prend les vecteurs K-finis oi K est un sous-groupe compact
maximal de G , et on travaille dans la catégorie des (gJK)-modules 3 dans le
cas des produits semidirects, il n'y a pas encore de choix entiérement satisfaisant
(mais on peut s'attendre a ce que tout choix '"raisonnable" conduise au méme résultat).
Ici, on remplacera simplement (E,x) par la représentation différentiable associée,

notée (Eﬂ° 370 o
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Dans cette situation, A. Guichardet [23], [25] a énoncé les conjectures
suivantes :

) Extg(Em,Ew) ~Ext", . (€ ) (= H'G(D),0)

a(£) » &

if f
pour tout n = O ; on note ¢‘f la représentation de dimension 1 de G(f) de différen-
i

tielle if .

(c,) Ext (E

1 1o ? E2m) =0 ¥n20 si E1 et E2 ne sont pas équivalentes.

et (au moins génériquement) :

(Cz) La catégorie des G-modules admettant une suite de Jordan-HBlder (en un sens
qui sera précisé dans la partie III) dont tous les sous quotients simples sont iso-
morphes a un meme E_ est équivalente a la catégorie des G(f)-modules de longueur
on

finie & sous-quotients simples isomorphes a Gi (par tensorisation avec @

f if ’
se raméne d'ailleurs aussitdt a la catégorie analogue avec sous quotients simples
triviaux) .

A la suite de Guichardet, J. Rosenberg [32] a fait une conjecture qui dans le cas

des polarisations réelles s'énonce comme suit

(C') Soient h une polarisation réelle en f, g un idéal de g contenu dans g(f).
Alors Hn(h/g, Hom(E_ ,Gif)) >~ Hn(g(f),g ,&) pour tout n 2 0 .

(noter que aq agit scalairement sur Em , par le caractére Gi , ce qui donne un

f

sens au premier membre de 1'égalité).

Comme on le verra a la partie I, n°l1.3, la conjecture (Co) peut encore

s'énoncer sous la forme suivante, qui se révéle plus souple a 1'usage :
(C) Soit q un idéal de g contenu dans g(f). Alors :
n n
H (g/g! Hom(Ew,Em)) > H (g(f)/q , @) pour tout n 20
Voici les résultats auxquels on aboutit concernant ces diverses conjectures.
(i) Les conjectures (C) et (C') sont équivalentes ; en effet, on construit un iso-
. . n n
morphisme canonique H (g/q , Hom(EmyEw)) ~H (h/q, Hom(E@,Gif)) pour tout

n 2 0 (partie I, §5, cor.5.1.2). C'est un "lemme de Shapiro™ dont la démonstration

est rendue délicate par les conditions de croissance de type 18 qui entrent dans
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la définition des espaces E_ .
(ii) La conjecture (Cl) est vraie (partie I, n°3, th.3.1)

(iii) Les conjectures (C) et (C2) sont génériquement vraies. Plus précisément, si
l'orbite de f est de dimension maximale, on obtient un isomorphisme non canonique,
mais conservant les cup-produits, entre Hw(g/g_, Hom(Qm,Em)) et H*(gﬁf)/gj T)
(partie II, §6, cor.6.1.2.). On y parvient en montrant séparément que chacune de

de ces deux algébres graduées est une algébre extérieure, sur un espace vectoriel

de méme dimension (c'est trivial pour H*(g(f)/g_, €), vu que g(f)/q est commutative
dans ce cas).

Sous la méme hypothese, on établit une équivalence de catégories entre
Ext(G,Em) et Ext(G(f),Eif), dans les notations de la partie III, nel,1. (partie III,
cor.2.1.2).

Cela nous ramene au probleme de la classification des modules de dimension
finie sur une algebre de Lie commutative, a sous-quotients simples triviaux, qu'il
faut considérer comme "sauvage" d'apres Gelfand-Ponomarev [187 (dds que 1'algébre
de Lie est de dimension > 2). Ceci dit, c'est quand méme ce que 1'on peut espérer

. z o N . . Iy
de mieux en général, en matiere de classification.

(iv) La conjecture (C) est vraie lorsque 1'orbite de f est plate (i.e. si g(f)
est idéal dans g) ; compte tenu de (i), cela se trouve déja dans [32] (partie II,
cor.7.1.2).

Dans ce cas on obtient méme un isomorphisme canonique, mais qui ne con-
serve pas toujours le cup-produit. On a un contre-exemple pour les orbites de di-
mension 2 de 1'algebre notée g

=5,3

2 L. . 1
ve, donc H*(g(f),E) est une algebre extérieure, alors qu'il y a dans H (g,Hom(Em,E »
— - -]

dans [15] : pour ces orbites, g(f) est commutati-

un élément a tel que a y a # O (cf.ne8.3.).

On voit d'ailleurs facilement que pour ces orbites, la conjecture (Cz)
est fausse. De fagon générale, la conjecture (Cz) implique (C) avec conservation

du cup-produit (partie III.cor.2.3.3.).
(v) La cohomologie H*(g/g? Hom(E ,Em)) possede des propriétés formelles qui la
- (-]

rapprochent beaucoup de ﬁ*(g(f)/gjﬁ). Plus précisément, notons d' 1la dimension

da' c s : .
de g(f)/q . Alors on a dim “n(g/g: Hom(Em,Ew)) < (n ) (coefficient binomial) pour
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d* : :
tout n > O ; en particulier H =0 pour n > d' . De plus, H est de dimension 1,

d'-n

a' n
et le cup-produit Hn X H —>H fournit un couplage non-dégénéré de H avec

L. P
Hd n (qui ont donc méme dimension). Enfin, la caractéristique d'Euler-Poincaré
vaut 0, sauf dans le cas trivial ou d' = O (auquel cas elle vaut 1). (partie II,

th.2.1.1.)

(vi) la conjecture (C) est vraie pour toutes les orbites de toutes les algebres

g de dimension < 6 . (partie I, th.6.1)

La vérité de la conjecture (C) en toute généralité reste une question

ouverte.,

Les méthodes que j'utilise sont essentiellement algébriques. Soient U
l'algébre enveloppante compléxifiée de 9, I le noyau de la représentation de U
dans E°° ; alors I est un idéal primitif de U , et A = U/I est une algebre de Weyl
Ar(E). Le résultat essentiel de la partie I est que 1'inclusion naturelle de U/I

dans Hom(E ,Ew) induit un isomorphisme en g/q-cohomologie.
© — —

On est donc ramené a un probléme purement algébrique, a savoir le calcul
de la g/g:cohomologie de U/I sous 1l'action adjointe de g, qui fait 1l'objet de la
partie II. En dehors du cas des orbites plates, ou plus généralement du cas ou
U/I est isomorphe a S/J (cf. partie II, §7) je n'ai pas réussi a faire intervenir
gjf) dans cette question. Il m'a paru plus naturel d'utiliser des méthodes d'al-
gebre associative. Cela consiste essentiellement a montrer que A posséde un relé-
vement R dans le complété I-adique de U (noté G), puis a montrer que 1l'on a une
décomposition en "produit tensoriel complété' : G =R é C, ou C est le commutant

A
de R dans U .

Compte tenu d'un lemme calculant la cohomologie de Hochschild H*(A,A) d'une
algébre de Weyl comme bimodule sur elle-méme (on trouve que Hn =0 sin>0) on

peut alors démontrer que

Hn(g,U/I) ~ H"(C,C) pour tout n > O , et un résultat analogue dans le

cas d'un idéal q .

I . ’ z . z I I A ra .
Tout ceci nécessite une étude détaillée du complété U , du gradué I-adique
de U et de 1'algebre C ; on trouve que C est essentiellement une algébre de
"séries formelles non-commutatives', Le résultat sur les orbites de dimension

maximale provient du fait que dans ce cas on peut supprimer le '"non" dans non -
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commutatives mais cela demande encore une démonstration assez compliquée, ou

H
1'on utilise a peu prés tous les résultats connus sur le centre de 1'algébre enve-

(1)

loppante, et son corps de fractions.

Enfin dans la partie III on étudie la conjecture (Cz) par ces méthodes.
On montre d'abord que dans un contexte tres général ce genre de problémes consiste
a décrire une catégorie abélienne finie au sens de Gabriel [16] (i.e. ou tous les
objets sont de longueur finie). Dans le cas qui nous intéresse, on montre directe-
ment que la catégorie dont il est question dans (Cz) est équivalente a la catégorie
des modules de longueur finie sur C (qui est un anneau local noethérien complet,

non-commutatif en général).

Au vu des résultats généraux de Gabriel, le fait de tomber sur une caté-
gorie de modules sur un anneau de ce type n'est d'ailleurs pas tres étonnant,

1'intérét est surtout que l'algebre C est en principe accessible au calcul.

Je tiens a remercier 1'équipe d'Algébres enveloppantes de l'université
de Paris-6, en particulier Thierry Levasseur, de m'avoir initié au monde semé
d'embliches de 1'algebre non-commutative, et de 1'intérét qu'ils ont porté a la

partie II de ce travail.

(1)

Des questions voisines sont étudiées dans M.P. Malliavin, Caténarité et
théoréme d'intersection en algébre non-commutative,LN 740, p.408-430, prop.5.4.

par exemple.
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PARTIE I .

LES ESPACES Ext (E_,E ) .

GQQ

§ 1. NOTATIONS, RAPPELS.

1.1, On garde les notations de 1'introduction.

On note P le noyau projectif de =m dans 9, c'est-a-dire 1'ensemble des E € g
tel que n(E) soit scalaire. C'est aussi le plus grand idéal de g contenu dans
gff). On note () 1l'orbite de f dans g% . On note z 1le centre de g, z, le
deuxieme terme de la suite centrale ascendante. On note q un idéal de g contenu

dans p .

1.2, On prendra [24] comme référence pour tout ce qui concerne la cohomologie des
groupes topologiques.

Soit A un groupe de Lie. On appelle A-module un espace localement convexe séparé
(en abrégé ELCS) F muni d'une action de A telle que l'application (a,v) — av
soit continue de A X F dans F . Si F1 et F2 sont deux A-modules de Fréchet, on peut
si on veut définir Ext:(Fl,Fz) comme étant Hn(A,Hom(Fl,Fz)), ou Hom(Fl,Fz) désigne
1'espace des applications linéaires continues de F1 vers F2 , muni de la topologie
de la convergence compacte (cf.[24]ch.III nol.4). Si F, et F, sont des A-modules
c® , et si A n'a qu'un nombre fini de composantes connexes, on peut appliquer

le théoréme de Van Est au A-module Hom(Fl,Fz), ce qui donne un isomorphisme

Hn(A,Hom(Fl,Fz)) o Hn(g,K, Hom(Fl,Fz)) (algébriquement et topologiquement), ou a
désigne 1l'algebre de Lie de A , et K un sous-groupe compact maximal (loc.cit.ch.III

cor.7.2.)
Soient E1 et E2 deux G-modules unitaires irréductibles. Ici K est

contenu dans le centre de G , donc agit scalairement sur les E, ; soit k son al-
gebre de Lie. Si 1'action de K sur Hom(Elm,EZQ) n'est pas griviale, on a immé -
diatement Hn(G,Hom(Elw,Ezm)) = 0 pour tout n > 0 ; dans le cas contraire, la coho-
mologie étudiée s'identifie finalement a H*(g[i , Hom(Elm,EZQ)) + En particulier,

pour E; = E on est dans le cadre de la conjecture (C).

2 ’
Comme cette derniere conjecture s'énonce en termes d'algebres de Lie,
je vais dorénavant supposer G simplement connexe (sauf au § 3 ou 1'on démontre la

conjecture (Ci)). D'autre part, j'étudie les espaces H*(g/q , Hom(E ,E )) de maniere
— ©® o
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purement algébrique (i.e. sans chercher a déterminer leur topologie ; on verra
qu'ils sont toujours de dimension finie, mais ils pourraient a priori &tre non

séparés, ce que je renonce a élucider ici).

1.3. Comme on le signale a la partie II, nol.4., le noyau de iflq est un idéal

Q de g , de codimension < 1 dans q . I1 est clair que pour 1'étude de la conjecture
(C) on peut passer au quotient par 9 i.e. supposer que 9 =90; mais alors gq

est un idéal central de 9 soit Q 1le sous-groupe analytique de G correspondant,
et D 1le noyau du caractere de Q de différentielle if ; alors = passe au quo-

tient par D , et
H"(g/q , Hom(E ,E )) >~ Ext. (E ,E)
/4 o ! o G/D o' »

pour tout n > O ; de méme Hn(g(f)/g_, C) =~ Hn(G(f)/D , €), ce qui prouve que la
conjecture (C) rentre dans le cadre de (Co). Donc en fait (C) et (C ) sont équiva-
o

lentes.

1.4, Le moyen d'attaque privilégié de toute question concernant les groupes nilpo-
tents est la récurrence sur la dimension. L'objet de ce n est de fixer un certain
nombre de notations pour ces démonstrations.

Dans cette premiére partie, on aura surtout a considérer le cas ou
INz=0. Alors z est de dimension 1 . Soit 2z 1'unique élément de z égal a
1 modulo I ; soit y un élément de z, tel que f(y) = O . Soit g' le centralisateur
de y dans g et x € g tel que [x,y] = z . Alors g' est un idéal de codimension
1dans g , et ona g = Rx @ g' . On note f' la restriction de f ag'.

On note g_: g:/]!y , U 1'algebre enveloppante de E , T la forme induite
par f' sur E . Soit G'(resp.B) le sous-groupe analytique de G d'algébre de Lie
g:(resp. lé_;roupe G'/exp Ry ). Soit (E',x') (resp.(§233) la représentation unitaire
irréductible de G'(resp.G) correspondant & f'(resp.;a. Alors E s'identifie a

: : 2 A ~ ~
I E' (induite au sens L°). Soit I le noyau de % dans U .

ndgitg
L'application (t,g')—>) exp(tx).g' est un difféomorphisme de R X G' sur
G , qui permet d'identifier G/G' a R. Sous cette identification, 1l'espace Em n'est
autre que;& (R, E;), espace des fonctions c® sur R a valeurs dans ﬁ; , a décrois-
sance rapide ainsi que toutes leurs dérivées (noter que les représentations n' et ¥

opérent dans le méme espace). La topologie de Em est définie par les seminormes :
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2.n
Por,g @ = sup (1+5HT q% ()
” a<k, t€ER
N - . d
ou D désigne 1l'opérateur E; s N et k parcourent N et q parcourt une famille

fondamentale de seminormes définissant la topologie de E' .
©

Dans cette description, les éléments de U agissent par des opérateurs

de la forme

N
n(uw) = ¢ P (t) D%
a=o0 ¢
ou les Pa sont des polyndémes a coefficients dans Hom(E ,%w). Plus précisément,
. d . . *
X agit par - Fra) y et z agissent respectivement par multiplication par -it et
par le scalaire i ; un élément quelconque u € U(g}) agit par multiplication par le

polyndme :
m(u) = n'(u) - n'(adx(u)) t + % n'((adx)z(u))tz.....

que 1l'on peut abréger en =n'(exp(-tx)u), ou simplement en exp(-tx)u. Tout ceci résul-
te aussitdét de la définition des représentations induites.

I1 faut remarquer que les coefficients des polyndmes Pa se trouvent en
fait dans la sous-algebre ﬁ/? de Hom(E; , E;) ; il résulte d'ailleurs de [13]

Y d
ch.k § 7 lemme 4,7.8 que 1'image de U/I par & est exactement ﬁ/I[t,GI] .

1.5 Soient a une algebre de Lie de dimension finie sur un corps k de caracté-
ristique O , b une sous-algebre de a , M un a-module. D'apres [26] il y a une suite

spectrale convergeant vers H*(g,M) dont le terme E?q s'écrit :
b = 1%(p,c®(a/b,M)

Lemme 1.5. Si 1'on a Efq = O pour tout q > O , l'application naturelle

. . . s PR ) P
C*(Q,Q,M)__9 C*(g,M) induit un isomorphisme en cohomologie (ou C"(a,b,M) désigne

le complexe de cohomologie relative).

Démonstration. Si 1'on a E?q = O pour tout q > 0 , la suite spectrale est dégénérée,

. n ;
et le morphisme de bord est un isomorphisme de E;o sur H (g,M) (et on déduit
no
2
que le morphisme de bord E;O.___, Hn(ng) n'est autre que le morphisme canonique

W ayb M) = H (a,M)).

facilement de la description de E de [26], §2, remarques suivant le cor. au th.2,
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1.6.1. Soient A un groupe de Lie, B un sous-groupe fermé de A, a et b les -
algebres de Lie correspondantes, E un B-module de dimension finie. Soit F = IndgtAE H
on considérera indifféremment F comme 1'espace des fonctions 9 c” sur A a va-
leurs dans E vérifiant ¢(ab) = b-lq(a) pour tous a € A , b € B , ou comme 1'espace

©
des sections C du fibré vectoriel V = A XBE au-dessus de X = A/B .

Soit E' un autre B-module de dimension finie, et considérons le B-module
Hom(F,E'). On a une notion évidente de support pour les éléments de F , donc pour
les éléments de Hom(F,E') (d'ailleurs on voit facilement que les éléments de
Hom(F,E') sont en fait tous a support compact ; on peut les considérer comme des
généralisations naturelles des distributions a support compact). Soit x, le point

distingué de X , et notons Hom_ (F,Ev) 1'ensemble des u € Hom(F,E') de support {x } ;
o
o
c'est un sous-espace fermé de Hom(F,E') stable sous l'action de B .

Lorsque E = E' , Homx(F,E) contient un élément distingué, a savoir 1'é-
Q
valuation au point 1 de A, que 1'on note 6 . Il résulte aussitét de la description
des distributions de support ponctuel que u € Hom(F,E5 est de support {xo] si et

k+ .
seulement si u passe au quotient par un ‘jx F , avec k € N, ou jx est
o o

1'idéal de CT(X) formé des fonctions nulles en X, (en d'autres termes, u(s) ne

dépend que du jet d'ordre k de s en xo). On dira alors que u est d'ordre < k.
En particulier les éléments d'ordre O sont mis en bijection avec Hom(E,E') par la

formule
Al
u, € Hom(E,E') — uob .

1.6.2. On peut faire agir U(a) a droite sur Hom(F,E') par la formule ua = ueay

ou ap est 1'endomorphisme de F défini par a € U(g). Comme a agit sur F par

opérateurs différentiels d'ordre 1 , 1l'action de U(a) respecte les supports ; donc
Hom_ (F,E') est stable sous U(a).
[

Lemme 1.6.2. Faisons agir B sur U(E) par l'action adjointe. Alors la formule :

.}
u&®a ___,uo ap

définit une surjection de B-modules de Hom(E,E')® U(a) vers Homx (F,E').
[}

Démonstration. Comme & est invariant sous l'action de B, il est clair que 1l'on

a défini une fléche de B-modules. Montrons qu'elle est surjective.
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Remarquons que le fibré vectoriel End(V) posseéde une section distinguée,
consistant a prendre 1l'identité dans chaque fibre de V . Cela permet de considérer
TX (fibré tangent de X) comme sous-fibré de TX®REnd V . Disons maintenant qu'un
opérateur différentiel D sur V, d'ordre 1 , est a symbole principal scalaire si
son symbole principal OD , vu comme section de TX®End V , est en fait une section
de TX .

Soit Dl""’Dm une famille d'opérateurs différentiels d'ordre 1 sur V

a symbole principal scalaire, et supposons que les Ej =0 forment une trivialisa-
J

tion locale de TX au voisinage de xo . Il est alors clair que s € F est dans

3 kel F si et seulement si D, ....D, s(x ) = O pour tous j,,...,j, € {1,...,m} ,
x J j o 1 2
o 1 2
et , < k . Donc si u € Homx (F,E') est d'ordre < k, u(s) ne dépend que des
()

D, ...D, (s) (xo) ; mais cela veut dire que u est somme d'éléments de la forme
1 £

u_ . . 6D, ...D, avecu_ . . € Hom(E,E'). En d'autres termes, les
Oinv-'-’J“ Jq JE 0731’”-;31'
éléments d'ordre O engendrent Homx (F,E') sous l'action de Dl,...,Dm .

[)

Si maintenant gl,...,gm est une base d'un supplémentaire de b dans a ,

les opérateurs ng possedent les propriétés ci-dessus ; d'ou le lemme.

1.6.3. Remarque 1.6.3. On peut en fait donner une description un peu plus précise

du b-module Homx (F,E'). Supposons d'abord que E' = € soit le b-module trivial.
o

Alors a condition de la transformer en action a gauche par 1'antiautomorphisme

principal de U(a), l'action de a sur Homx (F,C) prolonge celle de b . Le sous-b-
()

module fermé des éléments d'ordre O s'identifie a E° ; d'ou un morphisme de

3 . .
a-modules de U(E)Q%E vers Homx (F,C), en vertu de la propriété universelle des
- o
modules induits au sens des algebres de Lie ([13] ch.5 prop.5.1.3). D'apreés le
lemme, cette application est surjective ; mais de plus, si on munit U(g)@%E* de

la filtration déduite de celle de U(a), et Hom_ (F, €) de la filtration définie par
o
1'ordre, la démonstration du lemme montre qu'en fait elle est surjective en toute

filtration. Un décompte de dimensions entraine alors que c'est un isomorphisme.
Donc Homx (F,C) s'identifie a U(g)@&ﬁ* sur lequel on n'a gardé que 1'ac-
0 2

tion de b . Dans le cas général Hom_ (F,E') peut s'écrire Homx (F,C)QE' ; donc il
o [
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s'identifie & (U(2)® EVSE" .

-]
1.6.4. Soit F' = Indg1A E' . A tout u € Hom(F,F') on associe une fonction c” sur

A a valeurs dans Hom(F,E') par la formule :

u(a)(s) = u(as)(a). pour tous a € A, s € F .,

c® o
Cela permet d'identifier Hom(F,F') 4 IndBTA Hom(F,E'). Dans cette description,
-]
le sous-module fermé Indg1A Homx (F,E') de Hom(F,F') s'identifie a 1'ensemble des

u pour lesquels u(s)(x) ne dépend que du germe de s en x , pour tout x € X ;

ce qui est une caractérisation classique des opérateurs différentiels (voir par
°

exemple [12] ch.17 § 13 n 17.13.1).

-]

C . . .
On écrira donc IndBTA Hom_ (F,E') = Diff(F,F'), ou encore Diff(V,V'), ou
o

V' est le fibré vectoriel AXBE' .

1.6.5. Soit maintenant E un B-module unitaire (de dimension finie), et posons
L? (S |
B1AE . Soit A(b) =|det(AdE/2P)l, de sorte que IndBfA A est 1l'espace des

densités € sur X . On sait alors que les vecteurs C® de F s'identifient a cer-

F = Ind

L o T2 . . . .
taines sections Cw du fibré V = AXB(A ® E) ; a savoir, celles qui sont de carré

intégrable apres action de n'importe quel élément de U(a). En particulier, F  con-
- ©

tient toutes les sections C a support compact du fibré V.

On peut comme ci-dessus introduire Homx (F ,E') ; comme tout est concen-
©

tré au voisinage de X, il est clair que la description du lemme 1.6.2. reste

valable.

§ 2 MODULES ALGEBRIQUES.

2.1, On munit G de la structure de variété algébrique réelle obtenue en identi-
fiant g'é G par l'application exponentielle ; on obtient ainsi un groupe algébrique
(précisément, il faudrait dire que G est 1l'ensemble des points réels d'un groupe
algébrique défini sur R). On a donc une notion de fonction réguliére sur G a
valeurs dans un espace vectoriel complexe E : ce sont les fonctions qui deviennent
polynomiales une fois transférées sur g par composition avec 1'application expo-

nentielle. On note A(G,E) 1'espace des fonctions réguliéres sur G a valeurs dans
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Soit E un G-module C* . On dira qu'un vecteur v de E est algébrique,
si 1'application g —sgv est dans A(G,E). On note Ealg le sous-G-module de E for-
mé des vecteurs algébriques.

De méme, soit E un g-module. On note Ealg le sous-module de E formé des
vecteurs annulés par une puissance de U+ (1'idéal d'augmentation de U) . 9i E
provient d'un G-module c® , il est facile de voir que les deux définitions coinci-
dent. On dira qu'un g-module E est algébrique, si tous ses vecteurs sont algébri-

ques,

Enfin on dira qu'un espace vectoriel (sans topologie) muni d'une action
de G est un G-module algébrique, s'il est réunion de sous-G-modules unipotents
continus de dimension finie. On voit facilement que tout g-module algébrique peut-
étre muni d'une fagon et d'une seule d'une action de G qui en fait un G-module

algébrique, et qui redonne l'action de g par différentiation.

2,2, On définit la catégorie des G-modules algébriques en prenant pour morphismes
les applications linéaires quelconques commutant a 1l'action de G . Bien entendu

cette catégorie est équivalente a celle des g-modules algébriques, mais il sera

souvent avantageux de se placer du point de vue '"graupes'. On note Modalg cette

catégorie. On voit aussitdét que c'est une catégorie abélienne.

Soient H un sous-groupe fermé connexe de G, E un H-module algébrique.

On pose

alg

IndHTG

-1
E = {f € A(G,E) | f(gh) = h™ £(g) pour tous h € H, g € G}

et on le munit d'une structure de G-module algébrique par 1l'action réguliere gauche
alg

E
H1G
coinduits dans la catégorie des modules algébriques. Cela veut dire que si V est

de G . I1 est clair que Ind vérifie la propriété universelle des objets
un G-module algébrique, et u : V—5 E un H-morphisme, il existe un unique G-morphis-

me U : Voo Indalg

G 1H E rendant commutatif le diagramme

alg
’/E,/;n I]?H?G E
u > B

v

alg

H1G E —5E est 1'évaluation au point 1 .

ou 1'application Ind

En particulier, prenant H = {1}, on voit que A(G,E) muni de 1'action ré-
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guliere gauche est injectif dans Modzlg , et que E s'injecte dans A(G,E) par

al

s posseéde assez

. -1 . .
1'application v -_9fv s ou fv(g) =g v . Donc la catégorie Mod
d'injectifs.
eme

On notera H:lg(G,E) 1'image de E par le n' foncteur dérivé du fonc-

teur E -----)EG (ou EG désigne 1l'espace des invariants de E) ; on 1l'appelle le nieme
espace de cohomologie de E a coefficients algébriques. Cette appellation est jus-
tifiée par le fait que 1'on peut calculer ﬁ:lg(G,E) a l'aide des cochaines homogénes
ou inhomogénes algébriques sur G a valeurs dans E , comme le cas continu ou c”

(cf.[24]ch.I1I, § 1, prop.1.2., et 1.5.). Par exemple, l'utilisation des cochaines

b . b . z z . z 3
homogenes consiste a considérer la résolution '"standard algébrique" :

1
0—3E S3AGE) —y voeee —5AGTE) 5 il

n+1

\ P . 2 P
ou la différentielle d : A(G yE) —o A(Grl+ ,E) est donnée par :

n+l i
_ - A
) = 'Z (-1) f(go,...,gi,...,g
i=o

)

df(go,....,g nel

n+l

et 1'augmentation € par €(v) (g) = v pour tous g € G, v € E . On fait agir G
1 -1 -1
sur A(Gn+ ,E) par la formule (gf) (go,...,gn) = g.f(g 9 seee19 gn) ; on montre

comme dans le cas continu que l'on obtient bien un objet injectif dans la catégorie
alg

ModG .

On démontre sans mal un '"lemme de Shapiro" :

o alg 3t
H G, Ind E H H,E ;
a1g(®r Tndypg B) =~ H ) J(LE)
on peut par exemple utiliser la méthode d'induction des résolutions ([24] ch.I, §5,

remarque 5.2.)

2.3 On veut maintenant démontrer un "théoréme de Van Est" : H:lg(G,E) = H*(QJE) pour
tout G-module algébrique E .

Cela résulte immédiatement de [17] prop.2.7. : en effet cette proposition
entraine que 1'enveloppe injective (comme g-module) d'un g-module algébrique E est
encore un g-module algébrique (cf. partie II, lemme 5.2.2.); c'est donc encore
1'enveloppe injective de E vu comme g-module algébrique, et par conséquent
H:lg(G,E) et H*(g,E) peuvent &tre calculés par un méme complexe.

Si on préfére, on peut calquer la démonstration de [24] ch.III,§ 7,prop.

7.2, en considérant la résolution de E par les formes différentielles sur G
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a valeurs dans E , et a coefficients algébriques ; le lemme de Poincaré correspon-

dant est classique, et on voit que HEIQ(G,E) se calcule par le complexe standard

c*(g,B).

Ceci nous permet de réécrire le lemme de Shapiro sous la forme utile par

la suite :

3¢ alg

3
H' (g, IndmG E) =~ H (h,E).

2.4, Lemme 2.4, Soit E un H-module algébrique muni d'une topologie d'ELCS dans

laquelle 1l'action de g est continue (de sorte que E est aussi un H-module c® ).

Cc . :
Alors Ind::g E = (IndH1G E)alg par l'inclusion naturelle.

Démonstration : C'est évident, car dire qu'une fonction c” de G vers E est algé-

brique (pour 1'action réguliere gauche de G) revient a dire qu'elle est dans A(G,E).

§ 3 CAS DE DEUX ORBITES DISTINCTES.

Rappelons que dans ce paragraphe on suppose G connexe, mais non néces-

sairement simplement connexe. On se propose de démontrer la conjecture (Cl)'

Théoreéme 3.1. Soient Ql,Qz deux orbites coadjointes G-entieres distinctes,

. . . n
(Ej,nj) la représentation correspondant a Oj . Alors EXtG(Elm’EZm) = O pour_ tout

n=>0.

Démonstration.

. a* . ° .
a) On doit calculer H (g,K, Hom(Elm,Ezm)), dans les notations du n 1.2 . Soit Xj

le caractere de k donnant l'action de k dans Ejm . Si ll £ A le résultat est

2 ’
évident : le complexe de cohomologie relative C*(g!K,Hom(Elm,Ezm)) est déja réduit

a O . On suppose donc dorénavant que Al = Kz = A , et on doit montrer que

Hn(gxh , Hom(Elm,E )) = 0 pour tout n >0 .

200
. °
b) Introduisons 1l‘'algebre UX comme au n 1.4, de la partie II, et notons M 1le Uh-

bimodule Hom(Ela,E ) ; d'apres le lemme 1.4.1., de la partie II, la cohomologie

200
°
étudiée s'identifie a la cohomologie de Hochschild H*(UA,M) (voir le n 1.2, de 1la

partie II pour les conventions de notation).

144



EXTENSIONS ENTRE REPRESENTATIONS DES GROUPES NILPOTENTS

Remarquons que M est annulé a gauche par 1'idéal J2 de UA N a droite

par 1'idéal J1 , ou Jj désigne le noyau de l'action de UA dans Ejm . Donc M est

o e . P o]
. 'iaa _
annulé par 1'idéal J = Jé@Ux + Uﬂ®J1 de UA (J1 étant vu comme idéal de Ux).
I1 est clair que 1'idéal J est engendré par une suite centralisante. On
voit alors comme dans le lemme 5.2.2, de la partie II, c'est-a-dire essentiellement
e . . P
par application de [17] prop.2.7., que le Ux-module M admet une résolution injec-

tive :
O — 9 M — 53X

ou chaque terme de X est localement annulé par une puissance de J .

Comme le passage de () a I est injectif (cf.[13], introduction), 1les
idéaux J1 et J2 sont distincts. Alors J2 contient un élément u congru a 1 mod. J1
(car 1'image de J2 dans UA/Jl est # 0, et tous sous-g-module non nul de UK/Jl
contient les constantes). Mais alors chaque HO(UA,Xn) est nul. En effet si
x € HO(UK,Xn), on a ukx = (u%l)kx'co pour k assez grand, puisque x est an-
nulé par une puissance de J . Alors on a aussi x uk =0 ; mais x est annulé a

droite par une puissance Jf de J1 , et uk est inversible dans U; modulo Jf H

k . .
donc xu = O entraine x = O , comme annoncé.

Comme le complexe HO(UA , X) = Hom e(Ul’x) calcule la cohomologie

U\

étudiée, le théoréme est démontré.

Remarque 3.2. La démonstration ci-dessus n'est pas tellement dans 1l'esprit de cette
premiere partie ; on peut d'ailleurs,si 1'on veut,faire une démonstration par ré-
currence sur la dimension de g , comme pour le th.4k.1, Mais elle a 1'avantage de
rester valable en remplaggnt Ejm par n'importe quel G-module C°° annulé par Ij

(ou méme localement annulé par une puissance de I.) ; par ailleurs elle reste
valable aussi en algebre, c'est-a-dire en remplaggnt le Hom considéré ici par 1'es-
pace de toutes les applications linéaires, disons de M1 vers M2 , ou Mj est un

g-module annulé par Ij .
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§ 4 ALGEBRISATION DU PROBLEME.

4,1, L'objet de ce paragraphe est la démonstration du théoreme suivant :

Théoreme 4.1, L'application n : U/I — Hom(E@,E ) induit un isomorphisme :
(-]

H“(g/g,U/I) =~ Hn(g/S’Hom(Em’Em)) pour tout n >0 .

La cohomologie de U/I sera étudiée systématiquement au cours de la deuxieme partie,
et on en tirera les résultats annoncés dans l'introduction econcernant la conjecture

(c).

4,2, Supposons le théoreme démontré pour q = p , et passons au cas général. On
considere la suite spectrale de Hochschild-Serre par rapport a 1'idéal p[g de

g/q . Comme p/q agit trivialement sur Hom(E ,E ), on obtient
- - -—— (-] (-]

qu - Hp(g/g,Hq(g/g’“:) ® Hom(Em,Ew))=) H')('(g_/g’ﬂom(Em,Em)) .

Pq

On proceéde de méme pour U/I. Il est clair que la fléche induite au niveau E2

par

7 n'est autre que la fleche induite en gjgfcohomologie par :

1@ : H (p/q,T)QU/T — Hq(p_/g,([)®Hom(Em,Ew) .

Oor Hq(gfg,m) est un g/g—module nilpotent de dimension finie. Alors une récurrence
sur la dimension de Hq(g/gjm) et un argument de lemme des cing montrent que si =x
induit un isomorphisme en g/gfcohomologie il en va de méme pour l'application

1®n ci-dessus. Donc © induit un isomorphisme au niveau du terme qu de la suite

spectrale, et le théoreme est démontré.

4.3. Supposons donc que q = p . On raisonnera par récurrence sur la dimension de
g » et on supposera donc le théoréme démontré pour toutes les algebres nilpotentes
de dimension plus petite. Comme 1l'assertion a démontrer passe au quotient par

pN I, onpeut supposer p NI =0 ; cela entraine que 2z est de dimension 1 et

que zNI=0 (on a méme p = z en fait). On introduit donc les notations du n’1.kL,
Notons de la méme fagon les images de x et y dans g/g y et soit m

la sous-algébre commutative de dimension 2 de g/g engendrée par x et y . La pre-

miére étape de la démonstration est le lemme suivant :
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Lemme 4.3 : Lriapplication canonique C*(.Q/B7E’H°'“(EQ’E,)) —-)C*(g_/B,Hom(Em,EQ)

induit un isomorphisme en cohomologie.

L
D'aprés le n 1.5. il suffit pour cela de montrer que dans la suite spectra-

le de Hochschild-Serre relativement a m on a Efq = 0 pour tout q > O . Or ce terme

Ell’q s'écrit Hq(ﬂacp(g/iiﬂo"‘(Em’Em)) , en notant r 1la sous-algébre pPIRxPRy de g .

Comme g/r est un m-module nilpotent de dimension finie, par des raisonnements de

longue suite exacte, on est ramené a prouver que Hq(E,Hom(Ew,Ew)) =0 pour q > O .

4.4, Commengons par étudier la Ry-cohomologie. Notons Homo(E yE ) 1'espace des
o (-}

morphismes de la forme :

u(p) (t) = u(t) ¢(t)

o t —su(t) est une fonction C© sur R a valeurs dans Hom(i\B;,E ), avec la proprié-
©
~
té de multiplier A (R ,Em) dans lui-méme (on dira qu'une telle fonction est
"a croissance lente" ; lorsque Ew est de dimension 1, c'est 1'espace OM de

Schwartz (cf.[23] §3 lemme 3.1.)).

Lemme 4.4. H°(Ry,Hom(E ,E )) = Hom (E ,E )
— — © -] o o -]

n
]

1
H (Ry,Hom(E ,E ))
-] @

Démonstration : Il est clair que les éléments de Homo(Em,Ew) commutent a 1'action
de y . Réciproquement, soit u € Ho(]Ry,Hom(Em,Ew)). Soit to € R, Comme u commute
évidemment a la multiplication par les constantes, il commute a la multiplication
par t-t_ . Mais si ¢ € AR, E ) vérifie (p(t ) =0, elle s'écrit ¢ = (t—t ) v
avec ¥ G fa(m E ) ; donc u(qz) (t ) = [(t—t )u(\ll)](t ) =0 . Ainsi u((p)(t ) ne
dépend que de (p(t ), et peut s'ecr1re u(t ) ‘p(t ), avec u(t ) € Hom(E E ) I1 est
maintenant facile de vérifier que t __)u(t) est une fonctmn c”, et par deflnition

elle est a croissance lente. Donc u € Homo(Em,Em).

, 1 .

Démontrons maintenant que H (IR y,Hom(Em,Ew)) =0 , c'est-a-dire que Ry

agit surjectivement sur Hom(Em,E ). Il s'agit en fait d'un probleme de "division de
(-]

distributions".

Soit v € Hom(E ,E ). Pour tout t € R, on définit v(t ) € Hom(E ,E )

@ -] o o m@ ©
par (p._.,v((P)(t ). On voit aussitdt que 1l'on obtient ainsi une fonction C° sur
R a valeurs dans Hom(E E ). On cherche a construire u € Hom(E ,Em) telle que
@

yu = v ., Cela s'écrit :

- tou(to)(p + u(to)(t(p) = v(to)(p pour tout t_ €ER .
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Soit encore :
u(to)[(t—to)?] = v(to) 9 .
Par conséquent lorsque ¢(t°) =0 , on a nécessairement :
(t (@) = v(t) (—— o)
ulte /i) = vit, t-t ¢

I1 s'agit de prolonger cette définition. Choisissons une fois pour toutes une fonc-

tion a € C:(II), a valeurs dans [0,1], égale a 1 sur un voisinage de O .

Pour ¢ € z&(ll,%;) donnée, on note A?(to) la fonction

t -—-)?(t)-a(t-to)y(to). Lorsque to varie, on obtient ainsi une fonction A? , qui
est C sur R a valeurs dans E 3 i1 est clair que A?(to) est nulle en to . De
(=]
plus la fonction A? est bornée : en effet si prl K est une seminorme définissant
E et
la topologie de Em , On a :

2
Py i, q @t )9t ) < M1t D" Py (@a(g(t ) < M

n,k,
puisque ¢ est a décroissance rapide. De méme les dérivées de A? par rapport a
to sont bornées.

A (t)
(]

s » et définissons enfin u(g) par :
o

Posons maintenant B (t ) =
¢ o
ulp) (¢ ) = v(to)B(P(to) .

. 1 d PP
En écrivant B (t )(t) = I (— A (t ))(t + p(t-t ))dp on voit immédiatement que
9 o o dt ¢ o o o
que la fonction t —5 B (to) est encore bornée ainsi que toutes ses dérivées, et

qu'elle est de classe c® .

. v
Donc u(W) est bien une fonction C° sur R a valeurs dans E . Remarquons
©
que la fonction to._,v(B?(to)) a valeurs dans E , est bornée puisque B? 1'est et
o

que v est continue. Donc :

2.n
= 1
Ph,0,q V(B¢(to)) :2;{ 1+ s7) Q(V(S)B?(to))

est borné lorsque to parcourt R, pour n et q fixés,

Faisant s = to dans cette expression, on voit que :
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2
A+ aluly) (£ ))

est borné, donc que u(g) est a décroissance rapide. Enfin en écrivant que :

u((p)"—-(B (t)) + vit) Ly

o dt
o

on voit qu'il en est de méme pour les dérivées de u(y).

~
Donc u(g) € /&(]R,E ). Comme les applications ¢ __)u(to)q) sont manifeste-
(-]
ment continues, u est continue d'apres le théoreme du graphe fermé ; donc

u € Hom(E ,E ).
(-] ©
Si (p(to) =0, on a u(tp)(to) = v(:%) . Donc si ¢ est quelconque :

(yu) (qz)(to) = u[(t-to)q?](to) = v(to)(p , et le lemme est démontré.

4,5, En faisant si on veut une suite spectrale par rapport a 1'idéal Ry de m,

il résulte du lemme 4.4. que Hq(ﬂ,Hom(Em,Em)) s'identifie a Hq(]Rx,HomO(Ew,Em)), ou
X agit sur Hom (E E ) par - :_t . On identifie les fonctions constantes a

Hom(E E)

Vv A
Lemme 4.5. Ho(]Rx, Homo(E yE )) = Hom(E ,E )
Zemme .0 ! o

[l
o

Hl(]Rx, Hom (E ,E ))
(o] -] -]

Démonstration : La premiére assertion est évidente.
Pour la deuxieme, il suffit de voir que si v € Hom (E ,E ), et si on pose
o © (-]

t spz . L d .
u(t) = - ‘I‘O v(t)dt (intégrale qui a un sens parce que Hom(E ,E ) muni de la topolo-
o ©
gie de la convergence compacte est complet), on obtient encore une fonction a crois-
sance lente. En d'autres termes, il faut vérifier que pour toute ¢ € }s(R E ), la

fonction t —5u(t)p(t) est encore dans A (R, E ).

Comme —(u(t)?(t)) = - v(t)p(t) + u(t) %‘5— , et des formules analogues pour les

derivees ultérieures, on peut se contenter de prouver que 1lim (1+t2)n u(t)e(t)=0
t |

. . 2
pour tout n € N, et quitte a remplacer ¢ par (1+t )n ¢ on peut supposer n = 0 .

~
Soit q wune seminorme définissant la topologie de Em .
t
On a : q(u(t)g(t)) < Io a(v(s)p(t))ds .

~
Pour E € E“ fixé, on va estimer la fonction s —q(v(s)E).
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Puisque v est une application linéaire continue de E dans E , il existe une
© [-<]

seminorme pn K,q' et une constante M > O tels que 1l'on ait pour tout
t it

Ve }S(m,?a;) et tout TE€ R :

;
av(DU(D) < Mp_ (W) =M sup  (1eoD)" g (&)
x4 OER, j<k do?

Fixons une fonction a € C: (R), a valeurs dans [0,1] et égale a 1 sur un voisinage

de O , et appliquons ce qui précede a la fonction ¥(7) = a(7-s) €

Cela donne une constante M' ne dépendant que de o , telle que
2.n
a(v(Dal(7-s)E) < M'(1+s7) " q'(E)
et en particulier pour T = s :
2.n i
q(v(s)E) < M'(1+s”)" q'(E) pour tous s € R, E € E .
©
Reportant cette majoration dans 1l'intégrale, on trouve
t 2. n
au(t)p(t)) s M' q'(p(t)) [ (1+4sT)" ds
o

et comme ¢ est a décroissance rapide, cette expression tend bien vers O quand
It 5w .

4,6, On a donc maintenant démontré le lemme 4.3. On peut faire des raisonnements
analogues, mais bien plus simples parce que purement algébriques, en remplag?nt

Hom(Em,E ) par U/I (cf. 2éme partie,ne2.3), de maniére a obtenir un diagramme
©

commutatif :

Hn(g_/g,U/I) Hn(g/B,Hom(Ew,Ew))

I P

H" (g/p,m,U/T) — 4 H"(g/p,m,Hom(E_,E_))

ou les deux fléches verticales sont des isomorphismes. On est donc ramené a démon-

trer 1l'isomorphisme en cohomologie relative.

4,7. Passons a la seconde étape de la démonstration.

Remarquons que 1'idéal P est contenu dans g' et ne contient pas y .
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Soit g l'image de p dans E . On définit un morphisme de complexes
3t ¥~ &
c (g_/B,E,Hom(Ew,Ew)) —3 C (g_/i;Hom(Em,Em))

de la maniére suivante. Soit w € Cn(g/B,E_,Hom(Ew,Em)). La restriction de g a g'

définit une n-cochaine sur g'/pPRy a valeurs dans Hom(Ew,Em). On peut identifier
9_'/2@]Ry a 5/(,; . Par ailleurs la condition de y-covariance s'exprime en disant que
w prend ses valeurs dans Hom (E yE ), et en écrivant aussi la x-covariance on voit

que 1'on peut identifier le complexe C (g_/p,m Hom(E yE )) a C (g/q,Hom (E ,E )).
- [o] ©

Rappelons que les éléments de Hom (E yE ) sont considérés comme des

fonctions C* sur R a valeurs dans Hom(E E )

Lemme 4.7. L'évaluation en t = O définit un isomorphisme :

Ch /@ Hom_(E_,E ) =2, /@ mom(E_,E ) .

Démonstration : Soit VN =VD>D VN-l Des D V1 D V0 = 0 une suite de Jordan-H8lder

du R x-module V = An :g_J/_q:/, soit el,...,eN une base adaptée. Comme x agit par

- Edtj sur Hom (E yE ), la condition de Rx-covariance s'écrit :

d .
rTy w(e ) -w(xe ) pour j =1,...,N .,

ce qui prouve que w(e,) est entierement déterminé par la donnée des m(ek) pour

k < j et par w(ej) (0) ; d'ou 1'injectivité du morphisme considéré.

La surjectivité est évidente, w(e.) (0) pouvant &tre pris arbitraire
(On remarque d'allleurs que les fonctions t._)w(e ) (t) sont polynomiales sur R a

valeurs dans Hom(E E )) D'ou le lemme.

Procédant de méme pour U/I (cf. partie II, fin du n°2.3) on aboutit a un

nouveau diagramme commutatif :

Hn(g_/B,Ln_,U/I) —_— Hn(g/B,E,Hom(Em,Em)) .

s b

H™( /g,l?? D o—_— Hn(g/i:Hom(E;,Em)) .

ce qui permet de conclure, en appliquant 1'hypothese de récurrence a :g": et a a/.
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§5 . EQUIVALENCE DES CONJECTURES (C) ET (C').

5.1. Soit h une polarisation réelle en f, H le sous-groupe analytique de G d'alge-

2
bre de Lie h . Réalisons E comme Ind;TG cif ; alors les éléments de Em s'identi-
fient a certaines sections du fibré en droites complexes V = G x_ €, au-dessus

H if
de G/H ; on peut voir en fait que dans une paramétrisation convenable de la situa-
. 2 N 9
tion E s'identifie a 1'espace L (If'), et E a 1l'espace de Schwartz A(RY) (avec
[>]

m = dim g-dim h) (cf.remarque 5.4.1.)

On se propose d'étudier dans cette situation un "lemme de Shapiro".

o
Introduisons comme au n 1.6.5. 1'espace Homx (E ,C.
o’ i
o

f), ou x_ est le point distingué

de G/H ; notons Diff(V,V) 1'espace des opérateurs différentiels de V dans lui-

méme (cf.n°1.6.4).

Théoreme 5.1.1.

. Ve . . H . . . .
(i) L'injection canonique om_ (Em,Gif)-——)Hom(Ew,Eif) induit un isomorphisme en

h/q -cohomologie.

alg
HtG

de Diff(V,V) est exactement 1'image de U/I par la représentation m .

H E ,C
Omxo( ’ if)

(ii) Le H-module Hom_ (Em’cif) est algébrique, et le sous-module Ind
o

Corollaire 5.1.2. On a un isomorphisme naturel

n n
H (g:g,Hom(Em,Em)) ~ H (D/g,Hom(Ew,Gif)) pour tout n > O .

Démonstration : Il suffit de composer les isomorphismes :
n n .
H (g/q,Hom(E_,E )) = H (g/q,U/1) (th.k.1.) ;

Hn(g/q,U/I) = Hn(h/q,Homx (E ,Gif)) (cela résulte du lemme de Shapiro pour 1'induc-
- - @
o

tion algébrique, tel qu'il est énoncé a la fin du ne2.3., compte tenu de 1'asser-
tion (ii) du théoreme) ;

n . . P
Hn(E/SJHomx (Ew’¢if)) > H (E/gJHom(Em,Gif)) (assertion (i) du théoreme).
o

° A ’ . . .
5.2, Les n s 5.2. et 5.3 sont consacrés a la démonstration de 1'assertion (i), par
récurrence sur la dimension de g. Lorsque dim g = O , il n'y a rien a démontrer ;
supposons donc dim g>0, et le théoréme démontré pour toutes les algébres g de

dimension plus petite.
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Comme pour le théoreme 4.1. on se ramene au cas g = p . Gréce a 1'hypothe-
se de récurrence, cela permet de supposer que z est de dimension 1, et que I N z=0.
Introduisons les notations du nel.4., et notons i’ 1'image de p dans ﬁ/ (remar-

quer que pcC g').

Suivant la position de h par rapport a g' , il y a deux cas a distinguer.

a)hcg'

Alors h contient Ry, et :l: = E/Ry est une polarisation de E en ,fv
On démontre comme au lemme 4.4., mais beaucoup plus simplement, que
u° (]Ry,Hom(E E ) = Hom(E ,C f) (dans les notations du nel.4,, ce sont les appli-
cations qui se factorxsent par 9 —39(0)), et que H (]Ry,Hom(E G: )) = 0 . On note

8, ou 6H , 1'élément s —s(1) de Hom(E ,G, ), associé a la reallsation de E défi-
(o]

~
nie par H (il dépend de H) ; on note 6 1'élément analogue de Hom(E ,C. 2(), associé

aH= exp(E). I1 est clair que 8(¢) = 6(({1(0)) pour tout ¢ € E_ .

D'apres le lemme 1.6.2. et la description de l'action de U(g) faite a la

fin du nel.4,, Homx (E ,([if) est 1'ensemble des applications de la forme
©
o

j=o

N (J)
(-?;J——-g—- avec u:J € Hom~ (E ,C -}() (le fait que 1'on obtienne toutes
*o
les applications de cette forme provient de ce que l'application naturelle
u/1 -—)U/I[t, E 1 est surjective, comme signalé au nel.4.,). On voit alors immé-

. ~ 1
diatement que H° (]Ry,Home(Ew,d:if)) =~ Homi:)(Ew,Ei;), et H (lRy,Homxo(Em,Gif)) =0 .

D'apres le lemme 1.5 on est donc ramené a prouver que 1l'application

3* 3* . R . )
c"(b/p , Ry, Home(Em ,(Iif)) —>C"(h/p ,Ry ,Hom \Em,(tif)) induit un isomorphisme
en cohomologie. Or y agit trivialement sur E/B ; comme h/_]:lq: Ry s'identifie

. A/
a h/q

, et Ho(]Ry, Hom(Em,Eif)) a Hom(Ew,Gif) d'apres ce qui précéde, le complexe

3* . ces o N o . . .
c (E/B,JRy,Hom(EW,Eif)) s'identifie a C*(E/E’Hm"(Em’E{f)) . Faisant la m&me identi-
fication pour 1'autre membre, on conclut donc en appliquant l'hypothése de récurren-

. N a/
ce a;g\_J,f,h et q .

Alors, on peut supposer x € h , et on n'a jamais y € h ; quitte a rempla-

cer x par x-f(x)z , on peut supposer f(x) =0 .
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L™ . N . . v ~/
Soit h 1'image de h n g' dans g ; h est une polarisation de g en f .

On va maintenant relativiser par rapport a la sous-algebre Rx de h . La
situation est duale de celle du cas précédent via la transformation de Fourier ;

~
on trouve H(Rx , Hom(Em,Cif)) S Hom(Em,Eiz/) (ce sont les applications qui se

-]
1
factorisent par ¢ ——-)‘I‘ p(t)at), et H (Rx, Hom(an’@if)) =0 .

-0
Le complexe de cohomologie relative, auquel on est ramené d'apres ce qui

précede (cf.lemme 1.5.), peut 8tre identifié a Cé];x(ﬁ/ﬁl,Hom(E ,Eif)). Soit
- (=]

MN =MD MN 1 Dees D M1 o M0 = O une suite de Jordan-H8lder du IR x-module
. N
M= A" _?ll_/i} , et w € Cr]:qx (E/ﬁ_:“om(Ew,Eif)). Puisque w(x E) = O pour tout € € M ,
dN
on a w(g) (--—ﬁ 9) = O pour tout ¢ € Ew . Cela entrafne que w(f) est de la forme :
dt
N-1 © ti
g—5 T T8 [ = ¢t) at
joo 9 {3

~ A n ~ ad s :
avec wo,....,wN_l € C (E/g,Hom(Em,Ei?/)). Et la condition de R x-covariance entraine

que les & . s'expriment tous a partir de u“fo , suivant la formule
J

¥© = (-1)7 a’o(xjn.

D'ou finalement 1'expression :
SN
w® (@ = [ & (exp(-t)D)9(t)dt
£

ou 1'on considere exp(-tx)€ comme un polynéme sur R a valeurs dans M , que 1l'on
compose avec &V,o pour obtenir un polyndme a valeurs dans Hom(Em,Cift\,-), que 1l'on peut
intégrer contre la fonction ¢ .

Cela conduit a considérer 1'application qui a tout

~
o€ Cn(h/al,Hom(fEV,(Di-;:)) associe la cochalne g € Cq(’l‘\;/a’,Hom(Ew,Iif)) définie par
-_—— [--]
la formule :

w(g) (p) = j' Blexp(-tx)Qg(t)dt .

-0

n
~ R
de voir, l'application w —3y @ est surjective. On voit facilement qu'elle est in-

N . .
On vérifie aussitdt quew € C x(h/§/_,Hom(E ,Eif)) ; et d'apres ce que 1l'on vient
- o

jective.
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Lemme 5.2, L'application ﬁh_ggn définie ci-dessus est un isomorphisme de complexes

de C*(B/§;Hom(E_,€ ) sur *(b/g, Rx,Hom(E_,C, ).

Démonstration : Etant donné ce qui précede, il suffit de vérifier que 1l'application
G{__9w commute aux différentielles. Mais cela est immédiat sur 1'expression expli-
cite de la différentielle, compte tenu de la formule pour 1l'action de g' donnée

au n°l.4. : un élément 7 € g' agit justement par multiplication par le polyndme a

coefficients opérateurs exp(-tx)f .

5.3. Pour terminer la démonstration de 1'assertion (i) du théoreme, il nous reste

maintenant a montrer que la restriction du procédé précédent a Homx (Em,Eif) donne
[
. . 3¢ 3 ~
encore un isomorphisme de H (h/ﬂ,Home(Em,Eif)) vers H (E/ﬁ;ﬂomi;(ﬁ;,GiT)). 11

s'agit d'abord d'identifier, dans la réalisation de E_ considérée au n 1.4., quels

sont les éléments de Hom(Ew,Gif) de support {xo} .

Lemme 5.3. Homx (E ,Eif) s'identifie a 1'ensemble des applications de la forme :
_— e '©
o

N © ti
P [ 37 ue)at

J=0 = °

N
avec u ...,y € H°m£;(Em’¢if) (de fagon imagée, ce sont les intégrales contre les

. v
polyndmes a coefficients dans Homx (Em’€i?))'
o

Démonstration : Soient h' la sous-algebre hNg'e® Ry de g, H' le sous-groupe
analytique de G correspondant ; alors h' est une nouvelle polarisation de genf,

L.
2
16 C et

contenue dans g', de sorte que E peut encore se réaliser comme IndH

if ?

E' comme IndL C (la description du nel.4. correspond a cette nouvel-

H'tG' if ’

le réalisation). Soit G, le sous-groupe HH' de G, dans lequel H et H' sont deux

1
sous-groupes distingués de codimension 1 . D'aprés le principe d'induction par éta-
ges, pour établir un isomorphisme entre les deux réalisations de E y il suffit

2 2

. . : L
d'établir un isomorphisme entre In a et Ind [ 4
t . . s o
dH G1 if H tGl if

formation de Fourier. Si on identifie Gl/H' a4 R grace & la décomposition

Cela se fait par trans+

G1 = exp(Rx) Kk H' , et de mémezel/H a R grace ézla décomposition G1 = exp(Ry)kH,
. . . L L
on obtient un is h :
isomorphisme IndH'fG cif —_— IndHTGlcif par la formule :
~ ist
g—VouV¥lis) = [ e gt)at
-0
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2
(noter que dans (Inc:lL [
H161

En particulier, 1'évaluation au point 1 de G1 s'écrit, via cet isomorphisme :

s coas . . d
if)cp x agit par multiplication par is, et y par - s ).

I .|‘m p(t)at .

' : . . .
L'application 6H : g —9(1) de }EZ°° vers Eif peut se factoriser en

2 L2

A L .
1 == . i
P — tp:’Gl — ?IGI( ), ou (PIGl E(IndHtGa ¢if)m (IndH'fGl)m Dans cette derniere
description, il est immédiat de voir que 1l'application de restriction a G1 n'est

A ' ~ z . .
autre que ¢ _)goqz ,oud : E __30:],.%/ est 1'évaluation en 1, Finalement, on a donc :
©
"
6,(9) = _['m (p(t))at .

Au vu du lemme 1.6.2., et de la description de 1'action de g dans E , cela montre
- (-]

déja que tout u € Homx (Em,d:if) est de la forme indiquée. La réciproque provient
()
de la remarque faite a la fin du nel.4., qui montre que tout opérateur de la forme

n © 3
95 T I ;— uj((y(t))dt est de la forme 6H(uq)), avec u € U . Ccqfd.

!
j=0 -x

I1 est maintenant facile de conclure. En effet si u € Homx (Ew,Iif) est
()

N J
1'intégration contre P(t) = £ u, = , Xu est 1'intégration contre - g—i ; on en
joo 3 3¢
2 N o] -~ 1
déduit que H (Rx,Home(Em,Iif}) =~ Homi,o(Em,Eii\!), et H (]Rx,Home(Ew,(I:if)) =0 .

Quant a 1'isomorphisme de complexes construit au lemme 5.2., il est clair qu'il
: 3, N~ g 3¢ .
applique C (_Il/g,Homs&, (Ew,ﬂ:i?)) dans C (h/i,]Rx,HomXO(Em,Eif)) ; et c'est un isomor-
o
phisme entre ces deux complexes, car pour obtenir un w € Cn(b_/g,]Rx,Homx (Em’q:if))
[)

donné il suffit de prendre pour o le u’Yo introduit au ne¢5.2. ; le lemme 5.3. nous
~ .

assure que cet uTo prend bien ses valeurs dans Homi, (Em,Eﬁe) (car les uJ. sont entie-

[)

rement déterminés par u).

On obtient finalement un diagramme commutatif :

Cn(E/B,Rx,Homx (Em,tliif))_—, Cn(ﬂ/'R,]Rx,Hom(Em,Eif))
[}

S S

(/G Homy (,8.0) ——5 c"(B/d Hom(E_,C. )
o
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d'ou la conclusion, en appliquant l'hy'pothése de récurrence a g‘, f' ,'E et aj .

5.4. Passons a la démonstration de 1'assertion (ii).
Comme 1l'action adjointe de H sur U est algébrique, il résulte du lemme 1.6.2. avec

E=E'= Ei que Homx (E ’cif) est un H-module algébrique (en fait, on a
-}

[]

f

Home(Em,Eif) = Hom(Em,Gif)alg , mais nous n'aurons pas besoin de ce résultat).

alg
H1G

le n°1.6.4. et le lemme 2.4,

On peut donc définir Ind Hom (E ,C. ), qui s'identifie a Diff(V,V) d'apres
x, if alg

D'autre part, U agit sur E , vu comme sous-espace de l'espace des sections
@©
C® de V , par opérateurs différentiels, évidemment algébriques sous l'action de G .

I1 suffira donc de démontrer le lemme suivant :

Lemme 5.4.1, L'inclusion naturelle U/I L-;Diff(V,V)alg donnée par n est un isomor-

phisme.

Démonstration : Montrons d'abord que Ho(g,Diff(V,V)) = € (opérateurs de multiplica-
tion par une fonction constante). D'apres le lemme de Shapiro pour 1'induction c” 5

il suffit de montrer que Ho(zb Homx (Em,Eif)) =€ 8, & étant 1'évaluation au point 1.
o

ifi A . 1.6.3.).
Identifions Home(Ew,Eif) a (Uégs_if)®ﬁif (cf. remarque 1.6.3.)

D'apres [13] ch.6 prop.6.2.9. 1le g-module U®h¢_, est simple, donc a

if
commutant scalaire (loc.cit.ch.2 prop.2.6.9.) ; en d'autres termes,

HoTa(UghE if,UghE ) = € . D'apres la propriété universelle des modules induits

-if
(au sens des algebres de Lie ; voir [13]ch.5 prop.5.1.3) ceci s'écrit encore

C T - . . te.
HOTE( -if’uéﬂ -if) €6 , et notre assertion est démontrée

I1 est maintenant facile de conclure. Soit B 1'algebre Diff(V,V)alg ;

par définition B est munie d'une action de g par dérivations localement nilpoten-
tes, et on a HO(gJB) =€ . Soit u, 1'idéal d'augmentation de U , et pour tout
1
n>0, soitB_={beB | U™
n +
Bn c U/t ; d'aprés ce qu'on vient de voir, c'est vrai pour n = O. Supposons le

b = 0}. Il suffira de montrer que pour tout n > O ,

contraire et soit N 1le plus petit entier tel que BN & U/I ; soit b € BN ,

b £ U/I . Pour tout € € g , on a [b,E] € By © U/I ; et comme g engendre U/I , on
a [b,u] € U/I pour tout u € U/I . Mais alors adb définit une dérivation de U/I ,
et d'apres [13] ch.4 lemme 4.6.8. il existe a € U/I tel que [b,u} = [a,u] pour

tout u € U/I , ce qui s'écrit encore [b-a,ul = O. En particulier b-a commute a
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tout € € g ; donc b-a est un scalaire A € € , et b = A + a est dans U/I , ce qui

est absurde. D'ou le lemme.

Remarque 5.4.2. Soit g = go D 9 :)....Dg_m = h une suite décroissante de sous-

algébres de g , avec gj de codimension 1 dans gj—l ; pour j=1,...,m,soit eJ. une base
d'un supplémentaire de gj dans gj-l . Alors (el,...,em) est une base coexponentielle

a h dans g (cf.[2] ch.I ne2.5.) ; il est méme facile de voir que 1'application

(tl""’tm'h) —exp 1:1e1 «se€Xp tmem » h établit un isomorphisme de variétés algé-

. . m . . : . . :
briques réelles entre R X H et G (il est clair que cette assertion n'a rien a voir
avec le fait que h soit une polarisation, ce qui permet de raisonner par récur-
rence sur m). Cela permet d'identifier la variété algébrique G/H a R" . On vérifie

facilement que la mesure de Lebesgue dt ...dtm sur ]Rm est invariante sous 1l'action

1
de G ; donc 1l'espace de la représentation s'identifie a Lz(m"'). Par ailleurs, les
opérateurs différentiels algébriques sur R" sont ceux qui sont a coefficients
polynomiaux ; d'apres le lemme 5.4.1. U/I s'identifie donc dans cette réalisation
a 1'algebre de tous les opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux sur

R , et cela entraine facilement que 1'espace Ew s'identifie a /g(]Rm ). On retrouve

ainsi des résultats de [10] .

5.5. Voici une application du théoreme 5.1.

Théoreme 5.5.1. Supposons qu'il existe une polarisation réelle commutative en f .

Alors la conjecture (C) est vraie.

Démonstration : On raisonne par récurrence sur la dimension de g . Si dimg = O,
c'est immédiat. Supposons donc dim g >0 . Soit h une polarisation réelle commuta-

tive en f .
a) Supposons le théoreme démontré pour q , et montrons qu'il est encore vrai pour
un idéal q' de g, contenu dans q et de codimension 1 dans q -

Ecrivons la suite spectrale de Hochschild - Serre relativement a 1'idéal

a/q' de h/q' . On trouve :

qu = Hp(_tl/g_,Hq(g/g' ,E)@Hom(Ew,Cif)) > H*(E/g‘ ,Hom(Em,Eif)) .

Pq
2

a une longue suite exacte :

On a ici E = O pour q > 1 . Alors la suite spectrale donne naissance

10 1 o1l 20 2
O._..)E2 _7H (h/g',Hom(E”,Gif))—)Ez Y Ez —yH (E/g',Hom(Em,ﬂ:if))—-)...
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1 n,0

ou 1l'application Eg—z' —_ E2 est donnée par cup-produit avec -f, ou B est la

classe de 1'extension centrale :

0 — 9/9' —> b/a'—> h/q—> 0.

(B est un élément de Hz(ll_/g,g/_q'), donc donne par cup-produit une application
Hp(h/g,Hom(g/q',C)@M) _ Hp+2(£/g,M) pour tout h/g-module M) (cf. par exemple
f26] §4,th.8). Dans le cas présent, B = O puisque E/g' est commutative, d'ou des

suites exactes :

n,o n n-1,1
0—)E2’ —>H (E/g',Hom(Ew,Gif)) —> E, ’" —>5 0 pour tout n=>1 .

En notant d' la dimension de g(f)/q' , cela donne bien :

. n ' - da'-1 ar-1 -{a’
dim H (h/q ,Hom(Ew,Eif)) ( nt ]t n n
les cas n = d' et n = O se vérifiant facilement a part.
b) On peut donc supposer a=p, dimz = 1, I n z =0, et introduire les notations
du nel.4. Remarquons que si h ¢ g',h" =hNg'e® Ry est encore une polarisation

commutative en f . Comme dim Hn(_}l/cL,Hom(Em,Eif)) ne dépend pas du choix de la pola-

risation d'aprés le théoreme 5.1., on peut donc supposer hcg'.

Notons ; 1t'image de Pp dans §'_. Alors on a vu au cours de la démonstration

du théoreme 5.1., cas a) que l'on a :
n n A~ N ~
H (P_/B,Hom(l_iw,ﬂ:if)) H (H/ﬂ,Hom(Em,Ci?))

. ~ ~ ., . .
pour tout n > O . Comme par ailleurs g(f)/p = g(f)/q , le théoreme résulte de
1'hypothese de récurrence appliquée a _'§_, T ,E et i‘ .
Remarque 5.5.2. Plus généralement, la méme démonstration montre que la conjecture
(C) est vraie pour tous les idéaux q pour lesquels on peut trouver une polarisa-

tion réelle h telle que _}l/_g_ soit commutative ; par exemple, si h est un idéal dans

, on peut prendre pour le noyau dans g de la représentation w .
g a e

§ 6. CAS DES ALGEBRES DE PETITE DIMENSION

6.1, Le théoreme suivant montre qu'un contre-exemple a la conjecture (C) ne peut

avoir lieu que pour une algebre assez compliquée :
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Théoreme 6.1. La conjecture (C) est vraie pour toutes les orbites de toutes les

algebres g de dimension < 6 .

6.2. Faisons d'abord quelques remarques générales concernant les orbites de dimen-

sion 2 (voir aussi [8]).

Supposons () de dimension 2 . Soit h une polarisation réelle de genf;
alors h est un idéal de codimension 1 dans g , et on peut choisir e € g tel que
g=Rek h, avec f(e) = 0 . Soit n le noyau de la représentation n dans g , et
notons encore f la forme induite par f sur g/ﬂ . Le centre de g/ﬂ est de dimension
1, et la restriction de f a ce centre est non nulle. Du fait que h est un idéal
dans g, il résulte alors que 2/2 est une algebre de Lie commutative, de dimension

m+ 1 avec m > 1 . On peut toujours choisir une base eo,...,em de _11/_1_1. telle que

[e,ej] = ej__1 pour 1 < j <m, ['e,eo:] =0et f = e.z: ; on fixe une telle base dans
° .
toute la suite de ce n . L'algebre g(f) contient n et g(f)/n est 1l'espace vectoriel
de base eo,ez,...,em ;3 le noyau projectif p est 1'image réciproque dans g de ]Reo .
Soit M = Homx (Em,tliif) le h-module introduit dans le théoreme 5.1.1. D'apres
o

la remarque 1.6.3 1les ben quand n parcourt N forment une base de M. Il sera plus

suggestif d'identifier M a C[t] en identifiant 6e” & t".0n vérifie sans mal que

o qd
s e s oo s - d .
dans cette écriture, e agit trivialement et e, par (+) — (e agissant dans
o J j? atd o

E par le scalaire i).
©

- 1, _ .
En particulier, on a Ho(]Rel,M) =C, H (]Re1 ,M)= O ; donc d'apres le

lemme 1.5., H*(H/S.’M) s'identifie a H*(E/g,]Re’l,M). (ici €, désigne un vecteur de

1
h se projetant sur e s et on note de la méme faq_,on son image dans H/g_). Comme on

a une décomposition E/g = R 1 [ 3 g(f)/g , on voit finalement que la cohomologie

étudiée est calculée par le complexe :

*—

CR 5 (g(£)/q,M) .

En fait il s'agit d'un complexe de dimension finie. Plus précisément, 1'é-

valuation des polyndmes au point O définit un isomorphisme d'espaces vectoriels

de C.’]:Q'; (g(£)/q,M) sur C*(g(f)/g,di) ; malheureusement on n'obtient pas ainsi un
1

isomorphisme de complexes en général.

Cependant, lorsque ;1 agit trivialement sur g(f)/q, tout

w € C;R; (g(£)/q,M) prend ses valeurs dans € ; dans ce cas, on voit aussitét que
1

1'on a bien un isomorphisme de complexes avec C*(g(f)/&,di) (et donc la conjecture

(C) est vraie). De méme lorsque ;f agit trivialement sur Ag(f)/q (car 1'action
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de g(f) sur M se fait par opérateurs différentiels d'ordre > 2). Dans cet ordre

d'idées, on peut démontrer le lemme suivant :

Lemme 6.2.1. Supposons m > 3, dans les notations ci-dessus. Alors si g(f)/q est

commutative, h/q est commutative, (et donc la conjecture (C)

est vraie pour un tel g , d'aprés la remarque que 1'on vient de faire).

Démonstration : Il s'agit de montrer que 1l'action adjointe de h dans h/q est tri-
viale.

Montrons d'abord que h agit trivialement sur _11/2 Ng . Soit a le noyau
de la représentation adjointe de h dans _'1/2 N Q@ .Alors a est un idéal de g,et par
hypothese a contient g(f),puisque n/n qc g(f)/q.0n a donc nC a, et a/n contient les
éléments e 1859 ese de g/n . Mais comme a/n est un idéal de g/n , il contient
alors aussi [e,ez] =e , et onabieng=}.

Soit maintenant a' le noyau de la représentation adjointe de h dans E/g H
c'est encore un idéal de g , et d'apres ce qui précede a' contient n . On peut
donc définir sans ambigllité un crochet tel que [ej,E], pour & € H/t_}_ ; et cela ne
dépend que de € mod. n + g . Notant encore e. 1'image de e‘:i mod n + q , pour

montrer que eje a'/n , il suffit de prouver que [ej ,e1] =0 . (quand j # 1).
Comme [eB,ez] = 0 a cause de la commutativité de g(f)/q, on a :
re.[ej,eZ]] = [ez,e2] + [ej,el] = [e3,e1] = 0 . Donc eq appartient a _a_'/2 . Mais

alors re,93] =e, et re,e2] = e, appartiennent aussi a a'/n ; donc tous les

crochets [el,ej] sont nuls, d'ou a'=h et le lemme est démontré.

Remarque 6.2.2. Dans le cas oum =1 ou 2, g(f) peut dtre commutative sans que

h le soit : les orbites de dimension 2 de 9_5’3 donnent un exemple ou

m = 1 (avec un noyau n de dimension 2) ; les orbites de dimension 2 non plates de
95,4 donnent un exemple ou m = 2.(0On utilise les notations de [15]). Mais pour

m < 2 on a toujours U/I =~ S/J (cf.[8]), et donc la conjecture (C) est encore vraie

(partie II,th.7.1.1,).

6.3. Démontrons maintenant le théoreme 6.1. Soit g de dimension < 6, et () une or-

bite de G dans g* . Alors () est de dimension 0,2 ou & .

Si () est de dimension O , il n'y a rien a démontrer. Si () est de dimension
4, elle est de dimension maximale, et on peut appliquer le cor.6.1.2, de la partie

II. Supposons donc () de dimension 2, et introduisons les notations du n¢6.2. Si
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m < 2, on applique le th.7.1.1, de la partie II, comme on 1'a dit a la remarque
6.2.2. On peut donc supposer m > 3, c'est a dire dim n < 1. Si dim n=0, g est
de la forme R K ]R"H:l avec m = 4, comme on 1'a vu au ne6.2 ; donc la conjecture (C)
est vraie par application du th.5.5.1.

Reste donc le cas ou n est de dimension 1 ; on va montrer que ;f agit
trivialement sur A g(f)/g, ce qui suffit d'aprés la remarque précédant le lemme
6.2.1. On peut supposer que h est non-commutative. Alors h est ou bien une algébre

. . 2 .
de Heisenberg de dimension 5 , 4 » Ou bien le produit de R avec une algebre
’

73
de Heisenberg 3—3 de dimension 3 . Dans les deux cas, le noyau de l'action de

- —2
ad e dans g(f)/q est de codimension < 1 . On voit alors facilement que ey agit

trivialement sur chacun des An(g_(f)/g); d'ou le théoreme .
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PARTIE II

ETUDE DE LA COHOMOLOGIE DE U(g)/I .

§ O. INTRODUCTION.

Au cours de la premiére partie, on a ramené la conjecture (C) a un pro-
bléme purement algébrique : le calcul de la g-cohomologie de U(g)/I. On va mainte-

nant étudier ce probleme, essentiellement par des méthodes d'algebre associative.

Dorénavant, g désigne une algebre de Lie nilpotente de dimension finie
sur un corps commutatif k de caractéristique O , U son algébre enveloppante, I
un idéal primitif de U rationnel sur k ([13] ch.4 nek.5.8). Soient p 1'idéal de
g formé des éléments de g scalaires modulo I , et g un idéal de g contenu dans
P . On s'intéresse au calcul de H*(E/Q,U/I), ou g agit sur U par l'action adjoin-
te.
Dans ce contexte, la conjecture (C) s'énonce comme suit :
"Soient () 1'orbite coadjointe associée a I([13] ch.6 nec6.3.3. et prop.6.3.2.), f

un élément de Q) , g(f) le stabilisateur de f dans g . Alors pour tout n 2 O :
. n . n
dim_ H (g/q,U/I) = dim H(g(£)/q » K) . "

On a déja esquissé dans ses grandes lignes la démarche de cette partie
II au cours de 1l'introduction générale. Je me contenterai ici de conseiller au
lecteur de se reporter au §8 s'il ressent le besoin de voir ce que donnent les di-
verses constructions dans le cas de quelques exemples simples. Le cas des orbites
plates, traité au §7 , est lui aussi tres instructif ; on y décrit un processus de
"déformation", dont la nature profonde m'est restée mystérieuse, qui permet de pas-
ser de 1'algebre H*(gff),k) a H*(g,U/I), et du gradué de U(g(f)) en 1'idéal défini

par le caractere flg(f) , au gradué du commutant C en m .

§ 1. NOTATIONS, RAPPELS, CONVENTIONS.

1.1, Notations ., Les notations et conventions de langage introduites dans le neol.1,
seront utilisées plus ou moins librement dans toute la suite de la partie II. Le
reste du §1 est congu pour &tre consulté lorsque le besoin s'en fait sentir dans

la suite.
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1.1.1, On garde les notations de 1'introduction.

. On note z le centre de g . On note Z 1le centre de U , K son corps de frac-
tions ; rappelons que K est une extension transcendante pure de k (r13] ch.4

prop.4.4.8 et cor.4.7.2).

. On note r le poids de I ([13] ch.4 no4.7.10) et 4 = dim g - 2r la codimen-
sion de 1'orbite coadjointe associée a I ; si f est un élément de cette orbite, on

a donc dim g(f) = d .

. On note A 1la k-algebre U/I . Par définition du poids, A est une algébre
de Weyl Ar(k) ; rappelons que c'est la k-algebre définie par les générateurs

Pyse+esP_ » Ggse-+,q et les relations [pi,pj] =0, [qi,qj] =0, [pi,qj] =85
(symbole de Kronecker) (cf.[13],ch.4, §4.6.). On en obtient une réalisation expli-

cite comme 1'algébre des opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux sur

kr , en appliquant pi sur -1 s q. sur xj .

ox, J
A 5 n+1 , . soz :
. On note U = lim U/I le séparé-complété I-adique de U ; on rappellera
—
nzo
d'ailleurs au nek.l. que U est déja séparé pour la topologie I-adique, de sorte que
L. n 1 ,
1'on parlera simplement du complété de U . Omn note gr U= @ I /In+ le gradué

n2o0
I-adique de U (avec la convention 1° = u). A partir du §4 , on désignera par R
un relevement de A dans G, et par C le commutant de R (cf.ne4.3.). On verra que
C est un anneau local non nécessairement commutatif, dont on notem = I N C 1'idéal

maximal.

1.1.2, Les produits tensoriels sans indice seront toujours supposés pris sur k .
Dans une k-algebre associative, on dira "idéal" pour "idéal bilatére". Soient B
une k-algebre (associative), I un idéal de B, M un B-module (& gauche). On dit que
M est localement annulé par une puissance de I, si tout élément de M est annulé
par une puissance de I .

on note B 1'algebre opposée, et B® = B&Bo 1'algebre "enveloppante" de
B au sens de [6] ch.IX (je n'utiliserai pas cette expression, pour ne pas créer
de confusions avec 1'algebre enveloppante d'une algébre de Lie). On identifie les

B-bimodules aux Be-modules a gauche.

Soit X un B-bimodule. On désigne par H*(B,X) la cohomologie de Hochschild
de B a valeurs dans X , c'est-a-dire par définition Exf*e(B,X) (c£.[6] ch.IX).
B

Soient M un B-module a gauche, XypeeesX des éléments de M . On désignera

indifféremment par (xl,...,xn) ou par Bx +...+Bx le sous-module engendré par

1
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XygeeesX -

Soit 2z wun élément central de B non diviseur de O . On note Bz 1'algebre
B[éﬂ, localisée de B par rapport a la partie multiplicative formée par les puis-
sances de z (cf.[13] ch.3, §6, ne3.6.3).

1.1.3. Soient C ,C trois complexes de k-espaces vectoriels. Un couplage de com-

1’c2
plexes 01 X Cz.__;C est par définition une application k-bilinéaire, notée

(0,9) — w v ¢ de 01 X C2 vers C , appliquant C? X Cg dans cPre et vérifiant

dlw v g) =dov 9 + (- wy dg pour tous @ € Cf y ¢ € c, -

1.1.4, Soit L une extension de k . On note dim.alk L le degré de transcendance

de L sur k (c'est un entier ou + ).

1.2, Suites centralisantes .

1.2.1, Soit B wune k-algebre, X un B-bimodule. Par définition, H°(B,X) est 1'en-
semble des x € X tels que bx = xb pour tout b € B ; on dira qu'un tel élément de X
est central.

On dira qu'une suite (x1,...,xn) d'éléments de X est centralisante, si
pour tout j € {1,...,n} x‘j est central module ij+1+...+an (noter que par une ré-

currence évidente partant de j = n , ij+1+...+an est en fait un sous-bimodule
de X , et se confond avec xj+1B+...+an). En particulier, x est central dans X .

Disons qu'un élément x € X est non-diviseur de O si bx = 0 , ou xb = 0,
avec b € B , entraine b = O (c'est a dire si les applications b5 bx et b —xb
sont injectives). On dit alors qu'une suite centralisante (xl,...,xn) est réguliere,

si pour tout j € {1,...,n} X, est non-diviseur de O modulo ij+1+...+an .

1.2,2. Lemme 1.2.2. Soit B une k-algeébre.

On suppose que B est un anneau local de radical r, avec B[E = k, que r est défini

par une suite centralisante réguliere XypeeesX et enfin que B est séparé et com-

d

plet pour la topologie r-adique.

(i) Soit f : k[[tl,...,td]] —> B 1'application linéaire continue définie par
a
o 1 d i ez d .
f(t?) = x1 ...xd (multipliés dans cet ordre) pour tout a € N , et prolongée par

linéarité et continuité. Alors f est bijective.

(ii) L'anneau B est intégre et nethérien .
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Démonstration : On procede par récurrence sur d . Pour d = O , i1 n'y a rien a

démontrer.

Soit B' = B/Bxd s et r' 1'image de r dans B' . Alors B' est un anneau local

de radical r', on a B'/£' =k, et r' est défini par la suite centralisante réguliére

xi,...,xé_l , ou x5 désigne 1'image de x:j dans B' . De plus B' est complet pour la

topologie r'-adique.

Soit f':k[[tl,...,td_l]]_,B' la composée de f avec la surjection naturelle
B—B' ., Il est clair que f' est l'application k[rtl,...,td_l]] ——3B!' associée a

la suite xi,...,x' . Donc, par hypothése de récurrence, f' est une bijection.

d-1
I1 en résulte aussitdét que f est surjective. Supposons maintenant f(u)=0 ,

© (-]
et écrivons u =n§o u t: » avec u  dans k[rtl,...,td_ll}. Alors f(u) = E f(un)x: ,
comme on le voit immédiatement. En écrivant que f(u) = O mod (xd) on obtient

f‘(uo) =0, d'ou u0 = O . Mais alors on peut mettre xd en facteur, et écrire

(-]
-1 .
f(u) =x, ¥ f(un) xg . Par hypothese, x4 ne divise pas O dans B . Donc f(u) = O

a4 1
* n-1
entratne ¢ f(u )xd = 0 ; poursuivant ainsi de proche en proche, on voit que
n=1 n
u = O pour tout n , d'ou u = 0 ,

Quant a 1'assertion (ii), remarquons qu'il résulte immédiatement de ce qui
précede que le gradué de B en 1'idéal Bx s'identifie a B'[;A] ; en particulier

ger B est integre. Donc B est integre. Pour montrer que B est noethérien, on
d

hd . . .
procede comme pour la noethérianité des anneaux de séries formelles, en algébre

commutative (par récurrence sur d).

1.3. Quelques lemmes sur les suites spectrales.

Dans ce n° on établit quelques lemmes (sirement connus, mais pour lesquels je n'ai
pas trouvé de référence) concernant le comportement de la caractéristique d'Euler

et du cup-produit au cours d'une suite spectrale.

1.3.1. Dans ce n° on appelle complexe un complexe de k-espaces vectoriels, avec une
différentielle de degré + 1 et de dimension (totale) finie sur k .

Si M est un k-espace vectoriel gradué sur Z et de dimension totale finie
on note X(M) = ¥ (-D" gim M" 1a caractéristique d'Euler de M .

n€Z

Lemme 1.3.1.1. Soit C un complexe, H sa cohomologie. Alors y(H) = x(C).
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Démonstration :

y(H) = Z (-nH" [dim(zn)—dim(Bn)] = £ (0" [dim(zn) + dim(Bn+1)]
n€Z n€Z

1
= x(C)  car dim z™ + aim B™" = aim c" .

Lemme 1.3.1.2. Considérons k comme un complexe en donnant a tous ses éléments

le degré O , et en posant d = O . Soit v : C:l X Cz_)k un couplage de complexes

non dégénéré (de sorte que Crll est mis en dualité avec C;n ). Alors le couplage

correspondant : H(Cl) X H(Cz) ——> k est encore non-dégénéré.

Démonstration : immédiat.

Lemme 1.3.1.3. Soit w : C1 X Cz_; C un couplage de complexes. Supposons que

pour un certain ¢ € Z, Cz soit de dimension 1, et que c"=o0 pour n > 4§ . Suppo-

sons que pour tout n € Z, y : Cr11 X Cé_n _>Cz

soit non-dégénéré, et que

HI'(C) # O . Alors le cup-produit induit en cohomologie donne encore un couplage

L s s . D f-n 2
non-dégénéré H (Cl) X H (Cz)_)H c) .

Démonstration : Soit C' 1'espace vectoriel gradué @ . L'hypothese sur Hz(C)
n<g

entrafne que C' est un sous-complexe de C , et C/C' s'identifie au translaté k({)
du complexe k défini au lemme 1.3.1.2. Le couplage c, x Cz(-l,)_)k qui en résulte

est non-dégénéré d'apres les hypothéses, d'ou le résultat d'aprés le lemme 1.3.1.2,

1.3.2. Dans ce na, on appelle complexe un complexe de k-espaces vectoriels, qui
soit un complexe de cochaftnes (non nécessairement de dimension finie) et qui soit
1)

muni d'une filtration telle que le terme E2 de la suite spectrale correspondante

soit de dimension totale finie. On note (Cp)pzo la filtration. On suppose que la

filtration est inférieure a 1la graduation, c'est-a-dire que Cp =0 pour p > n ,
Lorsqu'il sera question de morphismes ou de couplages de complexes, on les suppose-
ra toujours compatibles avec les filtrations ; en particulier un couplage

[V Cl X Cz_.)C induit un couplage encore noté v :

pP,qa P,a P;+pP,,q,+4Q
1 9,
Erl (Cl) X Er2 2(Cz) _ Er1 2’1 z(C) pour tout r >0 .

(1)Pour la définition de la suite spectrale d'un complexe filtré on pourra se re-

porter a R. Godement, Théorie des faisceaux (3%éd.),Paris, Hermann,1973 (Ch.I,§4).
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. . 4 .
Quand on considerera Er comme espace vectoriel gradué, on le munira de sa gradua-

tion totale, obtenue en posant

= o ©PY
p+q=n
(Er'dr) devient ainsi un complexe de cochafnes, dont la cohomologie s'identifie a

E

r+1

Lemme 1.3.2.1. Soit C un complexe, H sa cohomologie. Alors pour tout r > 2 on

a x(E) = x(H).

Démonstration : Comme Er+1 s'identifie a la cohomologie de (Er’dr)’ on a
= [ o =
X(Er+1) = X(Er) pour tout r > 2 , d'apres le lemme 1.3.1.1. Donc X(Er) = X(Ez)

pour tout r € N. Mais Er = E°° pour r assez grand, et x(E ) = x(H). D'ou le
-]

lemme.

Lemme 1.3.2.2. Soit v : C1 X Cz__q C un couplage de complexes. Supposons que le

couplage induit au niveau E_ vérifie les hypotheéses du lemme 1.3.1.3. et que

2

HI(C) soit non nul. Alors le couplage Hn(Cl) X Hl_n(Cz)-—q HI(C) induit en cohomo-

logie est non-dégénéré.

£-n 2

Démonstration : D'apres le lemme 1.3.1.3., le couplage E' X E __,E3 est encore

3 3
non-dégénéré, et comme Hl(C) #0, Hz(EB(C)) = Ei (C) est encore non nul. Donc on

peut a nouveau appliquer le lemme 1.3.1.3. au couplage induit au niveau E et

3’
ainsi de suite pour tous les Er . Comme Er = E°° pour r assez grand, on en déduit
que le couplage
n -n 2
E X
X B
est non-dégénéré. Or c'est le couplage induit au niveau des gradués par le couplage

en cohomologie ; il en découle que ce dernier est lui aussi non-dégénéré.

1.3. Rappels sur les cup-produits en théorie de Hochschild
(cf.[6] ch.XI exercices 1 et 2).

1.3.1. Soient B une k-algeébre, M et M' des B-bimodules. Il est clair que 1l'on
peut considérer M&BM' comme B-bimodule a partir de 1'action de B a gauche sur M

et a droite sur M', On se propose de définir un cup-produit:
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v : HP(B,M) x H(B,M") _._,Hp+q(B,M®BM') .

Pour cela, considérons une résolution libre X du bimodule B (par exemple la réso-
lution standard). Remarquant que B&BB s'identifie canoniquement a B comme

B-bimodule, on voit que X®BX est encore une résolution libre de B .

Or on a un couplage de complexes

v ! HomBe(X,M) X HomBe(X,M') N HomBe(X®BX, MRM')

défini par la formule :(u v u)(x®x') = u(x)®u'(x'). Le cup-produit cherché est ce-
lui induit en cohomologie par le couplage ci-dessus ; on vérifie aussitdt qu'il ne

dépend pas de la résolution choisie.

Dans le cas ou X est la résolution standard, on peut encore écrire les
choses un peu différemment. Rappelons qu'on 1l'obtient en prena.l:lt pour )(n le
B-bimodule BRT (B)@B ou T"(B) est la puissance tensorielle n " aqu k-espace
vectoriel B . L'augmentation Xo_)B est l'application définie par x®y —yxy ; et

la différentielle 9 : Xn_)Xn_1 , n>1, est 1'unique morphisme de bimodules
. . n Py
prolongeant 1'application T (B)__) Xn_1 définie par :

n-1 .
1
X®e e 8% — x®(x®...@x IO + £ (-1)" 1®(x;®...8x.x, ,®...8x O +

i=1

+ (-7 19(x,®. ..@x __)@x .

(cf.[6]ch.IX §6). Le lemme de comparaison des résolutions nous dit que de toutes
fagons il y aura un morphisme de complexes de B-bimodules X — )@BX au-dessus de B ;
mais dans le cas de la résolution standard ont peut le réaliser de maniere particu-
liérement naturelle. En effet le coproduit de la bigebre T(B) ([3]ch.III §11 nel ,
exemple 5) est une application k-linéaire T(B) — T(B)®T(B) que 1l'on peut considérer
comme prenant ses valeurs dans T(B)®BRT(B). D'ou un morphisme de B-bimodules gra-
dués X——;X@BX dont on vérifie aussitdét que c'est un morphisme de complexes au-

dessus de B . En composant avec ce morphisme le couplage défini ci-dessus, on

obtient un couplage au niveau du complexe standard
v: cPi,M x clB,M) —5 Cp+q(B,N®BM')

donné par la formule :
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W o (p(xl,...,x

p+q) = w(xl,...,xp)® (p(xp+1,...,x ) .

p+q

(ici bien sfr C*(B,M) désigne Hom e(X,M) qui s'identifie encore a Homk(T(B),M)).
B
Ce couplage induit donc en cohomologie le cup-produit de la théorie de Hochschild.

1.3.2. Soit ¢ : B—B' un morphsime de k-algebres. Soit M un B'-bimodule. On peut
construire un "pull-back" (ou morphisme de restriction, lorsque B est une
sous-algebre de B' et ¢ l'injection canonique) (p* : H*(B‘,M)--—-) H*(B,M) ([6] ch.1X,
§5) ; on peut d'ailleurs réaliser (p* au niveau des complexes standard en composant

simplement les cochaines avec ¢ .

On voit alors aussitdt a 1'aide de la description du cup-produit donnée

a la fin du n°1.3.1., que (?* commute au cup-produit.

1.4.1, Soient g une algébre de Lie de dimension finie sur k, B son algébre envelop-
pante, b un idéal de a , A un caractere de b . Considérons la catégorie \_"1 des
a-modules sur lesquels b agit scalairement, par le caractere A . Supposons que C'/x
contienne un objet non nul ; alors le caractere A est invariant sous 1'action de
a, et en particulier le noyau b' de A est un idéal de a , de codimension < 1 dans
b .

Notons b, 1'ensemble des éléments de B de la forme € - A(E) avec € € b ;
c'est un sous-espace vectoriel ad a-stable de B . Notons B7L 1'algebre B/Bl_:A . I1
est clair que la donnée d'un objet de Cl est équivalente a la donnée d'un B)\-module.
Par exemple, si a est une algebre de Heisenberg, b le centre de a, et A un caractere

non nul de b , Bx est une algébre de Weyl An(k), ou 2n+l est la dimension de a .

Soit X un B)\—bimodule. On munit X d'une action de a par la formule
fe,x] = Ex-x€ pour tous E € a , x € X .
I1 est clair que cette action passe au quotient par b .

Lemme 1.4.1. On a H'(a/b ,X) = H“(Bx,x) pour tout n > O .

Démonstration : On fait une adaptation de 1' "inverse process" de [ 6 ] ch.X, § 6 ;
d'ailleurs la construction qui va suivre se réduit a 1' "inverse process" pour

1'algebre de Lie a/b lorsque A = O .

e T i

Bl , ou £ désigne
1'image de & dans Bl . C'est un homomorphsime d'algébres de Lie, qui passe au quo-

Considérons 1'application g_,E ®1 - 1®E de a dans
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tient par b , donc donne naissance a un morphisme d'algebres de Bo vers B: , en

notant Bo 1'algebre enveloppante de 2/3 . On va montrer que B: considéré comme Bo-

module a droite via ce morphisme, est libre. Soit el,...,es,fl,...,ft une base du

k-espace vectoriel a , ou fl""’f est une base de b . Comme BX n'est autre que

t
% s
e oo forment une base du k-espace vectoriel BA lorsque

—
IndETE l& , les e

a parcourt Ns([13] ch.5 §1, ne5.1.6.). En particulier 1'algebre Bx est engendrée

par e;,...,e_ , ce qui permet de la considérer comme algebre filtrée, et 1'algebre

graduée associée est une algebre de polynémes (commutatifs) en s indéterminées ;
si on note Tj 1'image de ;3 dans gr Bl on pourra écrire gr BA = k[Tl,...,Ts](peut-
8tre faut-il souligner que dans cette démonstration il n'est pas question de gradués
I-adiques, mais de gradués associés a une filtration croissante, du type de celle

qui existe sur une algébre enveloppante (cf.[13]ch.2 §2.3.)). Si on munit B: de la

filtration associée aux générateurs ;3@1 et 1® ! on aura de méme

gr B; = k[Tl""’Ts]®k[T1""’Ts] ; et on a un résultat analogue pour B, qui

d'ailleurs correspond au cas A = 0 .
L'action de Bo sur B: commute aux filtrations, d'ou une action de gr Bo
sur gr BS qui n'est autre que l'action a droite déduite du morphisme

A
gr Bo.___,gr B: défini par :

T, — 5 T@® - 1QT, .
J J J

I1 est évident que gr B: est un gr Bo-module libre a droite sous cette action, de

. s e . .
base {T%&l}, ou a parcourt N . Donc BA est un Bo-module libre a droite, de base

s
les ;q®1 lorsque a parcourt N .

I1 est maintenant facile de conclure. Considérons k comme Bo-module trivial.
: s A \ e . .
Si on considere Bo comme sous-algebre de Bl sy le bimodule BA contient 1le Bo-module

k ; d'ou un morphisme de bimodules : B§8B k _,BK dont on voit aussitét que c'est

un isomorphisme, compte tenu de ce qui précéde (ce n'est autre que 1'augmentation
. e . . . .

canonique Bl'_* BK , qui passe au quotient). Alors la conclusion provient du lemme

de Shapiro ([6]ch.XVI no5, Case 3, formule (3)3 et la remarque qui suit, ou ch.VI

prop.4.1.3.), puisque par définition H"(a/b,X) = Ext; (k,X), et Hn(Bx,X) =

Ext" (B,X) . °
e
By

1.4.2. Corollaire 1.4,2., Soient M,M' deux B, -modules.

Alors Extp (M,M') = H"(a/b,Hom(M,M")).

BK
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1,4.3, I1 n'est pas difficile de montrer que 1'isomorphisme ci-dessus préserve les

cup~-produits. Voici comment on procede.
Soit F—3k —0 1la résolution standard du Bo-module k ; en tant que Bo-

module gradué, F est égal a BJ& A a/b, ou A a/b est 1'algebre extérieure du k-espace

vectoriel 3/2 . Soient M et M' deux Bh-bimodules ;3 i1 s'agit de comparer les deux

cup-produits H*(M) X H*(M’)..,H*(M@BAM') qui apparaissent d'une part en théorie de

Hochschild, d'autre part en cohomologie d'algebres de Lie.

Comme en 1.3.1, on a un couplage de complexes.

Hom,, (F,M) X HomB (F,M") HomB (FQF, MX)BKM') .

o o o
Procédant comme en 1.3.1., mais en utilisant cette fois la structure de

cogebre de A a/b([3],ch.3, §11, nel, exemple 7) on constate que ce couplage induit

en cohomologie le cup-produit usuel de la théorie des algebres de Lie (cf.[26] §1).
D'autre part, soit X = B§®B F . Comme B: est un B -module libre a droite, X est

. . . e . . .
une résolution libre du Bl-module BA (notons en passant que 1'on obtient ainsi une
résolution libre bien plus économique que la résolution standard). On vérifie aus-
s . . € Iy . s .
sitdét que X&B X est isomorphe a Bx&B (FRF) (apres choix d'un isomorphisme d'espaces
A o
vectoriels de B0 sur B ) ; alors le couplage ci-dessus devient

A

Hom e(X,M) X Hom e(X,M') ——> Hom e(X&‘B XM M')

B B B Y

A A A

qui donne bien en cohomologie le cup-produit de la théorie de Hochschild, réalisé

a 1'aide de la résolution X).

1.5. Epinglage de la récurrence

Beaucoup de résultats de ce travail se démontrent par récurrence sur la dimension
de g . Il sera agréable de fixer une fois pour toutes un certain nombre de notations
pour ces démonstrations.

I1 s'agira de ramener une question concernant 1'idéal rationnel I de U
a la méme question pour un idéal rationnel dans 1'algébre enveloppante d'une algeé-

bre de Lie de dimension plus petite. On distinguera toujours deux cas

a) INz #0.

On choisit alors un élément 2z non nul dans I Nz . On pose g'=s g/kz , Ur=U(g") .
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Alors U' = U/Uz ; 1'idéal I' = I/Uz est un idéal rationnel de U' noté I' . Le quo-

tient A' = U'/I' s'identifie canoniquement a A = U/I .

b) IN z=0 (avec dim g > 1).

Ce cas ne peut se produire que si z est de dimension 1 et non contenu dans I . I1
y a un unique z € z tel que z = 1 (mod I). Soit 2z, le deuxieme terme de la suite
centrale ascendante de g . On choisit un élément y dans 22\5 ;, et on note g' le
centralisateur de y dans g ; on pose 5 = _g_'/ky . On choisit un x € g tel que
[x,y] =2z ; alors g = kx o(g_;_' . On note U' (resp.l’}’) l'algébre enveloppante de g'
(resp."g’), et 2 1'image de z dans g’ .

On note encore x et y les images de ces éléments dans g/_p_ : elles engen-
drent une sous-algebre commutative de dimension 2 que 1l'on note m .

Soit ¢ 1l'homomorphisme de U dans U®A1 défini par les conditions :

9(x) = 1®p

-] 1 . .

r —0 weqd siuveuw
. i Tx

j=o

9 (u)

ou D désigne la dérivation localement nilpotente de U' donnée par 1l'action adjoin-
x
te de x ([13] ch.4 lemme 4.7.8.). Alors ¢ se prolonge en un isomorphisme, que je

~
noterai encore ¢ , de Uz sur U;@ A1 .

On peut identifier les idéaux de Uz aux idéaux de U ne contenant pas z .

On a donc la notion d'idéal rationnel de Uz , et de poids d'un tel idéal. A cause
de [13] ch.4 lemme 4.5.1., ¢ définit une bijection de 1'ensemble des idéaux de u,

~

sur 1l'ensemble des idéaux de U%’ , dont il est facile de voir qu'elle respecte les
Y
1
. ~ ~ ~
p01ds(11)-1 . On note A = U/I , de sorte que A = A®A1 par ¢

-~
cette bijection ; alors le poids de I, est

idéaux rationnels. Notons IL— 1

~
Lemme 1.5. Si I est de poids maximal dans U , I est de poids maximal dans fl/;

en particulier g et E ont mé&me indice.

Démonstration : D'aprés ce qui précede, }/ est certainement de poids maximal dans
G’; , c'est-a-dire parmi les idéaux rationnels ne contenant pas Z . Or les idéaux
rationnels contenant ¥ correspondent aux orbites contenues dans 1'hyperplan

}l(g) = 0 de E%; comme les orbites de dimension maximale forment un ouvert de
Zariski dans §* , 11 y en a certainement qui ne sont pas contenues dans cet hyper-
plan. En d'autres termes, les idéaux rationnels de poids maximal dans ?JI; sont déja

~
de poids maximal vus comme idéaux de U , et le lemme est démontré.

173



F. DU CLOUX

§ 2.PROPRIETES FORMELLES DE H*(_g_/g , U/1) .

2.1. Soit d' la dimension de g(f)/q .
Le but de ce paragraphe est démontrer un certain nombre de propriétés for-
melles de la cohomologie étudiée, qui la rapprochent beaucoup de la cohomologie a

coefficients triviaux d'une algebre de Lie nilpotente de dimension d' .

Théoreme 2.1.1. Soit d' la dimension de g(f)/q .

. . da!' s s . :
(i) On a dim Hn(g/g , U/I) < (n ) (coefficient binomial) pour tout n > O . En par-

ticulier Hn(g/g,U/I) est toujours de dimension finie, et nul si n > d' .

(ii) aim H’(g/q , U/I) = dim Hd'(g/g , U/I) =1,

(iii) Soit x la caractéristique d'Euler du g/q-module U/I . Alors x = O , sauf si

d' = 0, auquel cas g = g(f), 1l'orbite correspondant a I est plate, les H" sont

tous nuls pour n >0 , et x =1 .

(iv) Le cup-produit induit en cohomologie par le produit de 1'algebre U/I définit

un couplage non-dégénéré

s . n d'-n : .
En particulier, H et H ont méme dimension.

Remarque 2.1,2, Par contre, le cup-produit ci-dessus n'est pas toujours '"super-

commutatif", i.e. on n'a pas toujours a y B = (-1)Pd B u a pour a € HP , BE e .
On peut le voir sur 1'exemple des orbites plates de 95,3 (cf.n°8.3), ou il y a des
’

1 .
éléments o € H tels que a g @ # O . Ce genre de phénomene est méme plutdt courant
pour les orbites plates de dimension > O mais non maximale (cf.§7). Il est d'autant

plus remarquable que la propriété (iv) ait lieu.

2.2. La démonstration du théoreme se fait par récurrence sur la dimension de g, en
utilisant le fait qu'il s'agit de propriétés qui se comportent bien vis-a-vis des
suites spectrales. Lorsque dim g=0, il n'y a rien a démontrer. On suppose donc
dim g > 0 et le théoreme démontré pour toutes les algebres g de dimension plus
petite.

Au cours du ne2.2. on va se ramener au eas g = p .

Soit g' un idéal de g tel que p D> gq' D g et que g soit de codimension 1

dans 3} . Supposons le théoréme démontré pour g' , et montrons qu'il est encore vrai
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pour 9 ; de proche en proche on sera ainsi ramené au cas a=p.

Considérons la suite spectrale de Hochschild-Serre relativement a 1'idéal

q'/a de g/q . On obtient :
P = WP(g/qr , Hia'/a , 0 ® U/D) =3 H'(g/g, U/D.

(remarquer que q' agit trivialement sur U/I). On est dans la situation ou EPY - o
quer que g' ag o

pour q > 1 ; comme on 1'a déja signalé au cours de la démonstration du th.5.5.1. de

. . A 3
la partie I , la suite spectrale donne alors naissance a une longue suite exacte :

n,o n n-1,1 n+1,0
cee —E)’ —> H(g/q , U/I)—y E, ’ ——5dz E,77T —— .
1 1 .
Comme Ho(g'/g k) =k, H(q'/g , k) >~k , on peut identifier Eg’o et E:’ a

n
H (g/q',U/I)e

Les assertions (i) et (ii) sont maintenant immédiates. Pour 1l'assertion
(iii), il faut distinguer deux cas.

Pq

5 = 0 pour p > O .Onad'=1, et les espaces Ho(g/g ,U/T)

a) Si g' = g(f), on a E

1 . . \ -
et H (g/ﬂ,U/I) sont tous deux de dimension 1 d'apres (ii). Donc x = O .

b) Si q' # g(f), la caractéristique d'Euler Xo 2 niveau E de la suite spectrale

2
est nulle, par application de 1'assertion (iii) a q' . Donc x = O (cf.§1, lemme

1.3.2.1.).

Enfin 1'assertion (iv) provient du lemme 1,3.2,2., étant donné que (dans

n d'-n da'
. . : . ED x
les notations de ce lemme) le couplage induit au niveau E2 de 5 E2 __,Ez

n'est autre que le cup-produit de g/g'-cohomologie ; par exemple

H(g/a' ,u/D x B /a0 u/n — 1 (g/q LU/

d'-1-n,1 dar'-1,1
2 ny '—_*'Ez ’ (noter que la valeur de d' corres-
N ar P ar-1,1

pondant a q' est da'-1, et que E2 se réduit au terme E2 ) .

donne le couplage E;’o X E

2.3. On peut donc dorénavant supposer que q = P .« En utilisant 1'hypothese de récur-

a
rence, on peut alors supposer que dim z = 1 , et que I N z = 0 ; on introduit les
notations du nel.5., cas b). Soit Ei 1'image de p dans EZ ; on va établir un isomor-

“~ A/
phisme respectant les cup-produits entre H*(g/g, U/1) et H*(§7§DU/I), ce qui donne-

ra le résultat par application de 1'hypotheése de récurrence a gf.
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On procéde comme dans la démonstration du théoréme 4.1. de la partie I .
Démontrons d'abord que 1'injection canonique C*(g/BJE!U/I)-——}C*(Q/B,U/I) induit un
isomorphisme en cohomologie, et pour cela que Hq(E,U/I) = O pour tout q > O (partie
I, lemme 1.5.). On pourrait faire comme a la partie I , mais en fait il suffit de
remarquer que la décomposition U/I = ﬁ?fﬁ@ A fait apparaitre le m-module U/I comme
une somme directe (infinie, en général) d'exemplaires du m-module A1 , ou m agit
sur A1 par x —3adp , ¥ —padq . Comme la cohomologie des algebres de Lie de dimen-
sion finie passe aux sommes directes (méme infinies), il suffit de montrer que
Hq(ﬂ,Al) = 0 pour q >0 . Si on note h la sous-algebre de g engendrée par x, y et z,

m s'identifie a h/kz , et le résultat provient de la proposition 3.1. ci-dessous.

La seconde étape consiste a définir un isomorphisme de complexes respectant
N d
les cup-produits entre C*(Q/B’EJU/I) et C*(§7é;U/I). Tout d'abord, on peut identi-
. . . ~s . . e
fier (g/p)/m a gY(ky @ p) puis a gyg'; et on écrit U/I sous la forme U/I®A1 .

Comme y agit trivialement sur §7§’, le complexe de cohomologie relative

s'identifie finalement a :

~

a/‘i: ,U/IEQJ) .

¢ (T, Wy, /D) = ¢ (

. : : : ~ S ™~
L'évaluation au point q = O est un morphisme de g/q-modules de U/I[q] vers
~ S s . . H s M A e
U/I ; elle induit donc un morphisme de complexes de C" (g/q ,U/Iq]) vers C (g/q,U/1),
et on voit aussitdét, du fait que x agit par é% s, que la restriction de ce mor-

. N et . . P . .
phisme a Ckx(g/g!U/I[q]) est un isomorphjisme. Le théoreme 2.1.1. est donc démontré.

§ 3.COHOMOLOGIE D'UNE ALGEBRE DE WEYL COMME BIMODULE SUR ELLE-MgME.

La proposition ci-apres est un corollaire du lemme 1.4.1. Je lui accorde

tout de méme un paragraphe a part a cause de son importance dans toute la suite.

Proposition 3.1. Soit Ar(k) 1'algebre de Weyl d'indice r sur k (cf.n-1.1.1.).

Alors H™(A (k),A (k)) ={k sin=0
Alors H (A - si

Démonstration : Soit h 1'algebre de Heisenberg de dimension 2r + 1 sur k , B son
algébre enveloppante, z une base du centre de h . On peut alors réaliser Ar(k) comme

B/B(z-1) .

D'apres le lemme 1.4.1. on a donc H*(Ar(k),Ar(k)) = H*(E/kz,Ar(k)). On

peut compléter 2z en une base xl,...,xr ’ yl,...,yr,z de h , de telle sorte que
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si pi(resp.qj) est 1'image de x, (resp.yi) dans B/B(z-1), les p; et qj forment

un systeme de générateurs canoniques de 1'algebre de Weyl B/B(z-1). Alors x; agit

ar ) y. par - 2 quand on écrit les éléments de B/B(z-1) sous la forme
P 3q. ’ Yi
i J

8y B pa qB . On est ainsi ramené au complexe de de Rham de k[pi,qj] (pi et
’

a,BEN

q. étant maintenant considérées comme variables commutatives), d'ou le résultat.
J
Pour n = 1 , cela exprime que toutes les dérivations de Ar(k) sont intérieures, ce

qui est le lemme 4.6.8. de [13] ch.4 .

- A
§ 4.DECOMPOSITION DE gr U ET DE U .

4,1, Préliminaires

Dans ce paragraphe, on va étudier la structure des algebres gr U et G . Les
raisonnements qui vont suivre relévent essentiellement de la technique des suites
centralisantes. Comme on aura besoin de les appliquer a des algebres un peu plus
générales que des algebres enveloppantes (pour tenir compte de 1'idéal gq), on va

élargir un peu le cadre.

Dans ce paragraphe, B désignera une k-algebre neethérienne, et I un idéal
de B ; on note A = B/I . On suppose que I est engendré par une suite centralisante,
et que A est une algébre de Weyl sur k . On introduit comme au n°1.1.1. les algebres
1 A 1
orB= @ IV/I™ etB-= Jim B/1™ .
nEN

Rappelons le résultat suivant

Lemme 4.1.1. (propriété d'Artin-Rees).

Soient M un B-module nethérien, M' un _sous-module de M . Alors pour_ tout

s . N N
N € N il existe un n € N tel que I +n MNM'cI M' (en d'autres termes, la topo-

logie I-adique sur M' est équivalente a la topologie induite par la topologie

I-adique sur M).
Démonstration : cf.[17] cor.2.8.

Corollaire 4.,1.2. (ﬂ] "=0. (loc.cit.).
n2o0

La topologie I-adique sur B est donc séparée. Cela entratne que 1'applica-
A
tion canonique de B dans B est injective ; on dira donc que ﬁ est le complété de

-~
B pour la topologie I-adique. On note I 1'idéal lim I/In de ﬁ ; c'est aussi 1'adhé-
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~

A A
rence de I dans B . Comme I est de type fini en tant que B-module, on a I = BI ;

A A
on a B/I = B/T = A .

Lemme 4.1.3. Soit u € B +Si un'est pas diviseur de O dans B, il n'est pas divi-

-~
seur de O dans B .

Démonstration : Comme en algebre commutative. Montrons que u n'est pas diviseur
de O a droite dans B . Soit x € ﬁ tel que xu = O . Par hypothese, 1'application

y —»yu de B dans lui-méme est injective ; d'aprés le lemme d'Artin-Rees, c'est un
homéomorphisme de B sur Bu muni de la topologie induite. Soit (xn) une suite d'élé-
ments de B convergeant vers x . Alors x u tend vers O dans ﬁ , donc dans B , et

xn.__,o ; d'ou x = O comme annoncé.

a ’ .
Lemme 4.1.4. L'anneau B est noethérien.

Démonstration : c¢f.[29] partie II th. 1.7.(par récurrence sur la longueur d'une

suite centralisante engendreant I).

4,2, Décomposition du gradué.

Lemme 4.2.1. Soit X un A-bimodule. Supposons que X soit engendré par une suite

centralisante (cf.n’1.2.). Alors 1'application naturelle N&HO(A,X).__g X est un iso-

morphisme (en d'autres termes, le bimodule X est somme directe finie de sous-

bimodules isomorphes a A) .

Démonstration : On raisonne par récurrence sur la longueur de la suite centralisan-
te. Soit (xl,...,x ) une suite centralisante engendreant X . Si x =0, il n'y a
n n
s b z . . 2 . b 3 .
rien a démontrer. Sinon, comme A n'a pas d'idéaux bilateres non triviaux, le sous-

bimodule Axn de X est isomorphe a A . Soit X' = X/Axn . On a alors une suite exacte

de A-bimodules :
0_;Axn__,x__,X' _)0 .

Par hypothese de récurrence, X' = A&HO(A,X') est isomorphe a une somme directe de

. 1 1
copies de A . Mais d'apres la prop.3.1l. on a H (A,A) = Ext e(A,A) = 0 . Donc 1la
A

suite exacte ci-dessus est scindée, et le lemme est démontré.

Proposition 4.2.2. Soit T = HO(A,gr B) le commutant de A dans gr U . Alors 1'ap-

plication naturelle AT —3gr B est un isomorphisme d'algébres graduées ; de plus

T est engendrée par ses éléments de degré 1 .
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Démonstration : Comme I est engendré par une suite centralisante, le A-bimodule
2
/1 est engendré par une suite centralisante, et il en va de mé&me pour chaque

1 1 1 .
/1™ done I™/1™" = aoH®(A,17/1™") dlaprés le lemme 4.2.1., et gr B =~ ART .

Puisque le bimodule A est irréductible, tout bimodule X de la forme
A@HO(A,X) est un Ae—module semi simple Considérons la surjection naturelle du

2 2 1 . i
A-bimodule I/12®A 1/1 eh...gh I/I° (n fois) vers In/In+ , donnée par la multiplica-

tion dans gr B . L'application qui s'en déduit au niveau H® est 1la multiplication

n+1 , . . , s
T1®....801___9Tn (en notant T = H° (A,I /I et d'apres ce qui précede, elle est

encore surjective. Donc T est engendrée par ses éléments d'ordre 1 .

4.3. Relévement de A dans 8 .

. . A
Proposition 4.3.1. L 'algebre A se releve dans B .

ra . b . . . . Fad Y
Démonstration : On procede par approximations successives. Soit p : B A la projec-
tion canonique. On commence par choisir un inverse a droite k-linéaire quelconque

de p , appliquant 1 sur 1 , que 1l'on note o

L'écart a ce que o soit un homomorphisme d'algébres, modulo iz s S'exprime
par un certaln 2-cocycle w, F Z (A, I/I ). Or on a vu a la proposition 4.2.2. que le
b1modu1e I/I est somme directe finie de facteurs isomorphes a A . Comme par ailleurs
H (A,A) = O d'aprés la prop.3.1. , wy est un cobord. Cela veut dire que 1l'on peut
corriger o par une application linéaire a valeurshgans ? s, pour obtenir cette fois
un inverse a droite Py de p , qui reléve A modulo I . Poursuivant ainsi de proche
en proche, on obtient une suite de relévements (g ), n relévement de A modul o i +1,

qui converge dans la topologie I-adlque vers le relevement cherché.

1)

. A
On choisit dorénavant un relevement( R de A dans B ; R est donc une sous-
N A . .
algebre de B isomorphe a une algebre de Weyl. On note C 1le commutant de R dans ﬁ ;
c'est une sous-algébre fermée pour la topologie I-adique ; on note E.I'idéal Inc;

c'est 1'idéal maximal de 1'anneau local C (non commutatif en général).

. A
Proposition 4.3.2. Soit R' un autre relevement de A dans B . Il existe alors un

. fal . ] 2 : 3 . . I . .
automorphisme § de B appliquant I sur I , et induisant 1'identité sur A , qui appli-

que R sur R' . En particulier $ donne un isomorphisme de C sur C', compatible avec

les augmentations.

(1)

. ’ . b A .
On appelle relevement indifféremment un homomorphisme d'algebres p : A—>B in-

. . A
verse a droite de p , ou son image dans B,
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. . PP . d
Démonstration : On remarque que pour u € f , on définit un automorphisme ea u de ﬁ

par la formule :

@
adu

e = I

n=o

= (adu)™
A 0y .
Soit p (resp.p') : A B le relevement correspondant a R(resp.R'). On a
p'(a) =pla) + Al(a) , ou b ¢ A .__)f est une application linéaire ; on voit

aussitdt que la condition d'homomorphisme entrafine que :
A2
Al(ab) = p(a)Al(b) + Al(a)p(b) (mod I7) .

P 1 2 1 2 X .
donc A, définit un élément de Z (A,I/I" ). Comme H (A,I/I") = O, il existe u, dans
1 ’ 1

A
I tel que :

Al(a) = [ul,p(a)] (mod fz) pour tout a € A .

adu1

Alors : p'(a) = e o(a) (mod fz) .

duy

by A P .
Appelons le relevement ea de A dans B . On peut maintenant écrire
P1 p

\ A2
p'(a) = ol(a) + Aa(a) » avec A, a valeurs dans I .

Poursuivant de proche en proche, on construit une suite (p ) avec p =
adun adu An n n
[ = A
e veee p s U €I , telle que p'(a) pn(a) + An+1(a) » A4 @& valeurs
1 adu adu

An+ . n [ . . .
dans I . Si on pose @n = e cee€ € GL(B), il est clair que la suite (Qn)

A A
converge dans End(B) (1l'espace des endomorphismes de B muni de la topologie de la

convergence simple) vers un automorphisme & ayant les propriétés voulues,

A
4.4, Décomposition de B .

Lemme 4.4.1. Ona I"NC = ﬂ? » et le gradué de C pour la topologie m-adique

s'identifie au commutant de A dans gr B (c'est 1'algebre T de la prop.4.2.2.)

Démonstration : Posons m = "nec ; la suite d'idéaux (En) définit une filtra-
tion de 1'algebre C . Soit Tn la composante homogene de degré n de l'algebre T ;
. n n, n+l . - .
' . -
alors l'application naturellf I I /1 définit une injection de En/ﬂn+1 dans
Tn , dont on voit comme au n précédent que c'est un isomorphisme (cela consiste

. . . 1 . A
a montrer que les invariants de In/In+ se relevent dans In) .

Donc T s'identifie au gradué de C pour la filtration définie par les mn ;

le fait que T soit engendré par ses éléments de degré 1 s'exprime alors en disant
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n
quem =m .

Appelons base topologique de C une suite (ea)a telle que e soit une

€ N’

2
base de C modulo m , egsecese, une base de m modulo m , et ainsi de suite. Il est
1

clair que tout élément c € C a alors une expression unique :

-]
c= 3% c_ e avec ca € k (somme convergeant dans C).
a

Lemme 4.4.2, Soit (e )
a'a

€ N

A
une base topologique de C . Alors tout élément de B
-]

”, . A A
a une expression unique : u = ¥ u ea , avec ua € R ; on écrira B = RRC .

a
a=0

Démonstration : On construit les ua de proche en proche, en remarquant que pour

1 n, n+l
an 1 <a< an les images des ea dans Efvéfn' forment une base de Tn =m /ﬂ ’
. . 1 s sz
et en appliquant la décomposition In/In+ = A@Tn provenant de la prop.4.2. L'unicité

est claire pour la mé&me raison.

A
Remarque 4.4.3 On a ainsi décomposé le R-bimodule B en produit (fini ou dénombrable)

de facteurs isomorphes aR.

4.5, Structure du commutant (cas régulier).

° z . . ’ s N
On suppose dans ce n que I est engendré par une suite centralisante réguliere

(yl,...,yd) de longueur d .

Proposition 4.5.1. (i) L'anneau C est un anneau local séparé et complet pour la

topologie mfadique.

(ii) L'idéal m est engendré par une suite centralisante réguliere (xl,...,xd) de
longueur d (cf.n’ 1.2.)

(iii) L'anneau C est integre et nethérien.

Démonstration : (i) Comme la topologie m-adique sur C coincide avec la topologie
I-adique d'apres le lemme 4.4.1., C est séparé et complet pour la topologie

m-adique.

(iii) résulte de (i) et (ii) compte tenu du lemme 1.2.2.

(ii) On procede par récurrence sur d . On peut supposer d > O . Soit

B' = B/Byd , I' = I/Byd , et soit yé 1'image de yj dans B' , pour 1 < j < d-1 .,
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Alors (yi,...,yé_l) est une suite centralisante réguliere engendreant I' . Soit R!'

1'image de R dans B' ; alors R' est un relévement de A dans B' . On note C' le com-
mutant correspondant.

Considérons la suite exacte O _)Bycl — B _43B' 50, vue comme suite exac-
te de B-modules. A cause du lemme d'Artin-Rees on en déduit une suite exacte
0.—_9(Byd)A —_ B ——7ﬁ'-——§0 (cf.[1] ch.10 prop.10.12), et comme By, est de type
fini, (Byd)A = ﬁyd . D'ou finalement une suite exacte :

A A A
(1) 0 — By, —»B —»3 B' — 30 .

d

A
Comme Yq n'est pas diviseur de O dans B (lemme 4.1.3.) on a

A
cn Byd = Cyd . Démontrons un lemme :

Lemme 4.5.2. L'application C/Cyd —3 C' qui se déduit de la suite exacte ci-dessus

est surjective.
—_—

Démonstration : Faisant agir A sur ﬁ (resp.ﬁ‘) par 1l'intermédiaire de R (resp.R'),
on peut considérer la suite exacte (1) comme une suite exacte de A-bimodules, et il
s'agit alors de savoir si tous les élements de HO(A,ﬁ‘) se relevent dans B . L'obs-
truction a un tel reléevement se trouve dans H1(A,ﬁyd). Comme yd est central et non-
diviseur de O dans ﬁ d'apres le lemme 4,1.3., le A-bimodule Byd est isomorphe a % .
Mais d'apres la remarque 4.4.3. , ﬁ est isomorphe a un produit fini ou dénombrable

d'exemplaires de A . Comme la cohomologie commute aux produits on a donc Hl(A,ﬁ) =0

(prop.3.1.) d'ou le lemme.

On a donc une suite exacte 0-—)Cyd—v, C —>5C'—0 . Par hypothése de récur-
rence, 1'idéal m' = E/Cyd de C' est engendré par une suite centralisante réguliere
(xi,...,x& 1) de longueur d-1. Si on note xj un représentant quelconque de xj dans

C , la suite (xl,...,xd_l,yd) répond a la question.

4.6, Application aux algebres U et UA .

On revient maintenant aux notations générales du n'1.1.1, Tout élément de
1'idéal g est scalaire modulo I ; on définit ainsi un caractere A de q . Introdui-

sons comme au n'1.4. 1'algebre U, , et soit I, 1'image de I dans U Soit d' =

A A A
d-dim q .

Lemme 4.6.1. L'idéal IK est engendré par une suite centralisante réguliere de lon-

gueur d' .
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Démonstration : (voir aussi [29] th.6.) Par récurrence sur la dimension de g . On
introduit les notations de 1.5. Si I N z # 0 , soit q' l'image de g dans g', A' le

caractere de q' défini par I' . On distingue deux cas.

a) IN q # 0 . Alors on peut prendre z dans I N q ; dans ces conditions Uh s'iden-

tifie a u, IK a I}, et on applique 1'hypothese de récurrence.

b) INg =0 . Alors g est un idéal central de dimension < 1 dans g . On a une

surjection naturelle de U, sur Ui' , dont le noyau est l'image de Uz dans U, , c'est-

A A
a-dire Ux; , Si Z est 1'image de z dans UK . I1 suffira donc de démontrer que z

n'est pas diviseur de O dans U, . Pour cela, il suffit de reprendre la démonstration

A
du lemme 1.4.1, On y montre que si epsecese est une base d'un supplémentaire de g
_a o
dans g , les produits e creee forment une base de Ul ; en particulier, on a
= m

z # 0 , et 1'anneau UK est intégre. Donc z n'est pas diviseur de O dans Ul .

Reste le cas ou I N z =0 . Dans ce cas, le centre de g est de dimension 1,
etonag=0o0ug-=2z. Lorsque g = 2z , l'is?:?rphisme ¢ : Uz__+ G;8A1 passe en
un isomorphisme de UK sur ax®A1 (avec §’= kﬁi A le caractére~forrespondant a f).
D'ou le résultat, en appliquant l'hypothése de récurrence a Ix .

Lorsque g = O , il suffit de montrer que 1'idéal I/U(z-1) de U/U(2-1) est
engendré par une suite centralisante réguliére de longueur d-1, et on est ramené au

cas précédent.

Corollaire 4.6.2. Les propositions 4.2.,4.3.1.,4.3.2.,4.5.1, s'appliquent avec

B = Uh (et en particulier avec B = U).

4.7. Remarque 4.7. Il est clair que tous les résultats de ce § restent valables

en supposant seulement que I est un idéal maximal de B engendré par une suite
centralisante (réguliere au n°4.5.), et que H1(A,A) = Hz(A,A) = 0 . Pour la prop.4.2.
il suffit méme de savoir que Hl(A,A) =0 .

§ 5. L'ISOMORPHISME H'(g/q,U/I) ~ H*(C,k) .

5.1. Les notations sont celles de 1.1.1. Soit A le caractére de g défini par I , et

introduisons 1'algebre UX comme au n'1.4. Soit IA l'image de I dans UX . On choisit

: A A
un relevement R de A dans U et on note C le commutant de R dans Ux(§4,cor.4.6.2.)

A ’
L'algebre C possede une unique représentation irréductible, que 1'on notera sim-

plement k (le "module trivial") ; c'est le module associé a 1'idéal maximal m de C .
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L'objet de ce paragraphe est la démonstration du résultat suivant

N . . . 3¢ ,
Théoreme 5.1. Il y a un isomorphisme canonique H*(g/g,A) ~ H (C,k), préservant les

cup-produits (cf.n°1.3. pour la définition du cup-produit en théorie de Hochschild).

. . s o . - ¢
Comme on 1l'a signalé au n°1.4.3., 1'identification de ﬁa(g/g,A) avec H¥(U s A)
respecte les cup-produits. On va donc travailler en cohomologie de Hochschild, et

. £
comparer les algebres H (UA’A) et H*(C,k).

5.2, Passage au complété.

Le lemme suivant se déduit facilement de [17] :

Lemme 5.2.1. Soit M un Ul-bimodule localement annulé a gauche et a droite par IA

(cf.n°1.1.2.)_Soit 0 — M —E une enveloppe injective du bimodule M ([18] § 1 n’9

déf.4). Alors E a encore la méme propriété.

Démonstration : Il est clair que 1'idéal IAQU; + UA®Il de U: est engendré par une

suite centralisante. Si M est annulé a gauche et a droite par I on peut donc

A ’

appliquer [17] prop.2.7. Dans le cas général, soit N = {x € MIIxx = xI, = 0} .

A
Alors N est un sous-bimodule de M , et comme 1l'extension O —)N —M est essentielle,
i.e, tout sous-module non nul de M a une surjection non nulle avec

N, 0O— N E est encore une enveloppe injective de N . D'ou le lemme .

Lemme 5.2.2, Soit E un Ux-bimodule injectif localement annulé par une puissance de

. . A
IA a gauche et a droite. Alors E est encore injectif vu comme Ux-bimodule.

A .
Démonstration : Soit O —E __)ﬁ une enveloppe injective du Ux—bimodule E . D'apres

A . A A 2
le lemme 4,1.4., 1'anneau U est nethérien ; et 1'idéal Il de UK est engendré par

A

N . . N .
une suite centralisante (a savoir celle qui engendre IK)' Comme le Ux—blmodule

A A
E est localement annulé par une puissance de IK , E a encore la méme propriété,
d'aprés le lemme 5.2.1.,, qui s'applique en remplagant Uh par un anneau neethérien
quelconque et IK par un idéal de UK engendré par une suite centralisante.
A
Comme 1le Ul-bimodule E est injectif, il a un supplémentaire dans E , et on peut

A
écrire E = E®N , sous l'action de Uh

. A A
gauche et a droite par une puissance de Il , tout sous-Ux-bimodule de E est en fait

A A A
un sous-Ux-bimodule. Comme E est une enveloppe injective, on a donc N =0 , et E = E,

A
. Mais comme tout élément de E est annulé a

ce qui démontre le lemme.

A
Lemme 5.2.3. L'application de restriction H*(UA,A)m—a H*(UA,A) (cf.n°1.3.2.) est un

isomorphisme préservant les cup-produits.

184



EXTENSIONS ENTRE REPRESENTATIONS DES GROUPES NILPOTENTS

Démonstration : L'opération de restriction commute de toutes fagons aux cup-
produits. I1 suffira donc de montrer que c'est un isomorphisme.

Pour cela, voyons comment on peut réaliser le morphisme de restriction a
1'aide des résolutions injectives. Soit 0 — A — Y une résolution injective du
6K-bimodu1e A, et 0 —3 A —5X une résolution injective du Ux—bimodule A . Considé-
rant Y comme un complexe acyclique de Ul-bimodules, on obtient d'apres le lemme de
comparaison des résolutions ([6] ch.V, prop.l.la) un morphisme de complexes de UA-
bimodules Y —3X au-dessus de A, d'ou un morphisme en cohomologie a
U7L)-——9 H*(XUK). En composant avec l'application canonique de H*(YUA) dans

U
A
H*(Y A), on obtient donc un morphisme de H*(UA,A) dans H*(UA,A), dont on vérifie

W (Y

sans mal qu'il ne dépend pas des choix faits.
A A
Soit F._,Ux_,o (resp.F;;Ux_9O) la résolution standard du U;—module Ul (resp.

A A A
du U:—module UK)' Prenant X = Homk(F,A), Y = Homk(F,A), il est clair que le morphis-

me ci-dessus n'est autre que le morphisme de restriction.

Considérons maintenant une résolution injective minimale O — A —3X du
Ux»bimodule A ; cela veut dire que 0 A__;Xo est une enyeloppe injective de A ,
[0} -—;XO/A —q»Xl une enveloppe injective de XO/A, etc. D'apres le lemme 5.2.1., cha-
que terme de la résolution est localement annulé a gauche et a droite par une puis-
sance de Ik . Mais alo:s, d'apres le lemme 5.2.2.,X est encore une résolution in-
jective de A vu comme Ul-bimodule, d'ou le lemme.

5.3. Démonstration du théoréme.

Le lemme 5.2.3. nous conduit jusqu'a H*(UX,A). Mais
on peut aussi considérer ﬁx comme le complété de RRC en 1'idéal Rm ; reprenant le
raisonnement ci-dessus, ce qui est loisible parce que RRC est encore un anneau
nethérien (comme produit tensoriel d'un anneau nethérien avec une algébre de Weyl),
et que 1'idéal R®m est engendré par une suite centralisante (prop.4.5.1.),0n obtient

. ) 3 A .
un isomorphisme H (UA’A) = He(R&C,A), conservant les cup-produits.

Dans une telle situation décomposée en produit tensoriel, il est treés facile
de construire une suite spectrale convergeant vers H*(R&C,A), avec
a
Bp? = Hl(c, 1P (R,0) .
I1 suffit de prendre comme résolution libre de RRC 1le produit tensoriel d'une ré-

s s e . : .

solution libre du R -module R et d'une résolution libre du Ce-module C , et de pren-
dre la deuxiéme suite spectrale du double complexe qui en résulte pour le calcul de
3 : . .
H (RRC,A). D'ailleurs, cette construction montre aussitdét que la suite spectrale en
question est compatible avec les cup-produits.

D'apres la prop.3.l., on a Hp(R,A) = O pour tout p >0 , et HO(R,A) =k .
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Donc la suite spectrale dégénere, et on a bien Hn(R8C,A) o~ Egn = Hn(C,k) avec con-

servation du cup-produit, cqfd.

§ 6 CAS DES IDEAUX DE POIDS MAXIMAL.

6.1. On garde les notations du n°5.1. en plus de celles de 1.1.1. On note

d' = d - dim g . Identifiant les idéaux de UA aux idéaux de U contenant le noyau de
1'application canonique U-__,UK , i1 est clair que 1'on a la notion d'idéal ration-
nel de UA , et celle de poids d'un tel idéal (cf.introduction). Dans la correspon-
dance entre idéaux rationnels et orbites coadjointes, les idéaux rationnels de Ul
correspondent aux orbites contenues dans le sous-espace affine f + gf de g# . Rappe-
lons que le poids d'un idéal rationnel est la demi-dimension de 1l'orbite correspon-
dante.

L'objet de ce paragraphe est la démonstration du théoreme suivant :

Théoreme 6.1.1. Si 1'idéal IK est de poids maximal (dans UX)’ le commutant C

A
coincide avec le centre de UA ; en particulier, C est indépendant du choix de R .

Corollaire 6.,1.2, Si 1'idéal Il est de poids maximal, 1'algebre H*(g/a,U/I) est

. R . . s . :
isomorphe a une algebre extérieure sur un espace vectoriel de dimension d' .

1
En particulier, dim Hn(_g_/_ll,U/I) = (dn) si O <ng<d'

O sin>ad'.

Démonstration : Il résulte du lemme 1.2.2. (applicable a C en vertu de la prop.
4,5.1, (ii)) que lorsque C est commutatif, c'est une algebre de séries formelles
en d' indéterminées sur k(ce qui entraine que G est une algeébre de séries formelles
sur une algebre de Weyl, d'apres le lemme 4.4.2.).

Alors le calcul de H*(C,k) est classique (on peut par exemple considérer C comme
le complété de l'algebre enveloppante d'une algébre de Lie commutative en 1'idéal

d'augmentation, et appliquer le lemme 5.2.3.) et on conclut a 1'aide du th.5.1.

Corollaire 6.1.3. Si IA est de poids maximal, la conjecture (C) est vraie, avec

conservation du cup-produites

Démonstration : En effet, g(f)[g est elle aussi commutative dans cette situation.
Pour le voir, soit n 1le noyau de la représentation n dans g . Passant au quotient

par ¢ N n , on peut supposer que g est un idéal central de dimension < 1 . Si q =0,
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9(f) est le stabilisateur d'un élément régulier de g% , donc elle est commutative
(F133ch.1 prop.1.11.10). Sinon, soit z € g tel que A(z) = 1. Comme les orbites de
dimension maximale forment un ouvert de gr , dont les éléments s'appellent les
éléments réguliers de g# y il y a un £, régulier tel que fl(z) # 0 . Multipliant au
besoin f1 par un scalaire, on peut supposer que fl(z) =1 , Donc 1'hyperplan f + gf
contient des éléments réguliers de g# , ce qui prouve que I est de poids maximal
dans U ; alors g(f) est commutative d'apres ce qui précede, et a(f)/q a plus

forte raison.

6.2.Préliminaires.
I1 est clair que si C est commutatif, il coincide avec le centre

A
de UK . I1 suffira donc de montrer que si I, est de poids maximal, C est commutatif.

Dans les notations de la démonstration du cﬁr.6.1.3., on peut passer au quotient

par g N n et supposer que g N n = O ; dans ce cas on a vu que IA est de poids maxi-
mal dans UX si et seulement siAI est de poids maximal dans U . On peut relever R

en un relévement R de A dans U ; si C est le commutant correspondant, on voit comme
au lemme 4.5.2. que 1l'application E-——)C est surjective. Par conséquent C est com-

mutatif si C est commutatif, et on peut supposer q = O , ce que je ferai désormais.

Le théoreme se démontre par récurrence sur la dimension de g . I1 sera com-
mode de dégager d'abord quelques propriétés du commutant en supposant le théoreme

démontré, que 1l'on utilisera ensuite au cours du pas de récurrence.

Dans toute la suite du n° , I est un idéal rationnel de poids maximal dans
U et on suppose C commutative. Comme on 1l'a dit, C est alors un anneau de séries
formelles en d indéterminées sur k, et d est égal a 1'indice de g ([13],ch.1
n'1.11.6. ; c'est la définition méme de 1'indice) ; de plus, C ne dépend pas du
choix du relévement. On note F 1le corps de fractions de C . On choisit une suite
centralisante réguliere (xl,...,xd) engendreant m , de sorte que C s'identifie

ak f[xl,...,xd]] (lemme 1.2.2.), et F a k((xl,...,xd)) .

Puisque le gradué m-adique de C est integre dans le cas présent, on peut
parler de la valuation m-adique sur C , qui n'est autre d'ailleurs que 1l'ordre en
O des séries formelles, dans 1l'écriture ci-dessus ; elle se prolonge en une valua-
tion sur F , qui devient un corps valué, Les dérivations continues de F/k (i.e.
k-linéaires) forment un F-espace vectoriel a gauche de dimension d , de base

5%; yeeny g%— , noté A(F/k). Remarquons que toute dérivation de C/k est automati-
d

quement continue pour la topologie m-adique, donc définit un unique élément de

AF/K) .

Lemme 6.2.1, On a dim.alk K=4d.

La démonstration est laissée au lecteur (par récurrence sur la dimension de g par
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exemple) .

Lemme 6.2.2. Soit p un idéal premier minimal de Z , L le corps résiduel de Z en p .

Alors dim.alk L =d-1.

Démonstration : C'est une propriété bien connue des algebres de type fini sur k
([35]ch.VI §14, lemme) ; mais Z n'est pas toujours de type fini ([13]ch.4 § 9 n’4.9,
20).

Identifions Z a 1'algebre des éléments ad.g-invariants de S , ou S est 1'al-
geébre symétrique de 1'espace vectoriel g([13] ch.4 § 8 prop.4.8.12.). On sait que
Z est un anneau factoriel ([14] cor. au th.1) ; plus précisément, il ressort de la
démonstration de ce corollaire que les facteurs premiers dans S de tout élément
a € Z sont déja dans Z . Tout idéal premier minimal p de Z est donc de la forme

Zp , avec p extrémal dans Z , donc dans S d'apres ce qu'on vient de dire.

Comme S est integre, on a pn SNZzZ-= pn Z pour tout n € N; en d'autres
termes, la valuation p-adique sur Z est la restriction a Z de la valuation p-adique
sur S . Soit E le corps de fractions de S , E' le corps résiduel de S en Sp .
D'apres [5] ch.VI,§l0, n' 3 , th.l , on a dim.alkE-dim.ale > dim alkE'-dim.alkL .
Mais comme S est une k-algeébre de type fini, dim.alkE' = dim.alkE -1 ; donc
dim.ale - dim.al L <1 , et comme 1'inégalité en sens contraire est triviale, le

k
lemme est démontré.

Corollaire 6.2.3. Soit 2z un élément non nul de z , g' = g/kz , Z' le centre de

U(g'), K' le corps de fractions de 2', et L le corps résiduel de Z en 1'idéal

premier minimal zZ. Si 1'indice de g' est d-1 (c'est-a-dire si z est contenu dans

un idéal rationnel de poids maximal de U), K' est une extension algébrique finie de

L.

Démonstration : K' est de toutesrfagons une extension de type fini de k , donc de

L . D'apres le lemme, dim.alk L = d-1 ; d'ou le corollaire d'apres le lemme 6.2.1.

Remarque 6.2.4. Comme le montre 1'exemple de 1'algebre notée g, dans [15], on peut
avoir L # K' dans la situation du corollaire. Cependant, d'apres [14] th.2 , cela
ne peut arriver que pour des 2z appartenant a un nombre fini de droites exception-

nelles dans z .

Notons A(F/K) 1'espace des dérivations continues de F , nulles sur K ;

c'est un sous-F-espace vectoriel de A(F/k).

188



EXTENSIONS ENTRE REPRESENTATIONS DES GROUPES NILPOTENTS

Lemme 6.2.5. On a A(F/K) = 0 .

Démonstration : Par récurrence sur la dimension de g (notations 1.5.).

N n/ LY A
a) INz =0 . Choisissons un relevement R de A dans (U) . Comme ¢ passe en un

~n+l

. ~
isomorphisme de i} sur lim(ﬁ7I ®A,), on en déduit un relevement R = RRA, de A
~ —

1 1
A o~ X
dans U . Soit C le commutant de R dans (U)" ; alors ¢ donne un isomorphisme de C
~ .
sur C , de sorte que C est encore commutatif ; par ailleurs, d'apres le lemme 1.5.,

. . ; ~ A
I est encore de poids maximal. D'apres 1'hypothese de récurrence, A(F/K) = O .

Mais il est clair que ¢ induit un diagramme commutatif

~
n n
~
F_é/..éF

. ~ ’ .
et que la fleche F_3F est un homéomorphisme. Donc A(F/K) = O .

b) IN z # 0 . On peut toujours choisir la suite (xl,...,xd) telle que X4 =2 -

Soit alors D € A(F/K), et écrivons

2 teeeet a I avec a, € F pourl < j<d.

D=a, —=—
1 axl d axd J

En écrivant que D(z) = O , on voit déja que a, = O . Supposons que D # O . Il existe

d
n o s
alors un unique n € Z tel que z D ait tous ses coefficients dans 1l'anneau local

N
c:Cz’ mais non tous dans ZQ:Z . Soit R' 1'image de R dans U' , C' le commutant de R'.

. A A A
D'apres le lemme 4.5.2., la suite exacte 0— Uz —5 U —U'—50 se restreint en
une suite exacte 0 —3Cz — C —C'—3 O . Cela entraine déja que C' est commutative,

et de plus que le corps résiduel de C en 1'idéal premier Cz est F' ,

4z n - : :
En considérant z D comme une dérivation de Cczrespectant zCC , on voit
z

qu'elle induit par passage au quotient une dérivation

9 o
D' = ai Bxi Fooot aé_l Bxé :

de F' (ou x5 est 1'image de xj dans C'), avec des a3 non tous nuls. Comme D est
nulle sur K , D' est en tous cas nulle sur le corps résiduel L de Z en 1'idéal pre-
mier zZ . Mais comme z est contenu dans un idéal rationnel de poids maximal, le

cor.6.2.3. s'applique et K' est une extension algébrique de L. Donc D' est encore
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nulle sur K' . Comme I' est encore de poids maximal dans U' , 1'hypothese de récur-

rence s'applique et on a D' = O , ce qui est absurde.

I1 faut donc que D = 0 , et le lemme est démontré.

6.3. Démonstration du théoreme . En supposant I de poids maximal dans U , on a a

démontrer que C est commutatif. On procede par récurrence sur la dimension de g
(notations 1.5.). Si dim g =1 , U est commutatif et il n'y a rien a démontrer ;

supposons donc dim g > 1 .,

\ o~
a) INz=0. D'apres le lemme 1.5., I est encore de poids maximal dans §f; et
comme on 1l'a vu dans la démonstration du lemme 6.2.5., en prenant un relévement R
~ ~ .
de la forme R@A1 sy ¢ donne un isomorphisme de C sur C . Pour un tel relevement, C

est donc commutatif, et comme on 1'a dit c'est alors vrai pour tout relevement.

A
b) IN Z_# o . Soit R' 1'image de R dans U' , C' le commutant correspondant ;
comme I' est de poids maximal dans U' , C' est commutatif par hypothése de récurren-

ce,

Comme on 1l'a rappelé dans la démonstration du lemme 6.2.5. on a une suite

exacte :

0-—»y» CzZ —y C — C' —> 0.

, n P N
Puisque 1l'intersection des idéaux Cz de C est réduite a O , pour montrer que C est
commutatif il suffit de montrer que chaque C/Czrl est commutatif ; on fait cela par
récurrence sur n . Pour n = 1 , c'est la commutativité de C' . Considérons le pas-

sage de nan + 1.

Comme C est integre (prop.4.5.1.), le gradué de C en 1'idéal Cz s'iden-
. - . — 2 - 20 s sz
tifie a C'[z], ou z est l'image de z dans Cz/Cz et z est algébriquement indépen-

1 —
dant sur C' ., Donc le C'-module Czn/Czn+ est libre de base (z)n .

Pour tout y € C , on définit Dy : C—» C' par la formule :

ad y(x) = Dy(x);n (mod Czn+1) .

Cela a un sens d'aprés ce que 1'on vient de dire et la commutativité de C/Czn .

Toujours d'apres la commutativité de C/Czn . Dy passe au quotient par Cz
en une dérivation de C'/k , notée de la méme maniere, puis se prolonge a F' en un
él1ément de A(F'/k). Il est clair que Dy est nulle sur Z/zZ, donc sur son corps de

fractions L , donc sur K' qui est une extension algébrique de L d'apres le cor.6.2.3.
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En d'autres termes, Dy € A(F'/K') ; mais alors d'apres le lemme 6.2.5. Dy =0, et

le théoreme est démontré.

§ 7 . RELATION AVEC H*(g/g , S/J) ; CAS DES ORBITES PLATES .

7.1, On note S 1'algebre symétrique de 1'espace vectoriel g, J 1'idéal de S défi-
ni par () ; on fait agir g sur S et sur S/J par l'action adjointe. On note G 1le
groupe algébrique défini sur k obtenu en munissant g d'une structure de groupe via
la formule de Campbell-Hausdorff. Alors G agit sur g et g* et on peut encore
considérer () comme une orbite de G dans g*. Soient P, Q, G(f) les sous-groupes de
G obtenus en restreignant la formule de Campbell-Haussdorff a P, a ,.g(f) respecti-
vement. Alors G(f) est le stabilisateur de f dans G , de sorte que la variété al-

gébrique () s'identifie a G/G(f).

Comme S/J s'identifie a 1'algebre des fonctions réguliéres sur () , le

al
g/q-module 5/J n'est autre que Inqb(g)AQ&VQ) k , dans les notations du § 2 de la

partie I (dont il est clair que la partie purement algébrique garde un sens pour un
corps de base de caractéristique O quelconque). D'aprés le lemme de Shapiro pour
1'induction algébrique (partie I, §2, n’s 2.2. et 2.3.) on a

H*(g/g, S/J) == H*(gff)/g,k). On peut donc encore énoncer la conjecture (C) sous la

forme suivante :
(C) "On a dim Hn(g/g,U/I) = dim Hn(g/g , S/J) pour tout n >0 "

On sait que la symétrisation est un isomorphisme de g-modules de S sur U
(pour 1'action adjointe sur U) ([13] ch.2 prop.2.10), mais qu'en général elle n'en-
voie pas J sur I ([13] ch.6 n 6.6.10 montre que c'est déja faux pour 1l'algébre
g, de r1s}). Pis encore, il y a des cas ou Hom (S/J,U/I) = Hom (U/1,S/J) = O , pour

certaines orbites de l'algébre par exemple (cf.[8]). En général la comparaison

9
=5,5
de U/I et S/J n'est donc pas facile ; ceci dit, on vient tout de mé&me de démontrer

ra s .
le théoreme suivant

Théoreme 7.1.1. Lorsque U/I == S/J , la conjecture (C) est vraie.

Corollaire 7,1.2, Lorsque 1'orbite () est plate (c'est-a-dire un sous-espace af-

. 3 s P : : sz
fine de g") , ce qui est équivalent au fait que g(f) soit un idéal dans g , la

conjecture (C) est vraie.

Démonstration : En effet, soit €ys+++se, une base de 9(f) . Alors I et J sont

d
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tous deux engendrés par les ej—f(ej), considérés respectivement dans U et dans S .

Par conséquent la symétrisation applique J dans I , et on a bien U/I = S/J .

7.2. Tout n'est pas dit pour autant en ce qui concerne les orbites plates. En effet,
1'isomorphisme ci-dessus ne nous dit rien sur les cup-produits. D'autre part, on
verra a la partie III, cor.2.3.2. que l'assertion de la conjecture (Cz) revient a
comparer 1'algebre C avec U(gﬁf))A , complété de U(g(f)) en 1'idéal défini par le
caractere if (dans le cas d'un corps de base quelconque, on peut par exemple rempla-
cer & par U®h kf , ou h est une polarisation en f , et if par f). Ce sont ces

questions que Eé me propose d'examiner dans la suite du paragraphe.

On suppose donc dorénavant que () est plate. On a alors g(f) = p , et je
garderai plutét la notation p . Soit A 1le caractere de Brdéfini par I (c'est-a-dire

A= f|p)’ et notons encore A la restriction de A a q . Soit n le noyau de A dans p .

On introduit les notations du n°5.1. On note P l'algébre enveloppante de p , PA

b z . . A s ’
1'image de P dans Uh y & le noyau du caractere de Pl défini par A , Pl le complété

a-adique de PA

Comme on 1'a déja dit, I est dans le cas présent engendré par les g-Aa(g),
pour & parcourant p (pour le voir, on peut passer au quotient par n , puis faire
une récurrence évidente sur la dimension). Soit p = e e e
une suite de Jordan-H8lder du g-module p , passant par g . Soit S ERRETL

=q D...0 =0
q By
2r ’

une base de g , ou les e 3 pour 1 < j < d forment une base de

Cors1? " 2rsd 2r+

.) . Pour

p adaptée a la suite de Jordan-H8lder . Soit x, = e . -A(e
= J 2r+j 2r+j

d'+l < j<d , les xj forment un systeme de générateurs pour le noyau de 1l'applica-
tion naturelle de U vers U . Notons de la méme fagon les images des e, et des x‘j

A
e p_ 2 % P Py
dans UK ; alors les mondmes e x = € cec® Xy eelXg, forment une base de 1'es-
r
pace vectoriel UX (cf. la démonstration du lemme 1.4.1.,). Dans cette écriture Pl

est la sous-algebre de U, engendrée par XyseeesX

A\ ar et a 1'idéal de P, engendré

A

Par XyjeeeyXg, o

Lemme 7.2.1, On a Ph n I; = 2? pour tout n € N .,

Démonstration : L'inclusion 2? [t Pl n I; est évidente, il s'agit de montrer 1'in-

clusion dans 1'autre sens.

On peut toujours supposer que la suite de Jordan-H8lder de g/g avec laquel-

le on travaille est plus fine que la suite centrale descendante

1 2
/q = C (p/a) DC (p/a) D ... D Cs(g/g) = 0 . Disons alors que xj est de poids k
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s'il est dans Ck mais non dans Ck+1 , et définissons de maniere évidente le poids

d'un mondme xB (noté |B|).D'aprés {34]prop.1 les mondmes de poids n forment une base
deg?modulo 3?+1.D'autre part, on a Il = Uh a , et comme a est stable sous l'action
adjointe de g , I; = Ul g? . D'aprés ce qui précede, les mondmes e xB avec a quel-
conque et B de poids > n forment donc une base du k-espace vectoriel I; . Par rai-

B

., sz s P . . a
son d'indépendance linéaire, une combinaison linéaire uaB e x ne peut &tre
avlﬁlzn

de la forme % vB xB que si et seulement si uaB = O pour ¢ # O ; d'ou le lemme.
B
D'apres le lemme, 1'application naturelle gr Rh"" gr U7L est injective ;
d'ailleurs il ressort de la démonstration que les images des monSmes x de poids n
. 1
dans In/In+1 forment une base du A-module a gauche In/In+ ; comme ils forment une
n 1
suite centralisante (cf.nol.z.) ils sont aussi une base de I /In+ comme A-module
a droite. En d'autres termes, 1l'application u®v —) uv (resp.w®u —» vu) est un iso-
morphisme d'espaces vectoriels (mais non d'algebres, en général !) de A®gr Pl
. A) s u, .
(resp. gr Pi& ) sur gr N

Proposition 7.2.2. L'anneau gr UA est integre et noethérien .

Démonstration : Tout d'abord, il est clair que gr P7L est integre et neethérien .

En effet, 1l'application qui a g € p associe E-A(E) se prolonge en un isomorphisme

de P qui applique 1'idéal d'augmentation sur le noyau de A ; on se ramene ainsi au
cas ou A = 0 , et d'apres [34] prop.l.1. le gradué de U(p/q) en 1'idéal d'augmenta-
tion s'identifie a 1'algebre enveloppante de gr(p/q), 1'algebre de Lie graduée asso-

ciée a la filtration de B/ﬂ par la suite centrale descendante.

Soit 9, = 929> .. 29, =RD ... 39-2r+d = 0 une suite de Jordan-
H8lder du g-module g prolongeant celle précédemment choisie pour P » et choisis-

sons e;,...,€ adaptés a cette suite. Pour O < j < 2r , soit Bj la sous-algebre

2r

de gr Ul engendrée par gr PK

l'action adjointe de ej définit une dérivation Dj de Bj , et a cause de la décompo-

et ej+1,...,e2r (avec B2r = gr PK)° I1 est clair que

sition gr UK = Pﬂ@A , on voit aussitét que Bj-l s'identifie a Bj,Dj [ej] dans les

notations de [13] ch.4 n°4.4.4., c'est-a-dire une algeébre de polyndmes sur B, avec
la relation [ej,b] = Dj(b) pour tout b € Bj . Par récurrence sur j a partii de
j=2r, Bj est integre et noethérien, et comme Bo = gr Ul s la proposition est
démontrée.

7.3. Voici une autre fagon de retrouver le cor.7.1.2. On veut calculer H*(g/q,A).

Pour cela,on considere la suite spectrale de Hochschild-Serre par rapport a 1'idéal
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p/q . Elle donne

et = #P(g/p , Bl (p/a ) ® &) =3 H'(g/a , N) .
D'aprés le théoréme 2.1.1. (i), avec g = p , ce qui donne ici d' = O & cause de la

platitude de 1'orbite, on a
J
Hi(g/p, M) =

Comme Hq(g/g , k) est un E/B module nilpotent de dimension finie, un argument de

longue suite exacte montre alors que
Ept =0 sip>0; dimE)" = dim H"(p/g,k) .

Donc la suite spectrale dégénere, et on a 1'égalité voulue au niveau des dimensions

(ce raisonnement se trouve déja dans [32]).

Mais cette démonstration nous dit d'avantage : elle nous permet aussi de
calculer le cup-produit. En effet, celui-ci n'est autre que le produit de 1'algébre
Ho(g/g , H*(B/g , k)RA), considérée comme sous-algebre (de dimension finie) du pro-
duit tensoriel H*(g/g ,K)® A .

°
De meme, on a remarqué au n 7.2. la décomposition gr U, =gr P,®\ ; considérant

A A

gr Pl comme Q/B—module via 1'action adjointe, ceci est une décomposition de g/p-mo-

dules, d'ou
gr C = Ho(g/g , gr Pﬁ@A)

C'est encore une apparition du méme foncteur V.;,Ho(g/g , VRA) de la catégorie des

g/g—modules nilpotents de dimension finie vers la catégorie des k-espaces vectoriels.

Cette fois, il est un peu plus difficile de reconstruire le produit sur

gr C , vu que gr UA n'est pas produit direct des algebres gr PA et A, mais seule-

ment une espece de "produit semidirect" . Je ne le fais pas ici.

Rappelons qu'on appelle série de Hilbert d'une algébre graduée B = @ B
n€EN
de type fini sur k la série formelle a coefficients entiers positifs

-]
5 (dim Bn)tn . Pour 1'algébre gr PA on a
n=o

1
dim 2?/an+

=4 {(Bl,...,ﬁd')|klﬁl+...+kd,Bd, =n} ou kj est le poids de X, (dans
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les notations de la démonstration du lemme 7.2.1.).

Proposition 7.3.1. Les algebres gr C et gr Px ont méme série de Hilbert.

Démonstration : Le foncteur V-_a-Ho(g/g , V@A) conserve les dimensions.

Remarque 7.3.2. Les méthodes ci-dessus donnent un procédé d'application purement
mécanique permettant de "déformer" H*(B/g ,k) en H*(E/Q,A) et gr PX en gr C ; on

en verra un exemple (tres simple) au n°8.3. Les effets de cette déformation peuvent
étres assez violents ; on peut par exemple passer d'un gr Pl commutatif a un gr C

non-commutatif.

N A :
I1 est d'autant plus remarquable que C soit isomorphe a P7t lorsque 1'orbite
plate () est de dimension maximale (démonstration du cor.6.1.2.). Cela impose des

restrictions tres séveres a l'action de g/p sur p pour une telle orbite.

I1 résulte de la prop.7.2.2. que 1'anneau gr C est integre et nethérien
pour une orbite plate ; c'est vrai aussi pour une orbite de dimension maximale, mais

je ne sais pas si cela reste vrai pour une orbite quelconque.

La description de C lui-mé&me est un peu plus compliquée, a cause de 1'absen-

A
ce d'une action naturelle de g/g sur UK .

§ 8 EXEMPLES.

8.1. Algebres de Heisenberg.

Soit g 1'algebre de Lie de dimension 2n + 1, de base XypeeerX
YyseeesY 92 5 dont les crochets non nuls des éléments de base pris dans cet ordre

sont [xj,yj] =zpour j = 1,.0.,n .

Les orbites coadjointes sont les hyperplans f(z) = A pour A #¥ O dans k , et
les points de 1'hyperplan f(z) = O .

I1 est clair que pour ces algebres les conjectures (C), (Cl), (Cz) sont
vraies : pour les orbites de domension O c'est trivial ; les autres sont de dimen-
sion maximale, et on leur applique le th.6.1.1., Bien entendu, dans un cas aussi
simple, on peut en fait tout faire a la main. Si on prend par exemple 1'orbite
d'équation f(z) = 1 , on constate que A se releve déja dans Uz c i} ; en effet si pj
(resp.q.) est l'image de x, (resp.y,) dans A , ils forment un systéme de générateurs

J . g3 -1
canoniques et on 2bt1ent un relevement par-ies formules pj_, xj R qj._,yj z (si
on se place dans U , on exprimera plutét z en série entiere par rapport a

(z-1) € I) . On en déduit que l'orbite en question est réguliere au sens de [17]
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n’6.1. (cf.n’ 8.2. ci-dessous).

Onag(f) =p=2z.5ionprendg = z, Ul = A et il n'y a plus rien a dire.
Si on prend g = 0 , C est 1'algebre des séries formelles en (z-1), puisque z-1 est
un élément central engendreant I . On a dim Ho(g,A) = dim Hl(g,A) =1, les Hj étant
nuls pour j > 1 .
On voit d'ailleurs facilement par récurrence sur la dimension que si g a des orbites
hyperplanes de dimension > O , et si 2z est une base de E_(qui est de dimension 1

dans ce cas), Uz est une algebre de Weyl sur Zz ; 11 en résulte que tout se passe

pour les orbites hyperplanes comme dans le cas des algébres de Heisenberg.

8.2.0rbites réguliéres.

Suivant [17] n’ 6.1, on dira qu'un idéal premier r de Z

est régulier,si 1'algebre u_ = U®ZZr est une algebre de Weyl sur z_ . On voit faci-

lement que les idéaux réguliers forment un ouvert de Zariski dans Spec Z , non-vide
puisque O est régulier ([13] ch.4 n°4.7.17. avec P = 0). Si r est un idéal premier
régulier, il existe un unique idéal premier P de U tel que r=PANZ;

on dira encore qu'un tel P est régulier. Il est clair que tout idéal premier

régulier de U a mdme poids que O , c'est-a-dire est de poids maximal.

I1 n'est pas vrai que tous les idéaux rationnels de poids maximal soient
réguliers (cf.[29] prop.6.5.). C'est bien dommage, car pour les idéaux réguliers,
on peut déjé relever A dans Ur avec r =1 NZ, idéal maximal de Z , et alors le
commutant est Zr , dont la commutativité est évidente. Dans ce cas, C n'est autre
que le complété_ifadique de Z , I est engendré par des éléments centraux, et toute
la situation se simplifie notablement.

8.3. Cas de l'algébre 955
?

I1 s'agit de l'algébre de Lie de dimension 5 de base
el,...,e5 dont la table de multiplication est la suivante

[el,ez] = e, [el,eh] = e [ez,ejj = e5 .

5

(on donne le crochet rei,ej] seulement pour i < j et seulement s'il est # 0) ; cf.

[15] .

Les suites centrales descendantes et ascendantes de g sont

C%g = ke[t + kes, 032 = ke5 .
z(g)= ke5 , -212(-9-) = ke3 + ke, + ke5 .

Les orbites coadjointes de g sont toutes plates. Soit f € g# ; si f(e4> = f(es) =0,
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f est un caractere. Si f(es) =0, f(eh) # 0 1l'orbite de f est plate de dimen-
sion 2 ; si f(eS) # 0, l'orbite de f est un hyperplan.

On s'intéresse aux orbites de dimension 2 . L'algebre quotient _g/ke5 est
le produit direct d'une algebre commutative ke3 et d'une algebre de Heisenberg

ke1 + ke2 + ke4 (on identifie les ej a leur image dans le quotient). Par conséquent

les orbites en question ont pour équation f(e3) = cte , f(e4) = cte. # 0 ;

g(f) est toujours ke3 + kek + ke5 ; c'est un idéal commutatif de dimension 3 de g .

Prenons par exemple f = ez , et déterminons 1'algebre H*(QJU/I) et le com-
mutant C par les méthodes du § 7 (on prend g = O , le cas g # 0 étant trivial).
L'algebre H*(g(f);k) est une algebre extérieure engendrée par les générateurs
eg , ez , e , et 1'algebre P est une algebre de polyndmes ; on prend ici la suite

centralisante X) = €5, X, = € -1, x_=e pour engendrer I , et on a donc

3 3 5
P = -1 .
k[eB,eh ,es]
Soit p (resp.q) 1l'image de e (resp.ez) dans A ; on obtient des générateurs

canoniques de 1'algebre de Weyl A = Al(k).

L'action de g/g(f) sur g(f) et g(f)* est donnée par :

e1(e4) e ez(ej) = e

5

I 3+ 3
el(es) = - e ez(es)

n
]

1'action étant nulle sur les autres éléments de base.

U 1
On en déduit une base pour les invariants de H (g(f),k)®A :

3¢ 3* 3, 3¢ L
ej@l , ed®1 , e§®1 - ej&p + ehgq

(remarquer que si @ est un élément de Hn(g(f),k) on obtient un invariant de

Hn(g(f),k)em par la "formule de Taylor"

a B
(0P (P eyl L)
2 a! B!
a,p
De méme, on a les bases d'invariants :
3 3# 3 LR 3 3 3¢ 3¢
1 1
93A84® . e3/\e5 ®R1 + eBAel*@q y €A e5 ®1 + eBAe4® P

pour Hz(gff),k) ® A, et
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e;‘l\e::/.e'); pour Hj(g_(f),k)® A,
1
Sia , ay 5 o4 est la base de H , les cup-produits de ces éléments sont donnés
par :

a1Ua2= —aZUa1=e§Aej:®1

oy Ua3= a3ua1 e§/\e§®1+e§,\e-;:®q
a2Ua3 = -aBUa2= e’ZAe?@l + e-;/\e-z@p

ay Uy =a,Ua, =0; ay U ay = - eg'Aez #0 .

En particulier, la non nullité de a3 |\l @, prouve que H*(Q!A) n'est pas une algebre

3

extérieure ; cela entraine que 1'algébre C n'est pas commutative, donc non-isomor-
‘ . A

phe a 1l'algebre P , et comme on le verra plus en détail dans la partie III, on dé-

duit de cela que la conjecture (Cz) est fausse pour ces orbites., Il n'est pas diffi-

cile de donner d'autres exemples analogues.

Passons a 1'étude de C . On a une base d'invariants de g/g?@m en prenant :

=§1®1 +;3®p t. = x® -x® t.=x®1

t 2 = %3 3 3773

1

= 2
ou xj est 1'image de xj dans a/a” (notations 7.2.)

: 2
Donc gr C = kttl,tz,tB] avec la relation [tl,t2] = t3 o t3

pris dans cet ordre sont algébriquement indépendants dans gr C , on peut par exemple

(pour voir que tl, t

appliquer la prop.7.3.1.). On retrouve bien le fait que gr C (donc a fortiori C)

n'est pas commutatif.

. A
On obtient un relevement de A dans U par les formules :

A T
«©
. - A
(ou 1'on note e[*1 1'élément § (—1)k (el‘t-l)k de U) .
k=0

. A
On identifie dorénavant p et q a leurs images dans U .,

A
On note Dp (resp.Dq) la dérivation ad p (resp. ad q) de U . La procédure pour cons-

truire le commutant est maintenant la méme que dans le gradué. On a :

Dp(eB) =0 . Dq(e3) = e
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-1
Dp(elt-l) = e[t e5 Dq(el*—l) =0 .

-1 1.3....(23'-3)9;25i+1 e pour j > 2.

J _ J
Dp(eh-l) = (-1)

D'ou les éléments de C

1 3 5

- > 1 . -2j+1  j
X, = e4-1 -q e, e5 -j§2 ET 3...(25-3) A e5
*3 = %

. . . s N
qui forment une suite centralisante réguliere engendreant m .

Avec une convention de notation évidente, on peut encore écrire :

1
-2 2
X, = = 1+ 94(1-2q e, e5)
1
-1 2 -2 T2 -1 2
i . = 1- = i
On trouve la relation : [xl,le e, ©5 ( 2qeh e5) (1+x2) x; ce qui donne

une description compléte de 1'algebre C .
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PARTIE III

DESCRIPTION DE CATEGORIE Ext(E )

§ O . CONVENTIONS
0.1. G-modules.

Soit G un groupe topologique séparé. Un G-module E est un espace locale-
ment convexe séparé (en abrégé ELCS) sur € , muni d'une action de G telle que 1'ap-
plication (g,x)__? gx soit continue de G X E dans E . Si E et E' sont deux G-modu-
les, on note Hom(E,E') (resp. HomG(E,E'» 1'espace des applications linéaires conti-
nues de E vers E' (resp. celles qui commutent a l'action de G), muni de la topo-
logie de la convergence compacte. Tout sous-espace vectoriel d'un ELCS sera muni de
la topologie induite, et tout quotient de la topologie quotient (sauf mention du

contraire).

On note ModG la catégorie des G-modules, ou les morphismes sont donnés par
les espaces HomG(E,E') ; c'est manifestement une catégorie additive. Soit u
E —» E' un morphisme ; il est clair que Keru est un noyau pour u dans la catégorie

Mod et on vérifie sans mal que E'/Imu (quotient de E' par 1'adhérence du sous-

G ’
espace vectoriel Imu) est un conoyau pour u(cf. par exemple [31] ch.8). Ainsi Mod

est une catégorie additive avec noyaux et conoyaux, donc avec images et coimages ;
comme 1l'image de u dans la catégorie ModG est 1'adhérence Imu de son image

"algébrique" (i.e. dans la catégorie des espaces vectoriels sans topologie) on gar-
dera la notation Imu . Bien entendu ModG n'est pas une catégorie abélienne en géné-

ral.

0.2. Suites de composition fortes.

On dit qu'une suite exacte de G-modules O3 E' — E.— E" — O est forte,
si la suite exacte d'ELCS sous-jacente est scindée. Alors E s'identifie comme ELCS
a la somme directe E' @ E" ., On exprimera cette condition en disant que E' est to-
pologiquement supplémentable dans E .
De méme,on dira que E = En o) En-l D oeee D E1 ) E0 = O est une suite de composition
forte du G-module E si chaque Ej-l est un sous-module de E, , fermé et topologique-

ment supplémentable dans Ej . En particulier, E s'identifie comme ELCS a la somme

n
directe o

E./E, .
j=1 J/ j-1
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0.3. Equivalences de catégories (cf.[31] ch. & § 4) .

Sauf mention du contraire, un foncteur T : C—y C' entre deux catégories
additives C et C' sera toujours supposéadditif. On dit que T est une équivalence
de catégories s'il existe un foncteur T' : C' — C tel que T'T == 1C s T'T == 1C' ou
1C (resp.lc') est le foncteur identité de C (resp.C').

Disons que T est fidele (resp. pleinement fidéle) si pour tout couple
(X,X') d'objets de C 1l'application HomC(X,X')——q HomC'(TX,TX') donnée par le
foncteur T est injective (resp. bijective). Disons que T est essentiellement sur-
jectif si tout objet Y de C' est isomorphe a un objet de la forme TX avec X objet

de C . On a alors la proposition suivante :

Proposition 0.3. ([31]ch.4 §4 th.1) Un foncteur T : C—» C' est une équivalence de

catégories si et seulement si il est pleinement fidele et essentiellement surjectif.

§ 1 LES CATEGORIES Ext(g).

1,1, Soit G un groupe topologique séparé, et € un ensemble de G-modules. On suppose

vérifiée la condition suivante :

(S) Soient E,E' dans & . Alors HomG(E,E') =0 si E#E', et tout élément non nul de

—_—

HomG(E,E) est_inversible.

(Cette condition entratne en particulier que les éléments de £ sont indécomposables

et deux a deux non isomorphes).

Par analogie avec [25] on note Ext(€) la sous-catégorie pleine de ModG dont

les objets sont les G-modules qui admettent wune suite de composition forte :
V=V DOV D e DV, DV =0
n n-1 1 o

dont chaque sous-quotient Vj/vj-l appartient ae ’ a isomorphisme prés.

On dira qu'une telle suite est une suite de Jordan-H8lder de V (relativement

a €). Cette appellation est justifiée par le corollaire au lemme suivant :

Lemme 1.1.1, Soient V un objet de Ext(€), E € € et u € HomG(E,V). Alors u(E) est

fermé et topologiquement supplémentable dans V , et si u # O , V admet une suite

de Jordan-H8lder commengant par u(E) (i.e. telle que V, = u(E)).

Démonstration : On peut supposer u # O . Partons d'une suite de Jordan-HYlder

V = Vn D Vn_1 DeesD V1 D Vo =0 de V. Soit j 1le plus petit indice tel que
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u(E) cV, , et p la projection de V, sur V _/V, . Alors pu € Hom _(E,V /V, ) et

3 3 RENESS _ G RENESS
comme il est non nul il est inversible. Soit s = u(pu) ; c'est une scission pour
p, de sorte que Vj s'identifie a Vj_1 @ s(Vj/Vj_l) = Vj ) u(E), topologiquement
et comme G-module. En particulier u(E) = Ker(l-sp) est fermé et topologiquement

supplémentable dans Vj , donc dans V ; et il est clair que

s \Z cee v VvV =V
0 c u(E) c u(E) @ v, © c u(E) @ Vj_1 c 41 c cV.1SV,
est une suite de Jordan-H8lder de V commengant par u(E), d'ou le lemme.

Corollaire 1.1.2. Soit V un objet de Ext(€). Toutes les suites de Jordan-H8lder

de V relativement a £ ont méme longueur, et mdmes sous-quotients Vj/vj 1 ,.é_

.
1l'ordre pres .

Démonstration : Supposons le corollaire démontré pour tous les objets V admettant
une suite de Jordan-H8lder de longueur < n , et démontrons-le lorsque V admet une

suite de Jordan-HYlder de longueur n , soit V = Vn o) Vn D ..o DV, D Vo =0 .

-1 1

Soit V = V; ) Vé D .. DV D V; = O une autre suite de Jordan-H8lder de

1 1
V relativement a £ . Alors d'apres la démonstration du lemme 1.1.1,, il y a un in-

dice j € {1,...,n} tel que vy o= Vj/vj—l ; et V admet une suite de Jordan-H8lder

V=V>oy" D e DV DV" =0, de longueur n et commengant par V! . En outre
n n-1 1 o 1

on voit aussitdé4t que les sous-quotients Vg/V; 1 pour i = 2,...,n ne sont autres

que les Vk/Vk_1 pour k = 1,...,j-1, j+1,...,n . Appliquant le corollaire a

V/Vi = V/V{ on en déduit que n-1 = m-1, donc n = m, et que les sous-quotients

' [ i N [ &
Vk/vk-l et Vk/vk—l sont bien les mémes a 1'ordre pres.

On appellera longueur de V (relativement a g) la longueur d'une suite de
Jordan-H8lder de V .

Remarque 1.1.3. Le G-module V peut trés bien admettre d'autres suites de composi-
tion, éventuellement de longueur infinie (en particulier les éléments de € peuvent
ne pas &tre irréductibles) ; mais les sous-quotients d'une telle suite ne pourraient

pas tous appartenir ag.
1.2. Démontrons maintenant le résultat suivant :

Théoreme 1.2.1. La catégorie Ext(g) est abélienne.
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1.2.2. Lemme 1.2.2. Soient V, V' deux objets de Ext(€), u : V— V' un morphisme.

Alors V' admet une suite de Jordan-HYlder passant par u(V) (i.e. dont 1'un des V!
—_—

est égal a u(V)). En particulier, u(V) est fermé et topologiquement supplémentable

dans V' .,

Démonstration : On procéde par récurrence sur la somme des longueurs de V et de V',
Si V=0, il n'y a rien a démontrer. Sinon, soit V=V SV D...2V, 2V =0
’ n n-1 1 o

une suite de Jordan-H8lder de V . Si u(Vl) = 0 , u se factorise par V/V1 qui est
évidemment un objet de Ext(€), et on applique 1'hypothese de récurrence. Si u(Vl)#O,
d'apres le lemme 1.1.1., V' admet une suite de Jordan-H8lder
Vi = V! DV!' . D .,..DVI>DV'=0 commenggnt par u(V,) (qui est donc fermé et

m m-1 1 o 1
topologiquement supplémentable dans V'). Soit v : V. V'/Vi la composée de u
avec la projection canonique. D'aprés l'hypothése de récurrence, V" = V'/Vi admet

une suite de Jordan-H8lder V" = V; g2 2 V; o} Vg = 0 passant par v(V) ; 1l'ima-

ge réciproque dans V' de cette suite de Jordan-H8lder répond a la question.

1,2.3. Passons a la démonstration du théoreme. Il est clair que Ext(g) est une

sous-catégorie additive de Mod. (cela consiste a vérifier qu'elle est stable par

somme directe). Pour voir que gxt(&) est une catégorie avec noyaux et conoyaux, il
suffira de vérifier que si V et V' sont deux objets de Ext(g), et u : V—3V' un
morphisme, le noyau et le conoyau de u vu comme morphisme dans ModG s, sont dans
Ext(g) ; pour démontrer le théoreme, il faudra enfin vérifier que le morphisme

u : V/Ker u— Im u induit par u est un isomorphisme.

L'assertion sur le conoyau est une conséquence immédiate du lemme 1.2.2.
Montrons que Ker u est dans Ext(€), toujours par récurrence sur la somme des lon-
gueurs de V et V' ., Supposons V # O , et soit V = Vn o) Vn g D2 V1 o) V° = O une

suite de Jordan-H8lder de V . Si u(Vl) = 0 , u se factorise par un morphisme u' :

V/Vl.__;V' , et on a une suite exacte forte

O—,V1 — Ker u ._,Keru’_>0.

D'ou le résultat par hypotheése de récurrence. Si u(Vl) # 0 , on choisit comme dans
le lemme 1.2,2., une suite de Jordan-H8lder V' = V; o} Vé_l D eee D Vi oo} Vé =0 de V!
commengant par u(Vl), et on note v la composée de u avec la projection canoni-

u-l(Vi) est dans Ext(g).

que V'...;V'/Vi . Par hypothese de récurrence, Ker v
Soit P 1'isomorphisme inverse de 1'isomorphisme Vl-_,Vi induit par u . Alors
Bu :Ker v __,Vl est une rétraction a 1'injection canonique de V1 dans Ker v , de

noyau Ker u ; en d'autres termes, le G-module Ker v s'identifie a la somme directe
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Ker u@ V, , et notre assertion est démontrée. Donc Ext(€) est une catégorie additive
avec noyaux et conoyaux.

Supposons que Ker u = Coker u = O, et montrons que u est un isomorphisme.
Cela entraine déja que u est une bijection de l'espace vectoriel V sur
1'espace vectoriel V' , a cause du lemme 1.2.2. ; plus précisément, si
V = Vn o} Vn-l D eee D V1 ) Vo = 0 est une suite de Jordan-HYlder de V , 1'applica-
tion du lemme a chaque V., , avec V' = u(Vj+1), montre que

V' = u(V) o u(Vn 1) D ..o D u(Vl) o) u(Vo) = 0 est une suite de Jordan-H8lder de V'.
A cause des décompositions de V et V' en sommes directes topologiques

n n
V=& V.,/V. s, VU = @ u(v,)/u(Vv, 1) , il est clair que u est un homéomorphis-
g 4 gt i1 J j-
J= J=
me de V sur V' , Mais on vérifie immédiatement que 1'inverse d'un G-morphisme
topologiquement inversible est encore un G-morphisme, donc u est bien un isomor-

phisme.

1.2,4., Remarque 1.2.4. Il ressort de ce qui précede, notamment du lemme 1.2.2.,
que tous les morphismes de la catégorie Ext(€) sont forts au sens de [24]ch.III
appendice D déf.D.1. ; si u : V_—5V' est un tel morphisme, cela veut dire que Keru
est topologiquement supplémentable dans V , que Im u est fermé et topologiquement
supplémentable dans V', et que u V/Ker u —3Im u est un isomorphisme. En particu-
lier toute suite exacte 0 —5V'— V5 V" —30 de G-modules dont les trois termes

sont des objets de Ext(f) est automatiquement forte.

1.3. Cas des groupes de Lie.

1.3.1, Supposons maintenant que G soit un groupe de Lie avec un nombre fini de
composantes connexes, d'algébre de Lie g , et que les éléments de € soient des
G-modules C° de Fréchet (i.e. dont 1'ELCS sous-jacent est un espace de Fréchet).

On va donner une description de la catégorie Ext(€) en termes d'algébres de Lie .

Soit K un sous-groupe compact maximal de G . Notons Modg K la catégorie
e

des espaces de Fréchet munis d'une action de g par endomorphismes continus, et en
outre d'une action ¢ de K s compatible au sens usuel avec l'action de g . Les mor-
phismes de la catégorie sont les applications linéaires continues commutant aux
actions de g et de K (si G est connexe, il suffit de le vérifier pour 1l'action de gp.
Par abus de langage, on appellera g-module un objet de MOdg,K (1'appellation (g,K)-
module risquant de pr&ter a confusion). -

Disons qu'une suite exacte 0 —3V' 5 V5 V"' 50 de g-modules est forte,
si elle est scindée sous l'action de K ; en fait il suffit pour cela qu'elle soit

scindée en tant que suite d'espaces de Fréchet ([24]ch.III § 2 prop.2.2.). On défi-

nit de maniére analogue la notion de suite de composition forte d'un g-module.
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1.3.2. Notons provisoirement Ext(G,) la catégorie définie a partir de & au n°1.1.,

et Ext(g,8) la sous-catégorie pleine de Mod dont les objets sont les g-modules

LK .
V admettant une suite de composition forte V = Vn j} Vn-l Dee D V1 o) V° =0 ou

chaque sous-quotient Vj/V:j 1 est isomorphe a un élément de € , considéré comme

g-module.

I1 est clair que tout objet de Ext(G,&) définit un objet de Ext(g,£) par
dérivation, et restriction a K, de 1'action de G . Montrons que le foncteur ainsi
obtenu est une équivalence de catégories (cf.nOO.B.). I1 est clair que c'est un

foncteur pleinement fidéle, puisque HomG(V,V') = Hom.g K(V,V') quels que soient les
b

G-modules C” de Fréchet V et V' (cf.[24] ch.III § 7 cor.7.6. par exemple, avec

n = 0) ; reste a voir qu'il est essentiellement surjectif.

Soit V un objet de Ext(g,&) ; il s'agit de montrer que 1l'on peut munir
V d'une action C° de G qui redonne 1'action de g par dérivation, et celle de K
par restriction. Il est clair que 1'on peut démontrer dans Ext(g,£) 1'analogue du
cor.1.1,2., ce qui permet de raisonner par récurrence sur la longueur de V ., Le cas
ou V est de longueur 1 est immédiat, puisque par hypothése tous les éléments de €
sont des G-modules. Supposons V de longueur > 1 . Soit V = Vn o} Vn_ID...:NI:Wo =0

une suite de Jordan-H8lder de V , et considérons la suite exacte forte :

(1) 0_.___.,\/1 —_— V—» V/V1 —> 0.

Par hypothese de récurrence, Vlet V/V1 proviennent de Ext(G,€). Or la dif-
férentiation des cocycles donne une bijection entre les l-cocycles Coo sur G, nuls
sur K, a valeurs dans Hom(V/Vl,Vl), et les éléments de Zl(gJK,Hom(V/Vl,Vl) .
([24]ch.III §7 prop.7.4.). Vu la réalisation de V a 1'aide d'un l-cocycle relatif
a valeurs dans Hom(V/Vl,Vl) qui résulte du choix d'une scission de la suite exacte
(1), on en déduit que V provient aussi d'un G-module ; d'ou 1'équivalence de caté-

gories entre Ext(G,€) et Ext(g,€).

§ 2 CAS DES GROUPES NILPOTENTS.

2.1, Replagons-nous dans la situation de la partie I (cf.introduction). Dorénavant,
G est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe, (E,n) une représentation uni-
taire irréductible de G . Soit g un idéal de g contenu dans le noyau projectif de
n (cf. partie I n°1.1.) et Q1 le noyau du caractére de Q de différentielle if (ou
Q désigne le sous-groupe analytique de G d!' algébre de Lie g} ; noter que si

£0 Q1 n'est pas connexe, et que Q1 agit trivialement dans E . On consideére

flS

la catégorie Ext(G/Ql,e) obtenue en prenant pour € 1'ensemble réduit au seul
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élément Em(cf.n°1.1.), que 1'on notera simplement Ext(G/Ql,Em).

En plus des notations de 1'introduction générale, on introduit celles de la
. A
partie II , n"4.6. On note R un relévement de A dans U s C le commutant de R dans

A h . z . .
Ux ; d'apres le lemme 4.4.2, de la partie II, on a une décomposition :

A A
(2) Uy = RRC

On sait d'aprds des résultats généraux de Gabriel (cf.[16], [16']) que
toute catégorie abélienne dont tous les objets sont de longueur finie est équiva-
lente 4 une catégorie de modules de longueur finie (avec une condition topologique
en général) sur un anneau topologique séparé complet convenable. Le théoréme sui-
vant précise cet anneau dans le cas de la catégorie Ext(G/QL,Em). La démonstra-

tion fait 1'objet du ne2.2,.

Théoreéme 2.1.1. La catégorie Ext(G/Ql,Ew) est équivalente a la catégorie des C-

modules de longueur finie, via l'application W 3 E ® W qui a tout C-module de lon-
(-]

A . .
gueur finie W associe le ﬁx-module EeD ® W (sur lequel UK agit grdce a la décompo-

sition (2)).

Dans cet énoncé, on a utilisé la description de la catégorie Ext(G/Ql,Ew)
en termes d'algebres de Lie (cf.n’1.3.). On remarquera que Q/Q1 est 1'unique sous-
groupe compact maximal de G/Q1 ;3 donc g agit scalairement sur les objets de
Ext(G/Ql,Em) par le caractere ifl (qui est justement le A servant a définir Ul) .
Cela fait que 1'on peut encore définir Ext(G/Ql,Em) comme la catégorie des espaces
de Fréchet V munis d'une action de U, par endomorphismes continus, et admettant une

A

suite de composition forte V=V DV 5.0V, DV =0 a sous-quotients V _/V,
n n-1 1 o i’ i1

tous isomorphes aE ; comme chaque objet de Ext(G/Ql,E ) est annulé par une puis-
(-] ©
sance de IA , on pourra de fagon équivalente le considérer comme ox-module.

Corollaire 2.1.2. Si 1'orbite coadjointe associée a n est de dimension maximale

(dans g/q N n , Oﬁ.ﬂ est le noyau de n dans g), la catégorie Ext(G/Ql,Em) est équi-

valente a la catégorie des g(f)/gfmodules de longueur finie a sous-quotients simples

triviaux, et gff)/g est_commutative.

Démonstration : D'apres la démonstration du cor.6.1.2 de la partie II , 1'algebre
C est dans ce cas isomorphe a une algébre de séries formelles en d' indéterminées,
ou d' est la dimension de g(f)/q ; et d'apres [13] ch.l prop.1.11.10. g(f)/q est

commutative dans ce cas.
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Remargue 2.1.3. On ne gagne rien en remplagant & = {E } par e = {E ; E€ Gl} ou
G)\ désigne 1'ensemble des classes de représentations unitaires irréductibles de G
ou q agit par le caractére A . En effet, d'aprés le th.3.1. de 1la partie I la caté-
gorie Ext(G/Ql,e) est somme directe & Ext(G/Ql,Ew) .

EGG)‘

2.2, Démonstration du théoreme.

Soit V un objet de Ext(G/Q ) D'apres la remarque 5.4.2, de la partie I
on peut réaliser la représentation =x dans un espace L (R ) de telle sorte que E
s'identifie a 1'espace A(JR et A a l'algebre de tous les opérateurs dlfferen—
tiels a coefficients polynomiaux, agissant sur zﬁ(m’") par son action naturelle.
D'apres la partie II , prop.3.1. on a H*(A,Hom(Em,Em)) =~ H*(E/E_,Hom(Ew,Ew)), oun
est 1'algebre de Heisenberg de dimension 2m+l, z son centre. Comme 1l'action de n
sur Em correspond a une orbite hyperplane, on a H (n/z Hom(E E )) = 0 pour n > O

(partie II,th.2.1.1, (i) par exemple) ; en particulier, H (A, Hom(E E )) =0 .

I1 en résulte que sous l'action de R, V s'écrit an ® W ou W est un C-espace
vectoriel de dimension finie, et ou R agit sur le premier facteur. Comme de plus
HomA(Ew,Em) =T, ona HomR(V,V) = Homc(h’,w), ce qui entratne que dans 1'écriture
Em®w l'algébre C agit sur le deuxieme facteur ; en d'autres termes, W est muni
d'une structure de C-module de longueur finie. Cela montre que le foncteur

W—oE ® W est essentiellement surjectif.
@

Par le m@me raisonnement, on voit que si V = E‘m @WetV'=E W', ona
Lo
Hom (V,V') = Homc(w,W'), ce qui exprime que le foncteur W_;Ew ® W est pleinement

fidele, et donc finalement une équivalence de catégories (cf.n°O.3.).

2.3. Reformulation de la conjecture (Cz).

Soit l/.l\(g(f)/g) le complété de 1'algebre enveloppante de g(£f)/q en 1'idéal
d'augmentation a . Alors la catégorie des g(f)/g—modules de longueur finie a sous-
quotients simples triviaux s'identifie a la catégorie des ﬁ(g_(f)/g)-modules de lon-
gueur finie. D'apres le théoreme 2.1.1., il s'agit donc dans la conjecture (Cz)
convenablement modifiée pour tenir compte de 1'idéal q de comparer la catégorie des

A
C-modules de longueur finie et la catégorie des U(g(f)/g)-modules de longueur finie.

Lemme 2.3.1. Soit 2 (resp.2') la catégorie des C (resp.ﬁ(g_(f)/a))-modules de

longueur finie. Alors les catégories 2 t 2' sont équivalentes si et seulement si

les algebres C et U(g(f)/g) sont isomorphes.
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Démonstration : Soit F : 2 —3yC' une équivalence de catégories. Soit @& 1la sous-
catégorie pleine de 72 fermée des C-modules de longueur finie annulés par m
(rappelons que m désigne 1l'unique idéal maximal de C), et définissons de méme AN
Si on note s(W) le socle d'un objet de @ (c'est-a-dire la somme de ses sous-modu?es
irréductibles), et par récurrence sur n sn(W) 1'image réciproque dans W du socle
de W/sn—l(w), on voit facilement que C% est formée des objets W tels que W = s (W)
(par exemple,&1 est la sous-catégorie des objets semisimples de® .). On en déduit

que F applique C'/n dansf}t'l-."

Soit In le C-module HomE(C/EP,E), ou C agit a partir de son action a droite
sur C/E? . Comme Ch s'identifie a la catégorie des C/E?-modules de longueur finie,
vue comme sous-catégorie de ¢, In est un objet injectif dans la catégorie ch ;
avec l'injection canonique E.__,In provenant de l'augmentation de C/mﬁ N In est une

enveloppe injective du module trivial.

Soit I; 1'objet analogue construit dans la catégorie n' . Lorsque n par-
court les entiers > 1 , les F(In) (resp.les I;) forment un systeme inductif dans

1

. . . . . N n+
¢' (les inclusions proviennent des surjections canoniques C/E B — C/E? (resp.

ﬁ(g(f)/g)/g?+1-—_) ﬁ(g(f)/g)/g?). Construisons un isomorphisme (q;n)n du systeme

>1

inductif F(In) sur(IA). Comme I, = € est irréductible, F(Il) est irréductible, et

comme ' a un unique objet irréductible a isomorphisme pres, il y a un isomorphis-
. v . . . .

me ¢, : F(Il)-—9 I1 C . Supposons ¢n donné, et construisons Pt En composant

?n avec l'injection canonique Ié,_9.1é+1 , on obtient un diagramme :

0 — 5 F(I) — 5 F(I_ )

]
In+1

1ou . ' ini ivité ' [}
dloug 4 : F(Im_l)-——_.)In+1 par injectivité de I! , dans ¢ ; - Noter que

s s s . .
F(In+1) est une enveloppe injective dans 1 de son socle F(Il) j donc ¢ 4 est

injective puisque ¢1 1'est, et comme toutes les enveloppes injectives sont isomor-
phes, F(In+1) a méme longueur que F(In), c'est-a-dire méme dimension sur € , ce qui

entraine que ?n+1 est un isomorphisme.

Pour conclure, il suffit de remarquer que 1l'action a gauche de C/EP sur lui-
méme induit un isomorphisme de 1'algebre (C/E?)o opposée a C/E? sur Endc(In). A
£a . . . . o
l'aide de F et des ?n on en déduit un isomorphisme de 11m(C/E?) sur

iimfﬁ(gﬁf)[g)/g?)o, donc finalement de C sur G(gﬂf)[g).

L'assertion dans 1l'autre sens est évidente.
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Corollaire 2.3.2. L'assertion de la conjecture (Cz) est équivalente a la suivante

(Cé) L'algebre C est isomorphe a 1'algebre ﬁ(gﬂf)/g).

Corollaire 2.3.3. La conjecture (Cz) implique la conjecture (C), avec conservation

des cup-produits.

Démonstration : D'apres la partie II, th.5.1., on peut calculer H*(g/g,U/I) avec
son cup-produit a 1'aide de l'algebre C . Il est clair que 1l'on calcule de méme

H*(g(f)/g', €) a 1'aide de G(g(f)/g) ; cela revient a prendre g = g(f) et I = a .

209



£33
4l
rsl

rel

—
~
()

(83

o3

[10]

(113

[12]

(131

[14]

(151

(163

(16']

[17]

18}

F. DU CLOUX

REFERENCES

M. Atiyah, I.G. Mc Donald, Introduction to commutative algebra,
Addison-Wesley, Reading, Mass.,1969.

P. Bernat et al., Représentations des groupes de Lie résolubles, Monogra-
phies de la Société Mathématique de France, 4, Dunod, Paris, 1972.

N. Bourbaki, Algebre, ch. 1-3, Hermamn, Paris, 1970.
N. Bourbaki, Algebre, ch. 10, Masson, Paris, 1980.
N. Bourbaki, Algebre commutative, ch. 5-6, Hermann, Paris 196L.

H. Cartan, S. Eilenberg, Homological algebra, Princeton University press,

1964.

F. du Cloux, Sur une conjecture de Guichardet, C.R. Acad. Sci. ,292, 1981,
p. 983-986.

F. du Cloux, Non-isomorphisme entre U(g)/I et S(g)/J, C.R. Acad. Sci, 293,
1981, p. 5-8.

F. du Cloux, Sur les n-extensions des représentations induites des pro-
duits semidirects,These de 3e cycle, Université de Paris-Sud, 1980.

L. Corwin, P. Greenleaf, R. Penney, A general character formula for irre-
ducible projections on I2 of a nilmanifold, Math.Ann., 225; 1977, p. 21-32,

P. Delorme, Sur les représentations des groupes de Lie semi-simples com-
plexes, Centre de Mathématiques de 1'Ecole Polytechnique, 1980.

e, s : .
J. Dieudonné, Eléments d'analyse, vol.} (27 éd.), Gauthier-Villars, Paris,
1974,

J. Dixmier, Algeébres enveloppantes, Gauthier-Villars, Paris, 1974 .

J. Dixmier, Sur 1l'algébre enveloppante d'une algébre de Lie nilpotente, Arch.
Math. 10, 1959, p. 321-326,

J. Dixmier, Sur les représentations unitaires des groupes de Lie nilpotents
I1I, Canadian J. Math. 10, 1958, p,321-348,

P. Gabriel, Des catégories abéliennes, Bull.Soc.Math. France, 90, 1962,
p. 323-448,

P. Gabriel, Indecomposable representations II, in Symposia Math. vol .XI,
pp.81-104, Academic Press, London, 1973,

P, Gabriel, Y. Nouazé, Idéaux premiers de 1'algébre enveloppante d'une
algebre de Lie nilpotente, J. Alg., 6, 1967, p. 77-99,

I.M. Guelfand, V. Ponomarev, Remarks on the classification of a pair of

commuting linear transformations in a finite dimensional space, J. Funkt,
Anal. i ego Priloj.,3, n%%, 1969, p. 81-82,

210



[19]

[20]

[21]

f22]

r232

[24]

(253

[26]

(271

(28]

[29]

333

(343

(351

EXTENSIONS ENTRE REPRESENTATIONS DES GROUPES NILPOTENTS

I.M. Guelfand, V. Ponomarev, The category of Harish-Chandra modules over
the Lie algebra of the Lorentz group, Sov. Math. Dokl. , 8, 1967, p. 1065-
1068.

I.M. Guelfand, V. Ponomarev, Classification of indecomposable infinitesi-
mal representations of the Lorentz group, Sov. Math. Dokl, 8, 1967,
p. 1114-1117,

I.M. Guelfand, M.I. Graev, V. Ponomarev, The classification of the linear
representations of the group SL(2,r), Sov. Math, Dokl.j 11, 1970,
p. 1319-1323,

A. Guichardet, Extensions des représentations induites des produits semi-
directs, J. fur Reine angew. Math., 310, 1979, p. 7-32.

A. Guichardet, Sur les groupes Ext" des représentations des groupes de Lie
résolubles, in Non-commutative harmonic analysis and Lie groups
(Marseille-Luminy 1980), Lect. Notes in Math., 880.

A. Guichardet, Cohomologie des groupes topologiques et des algebres de Lie,
Cedic-Fernand Nathan, Paris, 1980.

A. Guichardet, Sur les extensions de plusieurs représentations, Centre de
Mathématiques de 1'Ecole Polytechnique, 1982,

G. Hochschild, J.P Serre, Cohomology of Lie algebras, Ann. of Math., 10,
1959, p. 321-326.

A.A.Kirillov, Représentations unitaires des groupes de Lie nilpotents
(en russe), Usp. Mat. Nauk., 17, 1962, p. 57-110, (traduction anglaise).

H. Kraljevic, Indecomposable Harish-Chandra modules, preprint.

T. Levasseur, Idéaux premiers et complétion dans les algebres enveloppantes
d'algebres de Lie nilpotentes, in Séminaire d'algebre Dubreil-Malliavin
(1979), Lect. Notes in Math, 795,

J. Mc Connell, The intersection theorem for a class of non-commutative
rings,Proc.-London Math. Soc., 17, 1967, p. 487-498.

S. Mac Lane, Categories for the working mathematician, Graduate texts in
Mathematics 5, Springer, New York-Heidelberg -Berlin, 1971,

2
J. Rosenberg, L -cohomology and Lie algebra cohomology, Canad. Math. Soc.
Proc., vol.l, pp.99-112, Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 1981.

B. Speh, Indecomposable representations of semi-simple Lie groups, Trans.
An. Math. Soc. 265, 1981, p. 1-34,

M. Vergne, Cohomologie des algebres de Lie nilpotentes, Bull. Soc. Math.
Fr., 98, 1970, p. 81-116,.

O. Zariski P. Samuel, Commutative algebra, D. Van Nostrand and co.,

Princeton, N.J., 1960.
F.DU CLOUX
Ecole Polytechnique
Centre de Mathématiques
91128 Palaiseau Cedex

21






PARTIE V

REPRESENTATIONS DE LONGUEUR FINIE

DES GROUPES DE LIE INHOMOGENES

par

A. GUICHARDET

Astérisque 124-~125 (1985)
Société Mathématique de France

213



A. GUICHARDET

§ 1. GENERALITES. ENONCE DES RESULTATS.

Etant donné un groupe de Lie réel G , on note cG la catégorie des
G-modules Cals , qu'on appellera plus briévement G-modules j; un objet de OG est donc
un couple (E s 78) oiu E est un espace vectoriel topologique complexe localement con-
vexe séparé, et 5 une représentation linéaire ¢” de G dans E 3 les morphismes de
cette catégorie sont les G-morphismes, ou entrelacements linéaires continus j; on

notera HomG(E,F) 1'ensemble des G-morphismes de E dans F . Une suite exacte

u
E Yi-1 E i E
oo’____) i—l_ 47 i 7 i+1_—* TR

de G-modules et G-morphismes est dite forte si elle admet une homotopie contractante,

c'est-a-dire une suited'applications linéaires continues s, : Ei_._> Ei 1 vérifiant
i -
u, ° s, + s, ° u, =id Vi
Etant donné un G-module E , une suite croissante de sous-G-modules fermés

. OCE =
(1.1) 1c:Ezc CEn-ICEn E

est dite forte si chaque Ei admet un supplémentaire topologique dans E,+1 (et, par
— i

conséquent, dans E) j il revient au m2me de dire que toutes les suites exactes

0 — Ei—, Ei+1_’ Ei+1/Ei — 0

sont fortes.

Donnons-nous un sous-ensemble ¢ de C',G possédant la propriété (P) suivante :

(P)

{ - pour tout E € € , HomG(E,E) est réduit aux opérateurs scalaires

-pour E ,FE€E ,E£F , HomG(E,F) =0 .

Disons qu'une suite de la forme (1.1) est une suite de Jordan-H8lder relativement a

€ si elle est forte et si chaque Ei+1/Ei est isomorphe 4 un élément de € 3 on

démontre (cf.[lk], ch.III, corollaire 1.1.2) que deux telles suites ont méme longueur
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REPRESENTATIONS DE LONGUEUR FINIE

_ . PO e .
n et mémes sous-quotients Ei+1/Ei a l'ordre pres ; on appellera n la longueur de

E (relativement a &).

On dira qu'un G-module E est de longueur finie relativement & € s'il admet une

suite de Jordan-HBlder relativement a € ; on notera Ext(G; &) la sous-catégorie pleine
de CG formée des G-modules de longueur finie relativement a & . Pour

El""’En € € , on notera Ext(G ;El,...,En) la sous-catégorie pleine de Ext(G;E)
formée des G-modules E admettant une suite de Jordan-H8lder

F_c ... CF =E
ocC FIC P CFn-l n

telle que

~E 3
Fiet/Fs i’

ses éléments sont appelés extensions de El,...,En .
3¢
3 3¢
3*

L'objet de ce travail est 1'étude des catégories du type Ext(G;£) dans le
cas o G est un groupe de Lie inhomogéne, c'est-a-dire un produit semi-direct
BXA ol A estun sous-groupe fermé et B un sous-groupe fermé distingué isomor-

phe a un groupe ﬁf‘; on écrit G = BA . On note
3¢
- x un point de B , espace vectoriel dual de B

-X =AXx l'orbite de x sous A
o o

S le stabilisateur de x dans A

3t .
- Tx le sous-espace vectoriel de B tangent a X en x

o [
- N 1l'orthogonal de Tx dans B
°
- € un ensemble de NS-modules de Fréchet ayant la propriété (P), et dans lesquels
i<x ,n>
l'action de N est le caractére np——e ° .

A tout E € € on associe un G-module T(E) de la fagon suivante (comparer avec le
procédé de Mackey pour construire des G-modules unitaires) : la représentation de

NS dans E est de la forme

i<x ,n>
o

(n,s) —> e . o(s)

ol 0 est une représentation de S 3 on transforme E en un BS-module avec l'action
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i<x ,b>
(b,s)—>e ° . o(s)

alors T(E) est le G-module induit au sens C par ce BS-module (voir définition ci-
dessous) . On note 5 l'ensemble des G-modules ainsi obtenus j; on sait que 5§ a
encore la propriété (P). Le résultat principal de ce travail est le théoréme suivant,

concernant la catégorie Ext(G;g) :

. ’ . . . ‘,r
Théoreme 1.1. On suppose que T admet un supplémentaire S-invariant dans B 3 alors
X )

il existe une équivalence de catégories

T : Ext(NS ; €) — Ext(G;J)

qui prolonge l'application T déja définie, et qui peut 2tre construite comme suit:

a) On choisit un projecteur S-invariant M de B sur N ;

b) soit E € Ext(NS ; €) ; notons p la représentation de NS dans E ; on trans-

forme E en un BS-module avec l'action

i<x ,b-M(b)>
(b,s) —sye ° .2 (M(b) ,s) 3

alors T(E) est le G-module induit au sens c” par ce BS-module ;

c) soient E,E, € Ext(NS;€) et u € Hol

T(El)--e T(Ez) définie par

mNS(El’Ez) 3 alors T(u) est l'application

(T(u).£) (g) = u(£(g)).

Rappelons qu'une équivalence entre deux catégories C et ' est un foncteur

T : C—_C' admettant un foncteur S : C'—3 ¢ , "inverse" de T en ce sens que S°T et

T°S sont naturellement isomorphes a 1, et 1,
62 c

Corollaire 1.1. Etant donnés E_,...,E € & , toute extension de T(E,),...,T(E ) est
1 n 1 n’ —

induite par un BS-module, qui n'est pas unique en général.

Remarque 1.1. Ces résultats subsistent sans changement si 1'on remplace 1'induction
au sens Cm par l'induction au sens C°° a4 support compact modulo le sous-groupe indui-
sant ; la seconde présente sur la premiére l'avantage d'etre plus proche de 1'induc-

tion au sens unitaire.

Remarque 1.2. On peut déduire du théoréme 1.1. des résultats concernant certains
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modules de longueur infinie, & savoir ceux qui sont des limites projectives ou
injectives de modules de longueur finie. Plus précisément, notons giELExt(NS;E)
(resp. lig Ext(NS;€)) la catégorie des limites projectives (resp. inductives)
d'objets de Ext(NS ;&), avec des notations analogues pour G . Alors le foncteur

T du théoréme 1.1. se prolonge en une équivalence de catégories entre

eLEﬁ Ext(NS ;%) et %iﬂ Ext(Gy§) 3 la raison en est que T , tel qu'il est construit,
permute aux limites projectives. Dans le cas des limites inductives, on doit rem-
placer 1l'induction au sens c” par 1l'induction au sens Cm a support compact modulo
le sous-groupe induisant, et on obtient une équivalence de catégories entre

li_m’ Ext(NS;€) et li_l‘l_l’ Ext(G§y) en un sens un peu affaibli : on peut seulement affir-
mer que tout objet de liﬂ}Ext(Gﬁ}) est algébriquement équivalent a un objet de la
forme T(E) avec E € l}ﬂ;Ext(NS;ﬁ), ce deuxieme objet ayant une topologie moins fine

que le premier.

o
On examinera un peu plus en détails, au n 6.3, le cas des déformations formelles,

qui sont en réalité des limites projectives particuliéres.

3
3 3¢

Comme le montre 1'énoncé méme du théoréme 1.1., il nous a semblé indispensable
d'utiliser le langage des catégories (on pourra consulter & ce sujet {10D) 3 il

nous a méme fallu établir un résultat nouveau reliant les propriétés des catégories
Ext(G; €) & celles des groupes Extg (voir § 2). Notre démonstration utilise d'autre
part, de fagon essentielle)les résultats de [83 sur les groupes Exté dans le cas
des groupes de Lie inhomogénes ; ils sont rappelés au § 3 . Le § 4 est consacré a
la démonstration du théoréme 1.1 ; le § 5-a divers exemples j; et le § 6 - a divers
commentaires sur la nature du résultat obtenu, ainsi que sur ses relations avec

d'autres théories : méthode des orbites, déformations formelles de représentations.

Notations et conventions générales.

a) Soient H un sous-groupe fermé d'un groupe de Lie G , et E un H-module ; on
G @ N
note IndH E le G-module induit au sens C par E , c'est-a-dire l'ensemble des ap-

plications f € C (G3E) vérifiant
-1
f(gh) =h = f(g) ,

muni de l'action régulieére gauche de G .

. g G .
On considere IndH comme un foncteur en associant a tout H-morphisme u : El_....,.E2
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- G Lo s
le G-morphisme u : Indg E1 JE— IndH Ez défini par

u(f) (g) = ulf(a) .
b) Si E et F sont des G-modules, Hom(E,F) désigne l'espace des applications
linéaires continues de E dans F , muni de la topologie de la convergence compacte;
c'est un G-module pour l'action
-1
(geu) (x) = glu(g ".x))

(cf.[7], définition D.9 et lemme D.14).
’

c) Etant donnés deux G-modules E et F , on définit comme suit les groupes Ext:(E,F):

on prend une résolution forte relativement injective de F , soit
o 1
O—s F — 3 F — 3 F —5»....
(par exemple la résolution standard ou

F' o= ¢ 6™, M)

-

alors Eth(E,F) est le n-iéme groupe de cohomologie du complexe

o 1
o__,HomG(E,F ) —— Hom (E,;F7) —— ... 3
elle est effectivement indépendante du choix de la résolution en vertu du "lemme de
comparaison des résolutions" .
On a en particulier
o
ExtG(E,F) = HomG(E,F) .
Lo s n
d) En particulier on définit H (G,E) par
n n
H (G,E) = ExtG(G,E)

ol € est muni de la représentation triviale ; on a

H°(G,E) = EC
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(ensemble des éléments G-invariants de E).
On désignera toujours par [f] la classe de cohomologie d'un cocycle f .

Rappelons ([7],ch.III prop.1.8) que si E et F sont des espaces de Fréchet, on a un

isomorphisme naturel
n n
ExtG(E,F) ~ H (G,Hom(E,F))

(qui résulte d'un isomorphisme naturel

1 o n+l

Hom(E,Cw(Gm' JF) o Cc (G 7, Hom(E,F)) ) .

C'est la raison pour laquelle nous supposons souvent que nos G-modules sont des

espaces de Fréchet.

n

G EL _LES CATEGORLES Ext(G;&) .

§ 2. RESULTATS SUR LA COHOMOLOGIE, LES GROUPES Ext

2.1. Suites exactes en petite dimension déduites de la suite spectrale de

Hochschild-Serre.

Considérons un G-module E et un sous-groupe fermé distingué H de G j; rappelons

qu'on a la suite exacte

(2.1.) o —s ul(e/n,Bhy I wle,m) Res o wlw,m¥M .

ou Inf désigne le relévement ("inflation") des cocycles de G/H & G , et Res la res-

L]
triction de G & H (cf.[7],n III.5.2).

D'autre part, sous certaines hypothéses que nous ne préciserons pas, on a des suites

exactes

2 2 R G/H
0 —3 H (6,E) ——> H (G,E) Res . w2m,m) /

1
o2 (6/H,E ) 105, Hz(G,E)O-———) H' (6/H,H! (H,E))

(cf.[7], proposition A.6). Le lemme suivant a pour but d'expliciter ces deux suites

exactes dans un cas particulier qui nous suffira dans la suite.

Lemme 2.1. On suppose que H opére trivialement sur E , et que l'application
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2
canonique p : G —)G/H admet une section globale c” notée s . Notons H (G,E)o.le

noyau de l'application de restriction

Res : H2(G,E) — H2u,B)¥H |

Il existe une application naturelle U rendant exacte la suite suivante :

(2.2) HZ(G/H,E“)__Eﬂf, Hz(G,E%._9_>H1(G/H,Hom(H,E))

ou Hom(H,E) désigne 1'ensemble des morphismes continus de groupes de H dans E .

Démonstration.
2
a) Montrons d'abord que tout cacyclef € Z2°(G,E) tel que [f] € Hz(G,E)° est équivalent
4 un cocyclef' tel que f’(gl,gz) ne dépende de 9, que par l'intermédiaire de p(gl),
et soit nul si g, €H.
On peut supposer que f(gl,gz) = 0 pour 9, €H, 9, € H ; il suffit alors de poser
£ = £ + dg
-1
9(g) = f(g.s(p(g)) = , s(p(g)))
b) Ecrivons f au lieu de f' ; posons
-1
F(g)(h) = £(g,9 "h g) 3
alors F(g) € Hom(H,E) et

F € Zl(G/H, Hom(H,E))

1 P
la classe de F dans H (G/H,Hom(H,E)) ne dépend que de celle de f ; on la note
uls) .

c) On voit immédiatement que Im Inf C Ker U ; démontrons 1l'inclusion inverse. Sup-

posons donc F = dw avec w € Hom(H,E), i.e.
-1
F(g)(h) = gw(g ~ h g) - w(h) ;

posons

V(g) w(g-S(p(g))_l) .
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puis
£f' = f -a¥ .
Alors f'(gl,gz) ne dépend que de p(gl) et p(gz) ; en effet on a facilement

V(hg) - V¥(g) = w(h)
¥(gh) - ¥(g) = w(ghg )

n

d'ou l'on déduit
' - 1
£'(hg,,9,) = £'(g,,9,)

et f'(g,h) = 0 ; cette derniére relation, jointe au fait que f' est un 2-cocycle ,

implique
[ - [ = - ] ' =
f (91’92h) f (91,92) 9, f (gz,h) + f (glgz’h) o .

o . n ., N
n 2.2. Premieres relations entre groupes ExtG et catégories Ext(G3€).

Commengons par rappeler la définition des groupes Extg(A,B) 4 l'aide des n-exten-

sions fortes "a la Yoneda" (cf.[7], Ch.I, § 10 et 11).

On appelle ainsi toute suite exacte forte de G-modules

(s) 0—>sB —E —> E—> ... —>E , —> A —50

f P . s
et on note :f (A,B) l'ensemble qu'elles forment ; écrivons une résolution forte rela-
n

tivement injective de B :

n-1

1
(2.3) O___)B___’Bo__) B_____) cee —> B —_— Bn-———q coes 3

le lemme de comparaison des résolutions fournit un morphisme de complexes de (S)

dans (2.3), formé de G-morphismes

P n .
alors 1'élément u de HomG(A,B ) est un n-cocycle; si on note M (S) sa classe
n

[un] € Extg(A,B), on obtient une application

f n
M Y n(A,B) - ExtG(A ,B)
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qui est surjective. De plus, pour (S), (S') € :fi(A,B), on a Mn(S) = Mn(S’) si et

f
seulement s'il existe (S") € :fn(A,B) et un diagramme commutatif
(8) — (8") &e——(5")
°
(c£.[1], §7, n 5, théoréme 1). On dit alors que (S) et (S') sont équivalentes.

Cas den =1 .,

1 s
Pour tout a € ExtG(A,B), la classe de l-extensions associée a @ est celle de

u v
(2.4) 0 —3B—»Bd A—> A —0

avec
B ®a A =B P A en tant qu'EVT
g.(b,a) (g.b + ao(g.a)(g) , g.a)
u(b) = (b,o0)
v(b,a)

1]

"

a

de plus a désigne un 1- cocycle inhomogéne, élément de Hom(A,Cw(G,B)) représentant
@ 3 si A est tonnelé, on peut identifier Hom(A,Cw(G,B)) avec C”(G,Hom(A,B)) et écrire
ao(g).(g.a) au lieu de ao(g.a)(g) (cf.[7],ch.III. prop.1.2). De plus on a le résul-

tat suivant

Lemme 2.2. Supposons A et B éléments d'un ensemble € ayant la propriété (P du

§ 1 ; associons a tout a € Exté(A,B) la classe d'équivalence de B %a A considéré

comme G-module et non plus comme suite exacte (2.4). On obtient une bijection de

1 N . . .
1'ensemble {0} U P(ExtG(A,B)) sur Ext(G;B,A), ou P(.) désigne 1'espace projectif

associé a un espace vectoriel.

Démonstration. Notant U, V, W les représentations de G dans A,B, B$a A , on peut

écrire symboliquement
v(g) ao(g).U(g)
w(g) = 5
(o] u(g)

la suite est un calcul facile.

Remarque 2.1. Des calculs matriciels analogues dans le cas de n G-modules
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Al,...,An conduisent & se demander s'il existe une description de 1'ensemble

1
Ext(G;A ..,An) en des termes faisant intervenir uniquement les espaces ExtG(Aj,Ai)

1’

et les ensembles de la forme
{(a,B) € Ext (A JAL) X Extl(A,,A )l auB =0}
! G k’j G jli
ou u désigne le cup-produit ; la réponse est affirmative pour n = 3, mais semble
°
négative pour n 2 4 3 on verra aux n 2.3 et 2.5 qu'il existe pourtant desrelations

étroites entre ces divers objets.

L
n 2.3. Une construction d‘algébre homologique.

Notations. On se donne deux groupes de Lie H et G , et un foncteur T : cH-——+<3G
supposé additif et fortement exact, i.e. transforment les suites exactes fortes

en suites exactes fortes j; pour A, B € CH on note T ou To l'application

A,B
HomH(A,B) _ HomG(T(A) ,T(B))
définie par le foncteur.
Construction d'applications
TZ,B : Ext:(A,B) —>Ext2(T(A),T(B))

pour n = 1,2,....

Considérons un élément

(S) O_yB——)EO-—,...—)-EIHA—}O

n-

£
de Jn(A,B) ; la suite

(T(s)) 0 —— T(B) _,T(Eo).—-) ——yT(En_l) —T(A) —> O

est un élément de :3n(T(A),T(B)) 3 de plus il est clair que si deux éléments (S) et

f . .
(s') de :fn(A,B) sont équivalents, il en est de meme de (T(S)) et (T(S')) ; on en

déduit donc une application

n n n
TA’B : ExtH(A,B)——)ExtG(T(A) ,T(B)) .

223



A. GUICHARDET

On peut donner de T: B une autre construction utilisant les résolutions injectives :
’
soit

3t o 1
(B) 0—3B _3B 3B —» ....

3¢
une résolution forte relativement injective de B ; (T(B )) est une résolution forte
L
(pas nécessairement relativement injective) de T(B) ; notons (T(B) )une résolution

forte relativement injective de T(B) ; on a des diagrammes commutatifs

(s) 0—»B—3E —3.... —E ,—5A 0
idl uol un_1 un
w v
3¢, o n-1 n
(B") O—sB—--os3yB —sy .... —> B — B —— sensee
(T(s)) 0 —>T(B) —y T(E) —y .... —T(E _J— 3 T(A) — ©
idl T(u )l T(u )J/ T(u )l
o n-1 n
(r(8") 0 -—3T(B) —» T(B®) —> .... —5 (8"} 5> T(B") > coees
id v0 vn_ll vn
*® o n-1 n
(T(B) ) 0O —>T(B)——> T(B) —>» ... —> T(B) —9 T(B) " —.ivuns

N ¥ . . 21z
ou (u) et (v ) sont fournis par le lemme de comparaison y alors 1l'élément de

Ext:(A,B) correspondant a (S) est la classe [un] de un , et 1'élément de

Extg(T(A),T(B)) correspondant a (T(S)) est la classe de vnoT(un) ; autrement dit,

pour tout couple a € HomH(A,Bn) on a
n - -
(2.5) TA,B([G.I) =[v 1] .

Propriétés des applications T: B
’

(i) Linéarité (résulte de (2.5))
(ii) Pour tout a € Ext;(A,B) on a

T(B & A) . T(B)® 1 T(A)
a

TA,B(“)

(résulte de la définition)
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(iii) Compatibilité avec les cup-produits : pour a € Ext:(A,B) , BE€ Ext:(B,C) ,
p*q _.a P
P, 20, ona TA,C(B v a) TB,C(B) v TA,B(G)

(Pour p,q 21 , il s'agit de la composition des n-extensions ; si p =0 ougq =0,

[
il s'agit du pull-back ou du push-out, voir [7], ch.I, n 11.3).

(iv) Compatibilité avec les suites exactes longues de cohomologie : pour tout

A€ CH et toute suite exacte forte de H-modules :

(2.6) 0——>B —3 B' —3B" — 50,

le diagramme suivant est commutatif :

n
n n +1
— Ext:(A /B) ——3Bxt (A,B') —Bxt (A,B") _._a_._.> Ext: (A,B) —>
™ ™ ™ 1
A,B A,B' A,B" A,B

n
_,Extg(T(A) ,T(B))__,Eth(T(A) ,T(B")) ._,Extg(T(A) ,T(BM)) L,Extg‘”l('r(A) ,T(B) )y

(il suffit de le voir au niveau des homomorphismes de liaison an et 6" 3 pour cela,

1
notons § 1la classe de (2.6) dans ExtH(B",B) 3 pour tout a € Ext:(A,B"), on a

a"(a) =8v a
n, n 1 n
5 (TA,B"(a)) = TB"’B(g) v TA,B"(a)
- T;‘*,;(a va .

(v) Résultat analogue dans la situation B € CH et

O3 A —3A' — 5 A"— 0 .
(vi) Si T est un foncteur composé

e v U

o e
kK% %

on a
n n n

™ =u vl
AB - "v(A),v(B) ° 'A,B
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o
ni1l.k, Cas oi T est le foncteur "induction" .

On suppose tous les H-modules et G-modules de Fréchet ; H est un sous-groupe de G ;

G
pour tout H-module C°° A, T(A) = IndH A est le G-module induit par A au sens Ceo

(voir définition au § 1).

)y . «© .
Notons @ 1'algebre des fonctions C complexes sur X = G/H 3 @ opere dans T(A)

par une représentation V :
V() .£)(9) = ¢(p(g)) .£(g)
ol p est l'application canonique Ge—a X . On a

gV .g7" = Vig.9)

(0.9 () = 9g” .0

("systéme d'imprimitivité").

Considérons A et B € 3H 3 définissons une application linéaire
A Indg(Hom(A ,B)) ———)Homa(T(A) ,T(B))
par
AW (£) (g) = ¥(g) .f(g)

pour V¥ € Indf;(Hom(A,B)), f€T(A), g€G .

Alors A est un isomorphisme de G-modules j; on en déduit des isomorphismes en coho-

mologie

A = Hn(G,Indﬁ(Hom(A,B))) ——)Hn(G,Homa(T(A) ,T(B)Y) .
On a d'autre part des isomorphismes de Shapiro
s™ . Hn(G,Indﬁ(Hom(A ,B))) ——3 H"(H,Hom(A,B))

définis, au niveau des cocycles, par

(s"F) (hy,..osh ) =Flhy,..0n) (1) .
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On a enfin une injection
i Homa(T(A) ,T(B)) — = Hom(T(A) ,T(B))
qui définit des applications in en cohomologie.

Lemme 2.3. Le foncteur T = Indﬁ est fortement exact ; de plus les applications

°
™ dun 2.3 sont données par
A,Be—

(2.7) = i%Aes™t

Démonstration :
a) Il existe
- un recouvrement ouvert localement fini (.Ui),eI de X
i
o
- pour tout i € I , une section C %. pour l'application p au-dessus de Ui

- une partition c” de 1'unité (ai) subordonnée au recouvrement (Ui)-

b) Montrons que T est fortement exact. Soit

—> - -y A Z > A  —4
&« An—l‘ S n~s nl S

une suite exacte forte de H-modules (les u sont des H-morphismes, les s sont des

applications linéaires continues, et on a

Yn-1°%n * S%ne1®Yn T 1dAn ) .

I1 suffit alors de définir

u u
n- n
2 1A Ve T(A) € S YT ——
n-1"¢ n n+1
T 3
n n+1
par
G’n(f)(g) =u .f(g)
(2.8) s (£)(g) =% a.(p(g)).r.(g-l).s .r.(g-l)-l.f(g)
n i 1 1 n 1
ou

r (a7 = o7l g (ale)).
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°
c) Démontrons (2.7). Reprenons la deuxiéme construction du n 2.3 en prenant pour

3¢ 3
(B') et (T(B) ) les résolutions standard

3t ® ® 2
(3) 0O -—yB —5C (HB)—> C (H ,B) —» ....

TB™) 0 s T(B) 5C7(6,T(B))—sC (62 ,T(B)) —> ... ;

3 . .
calculons v en appliquant le lemme de comparaison des résolutions a l'homotopie
-t 3¢
contractante s de (T(B')) déduite selon (2.8) de l'homotopiecontractante standard
3, N . PP
de (B'), et a 1a formule (1.11) de [7], ch.III , donnant l'injectivité de
o, n+l
c (G
(v £)(g ,...,9 )(g) = E::::::. a, (p(g-lg)).....a (p(g-lg)).
n o’ ’“n i ) i n

S S § o n
oty

,T(B)) ; on obtient

-1 -1
f(g)(ri (g go),...,ri (g gn))
(o] n

n . . \

Cela signifie que l'application TA B est donnée, au niveau des cocycles homogenes,
’

par

Ty @) (gg,00000) (0 (a) - X o oo, ()

io,...,in o n

-1 -1
w(ri (g go),...,ri (g gn)).f(g)
o n

pour @ € Zn(H,Hom(A,B)) , £ € T(A).

Il suffit maintenant de comparer cette formule avec la formule (4.13) de [7].ch.III.

L]
n 2.5 Un résultat sur les équivalences de catégories.

° n
Notations. On reprend les notations du n 2.3 en ce qui concerne H, G, T, TA g ¥ °on
,

se donne en outre un sous-ensemble & de CH ayant la propriété (P) du § 1 , et on
définit la catégorie Ext(H3;€) comme au § 1 . On pose {J = T(&) cﬁ et on suppose

qu'il a aussi la propriété (P) ; comme T est fortement exact, on a

T(Ext(H3€)) c Ext(G38) .

La proposition 2.1. ci-dessous donne une condition suffisante pour que T induise
une équivalence de catégories de Ext(H3&) sur Ext(G;{ ); la définition des équiva-
lences de catégories a été rappelée au § 1 ; remarquons que le foncteur inverse S
est automatiquement fortement exact, parce que toutes les suites exactes dans
Ext(H3€) et Ext(G;{) sont fortes ([4],ch.III, 1.2.4) ; rappelons aussi que dire que

T induit une équivalence de catégories de Ext(H;£) sur Ext(G;J) équivaut & dire que
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° .
(i) TA B est bijectif pour A, B € Ext(H;&)
’

(ii) tout objet de Ext(G;¥) est isomorphe a un objet de la forme T(A) avec
A € Ext(H38) (cf.[10], § IV.4, thm.1).

3 . n n .
Remarque 2.2. Considérons A, B € € ExtH(A,B) est le groupe Ext (A,B) relatif
a4 la catégorie CH 3 lorsque n = 1 , c'est aussi le groupe Extn(A,B) relatif a la

catégorie Ext(H3&), car si on a une suite exacte forte
0O —B —E—A —0,
il est clair que E € Ext(H;€) ; on peut donc écrire

Ext:l(A,B) = Ext1 (A,B) .

Ext (H3;€)

De méme prenons A, B, C € & et considérons 1l'application cup-produit

e

1 1
ExtH(B,C) X ExtH(A,B) —_ Extﬁ(A,C)
son noyau (image réciproque de 0O) est le méme que celui de l'application analogue

(A,B) Ext2 (A, 0) .

1
(B,C) x Ext Ext (H3€)

1
Ext Ext (H3€)

Ext(H;&)
En effet prenons
1 1
a € ExtH(A,B) , BE€ ExtH(B,C)
et représentons f par une suite exacte forte
u v
00— C ——E ——sB —3 0,

il en résulte une suite exacte de cohomologie

1 1 1
1 1 1
Ext (A,C) 2, Ext, (A,E) — Ext, (A,B) 2 Extﬁ(A ,C)

et on a

al(a) =Buaiy

1
donc B v @ est nul si et seulement si @ € Im v , et ceci ne dépend pas du choix

de la catégorie ¢y ou Ext(H;e) .
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est bijectif pour n = 0,1 , et

Proposition 2.1. On suppose que pour A, B € & , T: B
’

injectif pour n = 2 3 alors T induit une équivalence de catégories de Ext(H3&) sur

Ext(Gs¥) .

Démonstration :

a) Montrons d'abord que 1l'hypothése faite sur T: B
b

A, B € Ext(H3¢). On procéde par récurrence sur les longueurs de A et B , notées

est encore vraie pour

£(A) et £(B) ; montrons par exemple que si elle est vraie pour £(B) < n , elle l'est

encore pour £(B) = n . On a une suite exacte forte
0O.— B'"——» B —— B" —» O

avec B' , B" € Ext(H3;&), £(B') < n , £(B") < n ;

°
d'ou un diagramme commutatif (cf.n 2.3, propriété (iv))
o o 2 2
00— ExtH(A,B') —_— ExtH(A,B) —_— e —y ExtH(A,B) —_ ExtH(A ,BM)

o o 2 2
T T T
A,B! A,B Ts ,B A,B"

0— Extg(T(A) ,T(B'))_,Eth(T(A) yT(B))eosy oo ExtE(T(A) ,T(B)) _,Ext(z;(T(A) ,T(BM).

Par hypothése de récurrence, T: Bt et T: B sont bijectifs pour n = 0,1 , et in-
’ ’
jectifs pour n = 2 , et on doit démontrer la meéme chose pour T: B~ ce qui est un
’
exercice facile de 'diagram chasing" . On remarquera que 1'hypothése "T2 injectif"

A,B
n'intervient qu'ici, pour faire la récurrence.

b) Le fait que T: B est bijectif pour A,B € Ext(H3;&) résulte de a).
’

c) Reste & voir que tout objet U de Ext(G;{) est isomorphe & un objet T(A) avec

A € Ext(H3;&) ; on procede par récurrence sur 4(U) j; on peut écrire
U:U'% U"
B

avec U' , U" € Ext(Gy¥), £(U') < £(U), £L(UM) < L(V), B € Exté(U",U') ; par hypothé-

se de récurrence on peut écrire U' = T(A'), U" = T(A") avec A' , A" € Ext(H;&) ;
1

d'aprés a) on peut écrire B = TA',A"

1 "
(a) avec a € ExtH(A",A') 3 alors la propriété

o
(ii) du n 2.3 montre que

U~ T(AD A" .
a
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Remarque 2.3. La proposition 2.1. ne donne pas de condition nécessaire pour
l'existence d'une équivalence de catégories entre Ext(H;E) et Ext(G;) ; supposons

qu'il en existe une, soit U ; alors U définit des applications

n

n
U : Ext Ext(G;g)

A,B (u(a),u(B))

n
Ext(H;&)(A,B) —» Ext

qui sont bijectives et compatibles avec les cup-produits j; la remarque 2.2. montre

alors qu'il existe des applications
1 1
U : ExtH(A,B) _— ExtG(U(A) ,U(B))

qui sont bijectives et respectent la nullité des cup-produits.

§ 3 . PROPRIETES DES GROUPES Ext” POUR LES GROUPES DE LIE INHOMOGENES .

n 3.1. Notations (voir aussi £slh.

A
On reprend celles du § 1 en ce qui concerne G = BA , xo €B ,X = A.x° y S, T‘ ’
N . En outre on désigne par °

+ R
- Tx le sous-espace vectoriel de B tangent a X en un point quelconque x

- Nx 1l'orthogonal de Tx dans B

Jr 3.
B (resp.3 ) l1'espace fibré trivial de base X et de fibre @(respd@ ) ;

s ., 3¢
- é l'espace fibré tangent a X , sous-espace fibré de &@

- ()/)l.e sous-espace fibré de 2 , orthogonal a 6;

pour i = 1,2, (Ei,ci) un S-module
- (Ei’pi) le BS-module défini par

i<x°,b>
b,s) = . ;
pi( »S) = e oi(s) 3

(Fi,ni) le G- module induit par (Ei’pi) 3

- 61 1'espace fibré vectoriel de base X associé au S-fibré principal A —3 X et

@
au S-module Ei 3 Fi s'identifie a 1l'espace F(Ei) des sections C de £i avec
l'action de G :

i<x,b> -1
(ni(b,a).f)(x) = e .a.f(a = .x)

- E le S-module Hom(El,Ez) 5
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- & le fibré vectoriel](om(&l,az) 3
- ¥ le G-module Hom(Fl,Fz) avec représentation notée n ;

- K? 1'ensemble des éléments B-invariants de J{ ; il s'identifie a ['(&) avec l'action

de G :
(n(b,a) .f) (x) = a.f(a_l.x) 3

On sait, d'apres [3], que la suite spectrale de Hochschild-Serre

&
P = HP(A,HY(B0) == H (6 X0
stécrit ici

= HP (s Hom(AIN,E)) == H (G0 ;

(]
|

cela signifie qu'on a des isomorphismes

WP HP(a B j0) —— WP (s, Hom(AN,E))

nous n'utiliserons ici que quelques renseignements trés partiels concernant ces

Pq

°
isomorphismes W 3 ils sont donnés aux n 3.2. et 3.3.

On notera i l'injection.KP-—-—g ¥ ; elle définit en cohomologie des applications
ig s H (6 o) — H(6 O
ip H" (B }) ——3 H™(B 50
i1 WP B ) s v B )

n'3.2. Propriétés de H (BX) et H (G J0).

1 , . . .
a) En ce qui concerne H (BJC), on démontre ce qui suit (cf.[8], §4) : soit @& wun
élément de Zl(B,’KIB) = Hom(BJ‘CB) ~ [(om(@,8)) ; alors i°y est un cobord dans X
. 1 . .
si et seulement si &(b)(x) est nul dés que b € Nx 3 de plus iB est surjectif ; on

a donc un isomorphisme

il (8 30 —— ricon’,2)) .
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Mais le second membre est le A-module induit par le S-module Hom(N,E) ; on a donc,

pour tout p , un isomorphisme de Shapiro

wp’l : Hp(A,Hl(B,'KZ))—;-) Hp(S,Hom(N,E)) 5

de plus wp,1° iz’; est donné par
’

(3.1) WP e s ) () = ¥Cs s D) (x)

pour tout V¥ € Zp(A,Hom(BJCB)) .

b) Considérons le diagramme

ResG
1 1 A
H (G — B 5 0 (BJO
Ir A
i1 i1
G B
ResG A

H' (6 3% —2 u' (8 )

Sl w01
G B
[ 2 RESN
1
H" (BS,E)
BS
Rest
NS v ¢

v Res

H1(NS,E) ...__N___,Homs(N,E)

\ G - s e . 1

ou ResB désigne la restriction de G a B , etc. ; et SG 1'isomorphisme de Shapiro:
1 1

(59 (b,s) = ¥(b,s) (x ) vvez Gy .

Ce diagramme est commutatif en vertu de (3.1.).

c) Considérons le diagramme
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1
H (G O
;1
InfG ¢
1
H (A,‘K’B) ___._.)Hl(G,K‘B)
1 1
S, Sa
1,¥ Inflsas 1
(3.3) H (S,E) —— = 3 H (BS,E)
. BS
id ResNS
v Ians

H(s,B) —S5 5 utns,m)

ou Infﬁ désigne le relévement ("inflation") de A & G , etc...; et Si 1'isomor-

phisme de Shapiro. On voit immédiatement que ce diagramme est commutatif.
° csaz 2 2
n 3.3. Propriétés de H (B,)) et H (G/JC).
Lemme 3.1. Soit
& € Hom( &" B, &) c 2B 3D

tel que Q(bl,...,bn)(x) soit nul dés que b, € N - Alors ic§ est un cobord

dans §C .

Démonstration.

a) Rappelons que io® est défini par
G (ed) (B yeee,b ) (0D = 80 ,ern,b ) (0 (£(0)) veE€Te) .

Notons

P B —> B/N T*
x - x ~ Tx

1'application canonique

P:8—8 ~ 6

1l'application définie par 1l'ensemble des Px 3
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3¢
Q : rion((;® 2 ,6,)) — sHom(T((' ® &) , I(E,)
l'application définie par
Q(F)(g) = F(x)(g(x))
pour F € TGom( (5" 8 €,,6,)) et g €I({ ®¢)
Notons enfin
V € Hom(r(e,), NG ®e))

une connexion sur le fibré €

=
Définissons
# € Hom(@" B , 3)

par

Qi(bl,...,bn) = Q(bn,bl,...,bn_l) ’
puis

Qii € Horu(@rl_1 B, Hom(BJ(B))
par

ii i
3 (bl,...,bn_l)(b) =@ (bl,...,bn_l,b)
L'espace Hom(BJCB) s'identifie a r0£omLQJCom(61,62)), et Qii a un élément
311 € Hom(®"™'B,r Gtom(8 Jom(e, ,€,))))
8 (b b DI(B) =8 (b ,e.b D))
comme ceci est nul dés que b € N il existe un unique élément
i -1
¢ € Hom(@®" " B,r (om(B/N” Hom(e, ,e))))

tel que
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iy iii

- (bl""’bn-l)(x) (Px(b)) =9 (bl""’bn-l)(x)(b)

Comme

Kom( B/ df’ Hom(e,£,)) ~Kom(f> @ €, ,E)
in définit un élément

¢” € Hom@" B, TWom(( ® €,,6))))
on a
v -

(3.5) 27(byy.eesb ) (X)(P (D)®E) = §(byb ,...5b ) (x)(E)
pour tout § € &1,x

Composant QV avec Q , on obtient
' € Hm(e“'la,nom(r(é*ml), re)) s
enfin composant QVi avec ‘7 on obtient
Vit € Hom@® 1B )

on a

vii

(3.6) 8 (b sy D) =8 (0,000 ) () (VEE))

b) On va montrer que io§ est le cobord de i.QVIl (ici i = Jti ') . Pour cela pre-

nons f € r(el) et posons

A =4dp (b ,...,bn)(f)(x).

1
vii cys s
Comme & est multilinéaire, on a

vii vii

dg (b1,...,bn) = (n(bl)-I).Q (bz,...,bn) ,

d'ou
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i<b1,x> vii -i<b1,.> vii
A=e ) (bz,...,bn)(e £)(x) - 3 (bz,...,bn)(f)(x) 5

d'apres (3.6)

i<b1,x> v -i<b1,.> v
A=e .3 (bz,...,bn)(x) (V (e A (x)) -3 (bz,...,bn)(f)(x)

Comme V est une connexion, on a

-i<b1,.> -i<b_,.> -i<b1,x>

V (e D) =de 1 () ®f(x) +e . 7%

-i<b1,x>
= e .(-iPx(b1)®f(x) + V£(x))

d'ou
A= —i.@v(bz,...,bn)(x)(Px(bl) ® £(x))
D'aprés (3.5)
A= - i.@(bl,...,bn)(x)(f(x)) 5

enfin (3.4) termine la démonstration.

Lemme 3.2. Soit § € Hom(AzBJ(B) tel que Q(bl,bz)(x) soit nul dés que b

appartiennent a Nx . Alors ic$ est un cobord.

Démonstration. On peut écrire

1 2
avec
2
8 , 8, € Hom (& B,}CB)
Ql(bl,bz)(x) = 0 dés que b1 € Nx
b, ,b = & .
Qz( 1? 2)(x) 0 dés que b, € Nx 3
posons

32(b1,b2) = §2(b2’b1)
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V¥ , étant symétrique, est un cobord (celui de l'application b j—y - %-W(b,b)) ; le
lemme 3.1. montre que i,@l et ieSé sont des cobords, il en est donc de méme de

io@z et iod .

Lemme 3.3. Il existe une application V rendant commutatif le diagramme suivant :

.2
ig

w2t B Wit

Nt

Hom, (A N,E)

Démonstration. Le lemme 3.2 affirme que ii se factorise comme suit :
.2

1

r6com(123,8)) ~ H2(B3® — B 5 w2(Bj0

\

P
2
T GCom(A” JP,€))
il suffit ensuite de considérer les éléments A-invariants.

. : L a iz : : s (0]
Remarque 3.1, L'application V est en réalité l'inverse de 1l'isomorphisme W 2

o
mentionné au n 3.1.

Corollaire 3.1. Le diagramme suivant est commutatif :

G
Res
2 B A
H%(G 3O s H2(BJ)
N 7N P
;2 ;2
G B
G
Res
2 2 A
H (G,'!CB) H (BJCB)
(3.7 v
2
s
G ResB
v N
H™ (BS,E)
BS
Rest
NS
2 N ResN v 2
H(NS,E) —n HomS(A N,E)
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o
n 3.4. Autres propriétés des groupes Ext” .

° , : . : 3 .
Dans ce n on suppose que Txo admet un supplémentaire S-invariant dans B j; on choi-

sit un projecteur S-invariant 11 de B sur N ;3 1l'application
BS 5 (b,s) }—— (1r(b),s) € NS

est un morphisme de groupes j; il en résulte des applications
7 : H(NS,E) —» H"(BS,E) 3

on a immédiatement

(3.8) Res ~ o m = id

Enfin on pose

™ - igs(sg)'lmn

n n
application de H (NS,E) dans H (GJ().

Proposition 3.1. L'application T est bijective pour n = 0,1 et injective pour

n =2 .
(On peut en fait démontrer, en utilisant [3], que Tn est bijective pour tout n 2 0).
Démonstration :

z o o Py . . z . .
a) Bijectivité de T : g est bijective puisque, B opérant trivialement dans E , on

a

H°(Ns,E) = H®(BS ,E) = H°(S,E) ;
(Sg) et ig le sont trivialement.

. ez 1 ez .
b) Bijectivité de T~ . La commutativité des diagrammes (3.2) et (3.3) et la formule

(3.8) entrainant la commutativité du diagramme suivant
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G
Res
e — B 5 utempl

T
i1 il
G B
InfG Res
1 1 B 1 A
H (A,‘l-CB) A H (G,'!CB) —> H (BJCB)
A
RN sl w1
A G ResB
BS N
1 Intg 1
H' (S,E) — —— 5 H (BS,E)

T
. 1
id "

v
1 Infgs 1 Res:S
H(S,E) —— 5 H (NS,E) ———— 3 Hom (N,E) 5
il en résulte que
Ker T1 < Ker Res:S = Im Infgs 3

1'injectivité de T1 résulte alors de celle de ié oInfﬁ .

. sz 1
Surjectivité de T1 : soit § € H (GJ) 3 comme Rest

N est surjectif il existe

1
a € H (NS,E) tel que

-1

ResE(g) = (Wol) (Resgs(a)) = Resg(Tl(a)) 3

alors
1 G .1 G
§ - T (a) € Ker ResB = Im(1G ° Ian)

= II’I‘l(T1 ° Infgs) .

2 4 .
c) Injectivité de T~ . La commutativité du diagramme (3.7) et la formule (3.8)

entrainent la commutativité du diagramme suivant :
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ResG
2 A
HGp0 — 2 3 H2(B 0
'y 1;
.2 i2
i B

G
Res
w26 3 B Hz(q,WCB)A

s v
G B
Res
> N
H™(BS,E)
A
2
NS v

Res

H2(NS B) —— N Homs(l\aN,E) ;

celle-ci entraine l'existence du diagramme suivant :

12 (6 ) ula,ut e 30)
ﬂk ° 1\
.2 11
‘e 1AB
InfG u
wax®h 4 HZ(G,'vCB)o —_ naut 5y
N A
T 11 -1
2,-1 2, -1 (]
(sA) (sG) reAB
2 Inf:s 2 SN
H°(S,E) ————— 9 H"(BS,E)
. 3 » °
id ﬂz

NS

v
InfS

U
Hz(s E) H2(NS »E) o___f-s-—, u! (S ,Hom(N,E)>

ol les indices o et les applications UG N UN ont le sens indiqué au lemme 2.1,

S
on vérifie aisément que ce diagramme est commutatif.

D'autre part la démonstration du lemme 2.1. entraine facilement que

.2 .11
Ker i, © Ker(1A

Y ¢

donc

2 NS
Ker T C Ker UNs = Im Infs H
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L. 2 G sos . :
enfin IG °Ian est injectif, car son noyau est 1l'image de l'application
1 A 2
St wteot —— P

mais cette application est ici nulle parce queTx admet un supplémentaire

S-invariant ([8], corollaire 7.1.). °

§ 4. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1.

Le foncteur T , défini au théoréme 1.1 sur la catégorie Ext(NS;€), peut 2tre pro-
longé en un foncteur de ch dans C,G défini de la meme facon 3 c'est un foncteur

composé

U v
e o
T: “Ns — 7 ch —> ch

oi V = Indgs et o U associe & tout NS-module (E,P) le BS-module (E,T) avec

i<xo,b-T(b)>

T(b,s) = e .p(n(b),s).

On va appliquer la proposition 2.1 ; tout d'abord T est fortement exact parce que

U et V 1le sont (U 1l'est trivialement, et V- en vertu du du lemme 2.3) ; on doit

- n
montrer que pour EI,E2 ce, TE E est bijectif pour n = 0,1 et injectif pour
1’72
n = 2 3 cela résultera de la proposition 3.1 si on montre que Tn coincide avec

E
Ey» 2

n ° . s,z .
ce qu'on a noté T au n 3.4, Or, d'aprés la propriété (Vi) du n°2.3, on a

Tn - o™ .
- ?
E E, U(El),U(Ez) E,,E,
le lemme 2.3 montre que
T; E S °UE E 9
1772 1’72

1'espace HomQ(T(El)’T(EZ)) et l'application Ap e(S“)-1 du lemme 2.3 ne sont autres

que 1'espaceJCB et l'application (Sn)-1 de la proposition 3.1 ; reste & voir que

°
Ug E nn - ce qui est facile en reprenant la deuxiéme construction du n 2.3 avec
1’72

n_ o n+1
E, =C ((NS) ’ Ez)
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n @ n+1
U(Ez) = C ((Bs) , U(Ez)) .

§ 5. Exemples.

°
n 5.1. Groupes de Poincaré généralisés.

+
Prenons A = SOo(m,n), avec m < n , opérant naturellement dans B = l*n n H

Iy

identifions B a B avec la dualité

1 1 m + m+ + m+
b,x> = bl oxl 4., ap™ x™ p™ M pmn W

3t
Prenons dans B un point xo tel que
< x > 0
X ' % £ ’

alors Tx est l'ensemble des x vérifiant
[

il admet un supplémentaire S-invariant, a savoir nz.xo 3 N est de dimension 1 avec
action triviale de S ; S est isomorphe a SOo(m—l,n) ou SOo(m,n-l), donc est semi-
simple ou isomorphe &8 R (ceci dans le cas oum =1, n =2 , x, = (0,0,1)).

Prenons pour & 1l'ensemble des NS-modules de la forme (Ep) avec

i<x°,n>
p(n,s) =e .o(s)

ol 0 est une représentation irréductible de dimension finie de S ; € a bien la
propriété (P) du § 1 . Prenons El’Ez € & et posons E = Hom(El,Ez) ; la suite spectra-

o
le du n 3.1 se simplifie :

HP (s ,Hom (AN ,E))

Hp(S,E) pour q = 0,1
(0] pour q 2 2

donc

a) si S est semi-simple, on a

. Pq
d E =
im 5 {

1 sip=03q=0,1 ;E ~E

O dans tous les autres cas
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. 1 si n = 0,1, E1 ~ E2
dim 1~:x1;G(1-‘1 ,Fz) =

[0} dans tous les autres cas.

On déduit de 14, par des arguments classiques de théorie des représentations, qu'un

objet indécomposable de la catégorie Ext(G;}) a nécessairement tous ses sous-quo-

tients simples isomorphes a un me2me élément de 5§ (noté (Fo,n )), et qu'il y en a un
o

et un seul ayant une longueur donnée £ ; sa description matricielle est la suivante:

no(g) alz(g).no(g).......alz(g).no(g)

o

no(g) """'“22(9)'"0(9)

n(g) =

.o
* seseecece

Oeevennane

o Ceeeees no(g)

ou aij est l'opérateur dans Fo défini par

J-i
<blx>

GO g(x) .

(aij(b,a).f)(x) =
b) si S . R, on a

1 sip=0, 139 =0,1; E, L E

1 2
: pa
a E =
im >
O dans tous les autres cas
. 1 sin-=0,2; E1 ~ E2
im E: F, ,F = i = .
dim xtG( 1? 2) 2 sin=1; E, ~E,

O dans tous les autres cas.

Le théoréme 1.1, affirme ce qui suit : notons (EX’DK)’ avec A € € , le NS-module
irréductible défini par El =0 et
i<xo,n> + As
px(n,s) =e s

€. le sous-ensemble de & réduit a EX 3 8X le sous-ensemble (réduit a un élément)

A

de F qui correspond a €, ; alors tout objet de Ext(G§3) est somme directe d'objets
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des divers Ext(G;ﬁx) ; de plus chaque catégorie Ext(G;Ex) est équivalente a celle
des ]Rz-modules de longueur finie & sous-quotients simples tous isomorphes a Py s
au encore a sous-quotients simples triviaux.

Remarque 5.1. Dans le cas ou le point choisi x vérifie < xo )y X > =0, la
situation est beaucoup plus compliquée ; prenons par exemple m =1 , n =3 ,

x = (1,0,0,1), 0 triviale ; la représentation de G obtenue est la représentation
dite de masse nulle et d'hélicité nulle ; le corollaire 1.1 est un défaut, car
1'application ié du n°3.4 n'est pas surjective (on a donné dans [8], § 10 un
élément de Zl(GJC) qui opére non par multiplication, mais au moyen d'un opérateur

différentiel d'ordre 1). On ignore si les catégories Ext(NS;¢) et Ext(Gj;J) sont ou

non équivalentes.

o
n 5.2. Groupe affine de n¥" .

On prend A = GL(m,R) opérant naturellement dans B = r" 3 on note Gm le groupe
3 m
BA obtenu . Il y a deux orbites de A dans B : {0} et R \ {0} ; la seconde contient

le point x, = (1,0,...,0) dont le stabilisateur S est isomorphe a Gm 3 de plus

-1

N =0 . Lorsquem = 1, S est trivial ; par récurrence sur m, on voit que Gm admet

une représentation particuliére, qu'on note (Em,n ) (du point de vue de la "méthode
m

des orbites", elle correspond a l'unique orbite coadjointe de dimension dim Gm)

Prenons pour € 1'ensemble réduit au NS-module Em ; alors ¥ est l'ensemble

-1
réduit a Em ; comme N = O la suite spectrale du n°3.1 montre que

n n
t E = .
Ex G ( m,Em) ~ ExtG (E ) =0 pour n 21 ;

E
H
n -1 m-1""m-1

il en résulte que tout élément de la catégorie Ext(Gm;a) est un multiple de E .
m

o
n 5.3. Groupe de Heisenberg.

On prend A = IR opérant dans B = IR” par

et x = (0,1) ; alors

Tx = {x = (xl,xz) l x2 = O]
o
= {1}
N ={b=(b1,b2) |b1=0}~IR .

Méme conclusion qu'a 1l'exemple du n°5.1.
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n°5 .4. Groupe nilpotent G

5,3

On prend A = ]R2 opérant dans B = ]R3 par
1 (o] (o]
a - (al,a?)—s [ & 1 0 ;
%(al)2 a1 1

¥* 2
on identifie B a B avec la dualité usuelle ; on prend x0 = (0,1,0) ; alors

3

2
T, = {x|x" = x = 0}
o
S ={a|a1 =0} ~ R
N = {b|ol =0} R
l'action de S sur N est triviale, donc NS . ]R3 . On voit facilement que Tx

o
3
n'admet pas de supplémentaire S-invariant dans B B

Prenons pour ¢ 1l'ensemble réduit au NS-module (Eo,p) avec Eo =C et

i<x ,n>
o
p(n,s) = e 5

o
la suite spectrale du n 3.1. montre que, pour ¥ = Hom(li‘1 ,Fz), E, =E_ =E :
dim H'(G ) = dim H"(NS,C) = ('3') ;

en particulier
. 1 . 1
dim H (G JC)= dim H (NS,EL) =3 ;
A . . . 1 1 s 4z
mais il n'existe pas d'isomorphisme de H (NS,E) sur H (GJ{) respectant la nullité

. * . - 3 . 1
des cup-produits (H (NS,C) est 1'algébre extérieure de R” , tandis que H (G,K)

contient un élément de carré non nul) ; la remarque 2.3 montre que les catégories

Ext(NS;€) et Ext(G;® ne sont pas équivalentes.
o
Noter que d'aprés [4] les résultats de nos n 5.3 et 5.4. restent valables en rem-
J
placant les G-modules induits au sens C par les G-modules Cﬁ° associés aux G-modules

induits au sens unitaire.
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§ 6 . REMARQUES ET GENERALISATIONS DIVERSES.

o
n 6.1. Commentaires sur le choix des groupes et des représentations.

Nous avons choisi d'étudier la classe des groupes de Lie inhomogénes,
pour une grande part, a cause de leur importance en Physique Théorique (groupes de
déplacements, groupes de Poincaré, de Galilée,....) 3 ici comme dans [8] nous
avons cherché une théorie rendant compte des travaux de G. Rideau sur le groupe de
Poincaré usuel. De plus, comme le montrent d'autres travaux contenus dans la méme
fascicule, les résultats obtenus dans ce cadre sont étonnamment voisins d'autres,

valables dans d'autres situations (groupes de Lie semi-simples ou nilpotents).

Nous avons remplacé les représentations induites au sens unitaire par des
représentations induites au sens Cw 3 l'expérience montre en effet que les groupes
Extn entre représentationsunitaires sont en général tres pathologiques : de dimen-
sion infinie et non séparés ; par contre, dans le cadre des représentations induites
au sens c” , les techniques de Géométrie Différentielle (par exemple les connexions
sur les fibrés vectoriels) conduisent a des résultats maniables et satisfaisants ;
précisons que, en remplacant les représentations unitaires par les représentations
Cm associées, on n'aboutirait pas a des résultats plus satisfaisants. Ce choix
présente néanmoins un inconvénient évident : la catégorie des représentations étu-
diées est définie intrinséquement a partir, non pas du groupe G lui-meme, mais de
sa décomposition en produit semi-direct B X A ; il existe cependant un cas ou l'on
pourrait choisir une catégorie de représentations définie intrinséquement a partir
de G : c'est celui des groupes de déplacements (i.e. celui oi A est compact) j; on
peut alors choisir la catégorie des (44,K)-modules, avec K = A , et espérer de bons
résultats concernant ses objets de longueur finie ; un travail a parattre de

R. Lalement est consacré a ce probleme.

o
n 6.2. Relations avec la méthode des orbites.

Le sous-groupe NS qui joue un rdle fondamental dans ce travail est assez voisin du
sous-groupe G(f) de la méthode des orbites. Pour ®tre un peu plus précis sans entrer

dans trop de détails, disons seulement que si on écrit

56 it
/v?ﬁsqau ,/(?* -8 oy,

si on note (Y,x) un élément quelconque de ﬂ?* , T la projection de /{7* sur B* .
et x_ un élément fixé de B* , alors -

a) il y a une correspondance bijective entre l'ensemble des S-orbites dans s et
celui des G-orbites dans m ‘1(x) obtenue comme suit : soit & une S-orbite dans

#* 20z . . 12
s 3 on choisit un élément z de & , on le prolonge arbitrairement en un élément y
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ki
de Y , enfin on prend la G-orbite de f = (y,xo) H

b) G(f) est une extension de S(z) par N dont on sait calculer la classe dans

2 . . . . 3
H™(s(z),N) ; en particulier si Tx a un supplémentaire S-invariant dans B , G(f)
(o)
est produit semi-direct N X S(z) ; si de plus 2z est S-invariant, alors G(f)=NS ;

c) en termes un peu vagues, si une représentation 0 de S est associé a 1l'orbite
S.z et a une représentation 10 de S(z) de différentielle izls(z) , alors la repré-
sentation
ix
G o
= Ind e X
n BS( o)

est associée & l'orbite G.f et a la représentation T de G(f) définie par

i<x ,b>
o

T(b,a) = e . To(a) v(b,a) € G(f) .

Ces considérations et le théoréme 1.1 rendant plausible la conjecture suivante

(C) Soit G un groupe de Lie ; si un ensemble 3§ de G-modules est associé par

la méthode des orbites & un ensemble € de G(f)-modules, il existe une équivalence
de catégories entre Ext(G(f) ; €) et Ext(G;J).

Les parties 2 et 4 de ce fascicule justifient (trés partiellement !) cette conjec-

ture ; disons seulement que

- la conjecture (C) semble pouvoir etre vraie "génériquement" (par exemple pour les

o
orbites coadjointes de dimension maximum (voir n 5.4))

- le théoréme 1.1. entratne 1'exactitude de la conjecture (C) dans la situation

3t
présente, si Tx admet un supplémentaire S-invariant dans B , et si en outre S
o

est abélien ; ou encore si S est compact et opére trivialement sur N (ajoutons
que cette derniére propriété est vraie des que l'orbite A.xo est de dimension maxi-

mum) .

o
n 6.3 Résultats analogues en théorie des déformations formelles de représentations.

Rappelons (voir par exemple [12]) qu'on appelle déformation formelle d'un G-module

(E,U) toute série formelle

ayant les propriétés suivantes :
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-3 est une application de G dans End E telle que l'application
n
GXED (g,x)—> 8 (9).x €E

soit continue

- 8(g).8(g") = 8(gg"). 3

et que deux déformations formelles § , §' sont équivalentes s'il existe une série

formelle

vérifiant

- A € End E
n

- A est inversible
o

- 3'(g).A = A.3(9).

Nous allons donner des déformations formelles une autre définition, plus adaptée a

notre propos. Nous appellerons déformation formelle de (E,U) tout couple (V,D)

ayant les propriétés suivantes
- V est un G-module
- D € Hom_(V,V)
G
- D est injectif
- Coker D est isomorphe a E en tant que G-module
- pour tout n 21 , Im D"  admet un supplémentaire topologique dans E
n
- ANImD" =0 et E est la limite projective des Coker D .

n
Nous dirons que deux déformations formelles (V,D) et (V',D') sont équivalentes s'il

existe un isomorphisme vectoriel topologique de V sur V! entrelagant les actions
de G ainsi que les opérateurs D et D' . On remarquera que Coker p" € Ext(G;{E}).

On notera Def(G;E) la catégorie des déformations formelles de E .

Proposition 6.1. Reprenons les notations et les hypothéses du théoréme 1.1. mais

en supposant € réduit a un seul objet E ; alors J est réduit a un objet F . Il

existe une équivalence de catégories entre Def(NS;E) et Def(G3;F) qu'on construit
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par le m2me procédé qu'au théoréme 1.1.

Idée de la démonstration

Soit (V,D) € Def(NS3;E) ; on le transforme en un élément de Def(BS3;E) comme au théo-

réme 1.1, puis on applique le foncteur Indgs aVetaD .On doit montrer

a) que les applications
A v L 1 T 1 1
T HomDef(Ns;E)(( D), (VD)) HomDef(G;F)( (v,D),T(V',D'))
sont bijectives, ce qui est immédiat ;
b) que tout objet (V;B) de Def(G3F) est isomorphe & un objet T(V,D) ; pour cela on
remarque que V est la limite projective des Coker " , qQui appartiennent a
Ext(G;{F}) 3 on leur applique le foncteur

S : Ext(G;{F}) —— Ext(NS;{E})

fourni par le théoréme 1.1 ; on obtient un systéme projectif dans Ext(NS;{E}) dont

on prend la limite projective dans ch .
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J. PICHAUD

O.INTRODUCTION.

I1 convient tout d'abord, G étant un groupe localement compact séparable, de
définir des foncteurs H (G,.) dans la catégorie EG des G-modules continus et dans
la catégorie EG des G-modules différentiables.

Lorsque G est un groupe de Lie, les Hy(G,.) ont été définis dans [2] pour la

. © - . - - ~
catégorie C comme foncteurs dérivés d gauche du foncteur V : E p——-,EG , ou E

-G G
désigne le quotient de E par le sous-espace engendré par les g.a - a lorsque g
0
décrit G et a décrit E. Il convient de signaler que, dans QG ,» le foncteur
V:Epr— EG , ou EG est le séparé de EG , a les memes foncteurs dérivés a

gauche ( cf. [2] ).

Si G n'est plus nécessairement de Lie, on renvoie & [6] pour la définition et
les propriétés des G-modules différentiables, et on définira Hy(G,.) comme précé-
demment.

En ce qui concerne l'homologie dans le choix d'une "bonne" définition est

Cg
moins simple. En effet, on ne sait pas si les foncteurs V et V donnent ou non les

~

mémes foncteurs dérivés a gauche, question qui se raméne 3 la suivante :dg étant

une mesure de Haar 3 gauche, une fonction vectorielle continue 3 support compact £

n
telle que [f(g)dg =0 ast-elle de la forme g jp—s Z (¢i(gig) -¢i(g))?
1

Il y a donc, a priori, deux théories de 1'homologie continue.

Ce qui plaide en faveur du choix de V, c'est que ce foncteur est fortement

exact d droite : si E > E' —» E" > O est une suite fortement
exacte de EG ( cf. {5] p.332 ), alors la suite d'espaces vectoriels topologiques
EG rEé - Eg —» 0 est exacte et de plus E"G s'identifie topologi-

quement au quotient Eé/Ker(Eé-—’Eg). Cette propriété a naturellement pour
conséquence que L%V s'identifie topologiquement a V.

Ce n'est pas le cas de V qui n'est méme pas exact 3 droite.

Cependant, nous verrons que V a les mémes foncteurs dérivés que le foncteur
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E b——> (E‘w)G lequel est fortement exact 3@ droite. On aura donc LOX(E) = (Ew)G
Dans ce qui suit nous définissons les Hy(G,.) comme foncteurs dérivés 3
gauche de V, et 1'objet de cet article est d'établir que, si E est un objet de EG .
1'inclusion de E_ dans E conduit 3 un isomorphisme topologique de H*(G,Eu) sur
H*(G,E).
Le choix de V est donc motivé par le ré&sultat : V est adéquat au probléme de

la régularisation; si V n'a pas les mémes foncteurs dérivés 3 gauche que V il ne le
sera pas.

Nous allons maintenant indiquer des définitions, des notations et des résultats
relatifs aux fonctions vectorielles C% sur un groupe localement compact séparable G
et aux vecteurs C~ d'une représentation de G. Sur tout ceci cf. [3] et [6] .

Un tel groupe G est métrisable et dénombrable 3 1'infini, il posséde un sous-

groupe ouvert G, et une suite décroissante (kn)nelN de bons sous-groupes - i.e. de

sous-groupes coLpacts distingués de Gl tels que les groupes quotients Gl/kn soient
des groupes de Lie - telle que C\ kn = {e}

Alors l'ensemble G/kn des classes 3 gauche mod kn est une variété différentiable, et
si E est un espace localement convexe complet on note Cw(G/kn,E) 1'espace des

fonctions C* de G/kn dans E et C:(G/kn,E) 1'espace des fonctions C* i support

compact.
Soit (Kp)pElN une suite de compacts de G recouvrant G et telle que
(i) Ko est un voisinage de e,
(ii) vpeN KCK et k Kk =K.

+1 P
Dans ce cas, C (G/k ,E) = 11m ( C (G/k ,K /k Y®E ).
On pose C (G E) = 11m C (G/k E)
L'espace C (G E) est alors def1n1 comme ensemble des applications continues f de G
dans E telles que, pour tout &€lément ¢ de Cc(G)’ f ¢ appartienne i Cc(G,E).
Il est muni de la topologie initiale relative aux applications f pa f ¢ de
C®(G,E) dans C:(G,E) lorsque ¢ décrit Cw(G).

Ceci permet d'écrire C®(G,E) = lim C™(G, K ,E).
p

Signalons que 1'on obtient les mémes espaces de fonctions en utilisant les
classes d droite kﬁ\G.
Supposons maintenant que E est un G-module continu et notons U 1'action de G

dans F. Alors un vecteur a de E est dit C* si 1'application ¥ , qui 3 un &lément

g de G associe Ug.a , appartient i C*(G,E). K k
L'ensemble E  des vecteurs C” de E est &gal 2 UE " ,of ET désigne
n oo

k -]
1'espace des vecteurs C* du G]/kn-module E ",
On munit naturellement E_ de la topologie limite inductive des topologies usuelles

n
des E |
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La catégorie gz des modules différentiables a pour objets les G-modules E tels

que E = E°° et pour fléches les G-morphismes continus.

o . .
On note T, le foncteur de EG dans QG qui 3 E associe E_ .

La propri&té essentielle de T_ est de transformer toute suite exacte de G-morphis-
mes forts de C. en une suite exacte de G-morphismes forts de 92'

Donnons enfin un critére caractérisant les modules différentiables :

si E est un objet de tel que E = lim E_ ol chaque E_ est un G, /k -module diffé-
5 n n 1" ™n

S L
rentiable, E est un G-module différentiable.

1. HOMOLOGIE DANS EG

Rappelons qu'un objet P de C, est dit relativement projectif si pour tout

diagramme P oﬁ‘Gn est une G-surjection forte, de section liné-
I 1 f aire continue s, et f un G-morphisme, il existe un
A ,'?! B G-morphisme f : P—3 A tel que I.f = f.
Alors si O E P] P2 - N est une résolution
forte relativement projective de E dans EG , 1'homologie du complexe
0 ¢ Eé -— EG - e est 3 isomorphisme topologique pré&s indépen-—

dante de la résolution choisie, on la note H*(G,E).

Exemples d'objets relativement projectifs :

Notons U 1l'action de G dans E. Alors 1'espace CC(G,E) des fonctions continues 3
support compact de G dans E, muni de sa topologie limite inductive usuelle, est

relativement projectif pour 1'action de G suivante :

veeG  vh C_(G,E)  vxeG (8-9) (x) = ug.¢(g"x).
Dans ce cas ( cf. [1] ) un relévement f de f est donné par :
V6 ¢ C_(G,E) B = [ gs.gT£(p) g, 00 ¢ (0= $()0(x 'g) ,6 Gtant

un élément fixé de CC(G) d'intégrale 1 pour la mesure de Haar 3 gauche dg.
On démontre de fagon analogue que CC(G,E) muni de la représentation réguliére

gauche est relativement projectif.

Construction d'une résolution forte relativement projective de E.

Posons K'(E) = C_(G,E),..., K™ (&) = C,(6,K"(E)). Algébriquement K(E) = C_(G",E)

mais la topologie de Kn(E) est en général moins fine que celle de Cc(Gn,E).
L'action de G sur Kn(E) que 1'on utilisera est la représentation réguliére gauche
de G dans CC(G,Kn_](E)) , autrement dit G opére par la représentation réguliére

gauche sur la "premiére" variable uniquement.

PROPOSITION 1 : Soit E un objet de EG et U 1'action de G dans E. Le complexe
0 «—— E 4-_20=, K’(E) 1#(3_—., KZ(E) ———— S
1 2
ol én et Ol sont définis par
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HOMOLOGIE CONTINUE ET DIFFERENTIABLE

1

1) ve k™ ()

net

i -1
(8 6)(8s-es8, ) = ‘Zo(-l)l f¢(go,--»,gi_l,g,g 8985412 28,-y) d8

n
+ (-1) ng. ¢(g s---28,_>8) dg ,

(ii) vacE (o0,a)(g) = (U _;.a) 6(g) »
g
et si n>1  v¢e K'(E)

(o ey D(8gs-ees8) = 0(g)) ¢(,8,855-18)
avec 0 €Cc(G) et /e(g) dg =1 ,

est une résolution forte relativement projective de E.

Démonstration :
(i) On vérifie facilement que, pour x élément de G, Gn(x¢ ) = x( 6n¢ ).

Il reste 3 établir la continuité de Gn.
e . . +1
Notons Vm 1'action réguliére gauche de G sur K"(E) et Zm 1'application de K™ (E)
dans K'(E) définie par Zm( Y) = /.Vm(g) y(g) dg. L'application Km est linéaire
continue de Km+1(E) dans Km(E).
iz P n+l P, n-i, i+l .
En considérant 1'élément ¢ de K (E) comme élément de K (K (E)), on voit que
1'application
-1
¢ — [ sereng .——’[Mgo,---,gi_,,g,g g;se058 ) dg]
n—i( i+l

. . +1
n'est autre que l'application [ QT —, Kio ¢ de K" (E) =K K (E))
dans Kn_l(Kl(E)) = Kn(E), d'ol sa continuité.
De méme 1l'application ¢ e [(go,...,gn_]) p___*Z[Ug. ¢(go,...,gn_l,g) dg]

. . + 1 .
est 1'application [y — 600 ¢ de K" ](E) = Kn(K (E)) dans Kn(E) qui est

continue.
(ii) Continuité de o

n+l 1, n-1 2,.n-1
est 1'application de K (K (E)) dans K™ (K (E))

En écrivant que O+
qui 3 ¢ associe (go,gl) F_.___,.e(go) ¢(gog]), on voit que c'est aussi
1'application de Kn(E) dans K](Kn(E)) qui & ¢ associe gop_q-Vn(g;])¢ e(go)

laquelle, comme o, , est continue.

(iii) Enfin on voil facilement que 1l'on a ge § +§ a° © =1 n .
K™ (E)
A partir de cette résolution on obtient explicitement un complexe donnant

Hy(G,E) en remarquant que le sous-espace fermé H de K](E) engendré par les

¢(g-l.) - ¢(.) lorsque g décrit G et ¢ décrit Kl(E) est le noyau de 1l'applica-
tion A : Kl(E) —— E qui a ¢ associe j’¢(8) dg. En effet, le polaire H°
de H contient R dg ®E', ol E' est le dual topologique de E; en se restreignant
aux éléments de la forme ( g(g_l.) - £(.))®a ot geCc(G) et aeE, on voit que
H° est exactement R dg®E'. Il résulte alors du théoréme des bipolaires que H est

le noyau de X .
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PROPOSITION 2 : H,(G.E) est 1'homologie du complexe

0 - E = d KI(E)<—-d_ KZ(E)<-——-

o vy eK'(E)
(dnlj) )(g],---,gn_l) = f'w(g’gl""’gn-l) dg
n= _ i -1
+ }1: -1 /ﬂ) (gl"'.’g"'l’g’g gi""’gn—l) dg
+ D% [ uCeyheeagype8) de.

Démonstration :
1 -

On utilise que Kn(E)$ est isomorphe i K (E). Il reste 3 calculer les applications
. n
. élé . = 6 .
d Soit ¢ un élément de K (E). On a dn(w) f6n( ®y )(go) dgo
-1
Or 5 (8@ )(g,-rrrg ) = [0(e) V(g 5 ,8;0emr8,_)de
i -1
+ 21: - [e(go)w(g,.---,gi_l,g,g gjree08 ) dg
n
$ D" [ U (epeg 20, de
- -1
Dlod  6,( 8®Y (g s-erg ) dgy = [8 (&) W(E 'g,.8yseerg, ) d8 dg,
e i -1
+ Z -1) [‘JJ (gly---:gi_l’g’g gi:---’gn_l) dg
n
+ D" [ (gpaeeiag ) e

Comme fe(g) q;(g-lgo,g

veeng D dgdg = [ o8 u(e,.8 a8, ) de dgg

1

I

[w(go.g,,---,gn_,) dg
on obtient le résultat annoncé.

Remarque : Comme le foncteur V : E '_’E-G n'est pas exact i droite, on n'a pas
nécessairement HO(G,E) =§_G . D'aprés ce qui précéde, on a HO(G,E) = E/(Im dl)
ol dl est l'application de K](E) dans E qui a3 ¢ associe [(I - Ug).q, (g) dg.
Lorsque Y est de la forme g b E(g)®a ol acE et EeCc(G) est
d'intégrale 1, on a d]\b = a-U( &a.

Soit x€G. Il existe une suite ( En)ne d'éléments de Cc(G)’ d'intégrales

N
égales 3 1, convergeant vaguement dans M(G) vers la mesure de Dirac éx. Alors
a- Ux.a est adhérent 3 Im d‘. I1 en résulte que Im dl est le sous—espace fermé
engendré par les Ux.a - a, pour x€ G et a€E, et que 1l'espace EO(G,E), séparé de

HO(G,E) est E'-G .

Pour terminer cette partie, nous allons exhiber une autre résolution relative-

ment projective de E que nous utiliserons ultérieurement.

PROPOSITION 3 : (i) On munit Cw(Gn,E) d'une structure de G-module continu en
L€ . o, N
posant, pour g appartenant 3 G et f appartenant a Cc(G JE),

-1 -1
g.f=Ug.f(g -
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(ii) Avec cette structure C:an,E) est un objet relativement projectif de EG'

Démonstration de (i) :
Ce résultat est trivial si G est un groupe de Lie. Lorsque G est localement compact
. n . L n * n
séparable, on a C:(G ,E) = lim Cc((G/kp) ,E) et chaque Cc((G/kp) ,E) est pour
cette action un G-module continu. La proposition annoncée repose sur le fait
qu'une limite inductive stricte de G-modules continus est un G-module continu.
Démonstration de (ii) :
Si 1'on a un diagramme C:(Gn,E)
lf
A<=_I_I.——_"B
on fixe wun é€lément 6 de C (k‘\G ) tel que .fe(g) dg =1 , et pour ¢€ C (G ,E)
on pose ¢g(x],...,xn) ¢(xl,...,x ) e(xI g)

Alors 1'application f définie par £(¢) = jﬂg.s.g-].f( ¢g) dg est un relévement
de f. L'intégrale a un sens car, pour ¢ fixée, il existe p tel que ¢ appartienne
ic ((G/k e ,E) et alors ¢ appartient a C:((G/kp)n,E); de plus g t—+¢g

est contlnue de G dans C ((G/k ) ,E).

La continuité de repose sur 1e fait que, pour tout p et pour tout compact K de G
tel que Kk0 =K, la famille d'applications [ ¢g de
C:T(G/kp)n,(K/kb)n,E) dans lui-méme est équicontinue quand g décrit le compact KC,

ol C est le support de 6 .

PROPOSITION 4 : Le complexe

3 oo ] 9 o n 3
0 < E —2 G ! C (G ,E .o
- -« = C( E)-‘——- 4—0— C( :) (—;——-—
1 n-1

(@ 9)(g se00sg _,) = Z( 1) ¢(g secesBi 19838 0 08 ) d8
o n-1 -1 1+1 n-1

et (o ¢)(g TEETE-N ) = e(g ) ¢(gl,...,g ) , 6 étant un élément de C”(k‘\G ) tel

que _fe(g) dg = 1 , est une résolution forte relativement projective de E.

&

Démonstration : Dans [1] P.Blanc a montré que le complexe CC(G ,E) , avec les
fléches det O, constituait une résolution forte relativement projective de E.
Comme on se restreint ici aux espaces C:(Gn,E), le seul point 3 vérifier est la
continuité des fléches du complexe. Ceci est immédiat en se restreignant aux espaces

C:((G/kp)n,E) et en utilisant le fait que dg est invariante a droite par kp.

2. = .
HOMOLOGIE DANS QG

Remarquons tout d'abord que si E est un objet de gz il n'y aura pas lieu de
distinguer entre 1l'homologie continue de E ( considéré comme objet de C ) et
1'homologie différentiable de E ( calculée 3 partir d'une résolution forte relative-

ment projective dans gz ). En effet :
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PROPOSITION 5 : Soit P un objet de 92. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) P est relativement projectif dans C,,

(ii) P est relativement projectif dans EZ .

Démonstration : Il est immé&diat que (i) implique (ii). Supposons donc P relativement

projectif dans gz et considérons dans C, le diagramme suivant :

_G
P oi f est un G-morphisme continu, A,B des objets de C, ,
lf I une surjection forte de section linéaire continue s.
A ;;::%%::- B
Associons lui le diagramme suivant de gz :
P oi M est la restriction de T 3 A
lf et s_ = .[ g.s.g_] 0(g) dg (cf. [6]).

‘00
A o——» B
C"*—Sm_ © -
L'application I est une G-surjection forte dans EG 3 par conséquent il existe
un G-morphisme continu f de P dans A_ relevant £, et f est a fortiori un G-mor-

phisme continu de P dans A.

Exemple : L'espace C:(G,E) = lég_CZ(k&\G,E) muni de la représentation réguliére
gauche est un G-module différentiable. En considérant E comme module trivial, il
résulte de la proposition 3 qu'il est relativement projectif.

Cet espace joue un rdle important en homologie grace i la propriété suivante, &éta-
blie par P.Blanc et D.Wigner ( cf. [2] ) :

Notons HCm(G E) le sous-espace engendré par les ¢(g_l.) - ¢(.) lorsque ¢ décrit
c £

C:(G,E) et g décrit G. Alors lorsque G est un groupe de Lie est l'espace

He™(6,E)
des fonctions d'intégrale nulle pour la mesure de Haar 3 gauche Sg; il en résulte

que est fermé.

H
C(G,E)
Nous allons montrer que cette propriété se généralise au cas ol G est localement

compact séparable.

PROPOSITION 6 : Le sous—espace H

© ' i “
CC(G,E) est l'ensemble des fonctions de CC(G,E)

d'intégrale nulle.

Démonstration : Soit f un élément de C:(G,E) tel que jﬂf(g) dg = 0. On note K 1le
support de f. Si (xi)i €1

est une famille d'éléments de G telle que G =1I xiG
1'espace C:(G,E) est topologiquement isomorphe 3 @ C:(xiGI’E) , et chaqtg

] ’
. . o i e%, . .
application h p——p h(xi . ) de Cc(xiGI’E) dans c(Gl’E) est un isomorphisme

topologique.
Il existe une partie finie J de I telle que K soit contenu dans i xiG]
ieJ
f = 2: fi avec fi élément de C:(xiGI’E)' .
i€], vaq o DU ' _
Notons fi 1'€lément de CC(G],E) défini par fi(g]) = fi(xig]).

; alors
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1 de dg.

On a j-fi(gl) dg] = j.fi(g) dg , en notant dgl la restriction 3 G
Posons h = fi. On a f =h + 2: (fi - fi ).
3 J
_ e . N . 5 . R
Comme 2; fi fi appartient a HCZ(G,E) , 11 reste 3@ montrer que h appartient a

HCz(G,E)' Mais h est un &lément de CZ(G],E) et il existe un bon sous—groupe kn

tel que h s'identifie 3 un élément de dZ(G]/kn,E). De 1'égalité .[ h(g]) dgl =0
on déduit que h est un élément d'intégrale nulle de C:(Gl/kn’E) pour toute mesure
de Haar 3 gauche sur G]/kn' I1 en résulte que h appartient 3 HC:(GI/kn,E) et donc

a fortiori a HCZ(G,E).

COROLLAIRE : Si P est un objet relativement projectif de gz on a PG =B -

Ceci résulte de ce que P est un G-module facteur direct de CC(G,P), 1'action de G

sur ce dernier étant la représentation réguliére gauche.

Ainsi dans la catégorie gz les foncteurs E p—__pEG et E h___+.§G ont
mémes foncteurs dérivés 3 gauche et il n'y a qu'une théorie de 1'homologie diffé-

rentiable.

3. REGULARISATION.

I1 est logique d'essayer d'adopter la méme méthode qu'en cohomologie ( cf.[6]);
comme on sait déja que T_ transforme toute suite exacte forte en une suite exacte
forte, il resterait & montrer (i) que T_ transforme tout objet relativement pro-
jectif de EG en un objet relativement projectif de c?, (ii) que pour tout objet E
de C» , 1'inclusion de E_ dans E conduit & un isomorphisme topologique de SEﬁgG
sur EG'

Nous verrons plus loin que 1l'assertion (ii) est exacte; malheureusement en ce
qui concerne (i) le probléme reste ouvert et nous pouvons seulement montrer que si
P est un objet relativement projectif de C,, P_ est acyclique.

Le projectif le plus simple de EG dont on peut déterminer 1'image par T, est
Certainement CC(G,E), muni de la représentation réguliére gauche. En effet, de la
suite d'inclusions continues C:(G,E) — CC(G,E) [ C(G,E) on déduit
la suite d'inclusions continues C:(G,E) [AS CC(G,E)°° (AN li"u_‘cw(kn\G,E)
d'oll il résulte immédiatement que les éléments de CC(G,E)m sont des fonctions
C” a support compact. On a donc algébriquement : CC(G,E)eo = C:(G,E) .

Ceci a pour conséquence que l'espace (CC(G’E)a)G est topologiquement isomorphe
a E. En effet si )‘:CC(G,E)°° —E est 1l'intégrale,il résulte de la proposition 6
que (CC(G,E)m)G s'identifie algébriquement avec CZ(G,E)/Ker A c'est-i-dire avec E.
Du point de vue topologique, (CC(G,E)m)G a a priori une topologie plus fine que
celle de E car la restriction de X i CC(G,E) est continue; mais d'autre part
1'identité de dZ(G,E)G dans (CC(G,E)‘»)G étant continue, le résultat s'ensuit immé-

diatement.

261


file:///Gjlii/

J. PICHAUD

I1 en résulte que, si P est un objet relativement projectif de C,, 1'inclusion de

P_ dans P induit un isomorphisme topologique de (Pm)G sur EG' En effet, P est alors
un G-module facteur direct de CC(G,P) et les espaces (Pm)G et EG s'identifient au

méme facteur direct topologique de P.

On a donc établi :

PROPOSITION 7 : Les foncteurs E g— E, et E s—-——»(Ew)

Eq définis sur C

G’ _G’

ont mémes foncteurs dérivés 3 gauche.

Nous allons montrer maintenant que la topologie de CC(G,E)°° est en général
strictement moins fine que celle de dZ(G,E).
Pour cela on va déterminer explicitement la topologie de CC(G,E)w lorsque G est un

groupe de Lie.

LEMME : On suppose que G est un groupe de Lie et F un objet de . La topologie de

<
F, est la topologie initiale relative aux applications a —2 (D) (e) de Eﬁ

dans F quand D décrit 1'algébre enveloppante U(G).

Démonstration : Par définition la topologie de F  est 1'image réciproque de la
topologie de Cm(G,F) par 1'application a 53 ; or la topologie de C”(G,F)
est définie par les semi-normes ¢ ——>SpP q(D¢ ) ol K est un compact de
G, q une semi-norme continue et D un opérateur différentiel d'ordre fini. On peut
se borner 3 choisir D dans U(G) , ce que 1l'on fera dans la suite. Autrement dit
une base de voisinages de O dans Cw(G,F) est constituée par les intersections
finies des parties V(K,D,W) = ihe dW(G,F) I Dh(K)C W } oi De U(G) , K est
un compact de G et W un voisinage convexe équilibré de O dans F.

Pour décrire la topologie de F_ on va expliciter la trace de V(K,D,W) sur F°° via
1'application a p——» 3.

A l'opérateur D considéré comme opérateur différentiel invariant 3 gauche est asso-

ciée une distribution TD de support {e} , et on a

~ ~ =1 ~y =1 ~
D@ = [T aym = vl [367H ape = U ese).
Donc D% = (D3(e))™ .
Alors FeV(K,D,W) &% vxeK (D) (x) ¢W
& vxeK Ux.(D?z'(e)) ewW
< @DDHEenUv_ W .
xeK x
Mais la famille des applications linéaires U -1 de F dans F est, quand x décrit le
compact K équicontinue. Ainsi n u_ . ¥ est wn voisinage de O dans F que

1
€K
1'on notera WK. x x

Il est clair que, lorsque W décrit une base de voisinages de O dans F et K les

compacts de G, les W, constituent une base de voisinages de O dans F.

K
Appliquons ce lemme & F = CC(G,E).
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Soit £ un &lément de C_(G,E). On a DE(e) : ¢ .-——-v-ff(yt) dr (¥) -

or /f(yt) ar (y) = f‘f’(c“y") aT () = oH Yy, avec F(uw) = £(u ).

On obtient (D?ﬁ(e) = (fo , et la topologie de CC(G,E)°° est la topologie ini-
tiale relative aux applications f h———q-(DE)v de CC(G,E)°° dans Cc(G,E).
Mais £ p--—,(DEf est 1'opérateur différentiel invariant a droite associé a D.

I1 en résulte :

o
PROPOSITION 8 : L'espace CC(G,E)w est algébriquement identique 3 CC(G,E). Lorsque

G est un groupe de Lie, CC(G,E)w est muni de la topologie initiale relative aux

applications f —> Df de CC(G,E)°° dans CC(G,E), D décrivant U(G).

Remarque 1 : Si E =R cette topologie sur CC(G)w donne comme dual 1'ensemble des
distributions d'ordrefini. Par référence & cette situation, on notera Df(E) 1'esp-
ace topologique CC(G,E)°° .

Remarque 2 : Lorsque G est localement compact séparable, la description de la topo-
lggie de CC(G,E)°° est plus compliquée. On peut montrer cependant que CC(G,E)m et
CC(G,E) ont les mémes bornés et induisent la méme topologie sur ces bornés.

Cette derniére propriété permet de montrer que CC(G,E)°° est acyclique grace au
lemme suivant :

LEMME : Soit F un objet de EC' On suppose que F est muni de deux topologies loca-
lement convexes séparées complétes Tl et T2 pour lesquelles on a : (F,T]) et (F’TZ)

ont les mémes compacts et induisent la méme topologie sur ces compacts. Alors les

espaces d'homologie de (F’Tl) et de (F’TZ) sont algébriquement identiques.

Démonstration : On utilise la proposition 2 et le fait que Kn(F) s'identifie comme
ensemble 3 CC(Gn,F). Avec les hypothéses qui sont faites, les espaces de fonctions
continues 3 support compact de G" dans (F,T]) et dans (F’TZ) sont identiques comme

ensembles.

Pour en revenir 3 CC(G,E), on a : HO(G,CC(G,E)N) =E et vn>1
Hn(G,Cc(G,E)m) = 0. On en déduit immédiatement que si P est un objet relativement
projectif de EG’ alors P_ est acyclique.

Ce résultat nous a permis dans [7] d'utiliser la résolution forte de E_par des
modules acycliques suivante :

Owe— E,+— D(B) s DK (E)) e ...
et au moyen d'un bicomplexe dégénéré, de montrer l'isomorphisme algébrique de
Hy(G,E) et de Hx(G,E_).

Nous allons procéder différemment ici pour obtenir un isomorphisme topologique.

THEOREME : L'inclusion de E_ dans E induit un isomorphisme topologique de
H (G,E,) sur H_(G,E).

Démonstration : On considére les deux résolutions fortes relativement projectives
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0 w— E 23— c:(G,E)._a. e e c:(G“,E)J__.

© 0 n
0e— E o2 C (G,Ew)‘L cer O c.(G EDS .

On va établir que, pout tout n, l'inclusion de CC(Gn,Ew) dans C:(Gn,E) induit un
isomorphisme topologique de CC(G »E ) sur C:(Gn,E) , le théoréme s'en dédui-
L __Z¢ £

sant immédiatement.

LEMME : Soient M et N deux objets de EC

(i) N est inclus dans M et 1'action de G sur N est la restriction de 1'action

tels que

de G sur M, notée U,
(ii) N est dense dans M,

(iii) 1'inclusion de N dans M est continue,

(iv) Pour tout Elément a de M, U(6)a est un E€lément de N et 1'application

lindaire £ :M —»N qui 3 a associe U(p)a est continue.

Alors l'inclusion de N dans M induit un isomorphisme topologique de EG sur EG .

Démonstration du lemme : Rappelons que 6 est un élément de dw(k \G) d'intégrale
égale 3 1. On note HM (resp. H ) le sous—-espace engendré par les U .a - a lorsque
g décrit G et a décrit M (resp. N). Comme U(e)a - a = j.(U .a - a) g(g) dg et
comme l'intégrale définit un é€lément de 1'adhérence de HM dans M, on a 4£(a) ~

mod ﬁM et £ induit une application bijective continue de MG dans N/(N{WEM) en
associant 3 la classe de a la classe de 4£(a). L'application réciproque provient de
1'injection canonique de N dans M, qui d'aprés (iii) est continue; on a donc un
isomorphisme topologique de sur N/(NfWHM)

On va montrer maintenant que NfWHM est 1'adhérence de HN dans N. On notera HN
HN les adhérences respectives de HN dans N et M.

Comme N est dense dans M, on a HM HN . D'autre part NIWHN est un fermé de N

qui contient HN donc il contient aussi HN I1 reste donc 3@ montrer que N(\HN
est inclus dans HN

Soit a eN(WHN a est donc limite dans M d'éléments de la forme 2: Ug .b i T b
ol les bi appartiennent 3 N. Mais £ &tant continue de M dans N, ﬁ(a) ast 11m1te

n

dans N d'éléments de la forme z: U(e)(Ug 'bi - bi) ol les bi appartiennent & N.
7 .

En écrivant que t

ux(ugi'bi - b. ) (U .Ugi.bi - Ugi'bi) + (Ugi'bi - bi) - (Ux'bi - bi)
. . =N P .
on voit que U(e)(Ug b, - bi) appartient 3 Hy . Il en résulte que £(a) appartient
i
a HNN. Comme a est un élément de N, a - £(a) est un &lément de ﬁ;N et on obtient

. s =N . < P .
que a appartient a HN ce qui achéve la démonstration du lemme.

On peut remarquer que M et M vérifient les conditions du lemme et quel'on a
en particulier un isomorphisme de M  sur EG .
= P —G X ol
Pour démontrer le théoré&me, nous allons montrer que les espaces M = Cc(G ,E)
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et N = C:(Gn,Ea) vérifient les conditions du lemme précédent.

On notera V 1l'action de G dans C:(Gn,E) et aussi dans C:(Gn,Em).

Les conditions (i) et (iii) sont trivialement vérifiées. En ce qui concerne (ii) et
(iv) nous supposerons d'abord que G est un groupe de Lie avant de traiter le cas
général.

(a) Cas ol G est un groupe de Lie.

I1 suffit de remarquer que N contient M_ pour obtenir (ii) et le début de (iv).
En effet 1'inclusion de M damns C(Gn,E) est continue, donc M°° s'envoie continuement
dans C(Gn,E)o° et on sait, d'aprés [5] p.348, que C(Gn,E)°° = Cw(Gn,Em).
Les éléments de nm sont donc des fonctions C” de G" dans E 5 comme leurs supports
doivent &tre compacts, on en déduit que M est inclus dans N.
I1 ne reste alors qu'ad &tablir la continuité de 1'application

2 i CO(ENE) —— CT(C"E)

¢ r———— V(0)¢
oi (V(8) ¢)(xp5...5% ) = [e(g) Ug. ¢(g-]x1,...,g—]xn) dg.
On va montrer que, pour tout compact K de G, la restriction de £ au sous-espace
C:(Gn,Kn,E) des fonctions & support dans K" est continue.
Si le support de ¢ est inclus dans K" celui de V(8)¢p est inclus dans (CK)n, ol
C est le support de 6 , et on est ramené & &établir la continuité de £ considérée
comme application de C:(Gn,Kn,E) dans C:(Gn,(CK)n,Ew).
Mais CZ(GH,Kn,E) = Cz(Gn,Kn)§]3 et la continuité de £ &quivaut 3 la continuité
de 1l'application bilinéaire suivante :
C7(6"K") x E — C(G",(c)™E,)
(¢,8) p——— jne(g)¢(g-|.,...,g_l.)Ug.a dg.

. P n s P fees . . . N
Si A élément de U(G) est considéré comme opérateur différentiel invariant a

gauche, on a A (V(8)( ¢®a)) = V(8) (A ¢ ga).

I1 nous reste donc d montrer que, pour toute semi-norme continue q sur E_, , 1l'ap-

plication C:(Gn,l(n) xE 4 R
(¢.8) 4——owp sup | qCL(,a)(x)) |
x € (CK)™

est continue.

Or une famille de semi-normes continues définissant la topologie de E  est consti-
tuée par les applications qQ: bp— p(D(Bb(e)) , p décrivant l'ensemble
des semi-normes continues sur E et D décrivant U(G).

Soit b = £(¢,a). Si x = (x],...,xn) est un é€lément de Gn, on pose
-1 -1
bx = £(¢,a)(x)=.{9(g)¢(g X seees8 xn) Ug.a dg.

On a D(beV(e) = jpg;(y-]) dTD(y) donc
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D(b )" (e) = fU - 2 0(g) ¢(g_‘x],---,g_'xn) dg dT (y)
y 8
= fu .2 0(yg) 62 'y 'x g 'y 'x) dg aT_(y)
g l,on-, n g D y
= [ Ug.a E(g,x) dg
ol £(g,x) = f 0(yg) ¢(g-ly-lx,,---.g-ly-lxn) a1 () -

Alors q(DbNX(E)) < j p(Ug.a) | £(g,x)| dg.

Comme g décrit le compact C, l'ensemble des U est une partie &quicontinue de
L(E,E) et il existe une semi-norme continue p' sur E telle que pour tout g dans C

on ait p(Ug-a) <p'(a).

On en déduit q(Dgx(e)) < p'(a) mes(C) sup |E(g,x)|
geC
et sup q(Dg‘x(e)) < p'(a) mes(C) sup | ECgsx)l .«
X € (CK)n geC
xe (CK)"

I1 suffit alors de montrer que 1'application ¢ y——sup {Ig(g,X)II geCyxe (CK)n}
est une semi-norme continue sur C:(Gn,Kn) pour conclure.
Notons ¢x 1'élément de C:(G) défini par : wyE€G ¢x(y) = ¢(yxl,...,yxn)
et 6 la fonction définie par : vy €G 5(y) = e(y_l)
ona E(gx% = f g 'y H 6,y dT,(y)

I ERICIE
Or 1'application de C:(G) dans lui-méme qui & n associe D(én) est un opérateur
différentiel sur G que 1l'on note A .
On a alors  &(g,x) = A(¢) (8_1)-
Lorsque x décrit (CK)n, la famille d'applications ¢n—..¢x de Cw(Gn) dans C:(G)
est équicontinue. Comme 1l'application L[ —— sup“A (n )(g)llg eG}est une
semi-norme continue sur C:(G), il en résulte que 1'application
¢ —— sup“E(g,x)ll ge C , xe (CK)n} est une semi-norme continue sur
c ("KM

(b) Cas ol G est localement compact séparable.

Nous allons d'abord montrer que, pour tout &lément a de C:(Gl) et pour tout
élément ¢ de C:(Gn,E), V()¢ est un é&lément de COZ(Gn,Em), ce qui prouvera (ii) et
le début de (iv).

Soit mue CZ(GI). I1 existe un bon sous-groupe kp tel que 1'on ait o€ CZ(kp\G) et

o € Cc((G/kp)n,E). , .

Alors ktb = V(@) =°°fa(g) Ug' ¢(g +5...58 .) dg est une application de (G/kp)n

dans E P qui est C & support compact.

Vérifions que Vvxe (G/kp)n, Y (x) est un élément de Eb’
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. . ~ k.
considérons donc 1l'application P(x) : G]/kp - EP

y — Uy' P(x) .
On a, si x = (x],...,xn),
LRRTOR fa(y-lg) Uy v yx s g lyx) dg
ce qui prouve que ¥(x) est une fonction c” de Gl/kp dans Ekp et donc que (%)

appartient a Emp .

k
Alors, le fait que ¢y appartienne a C:((G/kp)n,Ewp) repose sur le lemme suivant:

LEMME : Soient F un espace localement convexe complet et (Fi)i o1 une famille

d'espaces localement convexes complets tels que la topologie de F soit la topologie

initiale relativement 3 une famille d'applications linéaires (fi)i e’ ol fi

appartient 3 L(F,Fi). On suppose, de plus, qu'il existe io dans I tel que fi

soit injective. Alors, &tant donnée une variété différentiable X, une applicatign

Y de X dans F est " si et seulement si, pour tout i, f.o est C de X dans F,.
— " — — P i —_— — T —1

Démonstration : L'application II fi F ——— | | Fi est, compte tenu des
i€l i€l
hypothéses, un isomorphisme topologique sur son image. Il résulte du théoréme de

Hahn-Banach que toute forme linéaire continue sur F se prolonge en une forme liné-

aire continue sur II F.. Comme ( Il Fi ' = @ Fi , le résultat annoncé
iel iel iel -
s'obtient en remarquant qu'une application de X dans F est C si et seulement si

elle est scalairement d”
k
On utilise alors que la topologie de Emp est la topologie initiale relative

aux applications b jf——p Db(e) de EEP dans E P quand D décrit U(Gl/kp)'
Parmi ces applications il y a 1'identité&. On peut donc utiliser le lemme précédent,
et il restg 3 vérifier que l'application X —> D ¢z&)(e) de (Gl/kp)n dans
EP estC .

Mais D V(%) (e) = [u(yg) U, vy

tat vient de ce que @ et ¥ sont des fonctions c” .

1 1

xl,...,g- y-lxn) dTD(y) dg et le résul-
Pour achever la démonstration, nous devons montrer que l'application
¢ —V(6)¢ de C:(Gn,E) dans C:(Gn,Em) est continue.

Soit (xj)j ¢ 7 une famille de représentants des classes 3 gauche de ¢" mod.Gln.

On a alors C®(G",E) = @ C®(G™x.,E) et C°(G",Ew) = ® (G x.,E.).
c jed c 1] c 173

jed ©

Comme O appartient a C:(ka\cl), £ envoie chaque C:(Gij,E) dans C:(G?xj,E), et il
suffit de vérifier que la restriction de £ & C:(GT,E) est continue.
Ceci équivaut 3 la continuité, pour chaque bon sous-groupe kp et chaque compact Kq’
de 1l'application bilinéaire

@ n n o n n _k
Cc((G]/kp) ,(Kq/kp) ) XE  —— Cc((Gllkp) ,(Kq/kp) sE_P)
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(¢,a) associe V(8)(¢ @ a).

00
Comme 6 appartient & Cc(k6\gl)’ la démonstration est rigoureusement identique 3

celle donnée en (a); il n'y a qu'd remplacer G par Gl/kp , K par Kq/kp et

k
14
E, par E - .
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ABSTRACT

This issue of Astérisque presents some recent work in the fields of
(co)homology and finite length representations of Lie groups.

In homology theory proofs are given of Shapiro's lemma, of the regu-
larization theorem (i.e. the isomorphism between H,(G,E) and H_(G,E)
when E is a continuous G-module), and of the surjectivity of the map
H*(Gd,E) — H_(G,E), where Gd denotes the abstract group underlying G.

The problems of computing Ext" between irreducibles and of studying
finite length representations are considered for various classes of
Lie groups G : real semisimple, nilpotent, and semidirect products
G = BxA with B a vector group, and for suitable irreducible represen-
tations of G. In the semisimple (resp. nilpotent) case one obtains al-
gebraic descriptions in terms of the Langlands classification (resp.
the orbit method). In the case of semidirect products the aim is to
obtain a reduction theorem in the spirit of Mackey's theory; under cer-

tain hypotheses, this can be carried out completely.
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