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COHOMOLOGIE p-ADIQUE POUR LA FONCTION

Par

F. BALDASSARRI (¥

O. INTRODUCTION.

Dans cet article on présente un nouvel exemple d'application de
la philosophie de Dwork donnant un procédé pour étudier les proprié-
tés p-adiques de fonctions compliquées (solutions d'équations dif-
férentielles linéaires et homogénes & coefficients fonctions ration-
nelles) pour lesquelles on connait une formule intégrale ne contenant
que des fonctions mieux connues du point de vue p-adique. Les meil-
leurs résultats par cette méthode ont &té obtenus par Dwork pour les
fonctions hypergéométriques de Gauss F(a,b;c;x) (ici notées aussi
2Fl(aéb ;X)) dans [2] et pour la fonction de Bessel Jo(x) dans
[3] . On développe ici des idées esquissées par Dwork dans une lettre

d Sperber en suivant de prés l'organisation des premiers chapitres
du livre [2].

On a ici étudié en détail les points suivants :

a) structure algébrique des espaces de cohomologie naturellement
a,b,,b
associés 3 la fonction F,( 1772 i A) et & son égquation différen-
372 c,1C,

tielle L =0 ;
a,bl,bz,cl,czy

b) rayon de convergence p-adique des solutions de

L =0 ;
a,bl,bz,cl,czy S

Seminario Matematico, Universitda di Padova, Via Belzoni 7,
35131 Padova (Italia).
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c) "structure de Frobenius forte" pour 1l'&quation
La,b ,b.,c.,cC y = O du point de vue p-adique.

17727172

Par contre plusieurs questions importantes ne sont pas traitées
ici ; entre autres :

d) calcul approché modulo p de la matrice Frobenius Ba(x) (cf.
(4.17)) ;

e) estimation des ordres de croissance des solutions de
La,bl,bz,cl,czy = O au bord de leur disque de convergence ;

f) relations, via la formule intégrale

a,b,,b
e R _
(0.1) 3F2(°1'°2 ix) =
b)-1 c;-b -1 b,-1 c,y=b,-1 s
const. JIx (1-x) y (1-y) (1-xy\r) “dxdy ,

avec la cohomologie (et les fonctions L) d'une famille & 1 paramétre
de surfaces.

1'Auteur espére que, malgré ces lacunes, ce papier rendra plus
clair au lecteur le vaste champ d'application de la théorie cohomo-

logique de Dwork et les techniques qu'on y utilise.

Voyons maintenant un peu plus en détail le contenu des diffé-
rents chapitres du présent article. Dans le premier chapitre, on
explique la formule intégrale classique (1.1) en termes de l'action
naturelle de la dérivation par rapport au paramétre A sur le conoyau
Wa d'un opérateur différentiel D, (cf. (1.7)). Précisément,

_ 2 2
Wa =L /DaL , ol

L=alxx,

1
(l—A)x(l—x)Ti—Ax)]

et D, ne fait intervenir que la dérivation par rapport & x ; W,

devient donc un Q[A'ijf%jT]/Q"mOdUle différentiel, strictement 1lié
asb; /b, ) .
a 3F2(cl,c2 :A) . Mais W, est de dimension 4, tandis que 3Fy

satisfait 8 une équation différentielle d'ordre 3.

Dans la proposition 1.13, on détermine un sous-module diffé-
rentiel Va de wa , de dimension 3 qui correspond & l'équation dif-
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férentielle de 3F, - Il faut remarquer ici qu'on aurait pu cons-
truire W, etV en utilisant la formule (0.1) au lieu de (1.1).
L'avantage consisterait en ce que la différentielle de (0.1) est
algébrique ; mais on aurait au méme temps 1l'inconvénient d'avoir &
utiliser des opérateurs aux dérivées partielles. On exposera ailleurs
cette autre construction de Va , qui fournit un exemple intéressant
d'isomorphisme entre cohomologie algébrique et cohomologie de Monsky-
Washnitzer pour des complexes d'opérateurs différentiels & plusieurs

variables.

Le deuxiéme chapitre n'est qu'un rappel de certains résultats
de Dwork sur oF, (cf. (1.0)) tels qu'ils sont exposés dans son
livre ([2]). Evidemment, puisque 1l'on a décidé d'utiliser la formule
(1.1), on a la possibilité de profiter de la théorie algébrique et
analytique p-adique de F pour démontrer des résultats analogues

271
dans le cas de 3F2'

Le troisiéme chapitre vise & la compréhension de la structure
symplectique de 3F, (cf. (3.30)) et a obtenir des estimations de
croissance sur certaines séries formelles, qui seront utilisées dans
la théorie analytique du chapitre suivant. On traite 13 la "théorie
algébrique duale" de 3F2 , c'est-d-dire la forme explicite du
module différentiel Ka , dual de Wa (cf. Prop. 3.1), équipé d'une
application "symplectique" D, : K, — W, _, (voir (3.27) pour la
définition de ﬁa et (3.0) pour 1l-a). L'application Da est un mor-
phisme de modules différentiels dont l1l'image est justement V

.

l-a
On donne aussi explicitement la forme des &léments du noyau H de

: a
D, (Prop. 3.3 et (3.2.6)).

Dans le quatriéme chapitre, on développe la théorie analytique
p —adique de 3F5 - On construit les espaces fibrés analytiques a
connexion Wa ’Va ,Ra ﬁHa associés a wa ,Va ’Ka ,Ha , respective-
ment : l'espace de base est @\{0,1}, o2 @ est le domaine universel
p-adique. On calcule alors le rayon d'analyticité p-adique du trans-
port paralléle dans ZKa , et on en déduit que les solutions de
1'équation différentielle de 3F2 convergent toutes jusqu'a le plus
proche singularité& (Théoréme 4.4).

Le reste du chapitre, et du papier, est dédié a prouver l'exis-
tence d'une "structure de Frobenius forte" (cf. [5]) pour le systéme
différentiel
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(0.2) =~ =Y M
(cf. (1.13) ; tMa = matrice transposée de Ma).

-1
Soient U = {r€q/|x-1]|>p P=l 30} et P U —> U 1'ap-
plication A +——> AP . on définit deux morphismes horizontaux, entre
eux duaux ((4.13), (4.16) et Théoréme (4.18))

*
aa * Walu R R

(0.3)

-]
.

*
a ¥ Koy Ky

(voir (2.d) et (4.12) pour la définition de a').

On prouve (Théoréme 4.26) qu'il existe un diagramme commutatif

D
a
Kalu > Wioalu
*
(0.4) X a .
2 % A
?* P :Da’ *
Kar|u > ¢ Wi-a'|u

~ A
(I]Da = morphisme d'espaces fibrés induit par Da) et, comme

A *
= i C
D, ]Kalu \Y on en déduit que v SEE A

1-alu "’ ®1-a Y1-alu -a'lu -

Donc le systéme (0.2) admet une structure de Frobenius forte : si

Ya’z(x) dénote la solution de (0.2) prés de ze€lU telle que

Ya,z(z) = I3 (matrice identique d'ordre 3) il existe une matrice
— >V

Fa(x) (dont la matrice transposée représente %a,A :Va,x .-
’

dans les bases e! et e' voir (1.12) et la convention au

a,\ v 3P’
a',
commencement du chapitre 4) qui est analytique sur U et satisfait :
P =
. A A = Y A) .
(0.5) Ya',zp( )Fa( ) Fa(z) a,z( )

On laisse 3 un article futur la réponse & la question d) ci-dessus
et son application, via (0.5) a la question e).
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LISTE DES SYMBOLES

a,b,c,bl,bz,cl,cz (1.2),(2.a),(3,0)
a' (2.4),(4.12)
1-a (2.9),(3.0)
Aa,b,c(k) = Aa(k) (2.4d)
Ba(A) (4.17)
ca,z(x) (4.4)
by, = Da,bl,bz,cl,c2 (1.7)
*
D, (3.0)
D 3.17)
Da (3.
B, (3.27)
Da,A (4.0) et (1.7)
A
Da (4.30)
~
Da,x (3.27) et (4.0)
*
Da,x (4.0) et (3.0)
(i)
e, (1.11)
ee (1.11)
L]
el (1.12)
e;i)¥ élément de e: , i=1,2,3,4
e: base de Ka , duale de e
ea,A (1.11) et (4.0)
*
ea,x base de Ka,x , duale de ea'
(i)# P *
ea'A élément de ea,A
E, =\ d/ax
Ea,v’ VE S Dé&m. de (3.15)
Ea Dém. de (3.15)
fb,c;xo(x) (4.2)
Fa(A) (0.5)
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(1.13)
(3.0)
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(2.4)
(2.4)
(1.2)
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(3.2)
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va (1.12)
Vé (3.16)
! (1.12) et (4.0)
a,A
Va (4.28)
Voo =V, o ) (2.5)
= 1.5
wa wa,bl,bz,cl,c2 ( )
Wa = wa,b,c (2.a)
Wa,A (2.c) ; (1.5) et (4.0)
Wa (2.c) ; Introduction
Wb,c;x (1.3)
wa,b,c;xA (1.2)
Ya’z(x) (4.7)
z L'anneau des entiers rationnels
z L'anneau complet des entiers
P p-adiques
%2, (2.4) ; (4.11),(4.13)
*
%a, (2.4) ; (4.14)
e, (2.d) ; Introduction
al (2.d) ; (4.29.1)
;a (4.28)
% 3
a (4.29)
Ba,x (4.24.1)
Y4 (3.0)
Y_ (3.0)
Fv (4.0.1)
Aa,b,c (2.0)
”b,c(") (1.3)
o, (3.3)
¢ A —s> 2P
¢ X > xp, chapitre 3 de [2]
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Chapitre 3 de [2]

(4.8)

(2.c)
(1.2.1)

(1.2.1)

(2.c)

(2.c)
(2.4)
(1.3)

(2.c)

(3.13)

(2.23.1)

(3.0)

(4.1.1)

(3.30)

(4.30.2)

connexion

connexion

connexion

connexion
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a,bl,bz.

1. ESPACE DE COHOMOLOGIE ASSOCIE A F,( i A).
372 c,.C

2
Nous commengons par rappeler au lecteur la définition des séries
hypergéométriques généralisées

a'bl"'°’bn

. sA) = -
(1.0) n+1Fn( CireeerCp ) i£0 Lcl)i,...,(cn)ill

(a)i(bl)i""’(bn)i \i

ol a, bl,...,b 7 CyreessCp sont dans un corps C de caractéris-

n
tique O et, pour 4 € C, (d)i = d(d+1),...,(d+i-1) . Il est bien connu
que la série qui apparait dans (1.0) est une solution de 1l'opérateur
différentiel :

= E, (E,+c,~-1 eee E,+c_=-1) -
a,bl,...,bn,cl,...,cn A( A1 ) ( A n )

(1.0.1)
A(Ex+a)(Ek+bl)"'°'(EA+bn)'

= 4
ol EA = A I

La construction cohomologique présentée ici (n=2) provient de
la formule intégrale classique (que 1l'on démontrera ensuite) :

a b, ,b, b,-1

cl—bl-l a,b
3F2( c jA) = const. Ix (1-x)

2,
(1.1) oF (g Tixn)ax ,

1’¢2
oll il faudrait spécifier le contour d'intégration et certaines condi-
tions sur les valeurs complexes a'b1'b2’°1'c2 . D'une fagon plus
abstraite, on va expliquer comment, si F(t) est une solution de
l'opérateur hypergéométrique de Gauss

(1.1.1) La,bz,cz = Et(Et+c2-1) - t(Et+a)(Et+b2)
la formule intégrale

b,-1

1 c,-b,~-1
Jx (1-x) 1

F(xA)dx

définit une solution de 1l'opérateur

(11.2) Ly bosey,e, = Ea(BrtemD) (Byveyml) = A (B +a) (B, 4b)) () +by)
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a,bl,b2

qui est justement celui qui tue 3F2( c. e A) .
ll

~

2

La formule (1.1) suggére de considérer l'espace de cohomologie
associé au module différentiel Q, (pour la définition précise voir
ci-dessous) obtenu en tensorisant le module différentiel de rang 1

bl—l cl_bl_l
L (idem) associé a x (1-x) et le module diffé-
1’71’
a,b
rentiel de rang 2 Wa,bz,cz;xA associé a 2Fl( c, 7xXA) . On montre

que l1l'espace de cohomologie Wa associé a Qa est de rang 4 et 1'on

e(2) ((3) (4))
a

construit une base (e(l),
a a a

L'opérateur différentiel

L est cependant d'ordre 3. Ceci se refléte dans le fait
a,bl,bz,cl,c2

(1) (2) (3)
,e ey }

que le sous-module Va engendré par {ea a est un sous-

module différentiel de Wa , engendré& en tant que sous-module diffé-

6(3) tue e(3)
a

rentiel par L
P a,bl,bz,cl,c2 a

et que

1.2. L'analogue algébrique des forrmules précédentes s'obtient de la fagon sui-

vante. Soient a,bl,bz,cl,czeso nfo,1]1, avec {a,bl,bz}ﬂ{cl,c2,0,1}=¢,

= 1 - 1
et soient Qt = Qlt ’—TT:€T]’ L =0lxx, (1—A)x(1—x)(1-x)] et

p Qt —> L, p(t) = xx, homomorphisme d'anneaux.

Si Mt est un Qt/Q-module différentiel, on dénotera par MxA le

L/Q,-module différentiel | @ M, et si m(t) € M
A 0 RQ t
t

. Rappelons en particulier (cf. [2]) ce qu'est

L + on posera

m(x\) = lem(t) € Mxx

_ i en : ; a,b
le Qt/Q module différentiel wa,b,c;t associé a 2F1( pa ;) (ol

a,b,ce@nio,11 , {a,b} n {0,1,c} = ¢) : il posséde une Qt—base :

wa,b,c+1(t)

(1.2.1) (t)

-u_)a'b'C(t) B ﬁ(t) - (walb'c’
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telle que (en sous entendant le symbole Va b, c de dérivée covariante)
’ ’

_ t
Epa(t) = %6, o  (Elu(t)

ol

-c (c-a) (-I—EE— 1)

(1.2.2) G (t)
a,b,c c-b (a+b—c)(T%E-1)

Dans ce cas 1la :

La,b,cwa,b,c =0.

1.3. Soit encore le L/Qx-module différentiel de L-base

Wb'c;
t(x) = Cb'c(x) , telle que :

(1.3.1) E,c(x) = (c + %}g)c(x) .

Soit Qa = (e de L/QA-

Q = W, ® W
a,bl,bz,cl,c2 bl,cl,x L a,bz,cz,xx
modules différentiels) ; Qa est un L/Qx-module différentiel de base :

3 ,C (x)swa,b /C +l(xk)
_ 1’71 2'72
(1.3.2) n = (x) 80 (x1)
b.,c a,b c,
satisfaisant :
b.-c
_ 1°°1 |t
(1.3.3) E,n = (e +— + Ga,b2'c2(xk)) n .
On a donc une L/Qx—connexion :
v T Q > Q. ® Ql
a,x a a | "L/,
(1.4)
b.-c
1 71, t dx
o e st Cap, 0, (N @ 5T

_ 1 . .
Posons W = QaOQL/QA‘/Va,an . On voit bien que,

=W
a  "a,by,by,c) ey

PN 2 . s
en écrivant les éléments de L“ en colonne, on a des isomorphismes :
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> Q
a
£ —— Sy
(1.5)
2 ~ 1
L > QBOQL/QA
£ —> TenedX
X
et que le diagramme :
L2 > Q
a
(1.6) Da Va,x
v v
2 1
—_—
L Qa ® QL/QA
est commutatif si 1l'on définit :
b.-c
X9 1 1
1. D_=D = — + + + G A
(1.7 a a,bl,bz,cl,c2 3X © 1-x a,bz,cz(x )
X g% étant la dérivation 8§ de L/Q (en fait de L/QA) telle que

§x = x, 81 =0 . On en dé&duit que Wa = LZ/Da L2 . Or, wa admet une
structure naturelle de QA/Q—module différentiel. En termes de L2,

il suffit de remarquer que le diagramme :

=

A syt G (xA)

a,b2,c2

(1.8) D D

A
ERY a,bz,cz(x )

62



COHOMOLOGIE P-ADIQUE POUR ;F,

est commutatif, de sorte que l'on peut définir, pour [£] = classe
de ¢ € L? modulo p_ L2

(Bl =¥ 46 (x0E] .
2 A A a,b2 2

(1.9) E, [e] 5 ,c

=V
a,bl,bz,cl,c
si f(x) € Qx y on a évidemment

E, [f£] = £E, [¢] + E, () [e] ,

ce qui montre que (1.3) définit bien une QA/Q-connexion sur Wa . On

voit d'ailleurs que si [tF,n sd—x = classe de tsn 995 modulo V Q
X X a,x a
est un é&lément de Wa , on a, dans 1l'isomorphisme Wa 2 LZ/Da L2

déduit de (1.5) et (1.6) :

t = ax, _
Va,bl,bz,cl,cz(EA)[ tne & N X a,bz,cz(x”n e 1=

1
= [ X) ®V
Cbl,cl( ) a,bz,c2

1

a v
° a,b?_,c2

dénote la L/Qx—connexion obtenue sur Mxk en échan-

geant les rdles de x et A . On a alors :

PROPOSITION 1.10. Dans wa on a :

o}
L =0 .
a,b;,by,c,,c, [( 1 )]

Démonstration :

1. Si M, est un Qt/Q~module différentiel, M., est un L/Ql—module
différentiel, comme on a expliqué ci-dessus ; il est en mé@&me temps,
par échange de x et A, un L/Qx—module différentiel. Pour m=m(t) € M
et E=Et on a alors :

t
EAm(xx) = (Em) (x)) = Exm(xx) .

2. Soient M et N deux Qt/Q—modules différentiels, ag.a; € Qt
et L==a1d/dt+aO . On pose L==—ald/dt+ao-dal/dt = opérateur adjoint
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de L. Si mMEM et n€eN on a :

- I =4
meLm-Imen = I (almen) .

3. Rappelons que si w(t) = wa'bz'cz(t) € wa,bz,cz;t , on a :

(E  (E +c,y=1) - t(Et+a)(Et+b2))w(t) =0 .

4. Soient n(t) (Et+a) (Et+b2)m(t) EW

a,bz,cz;t
et L_ =1L
a a,bl,bz,cl,c2

5. Law(xk) = ((x—l)Ex + clx—bl)(kn(xk)) .

Démonstration de (5). On a Lam(xA) = ((Ex+c1-l)x>\(E)\+a) (EA+b2)
A(Ex+b1) (E)‘+a) (E>‘+b2))w(x)\) = ((EA+c1—1)x>\ - A(E}\+b1))n(x>\) =
(xA EA+x>\+(c1—1)x)\->\E)\-b1A)n(xx) = )\((x-l)Ex+c1x-b1)n(x>\) ,

d'oll la formule 5.

6. Rappelons que ¢(x) = Cbl'cl(X) est une base de Wblrcl;x
Oon a :
dx _
La(C(X)Ow(Xk)Gm) = Va,x(KC(X)On(XX)) .
Démonstration (de 6). On a : La(l;(x) ® w(x\) ®dx/x(1-x)) =

;(x)sLa(w(xA)) ® dx/x(1-x) = £(x) ® ((x—l)Ex+clx-—bl) (An(x)))edx/x(1l-x) =

b.-c
1,71

z(x) ® (x(x-l)d/dx+c1x-bl) (An(x))) @dx/x(1-x) = -c(x)e(d/dx-l—-——l—:;— %

b,=c, b,
(An(x)r))edx =-(d/dx + +?) (z(x))®An(x))edx - Va X(Ac(x)en(xk)) =

1-x

b, &b
(d/dx-Y+ﬁ—)(c(x))akn(xk)st-Va,x(kc(x)en(xk)) =
- Va’X(Ac(x) ®n(xr)) , gréce a (1.3).

Cela prouve 6 et donc la proposition.
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PROPOSITION 1.11. Wa est un Qi—module libre de base

(0] (o]
1 o] _ _ t, (1) (2) (3) (4)
([(O)] ’ [(1)] ’ [(lix)] ’ [(l_le )] ) = ea = (ea ’ ea ’ ea ’ ea ) .

Démonstration : L'extension @, <> Q()) étant fidélement plate il

suffit de démontrer 1'énoncé pour W, e Q1) =L2 ® Q(A)/Da(L2<® (X)) .
QA Q)\ A
On déduit alors de [1], section 5, que dim W. o Q(x) =4 ,
Q(x) Ta 0
A
puisque 1l'indice de Da dans L2 ® Q(A) est 4. Comme

A

i ey iy 3
{(x ), (O, (x5 (=) 0

o} i o (¢]

j)l iljezl J < O}
x (1=-x2)

est une Q()x)-famille de générateurs de L2 ® Q()) , la proposition

découle des "formules de réduction" qui suivent, od i =1,2,...,
et "X=Y" signifie "X-Ye€D, L2

i i-1 3 b -c,
ot (1+c1-c2)x -+j£o(c1—b1)x + —
D (g ) =
i
(cz—bz)x
b.-c
1 1
L €1 7% *t 1=
D_(2) = ’
ao
¢y by
d'ol :
bl-c1 cy,-cy
(1.11.1) 1=x = [ ] '
o bz--c2
(c,-c +i)xt b, -c i-1 j
(1.11.2) [ SR ] - [ 1 2] 1 e () .
(cz)bz)x c,-b, j=1 (o]
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Ensuite :

a-=c
2
(¢} cy,-a 1%
(1.11.3) = + ;
b,-c c,-a-b
17% 2737k,
1% atby=cy=¢, T-x
(1.11.4)
i
(a-ey)x i-1 yoxd sl ., O
= (cyma)dd™ )+ [ (b =c +(a+bymc )07 ( )+
(c,+c,=a=b +i j=1 o j3=1 j
1%c27a"hy
. 1
(a=c,) (1-171) (2) + ((eyma=by) (1-2 ") +b ) (D) + (ey-a) (1-27H) (1'0’“) +
(a+b2—c2)(1—A ) ( 1 )
1-xA
(bl-cz—i)x_i i-1 x~3 c,-C,y
(1.11.5) - = (ey=by) 1 € )+ ( ) ;
(cz-bz)x j=1 0 c,-b,
(1.11.6)
o} iil i-§ x~3 iil i-3., ©
(b,-1) ( ) = (a-c,) A ( ) + (c,-b,-(a+b,-c,) A YO _s) +
17— 2 L o PTG ! 27C2 3
a—c 1
( 2 )+ (@) -1 (TN 4 (arb,mey b )
c1+c2-a-b2 o T-xA
(l—x)-i_1 (cz-cl+i)(1-x)_i
(1.11.7) (b, -c,+1) ] z [ - ;
(o} (by-c,) (1-x)
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(1.11.8)
0 (c,ma) (1-3) (1-x "t
(bl-c1+i) = +
-i-1 : 1 -i
(1-x) (1-c1+(a+b2—cz)(1-7))(1—x)
a=c .
2 . =]
; —_— i-1 i (a-c,) (1-x)
c37a"k, =t (c,=a=b,) (1-x) 73
1-xA
(1=-xA -i-1 (c,+i-c )(l-x)k)_i . c.,-c
[T . [F2T5 ool a-nTt gt 2] +
o] (bz—cz)(l—xk) 1 c2—b2
(1.11.9) .
i L (1-xxr) "3
A(b =c.) §  (1-x)37i71 ;
SR 0
(a—cz)(l—xk)_i_l ] ) [(a—cz)(l—XJ\)-i ] _
(cz-a-bz-i)(l—x)\)_l"l (cl+c2—a—b2—i)(1—xx)_i
(1.11.10)
(b, ~c,) f ( )j‘i‘l{ © ] (1-n) "% °
A -c 1-A o+ (1-a .
SRR =31 (1-xxr) 7 [bl'cl]
1-x
C.Q.F.D.

DEFINITION 1.12. Soit V_ = Va’bl'bz'cl’cz le Q,-sous-module de W

a

engendré par e} = t(eél),eQZ),e;3)).

PROPOSITION 1.13. Va est stable sous l'action de Va(EA) . Il est

(3) °
engendré par e, = B 1)
1-x

; (3) _
tiel de Wy. Ona Lee "' =0 et

] en tant que QX/Q-sous-module différen-
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[ I (]
va(E )ea Maea
ot
-c, cz—b2 o
Ma = -< o cl-b1
(a—cz)(bl—cz)A I(a—cz)(cz--bz)_l_c ro.—ab.) " (a&bl+b2—c1—c2)x
(bl—cl)(l—x) ' bl--c1 172 271-) 1- X

Démonstration : La proposition se prouve par calcul direct ; on en

verra ensuite une démonstration plus "conceptuelle" (Lemme 3.28).

C.Q.F.D.

2. THEORIE COHOMOLOGIQUE DE 2F1(aéb;k) (D'APRES DWORK) .

2.a. Notations.

Rappelons briévement 1'appareil cohomologique créé par Dwork
([2]) pour 2Fl(ac’:b;x) et abrégeons (a,b,c) en a, (l1-a,l-b,1-c) en
l-a, pour a,b,ce ¢nZ_n [0,1}, {a,b} n {0,1,c} = ¢ . Dorénavant

=Q, . Donc W, =W, a une Q-base w, et V_(E ) 3a==tGa(A)9a .

7 A a

2.b. Théorie duale. Application symplectique.

Le Q/Q-module différentiel dual de wa sera noté Ka pour la

base duale gz de w ¥

H
* *
, On aura Va(EA) w

*
a a = "Ga(Mw,, V, dénotant

donc la connexion duale de Va . Il existe un isomorphisme de 2/Q-
modules différentiels :

a a > Wa
9; > 0Ny
oll
(a-c)A (0]
(2.0) bgW) =8, p ) = (4 (b=c) (1-2)) *

On a donc

68



COHOMOLOGIE P-ADIQUE POUR ;F,

t =
(2.1) GaAa + by Gl-a + Ex(Aa)"o‘
Puisque Al-a = -Aa , On a aussi :
(2.1)" G AL+ A S6. + E (a) =0
° l1-a"a a a A Ca °

2.c. Théorie de la déformation.

Soit maintenant @ un domaine universel p-adique. Les Q-modules
Wa et Ka déterminent deux fibrés vectoriels triviaux sur Q\{0,1},

duaux entre eux, Wa et ma , munis de connexions duales. Dé&notons

encore par u_ et w¥ les bases globales de W_ et K_ . Pour tout
P =a —a a a

r€a\{0o,1}, on a les fibres Wa , et Ka , avec les Q-bases ©a et
’ ’ ’
g: y §oun indice A dénotera souvent la spécialisation pour X de
’

variable a4 élément de @ , d'un objet dé&ja défini pour X indéterminée.

Le transport paralléle :

- —
Ta;z,l * Ka,z Ka,A
w* —> U (2) w*
—-a,z a;z -a,

est défini et analytique pour |i-z| < |z]| Min(1,|z-1|) (c'est-3-dire,
la matrice U_.,(X) est analytique pour |[i-z| < [z| Min(1,|z-1])) .
’
Bien sr, U_,_(A) est alors la solution du systéme E.Y = YG_(A)
a;z 10 A a
( )

o1 pour A=z .

prés de 1=z, qui vaut

2.d. Structure de Frobenius.

Rappelons que si aGEQrTZp N (0,1] , on dénote o' 1'é€lément de
Qrwzp n (0,1] tel que pa'~-a€{0,1,...,p~1} ; on écrit aussi
1

pa'-a=u_et a'=(a',b',c'). Soit U ={re@[r#0,[r-1] >p Pl ot

®: U —> U 1l'application A —> AP . on peut définir deux mor-

phismes horizontaux, duaux entre eux :

. ..
@, ¢ WalU > @ \Wa.lu
(2.1.0)
» ¥
®a ?Ka'lu - 'Ka|u
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Pour tout A € U, on a donc :

o T W _—> W

a,A a,Ai a',Ap

¥

: K > K
%a, a.,Ap a,\ ’
. . ¥ * *
Q-isomorphisme duaux tels que «a W =A_(Mw avec A_ (1)
a,x=; ,Pp a =a,\ a
’
matrice analytique dans U, avec un pdle a 1'infini, holomorphe a O
et bornée par 1 dans la région o, = {req||r] =|r-1] =1} . Donc
1) 1] = = s

Aa(A)EEMz'Z(QO) , ol Q4 = complétion dans la norme de Gauss | !gauss'
de QO = (¢ € Q|[g|gauss < 1} ; de plus A_()) est effectivement cal-

culable modulo p96 , sous certaines hypothéses sur a,b,c . Pour

z, A€U, |rx-z| <|z] Min(1,]|z-1]|), on a le diagramme commutatif :

K a;z, A > K
a,z a,i
* *
%a,z %a,
T
K a';zp,xp > K
a',zP a’,Ap
et donc
P =
(2.2) Ua';zp(x )Aa(X) Aa(z) Ua;z(k) '
et, en dérivant :
' = - P
(2.2) E, (A, (})) = Aa(k)Ga(A) pGa.(X )Aa(k) .

Pour X € U, on a encore le diagramme commutatif :

a,A o
Kar Vy-a,n
*
%a,\ 1-a,\
A
pD
K _a'aP Ly
a',Ap a',\P
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qui donne :

t _ P
(2.3) A (s, (M)A (A) = pa_ (A7)
et

' t = p
(2.3) A oM, ()R, (A) = pa, (A7) .

2.e. Horizontalité de la structure symplectique.

Dans les hypothéses de (2.2) on a un dernier diagramme commu-
tatif :

)
a,A
Ka,x > w1 a,i
*
Ta;z,A Tl-a;A,z
D
K — 22 W
a,z l-a,z
(ici T:-a-x , ©st l'application Q-linéaire transposée de
’ ’
o —_— ' .
Tl-a;l,z : Kl—a,x > Kl-a,z) » dlod :
t =
(2.4) Ua;z(A)Aa(A) Ul—a;z(x) = Aa(z)
et
(2.4") U Ma_ MU, () = a_(z)
° 1-a;z a a;z a *

2.f. Forme des solutions prés des points singuliers.

Le systéme E,Y = YGa(A) a 3 points singuliers (réguliers) :
0,1, . Il est bien connu ([6]) que ses matrices solution aux points
singuliers sont respectivement : 3 O :

1 o0
(2.5.1)

v (A)
a;o
o) A_c]
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ol
(c=b)F(a,b;l+c; 1) cF(a,b;c;A)
Va;O(A) =
(1-c)F(a-c,b~-c;1-c;}) (c—-a) F(a+l-c,b+1-c;2~c; 1)
aul :
1 o
(2.5.2) [ e ] v_ ., ()
o (1-1)c"2 b a1l
ol
(a+b-c)F(a,b;atb~c;1-1) (a=c)F(a,b;atb—c+1;1-1)
v,.,(}) =
ail (c-b) (1-A)F(c+l-a,c+l-bjc+2-a-b;1-1)  (a+b-c-1)F (c-a~b;c+l-a-b;1-1)
ad » 3
A @ o
(2.5.3) - V..
[ o AP ai
(c-b)F(a,a-c;a=b+1;1/)) (c=a)F(a,a-c+l;a-b+1;1/1)
V... () =
ai [(c—a)F(b,b—c;b—a+1;1/A) (c=b)F(b,b-c+1;b-a+1;1/1)

2.g. Croissance des solutions.

Pour z € 2, on a encore (chap. 13 et 15 de [2]) :

= v —o\ S
(2.6) Ug; 2 = 1 My o (2) (h-2)

et pour chaque s € N il existe un entier is’ 1< is§ s, tel que
1

. . o .
igM, ¢(2) ait ses coefficients dans 7, [z,3.15

développement de Mittag-Leffler de Ma s(z) est de la forme :

’

] . De plus le

s . .
. _ -i,.__\i-s
(2.7) lsMa,s(z) = Z Na,i,sz (1-2)

avec Na,i,s € M2'2(Zp n Q) .

On sait (chap. 9 de [2]) comment une formule du genre de (2.2)
peut servir & déterminer la croissance p-adique de Ua,z(x) pour
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|r-z| 4 |z] Min(1,|z-1|), d&s qu'on a une connaissance suffisante, du
point de vue de la similitude semi-linéaire (Théorie de Dieudonné)
de Aa(k) . On peut donc construire une théorie similaire pour 3F2
en utilisant la formule (1.1) et les propriétés de 2Fl qu'on vient
d'énoncer. En effet le procédé est tout & fait semblable & celui
utilisé par Dwork pour construire la théorie relative a 2F1 , en

partant de celle, é&lémentaire, de 1Fo(a;)\) = (1-2)"2 , Ppuisque
(2.8) 2Fl(aéb ; A\) = const. be_l(l-x)c-b_l(l—xk)_adx .

Il est possible de construire inductivement une théorie cohomologi-

que pour n+1Fn , en utilisant la formule :
a,b,,...,b b, -1 c,-b,-1 a,b,,...,b
1 n, _ 1 _y 171 2 n,
(2.9) an( CyrerniCy ;A) = const. Jx (1-x) o ;x\)dx

a,bl,b2

3. THEORIE DUALE POUR 3F2( iA). STRUCTURE SYMPLECTIQUE.

Cl,Cz

3.0. Dans cette section, A sera toujours une indéterminée. On sup-

posera dorénavant que a,bl,bz,cl,c2 € Zp . Soient S = {0,1,1/A,=},

TO==x , T, =1-x, Tl/A =1-xx, T_ = 1/x et pour v € S soit

1
R! = Q((T))) (séries formelles & queue négative fine) et R, =QI[I[T]]
si v#«, R_ =T _Q[[T_]1]. Considérons le plongement diagonal :
Lé&> R'= @& R' et soient vy, :R' —> L, v, ((&)) )y = Y P.(g)
ves Y + + v’ VES veg VvV OV 4

ol Pv dénote la partie principale & v. Par le théoréme de Mittag-

Leffler , v, (r)=r, si r € L. On pose aussi

y_ = idR,--y+ : R'" —> R= @R ;onay (r) =rsireR. Il
v -
VES
existe une forme Q-bilinéaire : <,> : R'xR' —> Q ,
<€) yegr (N yeg = vés Res(g n ) , qui induit une forme Q-bili-

=

néaire <,> sur RxL & noyaux gauche et droit nuls, telle que tout
élément de HomQ(L,Q) soit de la forme n +V—> <E,n> , pour un &£
convenable (et bien déterminé) dans R. On en déduit une forme

Q-bilinéaire :
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2 2 0

(3.0.1)
&

((52

n
1
)'(nz)) > <€1,nl> + <£21n2> .

On calcule facilement, en utilisant les résultats du chapitre 2 de
[2] , 1'application Q-linéaire transposée de D, : 12 — 1?2, clest
* 3 b,-c

- _ 9 _t _ __1
Dy = ~v_(x g3+ 1-7G,(xA) —¢; 1-x

1

- _ -1
) = Y—Aa (xA)Dl_aAa(xx) , ol a

est une abréviation de (a,bl,bz,cl,cz) dans Da et de (a,bz,cz) dans
Ga et Aa’ et de méme pour 1l-a (on laissera au lecteur le soin de ne
pas confondre entre les deux abréviations...) ; la formule est de

toute fagon une conséquence de (2.1'). Soit

_ K _ 2 * _ .
K, = KerRzDa = {(g,) eg € R | DJ((E)) o) =0
Ka s'interpréte naturellement comme 1l'espace dual de wa = L2/DaL2.
* . T |
On a vu que Da = Y_Da , ot Da Aa (xA)Dl_aAa(xx) est

un opérateur différentiel agissant sur R'2

et y_ est la projection
sur Rz. Donc résoudre D:Y = O revient a ré&soudre un systéme non-
homogéne DéY =u , avec UE L2 ne dépendant que des "coordonnées"
<Y,e;l)> de Y € Ka , 1 =1,2,3,4. Au fait, u ne dépend pas de

(4)

<Y,e >
a

, comme on voit dans la proposition suivante.

Donc D; a un noyau Ha , que l'on explicitera dans la proposi-
tion 3.3. On démontrera ensuite (lemme 3.29) que Ha est l'orthogonal
de Va dans Ka' Dans le théoréme 3.15, on donne une forme explicite

1 2
de la base de Ka duale de la base (e; ),e; ),e;3),e;4)) de Wa.

Par moyen de l'opérateur D; , on construit un morphisme de modules
. . A . v s

différentiels D, & K, > Wy_a dont 1l'image est Vi-a

est H ((3.28),(3.29)). On en déduit finalement une dualité de

modules différentiels ("forme symplectique") [,] , entre Vl-

et le noyau

a et Va.

PROPOSITION 3.1. Un élément ¢§ = (Ev)vGS
seulement si, pour tout vE€ES, on a :

de R2 est dans Ka si et
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- 1 _ o) _ 1
D) _a8,E, = ((c;=c,) <E,(3)> + (cy7by) <€, (D) >) (a—c ) A () +

+ (by=cy) ((eyma) <&, (3) >+ (a+by-c -c,) <&, (D) >)1n (D) +

1 L o 0
+ (by-c)) (a-cy) <€, (¢ S *) >t S )+ (by=c)) (by=e)) <E, (4 ) (1=A) (4 )
1I-x 1-x
Démonstration : Par définition, £ = (EV)Ves € R2 est dans K_ si et

) R . R . -1 -
seulement si Dai = 0 ; cela signifie y_(Aa Dl-—aAaE) O et donc

_1 2 .
Aa Dl-aAaEe L“ . on a alors, pour tout veES :

-1 _ -1 _
Aa Dl-a agv vgs Pv(Aa D1—a agv)
3 c,-b (1)
Iop (ot ) (x g5 +G,_ (x0) +1-cp +—=L)a_(x0) ( (2)))
VES
1 -~ -
_ 2 ( (a—cz)x}\ 0 ( 3 ) 1 (a-cz)(l =X\ D cl—b1
=L P 1 *m b MR T =
VE S o -(E-Z—:C;m:ﬁ) ,Cp (1+c —a-] )(1 Y -1)
(a—cy)x AE(I) El(l)/(,l-x) o
)= (c;-b))P [ (2))
1’71 1//\ (a—~c )E + (c,~a=b,) &
(bymc,) (1-xA) £ 6{2)/(1-x) 2 1{:& 2" 2 1N
1
<€, (19> 24 °
= ){ + 1
1 (o] (o]
T=xX. 1,-1
1) L (o, O )t (eymarby) <k (g )2) (k=D T
1-x 1-xA
1
1-x 1 (o]
<€, (757 > 533 e
=(CI—b)<e(o)>1}+[<- (1"‘2 ) > i
1 7 T x-1 & c,-a-b, 1-x)
1-x
1-x
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1
<€, (17%) > £ o
o
- )| ).
11 o 1 c,-a I\
A IR DAL RN ts LA 2y
1-x 2 71 T2 1-x
Puisque
b,-c 1
c ey +—ie 1 (a-c,) (1 - 35%%)
1, _ x o
Da(o) ], Da(l) [ b e ath. o ) ’
c2_}32 c,+c 1 - a-b +———2——2
1 72 1-x 2 1-x
2

et si ¢ € Ka on a <E,Dan> = 0 pour tout n€ L® . On a donc :

((e;=c,) <&, () > + (cy=by) <€, (D) >) (amc ) A (1 - 135)

1-x
Dl—agv = [ o 1=-2 ] +
(cl—bl)(cz—b2)<£,( 1) O+
1-x
o
+ | ).
¢ )
<E - J> (by=c,)A
’ c, b1 2 "2

a+b2—c1-c2 =%
d'ol la proposition C.Q.F.D.
Avant de résoudre le systéme non-homogéne de la proposition 3.1,

nous prouvons un résultat partiel.

DEFINITION 3.2. Soient a € Q et v € S ; soit Q€ QILIT 1] non divi-

sible par T, - Alors Qt dénote la solution de l'&quation différen-

tielle y-ldy/d'l‘v = aQ-ldQ/dTv dans Q[IT )] gqui vaut 1 pour T =0.
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PROPOSITION 3.3. Soit ¢ € K, tel que <g,n> = O pour tout n € V,. On
a alors :

(3.3.1) D A_E =0 pour tout v ES.

l1-a"a’v

Le systéme différentiel homogéne (3.3.1) admet un Q-module libre H,
de solutions, engendré par

(3.3.2) £ = (0,0 ’ El/)\ ro) ’ O_ﬁ
b.-c,-1 c,-b a-c,,b,-c
2 171 2'°27%
(arby=cp)xym o U oFilaup e, 1 1TED)
(3.3.3) & =[ ] .
/2 bl—c2 cl-b1 a+1-c2,b2+1—c2
(a—cz)Axl/A (l—x)l/A 2F1( ; 1-x))
a+b2+1—c2

Démonstration : Soit d'abord v = O. On a alors, dans les notations
de (2.5.1) :

1-b (o} b -c

1
c.-b ) )Vl—a ;0
2 "1

c —b2 -1

(3.3.4) D;_, = (1-x) ° Vita, 000 (x g+

(x2) (1—x)02 2,

bz—c
Came n +—> Vi_a;o(xx)(l—x)o

y avait une solution non nulle de (3.3.1) pour v = O dans Réz , il y

2 2

Aa(xl)n est un Q~autamorphisme de 35 , s'il
en aurait aussi une de
, l—b1 o
XHY=[ ]Y,
o c2—b1

ce qui est évidemment impossible puisque 1—b1,b1-—c2 & 2. Pour v =1,=
on obtient le méme résultat (aucune solution non nulle de (3.3.1)).
On a en effet pour v =1 :

b.-1 1-b

(3.3.5) Dy =x;0 ULl ) (x g+ (byme) (LU ()

- 1
l-a 1 l1-a;A

et pour v = », comme conséquence de (2.5.3) :
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©17by 1 3 ! ©
Dl_a= (1/x-1) Vl—a;w(x” (X = + [ ))
0 bz-c
1
(3.3.7)
b, -c
1 71
Vl_a;w(xk)(l/x 1) .
Il nous reste 3 considérer le cas v = 1/A. On a, de (2.5.2) :
b. -1 c,-b (o}
1 171 -1 9
D,__=x, (1-x).,.. =V () (x = + [ ]]
1-a~ "1/ 1/A 1-a;1 ax _ 1
o) (a+b2-c2 1)(T:§7 1)
b,-c 1-b
1751 1,
Viea; 1 (M (=x) 0y 7 %y 07 i
il en résulte que le Q-module des solutions de (3.3.1) pour v = 1/

est engendré par la premiére colonne de la matrice

b,-1 c.-b

-1 1 1 1.~1
Aa (xk)xl/x (1 x)l/A Vl_a;l(xk) .
La seule difficulté& pour conclure est le calcul de Va b c,l(x)==g(x).
r~Mr>a
Mais on remarque que g_ldg/dx =41 TrG (x)--éi]—o:E = -c/x et donc
X a,b,c 1-x
que det V (x) = const.x.€ . Un calcul modulo (1-x) dans (2.5.2)
a,b,c;1'" 1
montre que :
_ _ e -c
(3.3.8) det Va,b,c;l(x) = (a+b-c) (a+b-c l)x1 .
On conclut que
cz—l
(3.3.9) det Vl_a;l(xl) = (a+b2-c2)(a+b2-c2-1)(Ax)l/A
et on en déduit facilement le résultat. C.Q.F.D.
Considérons la table :
v=|o|1'|1/xlm
(3.4) .
t = | A |x/x-1l1/1-xl 1/

v
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Observons aussi que le systéme (3.1) s'exprime encore sous la forme
équivalente :

Dy 8,8, = ((c,=c,)<E, (3)> + (cy=by) <€, (D)>) (a—c,) A () +

+ (by=c,y) ((cyma) <k, (5)> + (a+by=c -c,) <6, (D)D) +
(3.5) 1

+ ((ey=c)) <6, (3> + (by=cy) <k, (§ )>)(a—c2)x(1;x> +

(0] o
+ (bl—cl)(bz—c2)<E,(_l_)>(l-X)(_l_) '

1-x 1-x

pour v € S, Ev € R2 . On pose pour & € R2 H

A(E) = ((c;-c,)<E,(3)> + (cy-by) <k, (D)>) (a-c,y) 2
(3.6) B(g) = ((Cz*a)<éydé)> + (a+b2-cl-cz)<£,(?)>)(bz'cz)l
o
C(g) = (by-c;) (by-c,) (1-2)<E, (| )>
1-x
et le systéme (3.5) devient alors :
X
A(g) o7
(3.7) Dl—aAagv = [ -

c(g)
Ble) + G

Un simple calcul de déterminants dans (3.6) en tenant compte du fait

que (b2—cl)(cl-a)(b2-c2) # O, montre que la proposition 3.1 peut
se réénoncer en disant que

PROPOSITION 3.8. Ka est l'ensemble des solutions & dans R2 des
systémes différentiels non-homogé&nes

1-x
Dl-aAa(xx)Ev = [B C )

oia A,B,C varient dans Q.
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Pour commodité de référence, nous explicitons les formules
suivantes : (a = (a,b,c))

(b-c)F(l-a,l1-b;2-c;x}) (1-c)F(l-a,l-b;l-c;x)
Vi-a;ox*) = [
! cF(c-a,c-b;c;x1) (a=-c)xAF (c+l=-a,c+1l-b;l+c;x)
_ - - at+b-1-c

(3.9) det Vl_a;o(xk) = c(ec-1) (1-xA) g5
1 (1-x0) S8 P (ac)xAF (c+l-a,cHl-b;1+cixA) (c-1)F(l-a,l-b;l-c;x)\)
Vima;0) =< [ ]
! —cF (c—~a,c~b;c;x\) (b—c)F(1-a,1-b;2-c;x})

(14+c-a-b)F(1=-a,1-b; l+c-a=b;1-x)) (c~a)F(1l-a,1-b;2+c-a-b;1-x)\)

V_,(xk)=[ )
1-a;l (b—c) (1-xA\)F(a+l1-c,bt+l-c;atb+l-c;1- xA) (c—-a-b)F(a—c,b-c;atb—c;1-x1)

(3.10) det Vy_,.,(x1) = (a+b=c) (a+b—c-1)'(>\x)i;}\

(x5
(a+b-c) (a+b-c-1)

-1
Vl_a;l(xx)

(c-a-b)F(a-c,b-c;a+b-c;1-x)) (a-c)F(l-a,l-b;2+c-a-b;1l-x1)

(c=b) (1-x))F(a+l-c,bt+l-c;atb+l—c;1-x)) (1+c—a~-b)F(1~-a,1-b; l+c-a-b;1-x))

(b~-¢c)F(l-a,c-a;b-a+1l;1/xx) (a—c)F(l-a,c-at+l;b-at+l;1l/x )
Vi, .o (X)) = [ }
1-a; (a-c)F(1-b,c-bja-b+1;1/x)) (b—c)F(1-b,c-b+l;a-b+l;1/x )
_ _ _ Ax | l+c-a-b
(3.11) det V,_,.,(x2) = (b-a) (a+b-2c) (323-)
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( X a+b-c-1

)

-1 1-XA"
V.o__ .. (xx) =
1-aje (b-a) (a+b-2c)
[(b-c)F(l-b,c—b+1;a~b+1;l/xA) (c—a)F(l-a,c-a+1;b—a+1;1/xA))
(c-a)F(l1l-b,c-b;a-b+1l;1/x1) (b-c)F(l-a,c~a;b-a+1l;1/x1)
-— v - s -
Upg;n (62 = 1 M, () (=17 (1-x)
s=0
(3.12)
-1 v s s
Ulgpn (0 = I M, (x5 (1-x)
s=0
ol
-1 E -1 i-s
M, __ _(xn) = i N, A “(1=-2)
1-a,s s 2o ¢
avec N, = Nl-a,i,s € lez(zptﬁQ) ’ et ij € [1,s1 n37.
DEFINITION 3.13. Pour a € Qr\zp\ Z et ve s, on dénote J 1'opé-
LAY
rateur Q-linéaire :
I : R! > R!
v
A,V
+o . + oo
5 oart ——— 7 a, (e+i) "Mt
. i“v R i v
1>>=o 1>>=x
On a donc J = (T dg +<::)_1 en tant qu'opérateurs sur R; et sur
o,V v

LEMME 3.14. Soit v € §, et pour i=1,2, Fi un élément de Rv de la

forme :

7 (1) j
Fy jzo cj (£,) T3

ol C;i)(tv) € Q[Tv] est un polynéme en tv de degré < j 3 coeffi-

81



F. BALDASSARRI

e,

cients bornés (en valeurs absolue p-adique) par Kj 1 ol K,el,e2

dont des nombres réels. Alors Fle est de la forme :

(3.14.1) 1 Dj(tv)Tg

j=0

avec Dj(tv) Qlt 1, de degré < j en t, et d& coefficients bornés

e, te,
par Kj . De plus si aeQﬁZp\Z ’ J F1 est encore de la
Qv e1+1
forme (3.14.1) avec les coefficients de Dj(tv) bornés par K'j ’

ol K' dénote une constante convenable.

Démonstration : Elle est laissé&e au lecteur.

THEOREME 3.15. K, est un Q-module libre de rang 4. Soit

£
_ _ vl . .
13 —(Ev)veSEEKa r B, = (gvz) pour v € S. Pour tout v € S, i=1,2 il
existe des av,i € Q tels que CNTY Evi soit de la forme

v h
hZO Che )T, +» 00 Cp(t)) € @[t )] est un polyndme de degré < h en

t, a4 coefficients bornés (en_valeur absolue p-adique) par h3.

Démonstration : Soit V; le Q-sous-module de L2 engendré par
= o) 0
G I D R O
(0] 1 -—
1-x

de Q-modules et Q-homomorphismes :

) . On a déja démontré l'existence d'une suite exacte

Y
D
c a
(3.16) O > Ha > Ka > Vé > 0 .
ou Ba est l'application définie par
Y
(3.17) D, ((£,) ,eg) D _ 0, (x0) &
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Nous allons cons-

pour n'importe quel v € S, et pour (Ev)ves € K, .
N~
truire une section Ea H V; —> Ka de Da , par composantes :
E_ = & E .
a ,ecg arv

Soit d'abord v = O. On pose alors, forcément :

(3.18)
(o]
c,~b. Il-b ,0 b,~-c
_ a1 2772 -1 1 2742
Ea,o"Aa (x)\)(l—x)O Vi_a;o(xk)[ o J ] Vl_a;o(xk)(l %o .
cz—bl,o
si (A,B,C) € Q3, on calcule alors :
X -1 -1
A — (a=c.,) (%)) (o] o
x-1 ~ 2 (b2-cz)i i 1
Faol )7 -1 -1 iZO i AR
B+ = o (bZ-CZ) (1=xA)

(a—cz)xAF(cz+1-a,c2+1-b2;1+c2;xk) (c2—1)F(1—a,l—bz;l—cz;xk)

[]
(bz-cz)F(l-a,1—b2,2-c2;xx)

[ E (a+b§-cz-1). ijj][

-czF(cz-a,cz-b;cz;xA)

j=0
(3.19)
Ijl—bllo ° (bz—cz)F(l-a,1-b2;2—c2;xx) (l—cz)F(l—a,1-b2;1—cz;xx)
[e) jcz—b ,O)[ czF(cz—a,cz—bz;cz;xA) (a—cz)xAF(c2+1—a,c2+1—b2;1+c2:xx)
1
X
w - AT
Z (C2 bZ)h xh [ x=1 )
et h! *
h=0 B +-C
1-x
Soit maintenant v = « ; on a :
(3.20) J o
-b c,-a,® b.-c
_ a1 1,011 -1 179 1_.,,71 71
Ea'w Aa (xx)(x 1), Vl_a;w(xk) [ o j ] Vi_a;w(xx)(g 1),
cy by
et donc
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X -1
AT (cz—a) L 0 ® "31)
ol ) PRI
il o - -
'a, ® - c o )_1 t T i=0 il (b2 a)(a+b2 2c2)
1-x 2 1-t T
© (at+b,-c,-1).
z 2jl2 J tiTj
3= :
(bz—cz)F(l—bz,c2—b2+1;a—b2+1;tme) (cz—a)F(l—a,cz—a+l;b2~a+l;thw)
(ey,ma)F(1-b,,c =b, ; a-by+1; t.T,) (vy—c,)F(1-a,cymasb,y-atl ; t.T.)
(3.21)
| o
c,-a,>
o | ]
¢y by
¢ (bz—CZ)F (1~—a,c2—a;b2—a:tme) (a—cz)F (l—a,cz—a+1 : tme)
(a—cz)F(1—b2,c2—b2;a-b2+l,tmTw) (bz—cz)F(l—bz,cz-b2+1;a—b2+1;t;Tm)
o (¢ -by) aa-t )"t
1 "1’h . ,h L
L —gmr— Te -1
= (B=(B+C)T_) (1-T_)
Soit encore v =1 ; on a :
b,-1 _, T, 1-b
(3.22) Ea,l = (x2)x Uila; >\(x)\) j ij—th—a°xdeX1
bl—cl,l 1
et donc :
(c,—a) 7 ta-r)™? )
2 1 ® (1-b))
[ [ I —52 1
< = - - -1’ j=0 )
B+ 0o (cy=b,) (1-\)" (lt T,)

84



COHOMOLOGIE P-ADIQUE POUR ;F,

© s . .
-1 -i i-s, .- -1
(3.23) )} () mw_ (-t -t ) Tra-t, 1) 4 1T5j T, (1-T,)
s=0 i=0 l-a,i,s" "1 1 171 s 71 b,-c,,1 1 1
-1
® r . ® (b;-1) A(T.-1)T
Z(ZNlahrtlh)irsz 1'11( 1—11)‘
r=0 h=0 1=0 : B+CT1
Pour v = 0,1, , il n'y a pas eu de choix pour la composante Ea v
) 4
' : ~ _ _ i
d'une section E, de D . Pourv =1/ et n = izl 23712 €T/ Ryyy v
a; € Q , on pose :
v —1 i
(3.23.1) J = ) a,i
1/n i=1 * 1/
et
(3.24)
o
-1 c.-b
- ) 11l 1/x
Ea,an = (x”xl/x (1=%) 3 /3 7 Vima; 1 O [ -1
-1)

o | -
cy+l-a=b,,1/\ /377172

b 17%1 l-b1
Vl—a;l(XA)(l—x)l/l Xy .

X -1 -1
AT (a=cy) “(1-T, /) . © (1-by)y;
Ea l/A[ ] = ) i'l = 1/
4 C y=lp—1 i= °
B+yg o (by=cy) "Ty
7 '3 3 7 (ey-1)y o
1/A l/k (a+b -cz)(a+b2—c -1) h=0 h! l/A

j=0
(cz-a-bz)F(a-cz,bz—cz; atb,=c, ; Tl/x) (a—cz)F(l—a 1-b,;2+c,- a—bz;Tl/A)

(c 2)Tl/AF(a+1--c2,b2+1-c2,a+b +1— CZ’Tl/A) (1+c -a—bz)F(l a,l b2,1+c2 a_bZ'Tl/A)
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g
.

(1+cz—a-b2)F(1—a,l—b2; 1+c2—a-b2;Tl/k) (cz—a)F(l-a,l-b2;2+c2—a—b2;T1/A) ]

N

1)

(3.25)

T, (T, , -
,*1-a-b,, 1/ 1/3°71/2

(b2-c2)Tl/AF(a+1—c2,b2+1—cz;a+b2+l—cz;Tl/A) (c2~a-b2)F(a—c2,b2—c2;a+b2—cz;Tl/A)

A -1
® - © - — (1+T ) (1-t T )
(c1 bl)r oF T ; (1 CZ)S S 1-X 1/X 1/x71/x )
re r! 1/X71/x sZo s! 1/x N -1 .
B+C 3¢ (1—t1/AT1/X)

Le théoréme découle alors facilement des formules précédentes en

tenant compte du lemme 3.14 et du lemme 21.2 de [2]. C.Q.F.D.

Dans la démonstration du théoréme précédent on a défini Vé comme
Dl_a(AaKa) . Considérons la projection canonique :

L? = 1%, __L?

> Wiia 1-a

g —> [g] .

On voit bien que 1l'image de V; est Vl-a et que la suite de Q-modules :

)
a
(3.26) o] > Hy < > Ky > Vi > 0
ol
A 3
(3.27) D (g) = [D ()] = [D,_,(a,(x0)8)]

est exacte.

—> 0 induit une

LEMME 3.28. La forme Q-bilinéaire <,> : R
Q-dualité entre K, et W, . La Q/Q-connexion de K_, duale de la

connexion Vv_ de W, est :

t

* _ 9 _
(3.28.1) VI(E)) = v_(h 5% Ga’b2'c2(xx)) .
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L'application Q-lin&aire Ba : Ka —> wl-a est alors un morphisme
de 2/Q-modules différentiels. Le noyau Ha et 1l'image Vl-a de ﬁa
sont donc des sous-modules différentiels de K, et de W, _, res-

pectivement.

Démonstration : La premiére assertion découle du fait que Ka et Wa

sont des Q-modules libres du méme rang 4. Pour la seconde, on doit
d'abord prouver que V:(E)\)Ka c Ka . Il suffit de démontrer que, en

tant que applications de R'2 dans lui-méme V:(E ) et D; anti-
commutent. On a, comme dans le lemme 2.4.2 de [2] :

prvX(E) = —-y_a"hnp, s v 0y - Te ) =
= —y_A;IDI_aAa(A g% - tGa) = (par (2.1)')
= -Y—A;IDl—a(Aa A%% + A ;% (Aa)-+G1_aAa) =
= -y Aal( X g%-rl—c1-+01::1 + Gl_a)(x §%~+G1_a)Aa =

. 3 _ 3

(puisque x ==(G,__(x1)) = A 5x(G,__ (x1)))
= - 1 2 = 2 a1 -1, 3 -1
- Y-Aa ( BA'+G1—a)D1—a a v. (A 8A‘Aa +A A aA(Aa))Aa
+ 876, D, A =-y_ (A 2 aTl-1aTlg ts s +a-lg )

a l1l-a’"1l-a a Yo 3X "a a 1l-a aa a 1l-a

__ 3 _t -1 o _o* *
Dy_ala =-7-* 33 Ga)¥_857Dy 5l Va(By)Dy -

Pour montrer que V;(EA) , défini par (3.28.1) donne la connexion
duale de V,r on doit prouver que :

<VA(E,)E, [n]> + <€,V_(E,) [n]> = E, (<§, [n]>)

pour £ € K, et [n] = classe de n € L2 module D, L2 . On a :
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<VIEDE, > = <y_(0 o - fe)E, > = <A 55 - T )E,n> =

- 3 a A

< E,An> - <E,Gun> = (voir (2.4.1.1) de [2])

9 )
= = <€:ﬁ>\ﬂ> + Ixn (<g,An>) -<E,Gan> =

E)
= <&sA Ix n> = <g,n> + EA(<EIT]>) + <g,n> - <€,Gan> =

= <£,=(A gx+Gy)n> + E, (<g,n>) == <¢,7,(E,) [n] + E, (<g, [nl>) .

2
EP)

Il nous reste a& prouver que Da est un morphisme de Q/@-modules dif-

férentiels, c'est-3-dire :

A * A
Dava(EA)'E - vl-a(EA) D, ¢

pour tout £ € Ka . On a :

D VE(E)E = [D,__A, (x\)v_(A 2% - 6 _(x) g1 =

= (D, __8,x0) (A g5 - 56, (x0)) 61 = [D,__ (55 8,(x0) = x5 (x) -
- a_ (=0 %_ (x0))e ] = (pour (2.1)")

=D, (0 35 + 6, __(xns_ el =v, __(E)D e . C.Q.F.D.

LEMME 3.29. Les deux suites exactes :

b
c a
o] > H > K, > Vi_a > 0
et A
o) > H > K P1-a > v > 0
l-a l1-a a
+ 2 . . fad . ] s
sont liées de la fagon suivante : D4 8 Ky g —> W, est 1l'appli
. . P . = a3
cation Q-linéaire transposée de D, : K, > Wy_4 7 Hy (resp. Hl—a)
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est 1'orthogonal de Va (xesp. vl-a) dans K, (resp. Kl-a)'

Démonstration : Il suffit de prouver que :

A A
<g,D1_an> = <n,Da§> ,y pour ¢ € Ka s n € Kl—a .
O déja é D* = - A_ID A et donc
n a j3 remarqué que a = "YAD A,
A -— — a—
<E,Dl_an> = <&, [DaA]__an] > = <E,DaAl_an> =
= <Da8sby_gn> = T8 Dy 85808, g0
=<-a,__A"'D,__a > = <D,__A > = <n,D_t> C.Q.F.D
- 1-afa P1-alaf/n> = 1-alafsn> = <n.DyE> . -Q.F.D.

COROLLAIRE 3.30. La forme Q-bilinéaire <,> : R'2 —> @ induit une

dualité de Q/Q-modules diffé&rentiels entre Ha et Hl-a . Il existe
une dualité de Q9/Q-modules différentiels entre vV, et Vv,_,

[,1: Vica*xVy > Q
(3.30.1)

définie par

THEOREME 3.31. Soit o = Ga € M3 3(Q) définie par

i j .
eij = [e{_; ,e;J)] , i,j=1,2,3.
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(bl—cl)(a+b2—c1-c2)+(b2—c2)(cz—a) 1 o
A(bl—cz)(a—cl)(cl—bz)(a—cz) A(a—cl)(cl-bz)
o = 1 °1"% o
a (a=c,) (c,=by)A (by—c,) (a=c,) (¢,-b,) A
o 0 1 .
(bl—cl)(bz—cz)(l—x)
a,bl,b2

4. THEORIE DE LA DEFORMATION POUR ;A) . STRUCTURE DE

3F
€112
FROBENIUS.

4.0. Dans cette section, A dénotera un élément de Q\{0,1} ou bien
une variable p-adique dans le méme domaine. La plupart des défini-
tions des sections précédentes se spécialisent, en remplagant A in-
déterminée par une valeur dans 9\{0,1} ; s'il s'agit de Q2-modules,
l1'objet spécialisé sera toujours un espace vectoriel sur @ . Un in-
dice ) dénotera normalement la spécialisation pour Ae€QN\{O,1} d'un
objet déjad défini pour A générique. Le théoréme 3.15 suggére de
poser, pour A€ Q\{0,1}

v=‘ o , 1 ) /7 } -

(4.0.1)

ﬁ
I

lMin(l,l/IAl) \Min(l,ll;—ll) { (Min (1, |r-1]) lMin(l,lxl)

et implique que si dans ¢ € Ka on spécialise X & une valeur # 0,1

de @, les séries ¢ , pour ve S, i=1,2, convergent pour lTv|<FV

v i
On définira alors (cf. [2], chap. 3 et 4) pour i€ Q\{0O,1} et

v E S :

L, = {fonctions analytiques pour lTvl >e,, pour tout v € s, ol
€, est un élément indéterminé de (O,Fv)} ;
R;(A) = {séries de Laurent en T, 3 coefficients dans 2 qui convergent

pour e <|Tv| ST, oll e, est un élément indéterminé de
o, T )} ;
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Rv(x) = {g € R;(A) | £ est holomorphe pour T, = O}, si v # = ;
R_(A) = {¢£ € RL(A) | £ s'annule pour T_ = O} ;
R'(N) = & R (A) ; R(A) = & R, (A) .

VE S VES

4.1. Comme dans le cas formel on a une forme Q-bilinéaire & noyaux
a4 gauche et & droite nuls :

(4.1.1) <y>, t R(A) x L, > Q ,

et des applications y et y_. Le résultat principal de [1], garantit
= 1,2 2 -

que Wa'A = LA/Da,ALA est un Q-espace vectoriel de base ea'x . De
= *® *

plus, Ka,x = KerR(A)ZDa,A admet une base ea,A et est dual de wa,x'

On veut ici construire une théorie de la déformation pour le

module dual K (et donc pour W On obtiendra ainsi une solu-

).
P A a,A
tion du systéme dlfférentiel assoc1é au module différentiel W , ce
qui nous permettra de montrer que les solutions de 1' opérateur hyper-

géométrique L convergent p-adiquement jusqu'd la plus

a,bl,bz,cl,c2
proche singularité. On construit 1l'inverse du Frobenius
. *
a2 ¢ wa,x —> W . P et son adjoint aa,x :T W . P —> Ka,x .
a',x a',x

On établit la propriété d'analyticité (par rapport & 1) de la matrice
de cette application dans des bases convenables ("globales"). On
établit les propriétés de compatibilité& entre c,u*, l'application de
déformation (transport paralléle) et l'application symplectique. On

en déduit en particulier que «a \Y% cVv , et donc que le
a,x» a,x = a.,)\p

systéme différentiel associé a admet une structure de Frobenius

F
372
forte. On obtient ainsi une estimation de la valuation p-adique du

déterminant de la matrice de Frobénius.

Remarquons que, si x
c-b

€ @\{0,1,1/2} et £ (x) dénote

o b,c;xO
on a, en tant qu'opé-

une branche de xb(l—x) pour x prés de x

o ’
rateurs agissant sur un espace de fonctions de x analytiques pré&s de
Xg *
(4.2) D, =£1 (XA)EU, (x) .

=1
a,\ bl,cl;xo(x)Ua,bz,cz;xbk a b ,C xbk(x ) bl,c

(0]
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Soient maintenant A, z € 2 \{0,1}, avec |i-z| < |z| Min(1,|z-1]) ;
dans ce cas |A|=]z|, [r-1]=]z-1], L, = L,, R() =R(z). On a
alors :

LEMME 4.3. Pour |A-z|<|z| Min(1,|z-1]|), il existe une application :

T : R(z)2 > R())2

t

—_
& Y—Ua,bz,cz;x

z(xA)E .

Démonstration : Il suffit de vérifier que tU (xA) eM

a,b2,c2,xz 2,2(Lz)'

on sait que ‘U (x2) converge pour |xi-xz|<|xz|Min(1,|1-xz]),

a,bz,cz;xz
A-2 . A-2z . _
et donc pour |l-xz| > I—E—l ; mais |_E_| < Min(1,|z-1]) =T ,

d'ol la conclusion. C.Q.F.D.

THEOREME 4.4. L'application Ta induit un Q-isomorphisme :

P2,

Ta;z,)\ : Ka,z > Ka,A

Démonstration : On va prouver que :

* *

(4.4.1) Da,ATa;zA = Ta;z,ADa,z

’

c'est-d-dire que :

_ .t -1
;xz(xx) =y_U ;xz(xk)y_Aa (xz)D A_(xz).

-1 t
Y—Aa (xx)Dl—a,kAa(xx)Y— Ua a l1-a,z a

Grdce d (2.4)' la formule précédente équivaut a :

-1 -1 =
Y_4, (xA)Dl_a’AAa(xA)Aa (xA)Ul_a;xx(xz)Aa(xz) =

-1 -1
Y_b, (xX)Ul_a;x)\(xz)Aa(xz)Aa (Xz)Dl—a,zAa(Xz) .
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Si Xy € 2a\{0,1,1/A} , on a :

)‘(xz) =D U-1 (x\)U

1-a,2"1-arx A (xz)-—f

b ,l-c X (x)

l1-a; x A 1 %o

Dl-a,AUl-a;x

vl (A)E,U

l-a;xok (xz) £

l-a xbx(xx)ul—a,xox(xz)f -b 1--cl-x.o

. (0)=U7 (x)
1 a.xbx l—bl,l—cl,}go

-1
u.”_. (xz)E U, _ (xz) £, _ e Xy =U, __ ,(x2)D, _
1 a,xok l1-a; xol 1 bl,l cl,xo l—-a;xA 1-a,z

' s Vi
d'ol (4.4.1). Donc Ta;z,A(Ka,z) c Ka,x . Puisque Tair,z est 1'in

verse de T on conclut que T est un isomorphisme.

C.Q.F.D.

a;z,x '’ az;z,\

THEOREME 4.4. Pour A,z comme dans (4.3) définissons Ca z(A)GEM2 2(Q),
’ ’

par :
*

Ta;z,xea,z = (A)ea At

Alors Ca z(A) , en tant que fonction de A est analytique dans
’

(4.4.1) T, = {req||r-z| < |z| Min(1,]|z-1])}.
Démonstration : Les coefficients de._la matrice Ca z(A) sont
14
(L)+ _(3), - <t (i)+ (J)
(4.5.1) <Ta;z,)\ea,z ’ea a7 Ua,xz(x)‘)ea,z A 2

pour i, j=1,2,3,4 ; on appellera cy j(A) le coefficient qui ap-

’

parait dans (4.5.1). On a ¢y j(A) = )
’

. A
VES i,],v( yooon

(i)*

(4.5.2) ci,j,v(A) = Res ( (e ). U (xA)nj) ,

vV a,xz

o
N 1 (o] P
si nl = (o)r n2 = (l)' n3 = ( 1 )y n4 = ( 1 ), et i,3=1,2,3,4 vES.

1-x 1-x

Dans la démonstration du lemme (4.3), on a observé que (xx) ,

U
a,xz
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en tant que fonction de x est analytique pour |1-xz] >l%%%l (<rl/z),

oll, ce qui est la méme chose, pour |1l-x| >1%§%l . On a donc

ci’j'O(X) = ci,j,m(x) =0 pour tous 1i,j. Pour v = l'ci,j,v(k)
(e}
est évidemment nul sauf dans le cas j=3, ol ng = ( 1 ) ; on a :
1-x%
c (A) = Res, (F(eli)¥) (A) ( ° )), pour i=1,2,3,4
i,3,1 1 a,z 1 a;z 1 °hr p rer=r=e
1-x
ce qui prouve que ci 3 l(A) est analytique pour A € Tz , Ppuisque
4 ’
les coefficients de Ua z(A) le sont. Soit finalement v = 1/X : on
r’

peut ici calculer Resl/z au lieu de Resl/x , puisque les deux

coincident. On a alors :

= t,o (L)%
ci,j,1/>\ - Resl/z( (ea,z 1/z Ua;xz(xx)nj)
pour i, j=1,2,3,4. Pour calculer c, . on se place dans la
i,j,1/x
région |A;z| < |1-xz| < Min(1,]|z-1]|) = ry,, et on utilise (2.6) et
(2.7). On a :
E s E § 1—s s
U (x) = M. (x2) (x\=xz)° = N (xz) (1—xz) (r-z) S
a;xz s=o rS S=0 i=0 a,i,s
o S . © ©
.—1N s—i i-s A-2z,s_s—-i _ -r r .—1N A=Z.S _
. X 1- s = - Lo
sZo izo 1s a,i,s (1-xz) ( z )7z z: (1-xz) = (xz) Er 1s a,s-r,s( Z )

r ©
vty (- 1)3( yT3 DT S T o) L
2o 1/2z j=0 1/z s=p S @,s-r,s’ z

v r-s,r v o.-1 A=z, 7
Z 15, Z (-5 jzr N

(i)*)

1 :
a,z '1/z sous la forme

On sait (3.15) qu'on peut écrire tie

(1) * _ v 1,
a,z )l/z = ¢ hzo (ci,h(l-z) ’ 1 h 1- z))tl/z ’

t(e

ol c, € Q@ et c, (x), c! (x) sont des polynbmes en x de degré
i,h i,h
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< h et 3 coefficients dans Q, bornés (en valeur absolue p-adique)
par h3 . Le terme ¢ 1/2 prend donc la forme :

iljl

U N | _yrh T, ¥ - A=z, k
©i,5,1/2=C4? hZo(ci,h(l-z)'ci,h(l-z))rd£+l( n (h+1)k£rlklNa,k—r,k( z) M
pour j=1,2, i=1,2,3,4 ; donc, dans ces cas :

@ k r1
_ -1 A-z. k.-1 _yIr~h, r
=c;z - ) M ] hzo( DT (e

1 ' 1
(T:E)’ci,h(l—z))Na,k—r,r N4

Ci,9,1/A i,h

Les estimations qui précédent donnent alors le résultat. Il nous

reste a considérer ci,3,1/A et ci,4,1/x . On a :

1 _ _=z - -1
1-x z—1(1 tl/le/z)
et
1 _ _ _z A -1
= T =2 7 ox=z Tu)

et donc, en notant par N la deuxiéme colonne de N

L]
a,k-r,r a,k-r,r’

on a 3

v A=z J.-1 ] T ¢ ,r-h _yIr-s/xr '
°1,3,1/nC1 jzo(“i‘) 15 rzo Lo Lt tnT e N,

1
i,h(tl/z)'ci,h(tl/z a,j=r,J

o k © j+h-k . .
-1 A-2z j+h-k-s  j+h-k, -1
c; = c; 1 == i ) Y} (-1 ( )13
1,4,/ "1 425 %27 h=0 j=k-h s=0 s 73
Ay3j-h
(€3,nlt1/2) ¢, nlty /20N xon, 3P ’

pour i=1,2,3,4. Le théoréme découle maintenant des estimations pré-
cédentes. C.Q.F.D.

4.6. Le fibré vectoriel (banal) sur € \{0,1} de base globale
* v . s (1) %
{ea,x}xesz\{o,l} s id??;ifle par l'identification de e, a la
section globale 2 F—>ea A ¢ au fibré vectoriel (3 connexion) Ka
’
canoniquement associé& au Q/@-module différentiel Ka . La dérivée

covariante d'une section analytique & de Ma sur un ouvert U de
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2 \{0,1} , se calcule, dans l'identification précédente, par la
formule :

2

* -
(4.6.1) VEEDE = v_(A 5%

- Y e,

oll ¢ est considéré comme fonction analytique de x et de A .

PROPOSITION 4.7. La matrice Ca z(A) du théoréme 4.5 a la forme
r

Ya z(x) :
[ ! ;Y (A) est la matrice solution
* a,z

O 00 =
Erés de »=2z, qui est la matrice identité pour =2z, du sxstéme :

suivante Ca'z(A)

d _ ot
A I Y =Y Ma

ol M_ est la matrice de la proposition 1.13. En particulier, les

solutions de Y =0 prds de ze€ o \{0,1} , conver-

L
a,bl,bz,cl,c2
gent p-adiquement jusqu'd la plus proche singularité de 1'équation.

Démonstration : Puisque Ha = Q e;4;* est la fibre en X du fibré
’ ’

vectoriel 3 connexion associé au sous-module différentiel Ha de Ka’

il suffit de vérifier que T est le transport paralléle de

az;z, A
Ka,z a Ka,A . En effet :
* * _ 3 _ t _
va(EA)Ta,z,Aea,z = v 3% Ga(xx))Y—Ua,xz(xx)ea,z -
d t * %
v_ (A N Ga(x”)Ua;xz(xMea,z - Y—Ua;xz(xM 3 Ca,z o .
C.Q.F.D.
-1
Rappelons qu'on a posé U = {xrea\{0}|[rx-1] > p P=ly  on
posera :
-Hu H —H ' '
b b c _.\ P c1-b
(4.8) (x) = x t-x) 1 (A=) 7L Lo

X
bl,c1 P A

1-x
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1/p

Soient zl,...,zp les p branches de la fonction z=x prés de

X=x, € U ; on a alors :

(4.9) £ v (X)X (z;) = x (z; (x))) £ . (z,) i=1,...,p
bi,ci,xo bl,c1 i bl,cl i %o bl,cl,zi(xo) i ’ '

et, de méme :

(4.10) U caP)a, (z,0) = (24 (x,) MU (z;0) ,
a' ,bé,cé;xolp b2 CZ ’b2 C XO a bzrczlz (xo))\

pour i=1,...,p .

Dans les notations de [2] (et en utilisant plusieurs résultats
des chapitres 3 et 4 de ce livre), on pose :

2 2
aa' : LA

(4.11)
£ > ¥(x (x)A (x2)e) .
bl,c1 a,b2,c2

PROPOSITION 4.12. On a :

(4.12.1) “a,ADa,A = pD . p%,a
a’ , A
en tant qu'applications de LA dans L p ' our 1 € U , ol
A
L] P \J
a' = (a b bz,cl,cz).

Démonstration : Soient £ € L et x

o€ %, avec O« |x0| <Min(1,|)\|_p)

dans le domaine d'analyticité de a D £
a,x"a,x

images de £ par les deux membres de (4.12.1) coIncident dans un voi-

. On va vérifier que les

sinage de Xg - Gréce aux formules (4.9) et (4.10) on a, pour n € L

analytique prés de x. et pour x prés de x

o) o *
(4.12.2) Play yn) (x) = igl xbl'cl(zi)Aa,bz'cz(ziA)n(zi) -
§ Xp o (B RNET Lo (OF 2 ) (2)U o CAP)
=1 °1'% 17C17%g  PyrcyiZ; (%, a',bl,c on

. A . =
Aa,bz,cz(zl(xo) )Ua,bz,cz;zi(xo)A(zix)"(zl)
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fb' (x) U

(xxP) f X (zy (x))E . (z;)
cyi%g /b33 % AP iy Mpysey 10D se) iz () L

Aa,b2,c2(zi(xo)x)0 (zix)"(zi) A

a,bz,cz;zi(xo)A

Comme on a remarqué en (4.2),

by-¢y -1
D = E_+ + —_— A) = + X
a,\ b 4 c1 1-x Ga,bz,cz(x ) E fbl,cl;xO X)Ua,bz,cz;xox(x )
E A .
x(Ua,bz,cz;xok(x )fbl,cl;xo(x))
On a donc, pour z prés de zi(x ), i=1,...,p :
b)-c -1
+ + A) = A
S 1-z Ga,bz,cz(z ) fbl,cl;zi(xo)(z)ua bz,cz,z (x )A(z )
E_(f . (z)U . (z1)) et
z bl,cl,zi(xo) a,bz,cz,zi(xo)A
.12, = + A
(4.12.3) (0, ,6) (2)=E,E(2)+Ep TR ERIC L z,cz,z.(xo)x‘z B, G e i, x)
Ua'bz'cz’zi(xo))‘(z”)g(Z) .
Pour x prés de Xg on a alors :
-1 -1 P
pla, D, ,8)(x) = £V .., (x)U (xA%)
a,\ a, b',c iXg a',bé,cé;xok
g X (2 (%)) £ . (z;)A (z4 (x5)N)U (2, 1)
iz1 b =N *o ,cl,zi(xo) i a,b2 c, %o a b2,c zi(xb)k i

-1 -1
((Ezj_(g(zi))"'fbl,cl;zi(xt.))(zi)Ua,bz,cz;zi(xo))‘(z:i.)‘)Ezi(fbl,cl;zi(x'o)(z )

Ua,bz,cz;zi(xO)A(zix)g(zi))
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1

£ Ut x2P) X (24 (%))A, (25 (x)2)
izl bl,c1 1% a,bz,c2 i %o

13 :
’cl *o a, 2,cz;x AP

EZ

. )A(ziA)E(zi)) =
1

(£ . (z;)U .
bl'cl'zi(xo) i a,bz,czvzi(xo

~1 -1 P
£ (x)U (xA7)PE, § X; (z; (x,))A,
bl,c 17%0 a'rbérciixokp X i3 bl'cl 1 %! 185

1by.C, (23 (%))

LA ) =
fbl'°17zi(xo)(zi)Uarbzrcz7Zi(x0)A(zl YE(zy)

=Py i,y (OU APIE £, , Gu_ o)

Cyi . P IC';
17C17%0 a',bé,cé,xox 1 o) 2,c ,xox

g X (z,)Aa (z,2)E(z,) = pD o . C.Q.F.D.
= bl,c1 i a,bz,c2 i i a.'Xp a,i

Il suit de la proposition (4.12) que LT induit un Q-homomor-
’

phisme, encore noté agy gyt
r

(4.13) aa,A : Wa’x

a', P

Par dualité, l'application transposée de (4.11l) est :

* . Py 2 2
LI R(AF) > R(A)
(4.14) p-1 t
£ — y_(x Xbl'CZ(X) Aa,bz'cz(xk)¢(€))
et on a :
(4.15) p* o«*  =pa*  D*

a,x a,x p“a,k a',Ap °
On obtient donc un Q-homomorphisme :

*
4.16 [ : K —> K A e u
( ) a,i a',Ap a,x’
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DEFINITION 4.17. Soit B_(}) la matrice de a: y
’
* % _ *
aa,kea. \P = Ba(x)ea,k ’ our X € U .
r

THEOREME 4.18. La matrice Ba(x) est _analytique pour A € U.

. s (A .o . H
1IJ( ))113_“'1121314 On a

Démonstration : Soit Ba(x) = (b

(4.18.1) b, .(x) = <o¥ e(i)* ,".> , pour i ; j=1,2,3,4,

i,] ard “4v,,\P J oA

et
i Vot h

(4.18.2) eD* - (¢ T S (e ), ete Tt )

a',Ap vP  n=0 h vP h p vP yPegP
ol ¢ = c € Q, t est défini dans la table (3.4) en y rem-

P a',i,vP vP
14 ’

plagant A par AP ' ch(t p) et cﬁ(t p) sont des polynémes (qui
v \Y
dépendent aussi de i, a, mais cette dépendance sera oubliée dans la

suite) de degré < h en t p 3 coefficients, dans Q, bornés (en valeur
Y

absolue p-adique) par h3, et sP = {(0,1,1/AP,=} . on a donc :

(4.18.3) by 500 = Y (x) , et

b, .
vVE S 1,3,V

(4.18.4)

- 1 . h
by 50 = cvResV(xp_ Xbl'cl(X) hzo (ch(t\)p) ,ch(tv p )<I>('I‘vp) Aa'b2’c2(x)\)nj_) .

Il est évident que b

O et que b € Q[A,A_IJ . Nous allons

i,j,0°
maintenant calculer b

i,3,

i,3,1 et, pour fixer les idées, nous allons
r’ 4

supposer j =1, les autres cas &étant absolument pareils. Alors :
(4.18.5)

©

= 1 ' h
by 5,1 = O Res; Xp e *) hzo (e (£))A; (RA) +op (£))A,, () e (T)) )
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ol Aa = (1-\]:,5)1_'5_:1’2 ; on voit donc que bi,l,l est somme de deux
termes dont chacun est de la forme :
(4.18.6) b(x) = cResl(xp-lxb c (x)a(xx) E ch( AP )(l-xp)h),
1’€1 h=0 AP-o1
a(x2) dénotant un des coefficients de A (x\A) , et c une cons-
a,bz,cz =

tante.

On sait (chap. 3 de [2]) que :
¥y Uy ~H

c
(4.18.7) Xp o (0 =x ta-x b e,
c

171
ol
(4.18.8) o(x) = § o1 %, o_€Q, ord 6_ > —— .

-15. L sT 1’ ’s ! s p-1
s=0

On a :
(4.18.9) b(x) =c Reis(x)S(x),
ol

-1- M -

P ubl ax(O,ub1 ucl) m P b

R(x) = x (1-x) a(xA) § ¢ ) (1)
=0 AP-1
(4.18.10)
Min(o,ubl—ucl)
S(x) = (1-x) o(x) .
or, 1} cp ( AT ) (1-xP) P converge si |1-x| < r,(>p P=l, . mais
h=0 AP-1 1

dans ce disque on a |l1=xA| = |1-A]>p Pl ot donc a(x)) est ana-

lytique et bornée, disons par K, dans le mé&me disque. Ecrivons :

Max(O,uy =u, )
= 1 "1
R(x) =T, zo A_T]

~

il est clair que As € Q0()x) pour tout s € N ; on veut montrer que :
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1
K(s/pl‘l)3 si rle-B/s > p p-1
(4.19) |a_| <
s 1
K (3/pe) 3pS/ (P~1) -3/s T p-1
/-3 St r.e £ P .
Log(T,p ))
En effet, si O < r < rl on a :
(4.19.1) |AslrS < K sup | ¥ cg( A (1-xP)%| .
|1-x|=r s=0 APy
Mais
p
A 3,.ps
(4.19.2) Cs()\p—l) < s /1"l
tandis que
-1
P si [1-x| =r 3 p P!
(4.19.3) |1-xP| < 1
lplr  si |i1-x| =rgp PT .
Il s'en suit que :
1
Sup m3(r/I‘1)pm si relp —l,Pl)
(4.19.4) K_1|A5|rs < me N L
Sup m3(r|p|/r‘ll))m si relo,p P71 .
me N

Pour O < r < 1 la fonction réelle

t —> t3zt ’ t >0

atteint son maximum pour t =3/log(l/z) ol elle vaut (3/e log(l/z))3.
Donc :

(4.19.5)  |a|r® < K(3/p e log(r;/r))> si ref[p Ph,r
c'est-3-dire :

(4.19.6) la | < K(3/pe)3/rs(log(r‘l/r))3 )

102



COHOMOLOGIE P-ADIQUE POUR ;F,

1

Le maximum de rs(log(rl/r))3 pour r € [p p-1 ,rl) s'obtient pour

1 _1
p-1

3/s si ce nombre est > p p-l, et autrement pour r=p

r= rle_
En substituant ces valeurs de r dans (4.19.6) on obtient les esti-
mations (4.19) pour |AS| . On a donc :

Min(O,ubl-uc )

_ 1 -s
S(x) =T, SZ 0T,
(4.19.7)
Max(O.ubl—ucl) ® s
R(x) = T, y A_T]
s=0
et
(4.20) b(x) =c¢c es AS .
S,:8, >0 1 2
=1l+s,+ -
1 2 b1 <,

Les estimations sur Gs et Ay impliquent que b()) est analytique pour
1

|A-1| > p p—l. Il nous reste a calculer b On supposera

i, j.1/x

encore, pour simplifier, que j=1 et donc b, est somme de deux

i,1,1/2
termes de la forme :
- bas h
(4.21) b(r) = c Res, , xP™1 g (x)a(xr) J o (——) (1-xPaP)
1/ byrcy h=0 D 1-)P !
ol c € 2. On écrit encore :
(4.21.1) b(x) = ¢ Resl/AR(x)S(x),
ol
(4.21.2) Rx) = 2Pl 0 ] e (R -xPAP) R,
1’71 h=0 1-2
1~ b s
4.21.3 s =P 1/ AT
( ) (x) Xbl’cl( /) szo sT1/x
avec As € Q(A), et
= = s S
(4.21.4) S(x) = a(x}) _Z_N agTy, r 95 € Q.
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On obtient la méme estimation que tout & l'heure pour IAsl
sait d'ailleurs que :

, et on

(4.22) Ias|§|a|1(r)r—s

1
pour tout r > p p-l, s € Z, dans les notations de la définition
(5.1.2) de [2]. On en déduit 1l'analyticité de b()) dans U et donc

le théoréme. C.Q.F.D.

THEOREME 4.23. Si A, z € U, |r-z| < |z| Min(1, 2z-1 ) , le diagramme

T
K a;z,\ > K
a,z a,a
(!* Cl*
a,z a,\
T P ,P
',
K a';z",\ > K
a',zP a',xp
est commutatif.
Démonstration : On a :
u: AT = y_ xp"lxb c (x)tAa(xA)¢y_ ty (xAP) =
rAar; ZP,aP 1’%1 a';xzP

v o ety P) = vy cl(x)tAa(x)\)tU zp(xPxP) o =
1’71 a' 1’

ixX a';

1 t = 1 t =
v Xbl,cl(x’t"a;xz‘x” A, x2)0 = v U Gy p, e, (0 Py x2) =

*

a;z, A aa'z . C.Q.F.D.

PROPOSITION 4.24. L'application LT est un Q-isomorphisme entre
’
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W et W .

a,A a',AP

Démonstration : Soit

2 2
Ba,A : LAP > Ly
(4.24.1)

-1 -1
— A
& Xbl,cl(x) a,bz,c

(x2) ¢ g.
2
On a (cf. Chap. 3 de [2]) :

2
A

o 8 = jdentité de L

~

donc si on prouve que

4.24.2 =
( ) pBa,A Da',Ap Da,A Ba,k
on en déduit que Ba A induit une application
14
(4.24.3) Ba,A : wa',Ap > Wa,x

qui est l1l'inverse de LT Quant a (4.24.2) :
’

b -c;

D B = (Ex-Pc +

-1 -1 _
a, fa, R = +Ga(")‘))"bl,cl(x)‘l‘a (x\)e =

-1 - -2 -1
A ¢ - _
xbl,cl(x)AaRx B - xp? o OB (g o ()BT e

b -c,

xgl,cl(X)A:‘x*)Ex(Aa(xx))Agl(xx)cp + (e, + (x)

-1 -1 -1
Aa (xA) ¢ + xbl'cl(x)Ga(x)\)Aa (xA)e .

Or, de (4.9) on déduit :

et, en décrivant :
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-1 by bj-cj
(4.25) X (X)E_ (x (x)) = c,-pc]+—3=—-P .
bl,c1 X bl,c1 1 1 1-x 1-xP
En utilisant (2.2)', on voit donc que :
b.-c b!-c
_ -1 -1 -1 -1 11 ' 171 _
Dy, aBa,x = pxblrcl(x)Aa (x2) ¢E_ + Xbl’cl(X)Aa (x2) (-¢; = —g==+pc; +p 1_xp) ®

-1 -1 -1 - p,P
Xbl'cl(X)Aa (x2) (A_ (x2) G, (xA) A7 (x1) PG, (xPaP)) o 4+

b
(X)A (xA)(cl+ p

-1 R § -1
Xb )@ +xy 'cl(x)G (xA)A lxnye = pxbl’cl(X)Aa (x\) oE, +

-1 -1 P _
bel'cl(X)A (xA)¢(c + cl(x)Aa (xr) o Ga,(xx ) =

_) =8 D . C.Q.F.D.

..1 -
P Xbl'cl(X)Aa (x)) ¢ (E -+c1 +

THEOREME 4.26. Pour tout A dans U , le diagramme

~

D
a,A
Ka,a > Wy_a,n
* o
a, 1-a, A
p°D
a',Ap 1-a,P

est commutatif.

Démonstration : Nous allons prouver que, avec les notations de 1la

démonstration de (4.24), on a :

4.26 D_ ,a¥ = b
(4.26.1) Dy, 2%, = P el_a’xna' -
14
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On a, modulo D,_a AL? :
’
~ * p-1 t =
a, aa’x = Dl_aAa(xk)x Xy ,¢ (x) Aa(xk)G
1 1
c,-b

— Gl_a(x)‘))Aa(xk)xp-lxbl'cl(xrtAa(xA)<I> -

2 -1 o t

P Xl—bl,l-c (x)Al_a(xA) oA 40 (A )E + E (Xl—b 1, (x)Aa(x ) Aa(xx)m +

-1 -1 ¢,7by Py _ -1
xl_bl’l_cl(x)Al_a(xl)(1-c1+» = )Ma.(xA )-xl_b’l_cl(X)(Ean(xl))tAa(xl) -

t t - 2 Py _ 42 o
Aa(xx) Ga(xk) Aa(xk))¢ =P Bl-a,AEan'(xA ) P 81-.':1,>\Ex(Aa'(xA )+

-1 bl—c bl—c'
PX,_ (x)A a (¥2) (p-l+c,-pc, + -p )ea L (xAPy ok
1-b,, —xP

1-c 1-x

-1

t -1 t t
xl-bl,l-cl(X)Ex(Aa(x")) Aa(xk)®+x1_b1,1 (x) 8 (x2) (TG, (xA) "A_ (x2) =

-cl

cl—b p
1=x )¢A y (xAF) -

t t P, P oy~ 1 -1 -
PA_ (x}) "G, (x¥A ))1’+px1_b1,1_c1(x)A1_a(x)\)(1 c, +

-1 -1 t
xl_bl,l_clEx(Aa(xx))tAa(xx)qr = XZp 1m0, ) 8 051) G, M A e =

2 P 2 Pyt P
P Bl_a AEy a.(xA )4-p sl_a 3 1_a.(xA )A , (xAF) + p Bl_a,AAa,(xA ) Ga,(xA ) o+

—b'
2., _ °1 . P
P (l1-cj+ 1_xp)xl_b _cl(x)Al_a(xx)oAa,(xx ) -
_1 t
xl_bl’l_cl(x)(Gl_a(xx)Aa(xx)Ex(Aa(xx))) Aa(xx) -

2 -1

p Xl-bl,l-c (X)A (xA)A ,(xp)\P) G (XPXP) ® -

t t _ .2 A
(x)Aa(xk) Ga(xA) Aa(xk)¢ =p Bl-a,AD . C.Q.F.D.

-1
Xy- -
1 bl,l Cl a',)\P
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COROLLAIRE 4.27. 8i V_ A dénote le sous espace vectoriel sur o de
4
e (1) (2) o(3)

wa,x , engendré par a, ,ea'x r€3 Nt on a pour tout A dans U :
v =V .
“a,x a,»A a.’)‘p
Démonstration : Cela vient de ce que
B K =V
a,x» Ja,x» 'l-a,:x '
comme on a vu, dans le cas générique, en (3.28). C.Q.F.D.

On a donc démontré que le fibré vectoriel & connexion Vg associé

au 0 /Q-module différentiel Va , et donc a La'bl'bz’cl'cz et a
al'bl'bl
3F2( 5 A) est muni d'un morphisme horizontal :
c,,C
1772
(4.28) . :V > ¢y
: 2a * Valu a'|u ’

qui coincide avec o de Va , A e uU.

sur la fibre Va,A

a,Aa
Si H, dénote le fibré vectoriel a connexion associé a H,, on a éga-
lement un morphisme horizontal :

¥ A
(4.29) ay ¢ <?|Ha||u —_—> |Ha|u ’
induit par
* *
(4.29.1) ay ¢ Ka'|u —_ Kalu ’
ol Ka est le fibré vectoriel associé a Ka : a: coincide avec %a
4
sur la fibre K de ?*ZKa, en A €EU.

a',xp

PROPOSITION 4.30. On a le diagramme commutatif 3 lignes exactes :

A
D
< a
o Halu Baju = Vi-alu > 0
(4.30.1) ¥ o 221
.30. ay a N P @ 5
D
L3 c a' *
o} >@ [Ha' |u >?*iKav lu — '>?Vl_a' Iu > 0
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Pad
ot D, coincide avec Da,x sur la fibre Ka,x de K, en 1€ U.
si
L, ]a,x : Vl—a,xxva,k > %
(4.30.2)

v'yv) > 'Vl

dénote la forme spécialisée de la dualité (3.30.1), on a :

— — 2
' = (]
(4.30.3) [“1-a,xv ,ua'xv] ' 4P p v ,v]a'x .
’
A
Démonstration : Soit n € K tel que D n= o pv' ;
a',Ap a',Ap 1-a, )
soit a* = 2geK On a alors :
a,A" P a,x ° °
24 A * 2 -1 a 2

p Da,kE = Da'xaalxn =P al—arADal Apn
’

donc D Z& = v' et
r

o "o = = * = 2 ' = 2 '
[al-a,kv , a')\v]al)\p--<n,o¢a')‘v>)\p <“a,An'v>A pi<v',v>, =p [v 'V]a,x’
C.Q.F.D.
COROLLAIRE- 4.31. Par rapport aux bases e; X de v, A (pour tout a,i),
’ ’
on a :
6 dét Oa(k)
dét o dét a,_ =p —_—
asA 1-a,a aet o_, (AP)

ot o_ est la matrice définie dans le théordme 3.31.

Ayant &tabli la plupart des résultats techniques nécessaires 2
a,b.,b
Fo( 1
372 C,1C,
ici pour le moment. Pour obtenir des renseignements sur la croissance

2

1'étude p-adique de la fonction iA), nous nous arreterons

p-adique des solutions de L au bord de leur disque de

a,bl,bz,cl,c2
convergence, il faudrait encore étudier la matrice de ;; du point
’

de vue de la théorie de Dieudonné. La formule du corollaire 4.31 nous
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indique en particulier qu'il sera nécessaire de calculer la matrice
Ba(x) (& coefficients dans Qé) modulo p Qé . On traitera ce probléme
dans un article futur.
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