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UN THEOREME DE TRANSFERT POUR LES DISQUES SINGULIERS REGULIERS
par

Gilles CHRISTOL

1. INTRODUCTION.

Depuis les premiéres &tudes de DWORK sur les équations diffé-
rentielles p-adiques [8], on connait le "principe de transfert".
D'aprés celui-ci, une équation différentielle d'ordre u, qui a u
solutions analytiques linéairement indépendantes dans le disque gé-
nérique, a également u solutions analytiques linéairement indépen-
dantes dans chaque disque D(a,1 ) ol elle n'a pas de singularité.
Dans cet article, nous donnons l'analogue de ce résultat pour le
cas oll 1'équation différentielle a, dans le disque D(a,l1 ), un

unique point singulier régulier.

Soit k un corps ultramétrique 4'inégales caractéristiques,
complet et algébriquement clos. Nous notons p sa caractéristique
résiduelle. Pour tout élément a du corps k, et tout nombre réel r,
nous posons :

D(a,r”) = {x € k ; |x-a] <r} , D(a,r’) = {x€ k ; |x-a|] < r} .

Nous dirons qu'un élément X du corps k est un nombre de
Liouville (au sens faible) s'il existe une infinité de nombres en-
tiers n (dans Z) et un nombre r < 1 pour lesquels on a :

[A-n| < inf(r 0, ™) .

Les nombres de Liouville ne sont pas algébriques sur le corps Q des

nombres rationnels.

Le corps E sera le complété du corps k(x) pour la norme de

Gauss que nous notons |.| .

Nous posons, pour toute matrice H dont les coefficients Hi i
’
appartiennent au corps k ou au corps E :
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. 1,j|

e = sup(|H; .])
i,3

et, pour toute matrice H dont les cofficients sont analytiques bornés
dans le disque D(O,r ) :

||#]] (0,r) = sup (JH; sG] .
i,3,|x|<x "J
Enfin, nous noterons t_ un point générique tel que |tr| =r,

c'est-3d~-dire un élément d'une extension transcendante du corps k qui
est 3 une distance r de celui-ci. Pour toute fonction f analytique
dans D(O,r"), on trouve |f|(0,r) = [£(t ) |. Les disques D(t ,r)
sont évidemment ceux d'une extension algébriquement close et compléte

du corps k(tr). Pour simplifier les notations nous posons tl = t.

Soit G une matrice uxuy 3 coefficients dans l'anneau k[[X]].

On sait qu'il existe une matrice Y, (non unique) dans le groupe

G
Gku(k((x))) telle que la matrice :

_ G(0)
X = YG X

soit la solution formelle en O du systéme différentiel :
3(X) = GX

ol 3 désigne l'opérateur différentiel =xd/dx . Autrement dit, il

existe une matrice YG qui vérifie la relation :

a(YG) = GY, - YGG(O) .

G
Nous nous intéressons au rayon de convergence des coefficients de
cette matrice. Plus précisément, nous voulons calculer le plus grand
nombre réel r(YG) (positif ou nul) tel que les coefficients des

matrices YG et Yél soient analytiques dans la couronne :

{x € k ; O<|x|<r(y)} .

Bien que la matrice Y, ainsi définie ne soit pas unique, on vérifie

G
facilement (démonstration analogue a celle du lemme 4.1 ci-dessous
avec H=1I) que le rayon de convergence r(YG) ne dépend que de la

matrice G.

Lorsque les différences des valeurs propres de la matrice G(O)
ne sont pas des entiers non nuls, on constate (voir formule (1') et
lemme 3.2) que la matrice Y

G
ce cas, afin de simplifier les calculs, nous déterminerons compléte-

appartient au groupe Giu(k[[x]]). Dans

ment la matrice YG en posant :
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YG(O) =1

ce qui est toujours possible.

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 1. Soit G une matrice dont les coefficients sont analyti-

ques dans le disque D(O,R°) . Si les valeurs propres de la matrice

G(0) appartiennent & 1'anneau zp et ont des différences gui ne
sont pas des nombres de Liouville, le rayon de convergence r(YG)

est la borne supérieure de l'ensemble des nombres r <R pour les-

quels il existe une matrice Ur inversible, a coefficients analy-

tiques dans le disque D(tt,r_), solution de 1'équation différentiel-
le = 3(U.) =G U_.
Remarques :

a) On peut étendre le théoréme au cas d'une matrice G dont les
coefficients ont éventuellement des pbSles en O, mais qui est équi-
valente, au sens du paragraphe 4, & une matrice qui vérifie les

hypothéses du théoréme 1.

b) On savait déja, avec les hypothéses du théoréme 1, que le
rayon de convergence r(YG) n'était pas nul ([3], [6]). Nous montrons
ici qu'il est le plus grand "possible".

c) L'existence d'une matrice Ur qui vérifie la condition du
théoréme 1 peut s'exprimer d'une maniére différente. Pour cela,
considérons la suite de matrices Gn , a coefficients analytiques
dans le disque D(O,R ), définies par la récurrence :

G0 =I, G

de telle sorte que 1l'on ait :

nt1 = 2(Gy) + G, (G- nI)

n n _
x (d/dx) (Ur) = Gn Ur'
On trouve :
b (x--tr)n
U (x) = nzo Gn (tp) — : U (t) .

Comme le point t, est générique, on a :

o, (el = gyl o)
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Les coefficients de la matrice Ur sont donc analytiques dans le
disque D(tr,r-) si et seulement si
lim sup (|G /n![|(6,x)'/™} <1 .
n->eco
La norme |[|G [[(0,r) é&tant une fonction croissante de r, 1l'en-

semble des nombres r pour lesquels il existe une matrice Ur qui
vérifie la condition du théoréme 1 est donc l'intervalle (O,r(YG)).
On montre que, si r(YG) <R, c'est méme 1l'intervalle fermé& (1l'exis-

tence d'une matrice U, n'a pas de sens a priori car la matrice G

R
n'est pas définie dans le disque D(tR,R-)) .

d) Dans le cas oll les valeurs propres de la matrice G(O) n'ap-
partiennent pas 3 1'anneau ZP , On a :
Lim sup {6 () /nt|M™} > 1
now
(voir formule (2')) et, pour aucun nombre r > O, il n'existe de
matrice u. vérifiant la condition du théoréme 1.

Soit a un élément du disque D(O,R”). Les coefficients de la
matrice F = G(ax) sont des fonctions analytiques dans le disque
D(O,1+), ce sont donc des éléments analytiques dans le disque D(0,17).
Or, d'une part la formule :

3(YG(ax)) = 3(YG)(ax) =F YG(ax) - YG(ax)F(O)

montre que YF = YG(ax), c'est-a-dire que :

r(yp) = r(yg)/lal ,
d'autre part on vérifie par récurrence la formule :

Fn = Gn(ax)
qui donne :

Il ll0,1) = lle llco, fal)

On pourra donc déduire le théoréme 1 (pour la matrice G) du résultat
suivant (pour la matrice F) :

THEOREME 2. Soit G une matrice dont les coefficients sont des &lé-
ments analytiques dans le disque D(0,17) . Si les différences des

valeurs propres de la matrice G(0O) ne sont pas des nombres de

Liouville, les deux conditions suivantes sont équivalentes :
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i) Le rayon de convergence r(YG) est supérieur ou égal a 1 et
les valeurs propres de la matrice G(O) appartiennent & 1l'anneau

Z_ .
p

ii) Il existe une matrice U inversible, d coefficients analy-

tiques dans le disque D(t,1”), solution de 1l'&quation différentiel-
le : 3(U) =GU.

Remarques :
a) Le théoréme 2 s'étend & des matrices G ayant des pSles en O
de la méme maniére que le théoréme 1.

b) L'existence de la matrice U est équivalente 3 la condition :

lim sup {HGn/n!IH/n} <1
n->«
en particulier elle entraine que :
lim (”Gnll) =0 .
n->o
c) On peut préciser la croissance au bord des coefficients de
la matrice YG et ceci, au moins dans des cas particuliers, d'une

maniére explicite ([2]).

d) Dans [9] (théoréme 2.1) on trouve une démonstration, dans

un cas particulier, de notre théoréme 2.

e) Le fait que la condition i) entraine la condition ii) est

déja connu. On en trouvera une démonstration dans [10] (théoréme
8.5). Ici nous nous contenterons de démontrer que i) entraine ii).
Notre démonstration repose sur deux résultats : l'existence

d'une structure de Frobenius faible pour le module avec connexion
associé & la matrice G (voir [4]) et la décomposition des matrices

en facteurs singuliers (voir [21]).

Nous terminerons en donnant une application du théoréme 2 3 un
calcul d'indice d'un opérateur différentiel. C'est Robba qui nous a
expliqué comment le théoréme 2 permettait de réécrire le théoréme
d'Adolphson [11].

Nous tenons & remercier particuliérement Bernard Dwork pour
1'intérét qu'il a montré pour le travail que nous présentons ici,
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non seulement en posant le probléme, mais aussi par ses suggestions
lors de la rédaction de cet article.

2. LIEN ENTRE LES MATRICES Gn ET LA MATRICE YG.

Dans ce paragraphe, nous supposons que les différences des
valeurs propres de la matrice G(0) ne sont pas des entiers non
nuls. Les matrices Gn étant définies comme dans 1l'introduction,
nous posons :

© © o
Y. = 2 mem ’ Y-1 = Z Yé_l)xm ’ G = 2 G <™.

G m=0 G m=0 m

En partant de la formule :
Gn+l YG = B(Gn) YG + Gn(G—n) YG = B(Gn YG) + Gn YG(G(O)-n)

on démontre facilement par récurrence que l'on a :

= 5 - m
(0) G, Y5 = mzo Y (G(0) +m) ... (G(O) +m-n+1) x .

Si nous posons

_ X(X-1)...(X-n+1)

Pn(x) n!

la formule (O) se traduit par les &galités :

m
= A
(1) Y P (G(O) +m) = szo AT %n,s Ym-s
m
1 = (-1)
(2) AT Sn,m = Z Y, P (G(O) +s) ¥ — 7 .
s=0
Lorsque l'on choisit Y,(0) = I, c'est-a-dire Y, = Yé_l) = I, on
trouve :
(2") L g = P_[G(0)]
n! "n,0 n ’

ce qui permet de réécrire 1'égalité (1) sous la forme :

L g Y.

m-1
(1") Y P (G(O) +m) -PMGm))ﬁ“=SL)m n,m-s Ys
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3. MINORATION DE r(YG).

Dans ce paragraphe nous reprenons les idées de Clark et
Baldassarri pour démontrer que r(YG) n'est pas nul mais en expli-
citant les calculs.

LEMME 3.1. Soit X un élément du corps k gui n'est ni un entier posi-

tif ni un nombre de Liouville. Pour tout nombre p < 1, il existe un

nombre c pour lequel on a, pour tout entier n positif :

n
T |r-m| 2 ¢ p" p—n/(p—l).

m=0

Avec notre définition des nombres de Liouville (qui n'est pas
la méme que celle de Clark-Baldassarri mais est un peu plus faible),
on constate aisément qu'il existe une constante c > O telle que,
pour tout entier positif n, on ait :

[r-n] 2 ¢ o™ .
Soit s un entier, compris entre O et n, tel que |A-s| soit

minimum. On a alors la minoration :

n n
I |a=m| > |xr-s| I |s-m| .
m=0 m=0

m#s

Le lemme découle alors des inégalités :

=8

|s-m| = |st(n-s)!| = |n!/Pn(s)] > |nt] > p-n/(p—l)

m=0
m#s

LEMME 3.2. Si les différences des valeurs propres de la matrice G(O)

ne sont ni des nombres de Liouville ni des entiers non nuls, on a

la minoration :

2 2
r(yy) > p " (P=1) sup(1,llc*) .

Notons Om l'application linéaire de l'espace des matrices uxu
dans lui-méme qui est donnée par :
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0, (X) = X(G(0) +m) - G(O)X .

Si nous notons xl,...,xu les valeurs propres dg la matrice G(0), les
valeurs propres de l'application On sont les u“ nombres {Ai-knl—kj}.
Par hypothéses ces nombres sont non nuls pour m# O et ne sont pas
des nombres de Liouville. Or la formule (1'), pour n=1, s'écrit :

Comme l'inverse de l'application Om est donné par :

o ! = (deto )~
m m

1 1

adjem = .H' (Ai-xj+m) adjem
i,3]

et comme les coefficients de la matrice de l'application adjem sont
des mineurs d'ordre u2-1 de la matrice de l'application Om , on a :

2, 2_;
llagsep |l < sup(1,lle@)h™ ™% < sup(illclh™ ™ ,

ce gqui donne
1Yl | |~ I ll”z'l Il mi
Y || =@ A;=As+m sup(1,||G )
m i,J + s=0

A

G1,m-s YsI
< 1 ]Ai—xj+m| sup(1,||c|t ) sup gl

i,J O<s<m
d'oll on déduit, par récurrence :

n -1 2
Ny ll = m it IAi—Aj+m| sup(1,|lc|™ ) .
i,j m=1

Le lemme 3.1 montre alors que, pour tout nombre p < 1, il existe

une constante c' telle que 1l'on ait, pour tout entier n :
2 2
e Il < e’ (o™ p™/ (P ™ gup(1,|lc|PY ) .

Cette égalité signifie que les coefficients de la matrice Y, sont

analytiques dans le disque :
2 2
p(o,p " /P 1) sup(1,flcIf*H7) .

Par une méthode analogue, on obtient une majoration des matrices
(-1)

Yn , ce qui démontre la minoration annoncée.

158



UN THEOREME DE TRANSFERT

4. MATRICES EQUIVALENTES.

DEFINITION. Nous notons ‘R, l'ensemble des matrices G qui vérifient

les hypothéses du théoréme 2, c'est-3-dire les conditions suivantes :

A1) G est une matrice uxuy dont les coefficients sont des &lé&-

ments analytiques dans le disque D(0,17).

R2) Les différences des valeurs propres de la matrice G(O) ne

sont pas des nombres de Liouville.

A3) Il existe une matrice inversible U, dont les coefficients

sont analytiques dans le disque générique D(t,1 ), telle que :

3(U) =G U .
Il est clair que la condition %3 impose aux coefficients de la

matrice (1+x)G(O) d'étre analytiques dans le disque D(0,1 ) , et

il est "bien connu" que ceci entraine la condition

R4) Les valeurs propres de la matrice G(0O) appartiennent & zp .

DEFINITION. Nous dirons que deux matrices F et G de 1'ensemble g2

sont équivalentes s'il existe une matrice inversible H qui vérifie

les conditions suivantes :

1) Il existe un entier n pour lequel les coefficients des
1

matrices x"H et x™H "~ sont des &léments analytiques dans le disque

D(0,17).

2) On a : 3(H) = FH-HG .

On constate que 1l'on défini ainsi une relation d'équivalence.

A chaque matrice G de 1l'ensemble & , nous attachons une ma-
trice YG comme il a &té indiqué dans 1l'introduction, et nous nous
intéressons au rayon de convergence des coefficients de cette
derniére. En fait, pour ne pas alourdir les notations, et comme tout
se passe dans le disque D(0,17), ce que nous allons noter r(YG) a
partir de maintenant c'est le nombre que nous aurions noté

inf(r(YG),l) avec les notations de 1l'introduction.
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LEMME 4.1. Si deux matrices G et F de l'ensemble & sont équiva-

lentes, les rayons de convergence r(YG) et r(YF) sont é&gaux.

Les coefficients de la matrice :

S = YF H YG

appartiennent au corps k((x)). Posons :
— v n
s= 1 s, x .
n=-—cw
On trouve :
3(8) = Y- (FyY. - Y_F(0))¥oluy. + YO (FH-HG) Y. + Yo YH(GY,. - Y.G(0))
F F F “F G F G F G G

F(O) s - s G(O)
c'est-a-dire :
n Sn+Sn G(0) -F(0) Sn = 0.

Autrement dit, si la matrice Sn est non nulle, l'entier n est valeur
propre de l'application linéaire :

X > =X G(0) + F(0O) X.

On en déduit que les matrices Sn sont presque toutes nulles, c'est-
d-dire que les coefficients de la matrice S sont analytiques dans le
disque D(0,1 ) privé du point O.

En échangeant le rb8le des matrices F et G, c'est-d-dire en

changeant aussi H en H—l, on montre de la méme maniére que les coef-
1 -1 -1

ficients de la matrice s ° = YG H YF sont aussi analytiques dans
le disque D(0,1 ) privé de l'origine.
On trouve alors :
r(¥p) =xr(HY,S 7) 2 r(¥gy) , r(Yg) =x(H "YpS) > r(¥g)

ce qui démontre le lemme.

LEMME 4.2. Soit G une matrice de l'ensemble 93 , il existe une ma-

trice F de 1'ensemble % , équivalente & la matrice G, qui vérifie

les conditions suivantes :

i) Les matrices F(O) et G(O) ont méme réduite de Jordan.

ii) ona ||F|]l < 1.
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D'aprés un théoré&me de Jacobson-Deligne ([7], II.1.3) le sys-
téme différentiel 5-G est "é&quivalent" & une équation différentielle
d coefficient dans le corps ﬁ des quotients de l'anneau des é&léments
analytiques dans le disque D(0,1 ). Si on choisit cette &guation
différentielle unitaire, 1l'hypoth&se @3 affirme qu'elle est
entiérement soluble dans l'anneau des fonctions analyticues dans le
disque générique. Le théoréme de Frobenius-Dwork ([4], 8.1) montre
alors que les coefficients de cette équation différentielle sont
de norme inférieure a4 1. Autrement dit, ceci montre qu'il existe une
matrice G, a coefficients dans 13 corps E et une matrice inversible

1
H, a8 coefficients dans le corps E, telles que :

lle

(A
-

s

1

G=23(H) H +HG, H .

Maintenant, d'aprés le théoréme de factorisation des matrices
([5] théoréme 3.2 ou simplement [4] 8.2), on sait décomposer la

matrice H sous la forme :

avec :
-1
Ho|l = llw "l =1

les coefficients des matrices K et K !

sont des éléments
analytiques dans le disque D(0,1 ).

Nous posons :

F=o( 17!+ G, Lt
Nous avons évidemment :
HFll <1 .
Mais un calcul simple donne :
3(K) = d(HL™) = (GH-HG )L ' -H LT} (FL-1LG )L™}
=GK=-KF .

Cette relation exprime que les matrices F et G sont égquivalentes, et
que la matrice F = K ! (GK- 3(K)) vérifie la condition R1. On a
aussi :

F(0) = K"1(0) G(0) K(0)

relation qui exprime que les matrices F(0O) et G(O) ont méme réduite
de Jordan. En particulier elles ont les mémes valeurs propres, et
la matrice F vérifie la condition R2.
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Pour établir que la matrice F vérifie la condition %3, il
suffit de considérer la matrice :

v=xtlu

qui a des coefficients analytiques dans le disque D(t,17) et qui
vérifie :

a3(v) = - K Yk-xr) K'u+xklcu=rv.

Nous donnons maintenant, sous une forme adaptée 3 notre pro-

bléme, un résultat classique de la théorie des points singuliers

des équations différentielles.

LEMME 4.3. Soit G une matrice de l'ensemble A . Il existe une ma-

trice F de l'ensemble 9. équivalente 3 la matrice G et pour laquelle

les valeurs propres de la matrice F(0O) appartiennent a p Zp et ont

des différences qui ne sont pas des entiers non nuls.

Soient {Xl,...,Xu} les valeurs propres de la matrice G(0). Il
suffit de trouver une matrice F équivalente & la matrice G telle que
les valeurs propres de la matrice F(O) soient les nombres
{A1+n1,...,xu+nu} (avec ni=nj si Ai=xj). On opére par transforma-
tions élémentaires : chacune d'entre elles consistant & ajouter 1
aux valeurs propres qui ont une valeur donnée X. Pour cela, on consi-

dére la matrice :

oll C est une matrice inversible a coefficients dans le corps k telle

que la matrice :

J=ca() c?

soit sous forme ré&duite de Jordan et plus précisément telle que :
=2 si izgwv
Jii{#)\ sinon Jij=o si 1i<3j ousi i>v>3
et ol A est la matrice diagonale de terme diagonal :

1 si i< v
Ai =
O sinon

de telle sorte que les matrices A et J commutent. Il est clair que
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la matrice :

1 1 1 _-A

F=o(0) HY+ugE Y =02+xcec™?! x

est équivalente & la matrice G et que ses coefficients :

A.=-A
_ i85 -1

sont des éléments analytiques (Ai--Aj < O uniquement pour j<v<i).

La matrice F vérifie la condition 9RI1.

On trouve :
F(O) = A+ J+ T

oll les coefficients Tij de la matrice T ne sont non nuls que pour
js<v<i. Autrement dit la matrice F(0O) est triangulaire et a les
mémes valeurs propres que la matrice G(O) modulo Z%Z . On en déduit

immédiatement que la matrice F vérifie la condition R2.

Pour montrer que la matrice F vérifie la condition <R3, il

suffit, comme dans le lemme 4.2, de considérer la matrice V = HU.

COROLLAIRE. Pour toute matrice G de l'ensemble R, on a :

-uz/(p-l)_

r(YG) > P

D'aprés le lemme 4.1, on peut remplacer la matrice G par une
matrice équivalente. D'aprés le lemme 4.3, on peut donc supposer que
les valeurs propres de la matrice G(0O) ont des différences qui ne
sont ni des nombres de Liouville ni des entiers non nuls. D'aprés le
lemme 4.2, on peut supposer en outre que ||G||< 1. Le corollaire est
donc une conséquence immédiate du lemme 3.2.

5. FROBENIUS.

Dans ce paragraphe, nous reprenons les idées utilisées dans [4]
pour démontrer l'existence d'une structure de Frobenius faible, mais

en les explicitant dans le cas d'un point singulier régulier.

Nous reprenons les notations du paragraphe 2.
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LEMME 5.1. Si G est une matrice de l'ensemble R , il existe une
matrice F de l'ensemble # telle que les matrices G et pF (xP)

soient équivalentes.

Quitte 3 remplacer la matrice G par une matrice équivalente, on
peut supposer que les valeurs propres de la matrice G(O) appartien-
nent 3 p Zp et ont des différences qui ne sont pas des entiers non
nuls (ni des nombres de Liouville) et que |[|G]|| < 1.

Nous considérons la matrice :

e (e-1)"
Gn E!

H =

1 y .
P §p=1 n=0

Comme nous l'avons vu dans 1l'introduction, la condition ®R.3 implique
que la suite HGnll tende vers O lorsque n tend vers l'infini. Comme,
par ailleurs, on a :

| (e-1)%/n1| <1

les coefficients de la matrice H appartiennent d 1'anneau (complet)

des éléments analytiques dans le disque D(0,17).
Comme, pour n > 1,

p Y (e-1)%/m:

Er =1

est un €lément de zp de valeur absolue strictement inférieure 3 1,
on a :
Hell <1 .

Pour vérifier que la matrice H est inversible et que les coefficients

de la matrice H_1

sont des éléments analytiques dans le disque
D(0,17), il suffit de démontrer que H(O) = I. Ceci va résulter d'un

calcul plus général.

En utilisant la formule (0), on trouve en effet :

1 H 3 m (¢.-1)"
HY, == Y P_(G(O)+ Lt 3
G P Epzl nzo mzo m Pn(G(O1¥M x5y
m= m Ep=1 P =0 n! n
Y oy i 1 m+G(0)
m=0 ™ ¢P=1 P
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Mais la matrice G(0) est somme d'une matrice diagonale D et d'une
matrice nilpotente N qui commutent. Les valeurs propres de la ma-
trice D étant "divisibles" par p on a :

g =1 .
=1 Py -
Comme log(g) = 5 log(g®) = 0, on a :
+ N
(G(O) _ DN _ N _ Nlog(g) _
D'ol on tire :
< 1 .m s mp _ P
HY = J v x™ 7 == 7 v x" =x(x") .
G nmo ™ gP=1 P m=o0 P
En particulier on a :
H(O) = H(O)YG(O) = K(0) =1I.

Ce qui achéve de démontrer que la matrice H est inversible.

Nous considérons la matrice :

F = (3(K) + % K G(0))K ! .

Nous avons K(xp) = H YG , c'est-a-dire :
pF(xP) = [8(H) Y. + H(GY. - Y.G(0)) + HY.G(0)]y.! u!
G G G G G
=oa( HY +ucHE™! .

Cette égalité montre d'une part que les matrices pF(xp) et G sont
équivalentes, et d'autre part que les coefficients de la matrice
pF(xp) sont des élé&ments analytiques dans le disque D(0,17), ce qui
montre que la matrice F elle-méme vérifie la condition R1.

On a aussi :

pF(0) = H(0) GH™Y(0) .

Les valeurs propres de la matrice pF(0) sont celles de la matrice
G(0). Ceci montre que la matrice F satisfait la condition &2 (si A
est un nombre de Liouville, il en est de méme du nombre pi) .

Soit t un point générique. Considérons la matrice V, dont les
coefficients sont analytiques au voisinage du point tP, et qui
vérifie :

a(v) =rv, v(tP) =1 .

Comme le disque D(tp,l_) est aussi un disque générique, pour montrer
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que la matrice F satisfait la condition R 3, il suffit de prouver
que les coefficients de la matrice V sont analytiques dans le disque
D(tp,l-), c'est-3a-dire que les coefficients de la matrice V(xp) sont
analytiques dans le disque D(t,1 ). Or on a :

-H 3(H) H ! v(xP) + B lpF(xP)v(xP)
1

2 (1 v (xP))

1]

G H

v(xP) .

La matrice G vérifiant la condition R3, l'unicité des solutions
d'un systéme différentiel montre que les coefficients de la matrice
H_lv(xp) sont analytiques dans le disque D(t,17), ce qui achéve la

démonstration.

6. FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2.

Nous posons :
p = inf r(YG) .
GeR
D'aprés le corollaire du lemme 4.2, nous savons déjd que :
p>0 .
Si F est une matrice de 1l'ensemble R nous avons :
3(Yp(xP)) = pYL (XPIF(xP) -~ F(O) Y (xP)]

c'est-a-dire

YF(xp) =Y

pF(xp)

Pour toute matrice G de l'ensemble %R, nous avons donc, d'aprés les

lemmes 5.1 et 4.2 :

r(Y,) = r(y ) = r(y (xP)) = r(y ) /P > (/P
G pF(xp) F ¥

Ce qui donne :
o > pl/P

c'est-a-dire : p = 1.
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7. APPLICATIONS A UN THEOREME D'INDICE.

Dans [1], Adolphson calcule 1l'indice d'un opérateur différen-

tiel en supposant connu le rayon de convergence des matrices Y, que

G
nous avons considérées ici. Il est clair que notre résultat s'appli-
que pour simplifier ses hypothéses. Par exemple, le corollaire 2 de

[1] permet de démontrer immédiatement le ré&sultat suivant :

COROLLAIRE : Soit L = Pu(x)(d/dx)+...+Po(x) un opérateur différen-

tiel &. coefficients dans Q(x). Soient Ayreeesay des points du disque

D(O,1+) qui appartiennent & des classes résiduelles distinctes. Oon

suppose que, dans le disque D(ai,l_) (resp. dans 1l'ensemble le > 1)

la seule singularité de l'opérateur L soit, éventuellement, un point

singulier régqulier en a; (resp. a 1'infini). On _suppose aussi qu'il

existe yu fonctions analytiques dans le disque D(t,1 ), linéairement

indépendantes, fi telles que L(fi) = 0. Alors, pour tous nombres

TyreeerTorT oy strictement inférieurs 3 1, l'indice de l'opérateur L

dans l'espace vectoriel des fonctions analytiques sur 1l'ensemble :

n

s =D(0,1/r;) - U D(ay,r};)
i=1

est égal 3 : u(l—n)-v(Pu) ol v(Pu) désigne le nombre de zéros (avec

multiplicité) du polyndme Pu dans l'ensemble S.
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