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J. FRESNEL

Appendice

UNE BASE NORMALE POUR L'ALGEBRE DE BANACH DE REICH
par

Jean FRESNEL

Le but de cet appendice est de trouver une base normale pour 1l'algebre de
Banach de Reich F définie au §2 de 1'article précédent '"The Reich trace

e,A, g
formula' de M. Boyarsky, base qui essentiellement ne dépend pas de € et de A .

Au § 2 (A.2) on montre que cette algtbre d'éléments analytiques est une algébre
affinofde et pour cette dernitre on construit au §1(A.1) une base normale en
utilisant des propriétés classiques des algeébres affinofdes et en particulier la di-

vision de Weierstrass.

Les calculs qui suivent n'ont rien d'original, ils sont bien connus des ''géometres
rigides" ; nous les avons écrits pour aider le lecteur peu habitué au maniement

des algebres affinofdes.

A.0.- Quelques rappels sur les algébres affinofdes

DEFINITION 1 (et propriétés).- Soient K un corps valué complet pour une valeur

absolue non archimédienne, K<T,,T.,... ’Tn> la sous-algebre des séries for-

\Jl \)z v ! 2
melles T a T, T.°...T " telles que lim [a_|=0. Cette algtbre est de
Vs Vo M 172 n v
Banach pour la norme ” . ” définie par ” = av T\) || = max [avl , cette norme

v
est multiplicative. L'algébre K<T1, TZ’ vees Tn> est souvent appelée 1'agébre de
Tate, c'est un anneau noethérien ([1], II.3.1), factoriel ([1], II.3.2) dans lequel

tout idéal est fermé ([1], 11.3.3).
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UNE BASE NORMALE

DEFINITION 2 (algtbre résiduelle).- Si K est un corps valué, on note K° son
anneau de valuation, K°° son idéal de valuation, K =K° /K°* son corps rési-
duel. Si (A, ” . ” ) est une algébre normée on note A° = facA | [|all<1},

A ={acA| la]l<1} et A = A° /A°® s'appelle 1'algeébre résiduelle de A et

et on note ar+a la surjection canonique de A® sur A . En particulier on a

. v
= K*° P RPN = s1,
(K<T,, T,, ..., T >)"=K°<T,, T, T>={Za,T | lavl 1, a,+0} et

K<T,,T,,..., T >=R[T_,T,,..., T J].
n 1 n

1" "2 2

DEFINITION 3. - Un élément f¢ K<T, T,,..., T > avec llf]l=1 est dit régulier
.- -_ d-1 d
en Tn de degré d si f est de la forme f = c°+c1Tn +...+c Tn +}‘Tn ol

d-1
< ek‘[T], ,Tn_1] , A¢R-10}.

THEOREME DE DIVISION DE WEIERSTRASS ([1], II. 2). - Soient K un corps

valué complet, f¢ K<T1, TZ, e Tn> régulier en Tn de degré d,

g€K<T1,T2,...,Tn>. Alors il existe q€K<T1,T2....,Tn>, r€K<T1,...,Tn_]>[Tn]

uniques tels que g=qf+r et degT r<d. Enplusona ||g||=max(”q”,||r||)
n

A.1.- Une base normale pour une algebre affinofde

PROPOSITION 1. - Soient K un corps valué complet, m,Re¢K avec
o<|m|s1=<|R|, geK[T, T, ..., T 1. régulieren T de degé d (considéré

comme €élément de K<T ,Tp ..., T,>) etavec d=deg (g) . Soient
K< T,/R ,..., T /R, 8> total
’ ’ = _..__;__—._____ . ..—_.—B-_
A(g,m,R) (g5-1) muni de la norme || lrr R induite par

la norme | . “R de K< TI/R ) eees Tn/R ,S> et ® :K<§ ,S> —+ A(g,m,R)
la surjection canonique. Alors A(g,T,R) est une algebre inteégre et

(Vl' ,vn_l)e ]I\T“-1

n-1
Bem B =] D L. 0B P, () ... By R | 1 e €T
' R YR a’ R TR 0=v<d, Osp <d
R n n
i20, j>0
est une base normale de A(g,T,R) pour la norme || . “n‘ R®
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J. FRESNEL

T T
Remarque. - Les éléments de K<?1, vees —RQ , S> sont les séries de la forme
T V) T
= a v, (—) 1 (R) n+1 avec lim a = 0 et
V1 ZT +1

1M n+1

I = av(R) ...(R) ”R_ m\?xlavl
T T T

Démonstration. - Puisque K<R— s eees En' , S> (noté briévement K<E ,S>)

est factoriel (A.0) on a donc A(g,T,R) intégre si et seulement si Sg-m est

T
un élément irréductible de K<E,S> .

Ona 1-=| d” ; considérons une factorisation de 'gas - -Tr—d .
R R
B_ - =
(1) dS d (ao(T)+a1(T)S+...)(bo(T)+b1(T)S+ ee).

R R
Comme H'gas - ﬂ-c-l“R =1 et que ” . ”R est multiplicative on peut supposer que
R ;

1 = max “ai”R = max “bi”R .

On regarde (1) dans l'algébre résiduelle K<l , 8> = k_['_r}-{ ,8], ona

( )s( )—(a +als+...)(b+bls+ .) .

(?;1_3 (par exemple) 1= c-:.l-egs(ao+ a15+ er), 0= degs(bo+ b,
d);! 0 ; ceci implique boifO , 0=bl= b2= ee .

S+...) puisque

s . m
Ainsi ”b0“R= 1 et r1n>ax ”biHR<1 . De (1) on déduit -;{-('i= a b, , donc b

T . s
est un 1nvers1b1e de K< R’ S> et comme “bi”R< 1= "bo"R il suit que
b +b,S+ b S +... estun élément inversible de K< ,S5>. Ainsi gS-m est

1 R

1rréduct1b1e et par suite A(g,T,R)= K(:STTTR) P B est un anneau intégre.
T

, alors gr est un élément de K<I> régulier en '—; de

. _ =T
Soit 8R © d R

R
degré d . On a donc dans K<§> une division de Weierstrass par gg si

T T
ag K<§> il existe q,re K< §> uniques tels que

(2) a=gpatr on [allg = max(rlly . fallg) et
aef. Ty T, T T T Thaa Thaa
reE = K< R " ..,—R-—>@K<—l-{,....? @...®K<R veees —-ﬁ—->( R .
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UNE BASE NORMALE

En utilisant (2) successivement,il existe T sTyseees rne E, qne K<%> tels que
n n+l _
(3) a-= T trigpt...tr gptq gp avec “a”R-max(”ro”R, cees ”rnuR’ ”qn“R)
. . m i n .
I1 suit de (3) et de la relation g_S = (g S-—=)+— que a S s'écrit
R R Rd Rd

. n .
n i j T S
4 S = . + .S+ S- —; T,S) , ., V.€E,
(49) a igoul &r jZ=11 v (gg Rd) ¢ (T,s) ob u;, Vi€

lallg = maxlollg » livllg » 14 llg) et 0= 1im fluflp

Soit feK <R , 8>, il suit de (4) qu'il existe u, V5 eE, ¢ eK< ,S> tels que
(5) £= % u g + 5 v '+ (ggS-T)L + avec ll£llg = max (Jlu i, lIv.lig- 12 ll)
i>0 R >0 R Rd i,j "R l R

et 0 = lim ”ui”R = lim “vj”R .

Dans la décomposition (5) u.,vj et { sont uniques. En effet, si

i + j -

0 lgo i R 2 VJS + (gRS Rd) { , on peut supposer que

1 = max ( ”ui“R , 'vj“R ’ ”{, ”R . Ainsi résiduellement on a
— i

—aj T

0= u, + X v.S" + .
i_>EO iER >0 <gR ( )H'

si d 0= +g, 1, ot =4 +4,5+..+¢ 5%, ¢ R[]

i k=deggl, ona k+1ng°““"ol R e S e

Or deS(Tn)/R Vi4p <94 implique v, =0, ce quiest impossible. Ainsi donc

0= u, = vj pour tout i =20 et pour tout j>0 .

Soient toujours ¢ : K<-T‘ 8> ———u A(g,7,R) la surjection canonique de

R
T KAT/R),S> . T
K<§ ,S> sur A(g,T,R)= (g5-1) . Soient f,f'€K<§ ,S> et

(6) f—Eug

m
+Z vt (g S-"%)¢ f-zug + = v'SJ+(g s-Lye
>0 j R™d R®" d

R i=0 j>0

leur décomposition selon (5). Alors ona «(f)= @(f') si et seulement si

ui=u'i ’ vj= v'j pour tout i,j; c'est essentiellement 1'unicité de (5).
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J. FRESNEL

Il suit alors de (5) et (6) que

lo@ =1l = ugh+x v.s | = max(lllly. vl -
l1'r,R iz0 & R i>0 j R i, i'"R 'R

Ceci montre bien que 1
(\) 3 Vyseees V )GN‘
1’ 2 n-1

n-1
(s ooty €N

T .
Tk Ty sz, i>0 1

v, T v
2
2)2 (ii) (R

v TaVng i T
®(g, M R) = o(Z) () ... (F) (E)elR)
R R R Rd R OSvn<d,05un<d l

Al
est une base normale de A(g,m,R) pour |. ”TT R
Remarque. - On peut montrer que toute algébre affinofde réduite sur un corps K
algébriquement clos 2dmet une base normale pour la norme spectrale (C31)
(voir définition 4 ci-apres). Mais on ne peut dire que ce résultat permette d'ex-

hiber '"explicitement' des bases normales.

A.2.- Une base normale pour une algébre d'éléments analytiques

DEFINITION 4. - Soient K un corps algébriquement clos, valué complet,

A(g,m,R) 1'algébre définie par la proposition 1. On appelle spectre maximal de

A(g,m, R), et on le note Spm A(g,m, R), l'ensemble des idéaux maximaux de A(g,mR).
Si MeSpm(A(g,m, R) ona A(g,mR)/M=K ([1],11.3.5 en tenant compte de K algé-
briquement clos) ; ainsi il existe un élément unique f(M)cK tel que f-f{t)cM. On appel-

le semi-norme spectrale de A(g,m, R) la semi-norme définie par ”f“sp: sup |f@)] .

MeSpm{A(g,mR))

LEMME 1. - La semi-norme spectrale de 1'algébre A(g,T,R) définie par la

proposition 1 est une norme équivalente 4 la norme

” . “lT,R *

Démonstration. - En effet A(g,T,R) est une algebre (affinofde) intégre (pro-
position 1), donc réduite et on sait alors que la semi-norme specirale est une
norme et que toute norme de Banach sur A(g, m,R) est équivalente & la norme

spectrale ([1], 1I.6.1 ou [2]).
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UNE BASE NORMALE

LEMME 2. - Soient K un corps algébriquement clos, valué, complet,
® : K<§ 5 S>> commpd A(g,rr,R) définis par la proposition 1 ,

X(g,l‘r,R)déf {(x,8)= (xl,xz,...,xn,S)eKn+1 | [xi,SlRl , 1sisn, [s]<1}.

T T T
Alors (xl, XKoo eens X, 8) — mx, s-cp((Tl-xl)K<R , S> +...+(Tno-xn)K<R ,S>+(S-s)K<R, S>)

est une bijection de X(g, m,R) sur Spm A(g,m,R). Pour tout f(T,S)eK<—; ,S>
on a cp(f)(‘mx e = f(x,s). Ainsi ”(p(f)”sp = sup |f(x,s)] .
’ (x,s)e X(g, ™, R)

Démonstration. - Soient (x,s)¢c X(g,m,R),

Em,'{’ e (Tl-xl) K<%,S> +... +(Tn-xn) K<§ ,S> +(S-s) K<'§,S> alors la surjection

canonique T : K<§ yS>—» K<§ , 8> /:m:"c s est définie par 1(f(T,S))=1f(x, s).
-TT = , - 1 s 3 : fl - .
Comme g(x)s-T=0, ona gS-m eﬂ)}x, g+ 2insi qa(imx, ) .‘.le' g estun idéal

maximal de A(g,m,R) puisque Em'x s Sker @ .

Soit M un idéal maximal de A(g,m,R) on a le diagramme commutatif

K<t ,55 —2 ., A(g.7.R)

R
« | le
K\%,S> ~ A(g. 7, R)
-1 ™m =K
® (M)

ol T,§ sontles surjections canoniques.

Comme cp_l(mz) est un idéal maximal de K<‘I—T{ ,S> il existe

(xl.xz,...,xn,s)eKn+1 avec linS’R,, |s|<1 tels que

-1 =(T - I - I _ I
-1(m) ('r1 x1)1<<R,s>+...+(Tn xn)K<R,S>+(S s) K<p,S> (1], 11.4.4).

De plus T est défini par T (f(T,S))= f(x,s), comme gS-17 gw-l(O)Ccp-l(n) ,
ona 0=9.9(gS-m)=1(gS-m)=g(x)s-m. Ainsi l'application (x,s) »—t .‘D'tx s est
surjective. Elle est clairement injective. De plus on a [®(f) (smx s)l =| f(x, 8)|

et donc ”cp(f)”sp(= sl;?( lfgc,s)[ .
x, 8)¢ X(g,mT,R)
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J. FRESNEL

DEFINITION 5. - Soient K un corps algébriquement clos, valué, complet,
g, T, R définis par la proposition 1,
déf
D(g, M, R) = x=(x;, %, ... ,xn)eK | [xi[s[kl ,1si<n, [g(x)| 2[n |}, X (D) 1les

fonctions rationnelles définies sur D(g,7m,R), c'est-a-dire les éléments

£ €ER(T,,T,,..., T ) tels que Q(x)#0 pour tout x¢ D(g,m,R). L'algébre
3> 12 n P, déf P(x)
X (D) est normée par HBHD = sup IQ( x) | (norme de la convergence uniforme

sur D(g,m,R)). L'algebre des él ents analytiques sur D(g,T,R) estle complété
de X (D) pour la norme |. ”D et on la note X (D).

PROPOSITION 2. - Soient K un corps algébriquement clos, valué, complet,
g, ", R, A(g,m,R), @ définis par la proposition 1.

1°) L'application (x,s) + x de X(g,m,R) dans D(g,7,R) estune bijection

(définition 5 et lemme 2).

2°) Soit QGK[TI,TZ,...,Tn] tel que Q(x)#0 pour tout x¢ D(g,m,R), alors

©(Q) est un élément inversible de A(g,7,R) ; ainsi 1'application Ps— @ (P)

de K[T] dans A(g,7,R) se prolonge en une application ¢ :%X(D)— A(g,mT,R)

et | estune isométrie de (X(D), . ”D) dans (A(g,7m.R), || - ”sp) .

3°) L'application §y se prolonge par continuité en un isomorphisme de 3C(D)

sur A(g,7,R).

Démonstration
1°) Si (x,8)e X(g,m,R) ona linSIR[, |s|<1 et g(x)s=m , ainsi

,g(x)l = lTT| , ce qui montre x¢D(g,7,R). Il est immédiat que (x, s) x est bijectif.

2°) Tout idéal maximal de A(g,T,R) estun M, o o (x,s)e X(g,T,R) et
on a cp(Q)(imx e Q(x) (lemme 2) ; or d'apres 1°) x¢ D(g,m,R) ainsi Q(x)#0,
ce qui veut dire que ©(Q) ({Utx . (lemme 2). Puisque ¢®(Q) n'appartient a

aucun idéal maximal de A(g,T,R), il est inversible.

L'application Pwe+ ®(P) de K[T] dans A(g,7,R) se prolonge en une ap-
plication X(D(g,n‘ R))— A(g,m,R) définie par q,(%)= w(P)(w(Q))-‘l
Ainsiona () (m )= 9(P) (B )@ ) L P @) (temme 2).
I1 suit de 1°) et du lemme 2 que ”6”5p = ”Q”
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3°) D'apres le lemme 1, l'algébre A(g,7T,R) est compléte pour la norme
spectrale, ainsi | se prolonge par continuité en une isométrie I; de 3(D)
dans A(g,m,R). Il reste 2 montrer que E: est surjective, c'est-a-dire que

¢ (% (D)) est dense dans A(g,7,R).

Or (K[ T,S]) est dense dans A(g,7,R) pour la norme | . ”1; g donc
pour la norme spectrale (lemme 1), de plus ¢ K[T, g]) = w(K[ T,S]) et
T
K[T,;]C’((D).

Remarque. - On peut montrer que toute algébre affinofde réduite A peut 8tre
considérée comme une algeébre d'éléments analytiques sur Spm A (considéré

comme sous-ensemble d'un polydisque unité).

D'autre part 1'algebre des éléments analytiques sur un ensemble D de la
on 1<is<s
= = = =
forme D= {x=(x;,....x )JeK | [fi(x)[ =, ’gj(x), 1 15j.<_t} est une

algeébre affinofde réduite.

COROLLAIRE 1.- Soient K un corps algébriquement clos, valué, complet,

g, T, R définis par la proposition 1, D(g,m,R) défini par la définition 5.

Alors
-1
(vl, Vorees V) 4)€ N® .
. (yohye ...,1.4“_1).5]!\1n

=R Q) osv <d , i20

T v g . T, n
@'(emR) = () L (P D G L

"l

Rd
OSun<d , j=0

est une base normale de 1'algébre 3} (D) des éléments analytiques sur D(g,m,R)

pour une norme équivalente 3 || . “D .

Démonstration. - C'est une application immédiate des propositions 1 et 2.
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COROLLAIRE 2. - Soient K un corps algébriquement clos, valué, complet pour

une valuation de rang 1 notée ord, K° son anneau valuation. Soit

Vi.Va Vn

T,,T,...,T )= s eee s poly:
gl 1’ T n) > a\’l'\’z""""n T1 T2 Tn GK[T1 TnJ un_polyndme de
degré total d avec 0= inf ord(a )= inf orda . Soient e=0, A=0,
v V' v tels que V -

v,t...+tv =d

1 n
m(e)=m , R(A)= R€K avec e=ordm(e), -A=ord R(4) et 1 =m(0)=R(0),
D(E.A,g)={x=(x1,...,xn)€Kn| ord g(x)<e , ordxi?.-A pour i=1,...,n} et

F(e,A,g) llalgébre des éléments analytiques sur D(e,A,g). Alors il existe n
formes linéaires Li(T)= ba aijTj ,» 1=isn avec (aij)e Gln(K") et telles que

(vl,...,vn_l)en\ln-l
Ly vy Lyv i My DpMam -l
(e, A, 8) = (5) 5o (5 " (5, (%) L@ PG | byt g€
R g o<y <d, i20

= j>
0 un<d,_] 0

soit une base normale pour une norme équivalente 3 la norme de la convergence

uniforme sur D(e,A,g).

Soit z:zlj_[ £, o I= N“'l,,{o,l,...,d-1},,m,

2 =N, 70,1,...,d-1} x(N-{ 0} ) on pose

2

Ll Vl Ln vn g i
Nge,p” (R - (R) E) si sex; .
L.u L .
i | nn 1]
Ne,e,a T (&) (R () siosex, .
Alors on a les propriétés suivantes
-(i+Z v, )
= U = 1
D) Mg, e,0"Y%,e,aMs,0,0 & Pg e, p" R
-(G+Z ;)
jJ

si s=(v,i)ex . b, = si 8= (u,jez,

2) on a Ng e,AGKET] 8i sezl, ans,s,AGK[TJ si 5=(u,j)€zz,

3) si e'<e, A'<A ona lim b /b, =0 ou s-w signifie
- e (=) lerA S’E’A

s
limite selon le filtre des complémentaires des parties finies de X .

4) Soient N=0, EN cK[T] 1le sous-espace des polyndmes_de degré total

au plus N . Alors ®(e, A, g)nEN est une base de EN .
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Démonstration. - Ona g = g°+ g1+...+gd ou g; est la composante homogene
de g de degré i. Soit Ei 1'image de g, par la surjection canonique de K°[T]

sur K[T], Ei est un polyndme de degré i ou est nul, est un polyndéme

g
d
homogene de degré d. Comme K est infini il existe (Bij)e Gln(-Iz) tel que

(z .2., £B,.Z2,.,...,B_. 2. soit homogene de la forme
g4 BIJ ; BZJ 5 BnJ J) g

d-1 _d :
e (2002 )tu (2,02 )2 +tuy (240002 )Z T+Z . Soit

(bij)g Gln(K°) un relévement de (Bij) , il est alors clair que
b,.Z2., 3b,.Z.,...,Zb .2Z2.)=h(Z,,2
g(x 1j Z 525 % % Pnj J) (24

J
régulier en Zn de degré d. Ainsi

yeeesZ_ ) est de degré total d et
2 n g

n-1
(Vyreeeny, _)EN

-1
Zyve o Zovp ooy Zydg Zodoo (go oo by €N
=4 (= 1 —= I <
®(h,m, R) (R) ...(R) (Rd) .(R) ...(R) (g) 0s<v <d, o0sp <d
i=0 , j>0
est une base normale de X (D(h,7,R)) pour une norme équivalente 2

Il - ”D(h,n,R) (corollaire 1).

Soit (aij)e Gln(K° ) la matrice inverse de (bij) alors

’ ey — 2% Z. s eee s . Z, défini ij i
(z1 Z,) z) (z ah zJ ZaZJzJ = an_] zJ) init une bijection de

D(h,7,R) sur D(g,n‘ »R) et donc un isomorphisme isométrique de

X(D(h,m,R)) sur ¥(D(g,m,R)). Ce qui montre que

n-1
(vl,...,vn_l)ean-l

o e R RN S R e 1 B
R’ "' R Rd ‘R YR g 0=v<d, OSun<d

i20 , j>o0

®(e, A, )=

est une base normale de X (D(g,m,R)) = F pour une norme équivalente 2

€, 4, g
la norme de la convergence uniforme sur D(e,A, g)= D(g,7,R).

Le reste du corollaire est immédiat.
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Remarque. - La condition degtotal g= degtotal-g du corollaire 2 n'est pas

restrictive. Si g¢ K[TI,TZ, ,Tn] avec | g [=1 i1 existe g'¢ K[T] tel que

(- T
total & degtotal & -
assez proches de 0 ona D(e,A,g)=D(e,A,g') puisque [g-g'l|<1; ainsi

” g-g'”<1 et deg On montre facilement que pour €, A

}X(D(e,A,g) =X(D(e,A,g')) et ainsile corollaire 2 est applicable.
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