Asterisque

JOSIANE LEHMANN-LEJEUNE
Cohomologies sur le fibré transverse a un feuilletage

Astérisque, tome 116 (1984), p. 149-179
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1984__116__149_0>

© Société mathématique de France, 1984, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique I’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_1984__116__149_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

COHOMOLOGIES SUR LE FIBRE TRANSVERSE A UN FEUILLETAGE

Josiane LEHMANN-LEJEUNE

INTRODUCTION

On sait 1'intérét porté actuellement & la suite des travaux de Gelfand-Fuks a
la cohomologie de Chevalley-Eilenberg des algébres de Lie. Soit L une R-algébre
de Lie ; les k-cochaines C sur L sont les applications k-linéaires alternées

k - . - P, PR
de L= dans L , les O-cochaines s'identifiant aux &léments de L ; on définit

1'opérateur cobord 3 en posant :

3C(X ... %) = § DY [, XX, X))

i+]j z z
+ 0 (-ntMI c([xi,x.],xo,...,xi,...,x.,...,xk)
Ogi<jgk J J
ol Xi elL,O0g<igck et ~ désigne l'omission. On définit les espaces de cohomo-
logie correspondants Hk(L) ; les l-cocycles sont les dérivations de L, i.e. les

applications D de L dans L telles que, quels que soient X et Y e L :
p([x,¥]) = PX),¥] + [X,0(V)] ;

les l-cocycles exacts sont les dérivations intérieures i.e. les applications de L
dans L : X+ [Y,X] od Ye L.

Dans [7], A. LICHNEROWICZ a considéré 1'algébre de Lie LF des automorphismes
infinitésimaux d'un feuilletage F sur une variété W, i.e. l'algébre de Lie des
champs de vecteurs X sur W tels que, pour tout champ de vecteurs Y tangent aux

feuilles, [X,YJ est encore tangent aux feuilles et a montré en particulier que,
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J. LEHMANN-LEJEUNE

quel que soit le feuilletage, Hl(LF) = 0.

Dans cet article, on définit sur le fibré transverse V 3 un feuilletage de
codimension p sur une variété W, une structure O-déformable (cf. [4]) J de
rang p telle que J2 = 0 et, quels que soient les champs de vecteurs X et Y
sur v, [9%,3v] - 3[3%,¥] - 3[x,3v] + J°[X,¥] = 0. Pour tout ouvert @ de V, on
considére LJ(Q), algébre de Lie des champs de vecteurs X sur Q tels que la
dérivée de Lie de J par rapport & X soit nulle. i.e., pour tout champ de vecteurs
Y sur Q,[X,JY] = J[X,Y] ; dans LJ(Q), on retrouve les relevés canoniques dans V

des automorphismes infinitésimaux du feuilletage sur W.

Pour tout x € V, il existe un ouvert U 3> x tel que dim Hl(LJ(U)) =1
(théoréme 4). Lorsque le feuilletage est une fibration, dim Hl(LJ(V)) =1 (théo-
réme 7). Lorsque W est le tore T2 feuilleté par des droites 3 pente irration-
nelle o, dim Hl(LJ(V)) = 4 , (théoréme 8). Les démonstrations des théorémes font
apparaltre que la dimension de HI(LJ(V)) est d'autant plus grande qu'il y a, sur
W, peu d'automorphismes infinit@simaux du feuilletage, définis globalement sur W,

transverses aux feuilles.

Dans la derniére partie, on rappelle l'existence, comme pour toute structure
0O-déformable, d'un opérateur de cohomologie dJ sur les formes différentielles

sur V & valeurs scalaires.

I - ALGEBRES DE LIE SUR LE FIBRE TRANSVERSE A UN FEUILLETAGE

L3 P . 3 00
Soit W wune variété, connexe, paracompacte, de dimension m et de classe C .

©
Tous les é€léments introduits sont supposés de classe C .

On suppose W munie d'un feuilletage F de codimension p ; on note V le
fibré transverse 3 F, T(V) (resp. T(W)) le fibré tangent & V (resp. W), m 1'ap-
plication canonique de V sur W, 7' 1'application linéaire tangente, m la
projection canonique de T(W) sur V.

Soient x € V et y = m(x) ; la fibre de V au-dessus de y est un espace

vectoriel Vy dont l'espace tangent en x, TxVy , est isomorphe a Vy par un

isomorphisme canonique jx : Vy > Tx(Vy).

On définit un champ de vecteurs Z sur V et une l-forme J sur V &
valeurs dans T(V) en posant, pour tout x € V et pour tout champ de vecteurs X

sur V :
(1 z, =3, , %, = jx(n]y(ﬂ;(xx))) .

On vérifie immédiatement que J2 =0 et que J est partout de rang p.
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COHOMOLOGIE TRANSVERSE

Considérons, sur W, un ouvert i (resp. ﬁ') de coordonnées locales
(“l""’um) (resp. (u;,...,u;)) adaptées au feuilletage ; on suppose U et U
difféomorphes 3 des pavés de R* et UNUT' # @. Alors on a, dans AN AN

' = U i ' = 4 3 -
u} fi(ul""’“p) oi 1gsisgsp, up+j fp+j(ul""’um) oif 1l <j<mp,
3, = ) 9.f£0'+ ) 3.f . 2' oin lgisp,

i 1<ksp 1k k 1¢hgm-p i“p+h p+h

. 9
9 .. = 9 . .f .3 oi 1< j<mp,(on aposé 3, =—) .
P*J chemp PYI p+h p+h ’ i dug

A U (resp. U') correspond sur T(W) un ouvert i) (resp. ﬁ') de coordon-~
nées locales (u‘,...,uzm) (resp. (u;,...,uém)) difféomorphe a U xR® (resp.

0" xR™ : si X est un champ de vecteurs sur W définie dans ing , ona:

X= J uw,_ 93 = ] u .
l1gagsm mra o 1<B<m mg B
ol ;+k = z Ui Blfk pour l<sksp,
Igigp
Al - e
um+p+h B z Y+ aotfp+h pour 1 shgmp .

lI<oagm

Ensuite & U (resp. U'), on associe sur V un ouvert U = w—](U) = nl(ﬁ) ,

(resp. U' = n"(ﬁv) = n](ﬁ')) de coordonnées locales (ul""’um+p) (resp.

(u;,...,u$+P)), difféomorphe 3 U x rP (resp. U' x RP) ; dans UNU' , ona:

( ui = fi(u],...,up) oi 1 <1i<op, ué+j = fp+j(u1""’um) oi |l £jsmp,
)3 ai = |SESP aifkal'c * lsth—p aifp+ha;'>+h * lskgtsp Utk aiakftax;nt ot Isis

ap+j = 1sh§m—p 9p+jfp+h3§+h oif lsgjsmp,

k3m+i = ISESP 9,3, o lsisp.

Dans U (resp. U'), on a :
Jai = am+i pour | <1i g p, J3p+f =0 pour 1 < f <m,
3) { Cresp. JBL = 8;+k pour 1 g k g p, J3;+s =0 pour | £sgsm) ,
ZIU = ISESP um+i3m+i (resp. ZIU' = ISESP u$+kaé+k) :
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Désormais, on ne considérera sur V que des ouverts de coordonnées locales de

-1, - P I

ce type U=1m (U) , ""ouverts de coordonnées locales adaptées" ; U est le fibré
-

transverse au feuilletage restreint 3 U ; les coordonnées u],...,up correspondent

a3 des intégrales premiéres du feuilletage.

On vérifie immédiatement que, quels que soient les champs de vecteurs X et Y

sur V, on a :
(4) [0x,37) - 3[x,3%) - a[ox,¥] + J*[x,¥] =0 .

Soit £ un ouvert de V ; on désigne par LJ(Q) 1'algébre de Lie des champs
de vecteurs X définis dans @ tels que la dérivée de Lie L(X)J soit nulle (i.e.
des automorphismes infinitésimaux de la structure),soit, pour tout champ de vecteurs

Y sur @ :
(5) [x,3v] = s[x,¥] .

Soient U un ouvert de coordonnées locales adaptées (u],...,u ) et

m+p
XeL(U) ; posons X= ) Xd.+ ) X .3 .+ ] X .3 . ;de(3)et(),
7 1sisp 1 1$j<m-p P+l p*] 15k<p m+k m+k

on déduit, en considérant Y = 3k, 1 £k<$p, puis Y = 3p+£ , 1 2 <mp, que :

(6) 3 .. X, =3 X _ .=0,3 =0

. X, = . .
m+k 1 m+k p+j ki am+kxm+1 4 ap+,?,X1
o 1 g 1’k5p s 1 Sj"esm—p .

On en déduit immédiatement que, pour tout ouvert Q de V :

LEMME 1.- X appartient a LJ(Q) si et seulement si, pour tout ouvert U de

é é n
coordonnées locales adaptées (u],...,um+p) tel que Q NU# @ , XIQ nu ést

somme (finie) de champs de vecteurs sur Q@ N U d'un des 3 types suivants :

eee . . . u 1 i
D Xi(ul’ ’up)al * l<£< um+kakX13m+1 o sisp,

P
(D42 X oC,eeua o8 1ejsmp,

3) Xm+i(u1,...,um)a

p+j
m+i o Is isp

Remarque : Les champs de vecteurs des types 1) et 2) sont les relevés dans le fibré
transverse V des champs de vecteurs sur icw qui sont des automorphismes infi-
nitésimaux du feuilletage, i.e. des champs X sur U tels que, pour tout champ ¥
sur O , tangent aux feuilles, [i,QJ est encore tangent aux feuilles ; les champs
du type 2) correspondent aux automorphismes du feuilletage qui sont tangents aux

feuilles.
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COHOMOLOGIE TRANSVERSE

Notons pour tout ouvert Q de V :
= n
L(Q) LJ(Q) Ker J|Q ,

LZ(Q) (resp. L3(Q)) 1'ensemble des champs de vecteurs X ¢ LJ(Q) tels que, pour
tout ouvert U de coordonnées locales adaptées vérifiant Q N U # 0 , XIQ nu est
du type 2 (resp. 3).

On vérifie immédiatement que, pour tout ouvert Q de V :
LEMME 2.- L3(Q) = LJ(Q) a} ImJIQ .
L(2) est un idéal de LJ(Q) s

L3(Q) est un idéal de LJ(Q) et de L(Q) ,

LZ(Q) est une sous—algébre de Lie de L(Q) ,

[L3(ﬂ), @] =0,

L(Q) est somme directe de LZ(Q) et L3(Q) ,

tout X € L(R) se prolonge a l'ouvert n-l(w(ﬂ)).

LEMME 3.- Soient Q un ouvert de V et Xe LZ(Q) (resp. L3(9)). Pour tout

x € 2, le germe en x de X est le germe en x d'un X' e L2(V) (resp. L3(V)).

-~

Soient x € @ , U un ouvert de W difféormorphe & un pavé de R tel
que y = w(x) € U et UC m(Q) , et H une fonction sur W & support compact con-
tenu dans U , égale a 1 dans un voisinage de y ; a ﬁ correspond, sur V, une
fonction H=Ho m a support (non compact) contenu dans l'ouvert de coordonnées

locales adaptées U = w_](U) , égale @ 1 au voisinage de x.

Soit X € LZ(Q) (resp. LB(Q)) ; X s'étend 3 n-l(n(Q)) DU ; dans U,

X s'écrit :

X = X .(u,...,u)d . (resp. X = X .(u,,...,u)d ..)

lsjgm-p pri 1’ ’"m’ Tp+]j P ISESP m+i 1 ’ m) m+1) ’
X'=H( )} X_,.3..), (resp. =H( ] X .3 ..)
Igjemp PHI PH 1gigp WH

appartient & LZ(V) (resp. L3(V)) et coincide avec X au voisinage de x.

Remarque : Cette propriété n'est en général pas vraie pour X e LJ(U) de type 1,

oi U est un ouvert de coordonnées locales adaptées.

-~

Soit X € L(V) ; son support ¢ est de la forme w—|($) oi ¢ est un
fermé de W ; on note LC(V) (resp. L;(V), L;(V)) 1'ensemble des X e L(V)
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-

(resp. L2(V), L3(V)) dont le support ¢ = n—1(¢) est tel que ¢ est compact.

THEOREME 1.- L, (V) = [L, (), L,(W] , 17(M) = [L(M), L;(M)]
C C
L, (M), L]

LW, L°m]

LW = L,m, L] , 13

Lwm, Lwm]  , W

L(V)

(ceci contient le théoréme de A. Lichnerowicz [7], p. 64).

Soit (ﬁa)aeA un recouvrement de W par des ouverts de coordonnées locales
a adhérence compacte et difféomorphes 3 des pavés de r" , qu'on peut supposer
centrés a3 l'origine ; d'aprés [3], théoréme I p. 17, il existe un recouvrement ouvert
de W, localement fini, plus fin, (ﬁv)vel et une partition de I en une collec-
tion finie de sous-ensembles Iu (u=1,...,r) tels que, pour tout u, les ouverts

-~

Uv oi Vv € Iu sont deux & deux disjoints.

Soient (ev)veI une partition de l'unité subordonnée au recouvrement
(ﬁv) et (ev = ev o m) la partition de 1'unité associée sur V.

Soit X € L2(V) (resp. L3(V)) s posons, pour tout v e I , Xv = evx H
d'aprés (7) Xv € L2(V) (resp. L3(V)). Le support de Xv est de la forme n_|($v)

oi ¢, est un compact de W inclus dans U ; il existe un ouvert U; de W, a

v
~ -~ = ~
adhérence compacte, tel que ¢»vC U\')C U\')C U\) et des fonctions C sur W, B

v
7 B 1~ = o' = = S ec0 -
et Yy telles que BVI¢ 1, supp Bv(: Uv N YV|U' 1 , supp YvC: Uv ; on
=B (. U d U, , U, =7 (@
pose Bv =B,o0m, Yy =Y, 0T ;comme U, est contenu dans un_] s v =T v)
est contenu dans 1l'ouvert de coordonnZes locales adaptées Uu = (Ua) 3 on peut

alors poser :

Xv = ]sjgm_p xv,p+j(ul""’um)ap+j , (resp. X, = 15§5p Xv,m+i(ul""’um)3m+i)'
Posons, pour 1 g j € m-p ¢
u_
T, ors = Bo¥pi » Yo, pej Bv(JOP o ST CIPPR I PR TRERR L D LI
up+l
(resp. pour 1 < 1i g p, Yv,m+i = YV(JO Xv,m+i(ul""’up’t’up+2"'"um)dt)am+i)

Les 2(m-p) (resp. p) champs de vecteurs sur V, 3@ supports contenus dans Uv’

TP+J' ’

(resp. Lg(V)). On a :

oi 1< j<mp, (resp. Y ,oi 1 1§ p) appartiennent a L;(V),

Yp+j m+i

.| = X . . X
l<j§m-p [T\),P"'j’ YV9P+J] Z v’p+Jap+J v
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=xX) .

(resp. z xv,m+iam+i v

[T , Y ] =
1sisp v,p+l Vv, m+i lsisp

Puisque, si v et v' eI , v, n Uv' = ¢ , on peut poser :

N
X = z Xv ; pour 1 ¢ j<mp, T = z Tv TR
" veIu H,PH] vt:I]J »P1]
Y . = z Y . 5 (resp. pour 1 <ic<p, Y . = z Y :)
WPty Lp TV,pH] womti S o Tv,mi
u i
et on a :
X = z EI ., Y .] (resp. X = Z ET , Y .])
Y lgjsmep u,p+j’ H,p*J b e u,p+l’ “u,m+i
ol les Tu,p+j’ Yu,p+j , 1 £j <mp, (resp. Yu,m+i’ 1 <1 < p) appartiennent a
LZ(V) (resp. L3(V)) ; d'oli le résultat, puisque X = z X .

Igusr
Lorsque X € L;(V) , (resp. L;(V)), il suffit de remarquer que le support de X
ne rencontre qu'un nombre fini de UV ; notons B 1la partie finie de I telle que

si ve I-B, supp X N Uv =@ ; alors :

X = T .y Y . (resp. = T Y ).
Is§5m-p v,p+j’ v,p+J]’ P ls§$p [ v,p+1’ v,m+1J
veB veB

THEOREME 2.- Soit X € LZ(V) (resE. L3(V)) tel que le support de X soit contenu

dans un ouvert Q vérifiant Q = w_l(w(Q)). Alors X = z [Ti’Yi] ol Z est une
i i

somme finie et les T. , Y, € LZ(V) et sont a support inclus dans Q , (resp.

X = g ETi’Yi] ol g est une somme finie, les Ti € L2(V) . Yi € L3(V) .

supp TiC Q2 , supp YiC Q).

Les notations sont les mémes que dans le théoréme 1 ; alors ¢v<: Uv naeo ol

Q=@ ; on peut donc imposer que ﬁ; C'ﬁv na ; alors, pour 1 £ j < m-p , les
. . a n . 1 gi
Tv,p+J et Yv,p+3 sont 3 support dans U N @, (resp. pour i< p, les
Yv m+i  Sont 3 support dans Uv N Q) ; puisque le recouvrement (Uv) est localement
’
fini, pour 1 ¢ j € m~ supp T . = supp T .CQ, supp Y .
s> P i P, supp T . JZ& PP T, o s supp Y L.
n
=\ supp Y\’,P‘*."l CqQ, (resp. pour 1 g1 g p, supp Yu,m+i =1\ supp Y\),m+ic ),
\)(-:Iu veIu

d'ol le résultat.
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LEMME 4.- Soit x € U, ouvert de coordonnées locales adaptées (ul""’um+p

). Pour
tout X e LJ(U) (resp. L(U)) tel que js(x)(x) =0, (i.e. le 3-jet en x de chaque

composante de X sur les ai , 1 £1 < m+p , est nul) , il existe L ETRERTS S

q

Tl""’Tq € LJ(U) (resp. L(U)) tels que :
.1 .1
x= 7 [y, et 5O =5 (Y& =0 (cf. [8]) .
5 i i
Igigq
I1 suffit, d'aprés le lemme 1, de démontrer le résultat pour X du type 1,2,3. On

peut toujours supposer ug(x) =0, 1 £ s < mtp .

1) Considérons X =X.,9, +X .3 .. , Y=Y.9, +Y .9 ..,
ii m+i m+i i'i m+i m+i
=T.,9, + . . U <1i¢g = . = .
T Tlal Tm+13m+1 » ot 1 LSPo Xm+1 ISESP um+k3kX1 ’ Ym+1 ISES um+kakY1’
T .= u 9, T, .
m+i 1<ksp m+k ki
I1 suffit de prendre : u
. 4 2 N
si Xi = ui%(ul,...,up), Yi =u;, Ti = u; Jo X(u],...,ui_l,t,ui+],...,up)dt .
u.
i =uuX ot k#i,1sks Y, = T, = T Xt 0t
s1 Xi = u.u ol 1, < < p, i = uiuk > T ui o seagbyeee .
si X, = u2 uX od 1 <k,s s p,k#1i,s#1i, Y. =u
i Yi%"% ’ > T Y%
u.
T, = u,u J L R(...,t,..0at
i i's J,

si X, = uiukusufﬁ oi 1 sk,s,f sp,k#1i, s#1i, £f#1i, Yi = wu_,

u.
T, = u J L X(...,t,..0dE
£lo

si X. =uu ufuhk oi | <k,s,f,hsp, k#i,s#1i, £4#1i, h#1i, Y, = uuo o,

1 k's k's
u.
= 1%
Ti = uau J X(ooopt,e.a)dt o
0
2) Considérons X = A8p+j , Y= B8p+j , T = Cap+j oi 1 <j<mp, il
suffit de prendre :
N 2 2 [Yp+i g
si A= up*j X(ul,...,um), B = up+j , C= uP+j IO x(ul""’up+j-1’t’up+j+l”")dt’
. 3 v < .
si A= up+jukX , oi 1 skgsm k#p+j, B= up+juk ,

u .
n
C=u . | P eX(...,t,..0dt ,
p+i g
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. 2 Y N . .
si A=up+jukusx, oi 1 <k, s <m k #p+j, s # p+j ’B=“p+juk’

u .
C=u,.ug I P*1 ¥(...,t,..0)dt ,
0

si A= Isk,s,fsm,k#p+j,s#p+j,f#p+j,B=ukus,

|
[~
e}
+
e
[=]
7]
[=4
Hh
P
)
[=1

u .
C=u, J PYl ¢ ¥(...,c..0de
0

¥ . . . .
si A= ukusufuhX ,oli 1 gk,s,f,h <m, k#p+j , s #p+tj , £ # p+tj, h # p+j ,

u_, .
+5
B = YUy, C = ugu J p*J X(ooo,t,...)dt .
0

3) Considérons X = A3 L. » T=0Co . oi 1gsigp, Y= Bap+j oi 1 < j g mp.

Il suffit de prendre :
.o, _ 4 2 Upti 2%

si A= up+j%(u],...,um), B = up+j , C Jo t X(ul""’up+j—1’t’up+j+l""’um)dt’
si A=ul .u¥X,on |l sfsm £#p+j, B=u,.,C uJuP‘”jc%( €,...,)dt

=u_,. . < <m , = . s = I ,

p+i £ P+] £lo

. Y ~ 3 .
si A=u uguhukX ,oi | g f,g,h,k smy h#p+j , k#p+tj , B=uu ,

fg
= uu I p*j *(..., t,...)dt .

1I - ETUDE GENERALE DES DERIVATIONS

PROPOSITION 1.- Soit D une dérivation de L, (V). Alors D(L(V))C L(V) et

DIL(V) est une dérivation de L(V).

D'aprés le théoréme 1, pour tout X € L(V), on peut écrire X = z [Ti’YiJ ol
i

X est une somme finie et les Ti’Yi € L(V) ; puisque L(V) est un idéal de LJ(V),
i
on en déduit que D(X) = X ([b(Ti),Yi] + [Ti’D(Yi)]) appartient 3 L(V).

i

PROPOSITION 2.- Pour toute dérivation D de L(V) , et pour tout X e L(V) ,

supp D(X) C supp X ; toute dérivation D de L(V) est locale.

So1ent X e L(V) et w un ouvert de V tel que Xl = 0 ; posons
Q= (n(m)) 3 on a aussi. .XlQ = 0 . Pour tout x € 2, il existe des ouverts Ql
et 92 de V tels que 2, Ng, =0, =1r-l(1r(ﬂi)) ,i=1,2, supp XCaq ,

X € 92 ; d'aprés le théoréme 2, on peut écrire X = z Eri’Yi] ol les Ti’ Yi e L(V)

i
et sont a support dans Q] s puisque DX = z ([D(Ti)’Yi] +[Ti, D(Yi):l) on en
i -
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déduit que D(X)IQ =0 , puis D(x)lQ =0 .
2

LEMME 5.- Soient U un ouvert de coordonnées locales adaptées, D une dérivation
de LJ(U) (resp. L(U)) et x e U tel que j3(X)(x) = 0. Alors D(X)(x) =0 .
(cf. [8]).

Ceci résulte immédiatement du lemme 4.

Dans toute la fin de cette partie, U désigne un ouvert de coordonnées locales
adaptées.

On désigne par A 1l'application de L(U) dans L(U) définie par :

AC ) X .(u,...,u)d L) = ( 3 .X NC Y A3 .,
lgjsmp PHIT m’ p+j Igjemp PHIPHI gy WHE WAL
aC Y X .3 )=0,
1¢isp m+i m+i
od les Am+t , 1 £t < p, sont des applications ¢® de U dans R qui ne dépen-
dent que de Upseeesuy On vérifie immédiatement que :
LEMME 6.~ A est une dérivation de L(U), qui n'est pas intérieure.
Posons dans U, T = z ( Z i u_.)d ol les Bi sont des applica-
’ t m+i’ “m+t t

- Istsp lsisp
tions C de U dans R qui ne dépendent que de ul,...,up s T ¢ LJ(U) ;5 on

vérifie immédiatement que :

LEMME 7.- L'application de L(U) dans L(U) : X -~ ET,X] est une dérivation de

L(U) qui n'est pas intérieure.

THEOREME 3.- Soit D wune dérivation de L(U) ; il existe Zl’ ZZ, Z3 € LJ(U) ,

de type 1,2,3 respectivement, A et T tels que, pour tout X e L(U)

D(X) = [zl,x] + [ZZ,X] + [ZB,X:I + A(X) + [T,X] .

. . . 1 p sz . .
En particulier dim H (L(U)) = + =, Zl’ ZZ’ A, T sont déterminés de maniére unique ;

\J a 2nd 1] 1 s - P
Z3 n'est déterminé qu'a 1'addition prés de l‘§<p Em+t n+t oli les Em+t sont

fonctions de ul,....up seulement.

1) Etudions d'abord 1'unicité.

Supposons que, pour tout X € L(U), on ait aussi :
px) = [z},x] + [z3,%] + [23,x] « %) + [1°,%]

od z!, 2!, Z! € L_(U) et sont de type 1,2,3 respectivement,
2 3 J

D=( ) 3 .X () A' 3
P*] 1sjsm-p P p+] Istsp m+t mht

NG}

1$jsm-p

)

Xp+j(u],...,um)3
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) =0,

X .o ..
m+i m+i

T' = z ( z B'.l u ,.) 9 s
lStSP ISiSP t m+1 o+t

ol les A’ Bél , 1l i, t < p, sont des applications ¢ de U dans R qui

m+t
ne dépendent que de ul,...,up .

Posons :
Z, -7 = Z (a,(u,,...u)d. + ( Z u .3,a.)d ..),

1 1 1<isp il pii 1<ksp m+tk k17 “m+i
Z, -2y = ) bo(up,eeau)d oy

l<sgm-p P
- ' =

Z3 Z 1<§<p ci(ul,...,um)am+i ,

n = — A wi = i - oi :
Aee = Ppee " Apee s Bp BB s lsi,tsp.

Pour tout X € L(U) , on a :

(z, -z}, X] + [z, - 2}, X] + [23 - 23, X] + 0-a") @) + [T-1',%] =0 ;

on en déduit :

i) pour X = ap+j s, 1 £ <mp:
- 3 ..b 3 - c.9 =0
15s§m—p pt) s pts l<§< Pty 1 mil ’
donc :
ap+jbs =0 = p+jci of l sssmp, lsisp,
ii) our X =u_ , .9 ,. < < m-p ¢
P P+] p+j J P
b .3 ..+ ) A" 3 =0,
pt+] pt] IStSP m+t m+t
donc bP+j =0=4A" > Ol lsjsmp, lstsp,
iii) pour X = uiap+j oi lsigsp, 1g5j<mp:
aiap+j =0,

donc a, = o, lgsisp.

L}
S8}
-
—
A
-
A
i~
.

iv) pour X

- ] iy -0,
lstsp t mtt

donc Bgl =0,o00 lgi, tgp.
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2) La démonstration de 1l'existence de Zl’ ZZ’ Z3, A, T se fait en plusieurs

étapes.

LEMME 8.- Il existe 22 et Z3 € L(U) de type 2 et 3 respectivement tels que
1] 3 3 fod
1'application de L(U) dans L(U) : X » D](X) = D(X) - [ZZ,X] - [23,X] soit une

dérivation de L(U) vérifiant D)(3p+j) =0 pour | £ j smp .

Posons, pour 1 g j s mp : D(3 ) = Py
s P+J I(%Sm p+_‘| p+,e

On a, pour 1 < j, k < mp :

+L p+£
o([6_,.,o =D(0) =0 = s .0 +[o .. D
([ p+i’ p+k]) (0) []<%<m p+i p+l’ p+k:| [ Py’ l<%<m ptk p+£]
soit : 9 p+l = prt donc il existe, dans U, des fonctions c” de
T TptkpH] p+i ptk ’
p+£ . .
Uppeeest s DP+£’ 1 <€ <m, telles que Bp+J ) D . I1 suffit de poser :
z,=- ] D . ,9 , Z,=- ) D .3 .
2 1<f<m p+L p+l 3 1<isp m+i m+i

Y - . 3
LEMME 9.- Il existe Zl € LJ(U) de type 1, 22 e L(U) de type 2, une dérivation

A de L(U) (cf. lemme 6) tels que 1'application de L(U) dans L(U) :
X > Dy(X) =D (X) - [z],x]—[%z,x]—A(x) = D(X) —[z‘,x]-[zz,x]—[z3,x]—A(x) R

ol _on a posé 22 = Z2 + 22 , soit une dérivation de L(U) vérifiant : D2(3p+j) =0

]

pour | < j < mp, Dz(u .) =0 pour 1 g jsmp, ! sksm

k “ptj
Posons, pour 1 ¢ i sm, 1< j <mp:
p+£
D u.od =
( i p+3) I<z<m i,p+] p+£

On a, pour | £ s < mp :

pp+e .
D 3 . . =0= |9
([ pts’ i p+J]) [p+s 1 %sm i,pj p+1’—] ’
on en déduit que les Dp §+J ne dépendent que de ul""’up'
’

Pour 1 i, kgm 1g5j, ss<mp, ona:
D, ([u,? 3 ])=6k D, (u,? y - 65 D (w3 ..

1 i p+j’uk pts p+i i p+s pts 1 Yk P*]

pP* +£ p+L
= + . D
[,<%< LA N SR ,<%<m k,prspred”

i) Supposons 1 <k <p .

Pour i = p+j = p+s , on a :
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-7 o oot
1<bem KoP*iPHL k,p+j p+j
On en déduit que, pour | ¢ £ sm, £ #j , Dp+£ =0 .

k,p+]

Pour i = p+s , on a :

~ pP*i - - pP*s .
k,p+j p+j k,p+s p+j ’
On en déduit que, pP*J = pP*s

k,p+j k,p+s
ii) Supposons p+l < k < m.

Pour k # p+j =1 =p+s , on a :

p+l k D+ j
) . =D, ..3 ,. =D 0.
1fem PPl Tpriptipti k,pHj p]
on en déduit que, pour | s € sm , £ #j, Dp+£ . =0, puis D . . =0
K,p+j p+i,p+]
Pour k = p+j # i = p+s , on a :
p+s + m+t 3 _ Dp+j 3 _ Z m+t 3
PSP pHS | fop PES,PES MR TpHjLpripti b o pH),pti mit
- pPti 5 _ pP*s
P+s,p+j p+s  p+j,p+s ptj
P +s p+j m+t m+t

On en déduit : DP =D . 5 D =D . . our 1 ¢t«g

p*s,p+s  p+s,p+j ’ p*s,pts  pti,p+i P P

N
Il suffit de poser : 2, = ) (3, + Z u i PP %o T ) D, 3,
1gksp Igigp p+lgksm
P p+] - pitt

Dk désigne la valeur commune des Dk,p+j , 1 sk sgm, et Am+t Dp+j,p+j
pour | gt £ p, ce qui détermine A.
LEMME 10.- Il existe un champ de vecteurs T sur U tel que l'application de

L(U) dans L(U) : X > D3(X) = DZ(X) - [T,Xﬂ soit une dérivation de L(U) véri-

fiant : D3(3p+£) =0 pour 1 < £ < m, D3(uk8p+j) =0 pour I sksm I £j € mp.
+£
Posons D, (3 . .) = Z Pry oi lgicgp.
2" m+i 1<bem T p+l

De DZ([?p+j’am+i]) =0, 00 | < j<mp, on déduit que les Di:f ne dépendent

que de Upseeest o

P
On a : ¢
+.
p,([6 .., | u 3 D=0=[7F o7 ,, J 3]s
27 Semp PP 1bem P T gy PHIRHT
on en déduit que Diif =0 pour 1 ¢ £ < m-p . Il suffit de poser :
m+t
T = PGS D 4i%nei) dmee (cf. lemme 7).

Istsp lgisgp
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LEMME 11.- Pour tout X e L(U), dont les composantes sur les o w0 1 <2 sm,
sont des polynOmes en les us, 1 si<m,dedegré <3, D3(X) =

1) Posons ; pour 1 i ,kgm | 5jsmp.
£
D,(u,u 3 ..) = PR s .
31 % 4] ls%sm i,k,p+j p+L
Puisque D3([bp+s % P+JJ) O, ol I <s<mp, les D?+ﬁ o+ ? 1 <2 <sm,
ne dépendent que de Upseee,u o T
p
i) Supposons p+l < i, k s m.
Puisque [ z u 3 , u.u 93 .] = u.,u 9 ..
1¢ssm-p pts p+s ik pt+] ik p+]
p+l p+L
on a : - i . 9 = D, ] N
‘dgm_p ik,p+i "p+t ,<%<m i,k,p+j p+L
P p+L _ m+t -
on en déduit : 2 D1 JK,p+i =0 pour | < £ < mp, Di,k,p+j 0O pour 1 <t <op,
soit D (ulukBp+J) =0.

ii) Supposons 1| < i s p <k sm.

N
|
o

2 P
De I:u Bk, u 9 "‘J:] =2 u]..ukap+j N on déduit que D (ulukap*'_]

iii) Supposons 1 i, k £ p .

De E’iap+j’ukup+jap+j] = uiukap+j , on déduit que D (uluk8p+J) =0 .
2) Soient | s i,k,bhgsm, 1< js<mp.
De D3([3 +£,ulukuha ]) ,oi | £ <mp , on déduit que

[§P+£,D (u, ukuhap+J )] =0

i) Supposons p+l < i, k, h s m.

De [|<Lzm~p up+ﬂap+ﬂ’uiukuhap+j] =2 ulukuhep+ , on déduit que D,(u uu;d p+J = 0.

A

ii) Supposons 1 < i s p <k, hsm.

De [1<£zm— P+£ P+£,u1 K hap+i] = uiukuhap+j , on déduit que D3(uiukuhap+j) = 0.

iii) Supposons 1 i, k s p<hsm.

2 .
é . =0 .
De [hiukah’uhap+j] 2 “1“k“hap+3 , on déduit que D3(u1uk h p+J)
iv) Supposons 1 i, k, h s p .
De Ejiukap+£’uhup+£ap+j] = ulukuhap+J oi 1 <42 < mp, on déduit que

D3(uiukuhap+j) =0.
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3) i) Soient Il i s<m 1l sts<p.
De D3([bp+£’uiam+£]) =0 ol | g£4£ <mp , on déduit que [ap+£,n3(uiam+t)] =0 .

Puis de Eui3p+ﬂ’up+£am+t] = uiam+t oi | <& <mp, on déduit que D (u13m+t) = 0.

ii) Soient 1 i, k, hsm, 1 stsp, 15c4£<mp.

De [hiukap+£’ up+£am+t] = uiukam+t , on déduit que D3(uiukam+t) =0.

De u,u u, 3 , on déduit que D (u wud  )=0.

uiukuh8p+£’ up+£am+t] = Y% hmet k h m+t

Pour terminer la démonstration du théoréme, considérons maintenant X quel-
conque € L(U) ; pour tout x € U, il existe X € L(U) , dont les composantes sur
les Bi , 1 £1i < mtp , sont des polyndmes de degré < 3 , tel que j3(X—i)(x) =
d'aprés le lemme 5, D3(X-i)(x) = 0 , donc, puisque D3(i) =0, D3(X)(x) =0.

En utilisant (3) et (7), on vérifie immédiatement que :

LEMME 12.- L'application de LJ(U) dans LJ(U) (resp. de L (V) dans L (V)) :
X |z

lU . X] (resp. X »> [Z,X]) est une dérivation de L (U) (resp L (V)) qui

n'est pas intérieure ; ainsi dim H](LJ(U)) > 1, dim H (L ) = .

THEOREME 4.- Soit D une dérivation de LJ(U). Il existe une constante réelle K

et un élément Y € L (U) tels que, pour tout X e L (U), D(X) = [KZIU + Y,X]
l.

K et Y sont determlnes d'une maniére unique ; d1m H (L U))

Les notations sont celles du théoréme 3.

< o . -1z 01
D'aprés la proposition 1, puisque U = (U) est le fibré transverse au

feuilletage restreint & U est une dérivation de L(U). D'aprés les lemmes

* Plrcoy
2 et 8, Dl est une dérivation de LJ(U). L'application de LJ(U) dans LJ(U) :

N
X > DJ(X) = D, (X) - [zl,x] - [zz,x] = D(X) - [zl,x] - [2,,4] - [23,;(] (cf. lemme 9)

est une dérivation de L_(U) telle que Dé(a .) =0 pour 1 < j <mp,

3 p+i <] <
= . — . '
D) (uk j) =0 pour 1 £ jsmp, | <k sm k #p+j, DZ(up+ij+j)
= 3 { “ Am+tam+t , ol les A, De dépendent que de u‘,...,up .
Pour 1 sig<p, l sksm |l <j<mp, ona:
' = = ]
Dy ([3;, p+J]) 0= [0, ap+j]
! = = ! 1 1
DZ([Bi,uk p+_]:|) 0 [Dz(ai), uk3p+j] si  k # p+j
=|:D'(8.),u .9 .]+[8., X A 3 ], si k = p+j ;
201 p+i p+] i I<tep m+t m+t
On en déduit d'aprés (7) que les composantes de Dé(Bi) sur les 3k s, 1 £k £m,
sont nulles, sur les am+t , 1 £t <p, ne dépendent que de ul""’up , et que
les Am+t , 1 £t < p, sont des constantes.
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Pour 1 si,kg<p,l sjsmp,lsL€<m, ona:

A

] = ]
Dy [ed; *+ Uagdyei2pagl) = 0= Dpluy +upy2,0, 2

' N ' . .
D2([ﬁkai * um+kam+i’“ﬂap+j]) =0-= [DZ(“kai * um+kam+i)’ “ﬂap+j] si £ #p+i,

= ' i 1 = 1
[DZ(ukai * um+kam+i)’ uP+jaP+j] * [ukai * um+kam+i ? 1<% Am+tam+tJ si £=p+js

on en déduit d'aprés (7) que les composantes de Dé(ukai + “m+k8m+i) sur les az s

1 <€ <m, sont nulles, sur les am+t , 1 £t <p, ne dépendent que de Upseeeu
- L4 3 - 1

et que Am+t =0 pour 1 £t < p. Ainsi (cf. lemme 9), D, =D, .

D'aprés ce qui précéde et (7), pour 1 g i, k, t <p, on a :

0,8, =0~ [Dz(“kai * um+kam+i)’am+t] ’

m+s
donc (cf. lemme 10) : D ([3;, 3 1) =0=[3,, ]<§<p D e am+S],
d'ol on déduit que les D$:i , 1 $s, t <p, sont des constantes ;

m+s
DZ([ukai * um+kam+i’ am+k]) - |:ukai * um+k3m+i’ ]<§<p m+k m+s_J ’
)=_Dm+ka >

it : -
sot DZ(a m+k m+i

m+i

. +s . . m+1 m+k
"o 8 : DS =0 si D™ =D .
d'ol on déduit i si s #1, i itk

. +1 .
On désigne par - K 1la valeur commune des D:+; , 1 £1 < p . Le champ de

vecteurs T du lemme 10 se réduit, d'aprés (3), a KZIU .

De ce qui précéde et des lemmes 10, 11, 12, on déduit immédiatement que :

LEMME 13.- L'application de L (U) dans LJ(U) : X > Dy(X) =D, (%) - K[7-|U, X]
=0(x) - [z,,X] - [2,,X] - [za,x] - K[z|U,x] est_une dérivation de L (U) telle que,

. m+t _ m+t
pour 1 s, k <p, DB(ai) B Z Di 3m+t ’ D3(ukai * um+kam+i) B z Dki 8m+t
+t_mtt Istsp Igtsp

ol les DT , Dki ne_dépendent que de u],...,up , et D3(X) = 0 pour tout
X € L(U) dont les composantes sur les ap+£, 1 <2 <m, sont des polyndmes en les
us 1 1 <m, de degré < 3 .
Pour |1 i ,kg<p, ona:
. m+t m+t

Dy([3,, 8, ]) = 0=[030(3),5,] + [3;, D4(3)] soit 3.,D 3 D; = =0 pour
1 £tsp; il existe donc, dans U, des fonctions C” de ul,...,up, Dm+t y

_mtt VoL . .
1l gt <p, telles que aiDm+t = Di . Posons Z3 |<{<p Dm+t3m+t H 23 est

un élément de LJ(U) de type 3, et 1l'application de LJ(U) dans LJ(U) :
_ ) - . -
X > DA(X) = D3(X) [Z ,XJ est une dérivation de LJ(U) telle que DA(ai) 0

pour 1 < i < mtp .
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_ “m+t
On peut encore poser Da(ukai + um+kam+i) = 1<E< ki gt POUT 1 <1i, k < p,
N “m+t , _ ,SEtsP
ol les Dki ne dépendent que de Upse.-5U 3 puisque, pour 1 <h < p,
= = pm+t Smtt
D4([?h’ukai + um+kam+i]) 0 [Bh, ]<§< Dki am+t] , les Dki , 1 £t <p, sont

des constantes.

Pour 1 i, k, hsp, ona:

_:h ‘mtt Amtt
Dy (Duds * YonPmeis U0k * Ypenned) T 5i(l<t< D Pmee) = L Dpi Py
stsp Istsp
_ m+t am+t .
|:1<Z< Di Pmeer Uk * Umehlmed T (%% Ynadmei 0 L Dhic dmedd 3
<tgp I<tgp

on en déduit :

. “m+t ~m+h “m+i

h = - . = D,. A . .
pour #i=k, I<Z Dh1 am+t D11 m+i ~ Phi am+1
stsp
donc : D:;t =0 pour t #1i,
. Amth _

puils Dii =0 ,

. _ “m+i - _ ~mtk
pour h # 1 , Dhi am+i bk Om+i

sm+i o Tmtk

donc Dhi = th . .
Désignons par Dh la valeur commune des constantes BETI et posons

- i
z; = Z Dham+h 3 Z; € LJ(U) et est de type 3. Puisque, pour tout X e L(U) ,

I<hsp

[zé + 2%, X] =0, la dérivation de L (U) : X>Dy(X) = D, (X) - [z1,X] = D,(X) -

- 1 n . = =
[23 + Z3,X] est telle que : DS(al) 0 pour 1 s2<p, Ds(ukai + um+kam+i) 0

ot 1 si, k s p, DS(X) = 0 pour tout X € L(U) dont 1les composantes sur les

3p+£ , 1 £Z sm, sont des polyndmes en les u o, 1 €1 ¢ m, de degré < 3.

Soient 1 sk, h, £, 1 £ p. Pour 1 £ s £m, on a :

DS([bs’ukuhai * (uhum+k+um+huk)3m+i]) =0= l:VBS’DS(L“kuhai * (uhum+k+um+huk)am+:i.)--'| ’

donc les composantes de D.(u,u 3, + (“hum+k+um+huk)a ) sur les aj , 1 £ ¢ mtp

5"k h'i
sont constantes, d'aprés (7).
b I:l<g::<p (ut;)t+ul'll*'112)m+t:)’ukl"hai+(uhum+k+ukum+h)am+':| = ukuhai+(uhum+k+ukum+h)am+i ’
on déduit que D5(ukuhai+(uhum+k+ukum+h)am+i) = 0. On en déduit que, pour 1 £ s s m:

m+i

Dy (3 upupd;+ (U upuptu upuy | duupu )3, ] = 0
= [és’ DS(ukuhulai * (um+kuhu£+uku£um+h+ukuhum+£)am+i5]’
donc les composantes de DS(ukuhulai + (um+kuhu£+uku£um+h+ukuhum+£)am+i) sur les

aj , | £ j < m+tp, sont constantes, d'aprés (7).
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b [1<§<p(utat+“m+tam+t)’uk“huﬂai+(“m+k“hu£+“ku£um+h*uk“h“m+£)3m+£]

= 2(“k“h“£31+(“m+k“h“£+“k“m+h“L*“k“h“m+£)3m+i) , on déduit que
Dy (U uppd s+ (U U Up ity Up ) ) < O
Ainsi DS(X) = 0 pour tout X € LJ(U) dont les composantes sur les Bj .
l £ j < ptm , sont des polyndmes en les us de degré < 3.

On en déduit comme 3 la fin de la démonstration du théoréme 3, que, pour tout

X e LJ(U) , pour tout x e U, D5(X)(x) = 0.

On a ainsi montré que, si on pose Y = ZI + 22 + Z3 + Zé + Zg , pour tout
Xe L (0), DX = x Zg * Y X].
LEMME 14.- K et Y sont uniques.

Supposons que, pour tout X € LJ(U), D(X) = [k ZIU + Y,X] = [K'ZIU + Y',X]
oi K et K' sont des constantes, Y et Y' e LJ(U) ; alors, pour tout X € LJ(U),

oi on a :
[(K—K')ZIU + (Y-Y"),X] =0 ;

<

On en déduit, pour 1 ¢ £ ¢ m , puisque, d'aprés (3), [ZIU’BZ] =0, que
EY-Y',BZJ = 0, et donc d'aprés (7) que les composantes de Y-Y' sur les 3
1 <h < mtp , sont des constantes.

Pour 1 <i,ksp, !l <js<mp,1<L€Lgsm, ona, d'aprés (3) :
[:ZIU’ukai tu o] - [le,uzapﬂ.] =0,
donc [Y-Y',ukai U e = 0= [x-v', “£3p+j] ; on en déduit que Y- Y' =0 .
Ensuite, pour 1 st <p , ona , d'aprés (3) : [ﬁK—K')ZIU, am+t]

= - (K—K')am+t =0, donc K=K'.

III - CAS OU LE FEUILLETAGE EST UNE FIBRATION

On suppose dans cette partie que W est fibrée sur une variété de base M

de dimension p ; on note la projection canonique de W sur M, F la

m
2
fibre-type, variété de dimension m-p . On considére un recouvrement (ﬁa)aeA de M

par des ouverts de coordonnées locales (ul,...,up) , difféomorphes & des pavés

de RP , qui sont en méme temps des ouverts de trivialisation du fibré W ; pour
s -1 ‘pex s ‘s .

tout o € A, Ua =, (ﬁu) est difféomorphe a ﬁa x F 3 on considére ensuite un

recouvrement (OB)BGB de F par des ouverts de coordonnées locales (up+l""’um)
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-~

difféomorphes @ des pavés de ) ; on en déduit un recouvrement (UaB)BeB de Ua

de W) par des ouverts de coordonnées locales difféomorphes

(resp. (Uae) (a,B)eAxB m 1A
a ﬁa x 0B et 3 des pavés de R , puis un recouvrement (U , =7 (U

: r ug a8 (o, 8) eAxB
de V ; UaB est difféomorphe 3 Ua xRP et a Ua x 0, x RP ; c'est un "ouvert de

B B8
coordonnées locales ul""’um+p adaptées" , qui, de plus, est adapté 3 la fibra-

tion ; on ne considérera sur V que des ouverts de coordonnées locales de ce type ;

si U _ N UG'B' # 0, on a dans Ua n Ua'B' (cf. (2)) :

aB ]

v - . v - . _
rou fi(u],...,up) oi 1g<1icgop, uP*j fp+j(up+l""’um) oi 1g<j<mp,
u'+. = ) u alkfy ot 1 g igsp,

o kep T
3, = y a.f3 + ¥ u ,9.9,f23 od lsgisgp,

(8)4 i 1ksp ik'k 1<k, t<p m+k i k't m+t

8 .= ) 3 .f .2 of lsgjsmyp,
P*]  chemp PV p+h p+h
i Z 31fk3;+k ol lsigp.

\ I<ksp

De (7) et (8), on déduit qu'on peut définir, pour tout ouvert © de V , l'ensemble

L](Q) des champs de vecteurs X € LJ(Q) tels que, pour tout ouvert UaB de

coordonnées locales adaptées vérifiant U , N Q # ¢ , X est du type 1. On
B |Ugg N @

vérifie immédiatement que LI(Q) est une sous-algébre de Lie de LJ(Q) et que

tout X e Ll(ﬂ) s'étend canoniquement 3 ﬂ_] o m(R) et ("2 o n)—] o (nz o m(R) ;

en particulier, si Q = ("2 o ﬂ)—l o (nz om(Q) , X est le relevé canonique dans

2 d'un champ i sur w, o m(Q) , ouvert de M. LJ(Q) = LI(Q) ® LZ(Q) ® L3(Q) .

2

LEMME 15.- Soient @ un ouvert de V et Xe L](Q). Pour tout x € 2, le germe

en x de X est le germe en x d'un X' e LI(V) .

Soient x € Q, Ua un ouvert de coordonnées locales adaptées telles que

B

b4 . -
X € UuB , H une fonction sur M, & support compact contenu dans 1'ouvert

™ OTr(QﬂUaB)CUa=1r o m(x) ;

2 2 2

v I3 A -~
a H correspond sur V une fonction H =H o m,om 4 support contenu dans

o n(UaB) , égale a | dans un voisinage de z =7

ol

(Tr2 o 1r)_l o (n2 o m (UaBn Q) C (1r2 o 1r)_l (ﬁa) n Q]

Ql = (ﬂz o ﬂ)-] o ("2 om)(Q) , Egale @ 1 au voisinage de x .

Soit X e Ll(n) ; X s'étend 3 Q s dans ol n (wz o n)"

X= ] (X (u,...,u)d, + J u .3X.3 .) ;
1isp il pi 1<ksp mtk kT m+i

(ﬁa) , X s'écrit :
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X'= J (HX3,+ )] u,_ 93 (HX)d  .) appartient 3 L (V) et coincide
1<isp i1 1<ksp m+k k 17 m+i 1

avec X au voisinage de x.
Soit X ¢ Ll(V) s son support ¢ est de la forme ("2 o ﬂ)_l($) oi § est un
fermé de M ; on note L?(V) 1'ensemble des X € L](V) tel que ¢ est compact.

THEOREME 5.- L (V) = [L, (W, L, M] , LT = LW, 1TW] .

Soit, comme précédemment, un recouvrement (ﬁu)aeA de M par des ouverts de
coordonnées locales, qui sont des ouverts de trivialisation du fibré W ; on peut
supposer les ﬁa 3 adhérence compacte, difféomorphes a des pavés de rP , centrés
3 l'origine ; d'aprés [3], théoréme I. p. 17, il existe un recouvrement ouvert de M,
localement fini, plus fin (ﬁv)vel et une partition de I en une collection finie
de sous-ensembles Iu (p=1,...,r) tels que, pour tout u, les ouverts ﬁv ol

. . . . -4 . 3 3 Pl
v € Iu sont deux 3 deux disjoints. Soit (8 ) une partition de 1'unité subor-

o vivel
donnée au recouvrement (Uv)'

Soient X € L](V) et X = (ﬂz o m)'(X) ; posons iv = évi s le support de iv
est un compact $v de M inclus dans ﬁv ;3 11 existe une fonction, Cm, sur M,

Ev , a4 support inclus dans ﬁv et telle que év|$ = 1 ; comme ﬁv est inclus dans
v

v
un Ua , ouvert de coordonnées locales (u,,...,up) , on peut poser :

iv = 7 X i(ul""’u )ai , et, pour 1 gigp :
Isisp 77 P
u.
¥ Y . = " x ae)a, ;
Tv,i =By Yv,i =8 ( o v,i(ul""’ui-l’t’ui+l""’up) 03 5

v

le support des Tv,i , Yv,i

. v
, 1 <1< p , est contenu dans Uv .

On vérifie immédiatement que :

[, % 4

(cf. la proposition 4 de A. Lichnérowicz [6], p. 366).

Igigp

Définissons Xv , Tv i Yv i oi |1 g1gp, Eléments de L](V) , a
L v ’ v v
= é i dans V de X T . ,Y .
support dans Uv (ﬂz o) (Uv) , relevés canoniques dans v Tyi0 Yy
respectivement, par leurs expressions en coordonnées (u],...,um+p) dans

-1 v ~ . .
Ua = (n2 o m (Ua) , (les coordonnées up+l,...,um n'interviennent pas) :

X = ) (X .(u,...,udd, + ] u X .3 .),
\ 1<icp v,i 1 p i 1<ksp m+k k v,i m+i
Tv,i =Bt ) Uk Pk lmei

I<ksp
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u, u,
i i
Y .=(8 I X .(...,t,...)dt)d. + Z u .93 (B J X .(eoo,t,..)de)d .. .
v,i vy vsi i i 1ksp m+k kv o Vi i m+i
On vérifie immédiatement que :
x = J [T .,y .].
v Isisp v,i v, i
. . N v n hd = . = ~
Puisque, si 2] st viel,, U _?v; ® , donc : u, n Uv' ® ou
Uv = (wz o m (Uv)’ Uv' = ("2 o m) (Uv') , on peut poser :
X = Z X ,etpour l gigsp , T .= X T ., Y .= Z Y ..
Woover VY LERNTS S RN S
1 M
On a encore :
X = z [T .y .] , ot les T , Y 1 <i<p, appartiennent
u : u,i u, i s u,i
1gigp
a L](V).
Puisque ("2 o n)'(Xu) = Z (n2 o w)'(XV ) = z Xv , S1 on pose
vel vel
v v v u u
X = z X , ona X-= Z X et donc X = Z X ; ainsi
H vel, v lgugsr ¥ lsugr M
x= Y (3 [Tu I D)
Isugt  lIgisp ’ Ho

Lorsque X € L?(V), il suffit de remarquer que le support de X (resp. X)
ne rencontre qu'un nombre fini de Uv (resp. ﬁv) ; notons B 1la partie finie de I

telle que, si ve I -B, supp XN u, = ¢ , alors :

v aq v
= lsgsp [T“’i ’ Y“’i] ’ = 1s§sp [Tv’i ’ Yv’i]
veB veB

THEOREME 6.- Soit X € L](V) tel que le support de X soit contenu dans un ouvert
PR -1 ~
Q vérifiant Q = ("2 o ) o (n2 o m)(Q). Alors X = E [Tk, Yk] ol E est une

somme finie et les Ty » Y € L,(V) et sont d support inclus dans Q.

~

R ~ . - v v v
Les notations sont les mémes que dans le théoréme 5,alors ¢vC: Uv N Q ol

v

$ = T, 0 m(Q) ; on peut imposer que le support de ﬁv soit inclus dans & N Uv;
alors, pour | <i sp, les T . et Y . sont @ support dans U N Q ; puisque
v,1i v,i v
v
le recouvrement de (Uv)veI de M est localement fini, le recouvrement (Uv)vel
de V est localement fini et supp Tu i = \ supp Tv i c Q,
’ ’

Vel
1)

supp Y . =\ suppY .C Q ; d'ol le résultat .
u,1i v,1i
\)(-:Iu
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PROPOSITION 3.- Pour toute dérivation D de LJ(V) et pour tout X e LJ(V) ,

supp D(X) C supp X ; toute dérivation de LJ(V) est locale.

D'aprés les propositions 1 et 2, il suffit de démontrer le résultat pour

X € L](V) ; soient X € Ll(V) et w un ouvert tel que le = 0 ; posons
Q= (1r2 o w)_l o (ﬂz o m)(w) ; on a aussi XlQ =0 . Pour tout x € © , il existe

des ouverts Ql et Qz de V tels que Q] n 92 =0,

Qi = (nz o ﬂ)—] o ("2 o n)(Qi) , 1=1,2, supp XC Q, , x € Qz ; d'aprés le théo-

1
z ETk’ Yk] ol les Tk , Yk € Ll(V) et sont 3 support

réme 6 , on peut écrire X

1

dans §, ; puisque D(X) = 2 ([D(Tk), Yk] + [Tk’ D(Yk)]) , on en déduit que
k
D(X)IQ = 0 , puis D(X)IQ =
2

0.

THEOREME 7.- Lorsque le feuilletage sur W est une fibration, dim HI(LJ(V)) = 1.

Soit D wune dérivation de LJ(V) s pour tout ouvert Q de V , on a une
dérivation induite DQ : LJ(Q) > LJ(Q) : pour X € LJ(Q) , et x € Q, on pose :
DQ(X)(X) =D(X")(x) ou X' e LJ(V) et coincide avec X dans un voisinage
ouvert de x ; (cf. lemmes 3 et 15) ; DQ(X)(X) ne dépend pas de X' d'aprés la

proposition 3.

Considérons maintenant un recouvrement (U de V par des ouverts

aB)(a,B)eAxB
de coordonnées locales adaptées ; d'aprés le théoréme 4 , pour tout (a,B) € A x B

il existe Y _, € LJ(UaB) , une constante KaB tels que pour tout X e L (UaB) ,

aB J
D, (X) = [K Z +Y ,X] ;s comme D et D restreintes 3 U _NU ,_,
Uog aB IU(M3 aB Uug Uyrg aB a'B
. s . < n .
coincident, YaB et Ya'B' , restreints a UuB Uu'B' , sont égaux et
KaB = Ka'B' ; donc il existe Y e LJ(V) et une constante réelle K tels que
pour tout (oa,B) € A x B ; Y|U = YuB et K= KaB 3 comme pour tout X € LJ(V) ,

aB

D(X)IU =D , on a, pour tout X e LJ(V) : D(X) = [KZ + Y,Xﬂ .
aB

X )
UaB IUaB

IV - CAS DU TORE MUNI DU FEUILLETAGE PAR DES DROITES A PENTE IRRATIONNELLE

‘o2 2 . o .
Considérons dans R°, muni des coordonnées canoniques (x,y), le champ de

vecteurs S = 2y o 2 oi o €R - Q ; les courbes intégrales de S sont les
9x Ay

droites y = ax + K o K est une constante, les intégrales premiéres de S

F(y - ox) ol F est n'importe quelle application c” de R ou d'une partie de R
dans R , suivant que l'on considére des intégrales premiéres définies globalement

dans R? ou localement. Par passage au quotient par la relation d'&quivalence dans

170



COHOMOLOGIE TRANSVERSE

R? : (X,y) v (x',y') si x-x' € Z et y-y' € Z, on obtient sur T2 un champ de
vecteurs noté encore S ; ses intégrales premiéres définies globalement doivent
&tre des fonctions F(y-ox), c” , périodiques en y de période 1 , périodiques
en x de période 1 ; F est donc une application c® de R dans R dont le
groupe des périodes est engendré par 1 et a e R - Q ; on en déduit que F est

constante.

Sur W = TZ , on peut prendre comme coordonnées locales (ul,uz) adaptées au
feuilletage U Ty -ox,u =X ol u, € ]a,b[, u, € ]c,d[ avec
b-a + Ial(d-c) < 1 ; alors (x,y) appartient 3 un parallélogramme. On en déduit,
sur le fibré transverse V , les coordonnées locales adaptées (ul,uz,u3) dans
U= ]a,b[ X ]c,d[ xR ; on ne considérera dans la suite que des ouverts de coordon-

nées locales adaptées de ce type.

Soient U et U' deux tels ouverts tels que : UNTU' # § 3 on a, dans
vnu' , u - ui =f, u, - “é =g, oi f et g sont localement constantes,
= u' = qt = 9! = ' . : . .
ug uy donc al al s 32 32 N 83 33 ;5 on a ainsi trois champs de vecteur
globalement définis sur V qui réalisent un parallélisme. On note encore S le

relevé canonique de S dans V.

On a :
3=i,3=—8—+a—3-(=5),J3=a , Jo, =J3, =0,
Iy 2 ) 3 2 3
9) y y
Z = u333 .

LEMME 16.- Soit H une application c” de V dans R telle que BZH = B3H =0

alors H est constante.

En effet, puisque 83H =0, il existe H application ¢ de W dans R
telle que H = ﬁ omw; de 32H = 0, on déduit que S. H =0, donc que ﬁ est
une intégrale premiére de S définie globalement sur W , donc une constante.

Soit X € LJ(V) ; posons X = xla, + X232 + X383 ; de (5) et (9) en consi-
dérant Y = al , puis Y = 32 , on déduit que
83X’ = 33X2 = aZXI =0 , BIX] = 83X3 H

d'aprés le lemme 16 , Xl est constante ; on en déduit

a3x3 =0 ; d'ot :
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LEMME 17.- Soit X =X

131 + XZBZ + X333 ; X e LJ(V) si et seulement si Xl est

, et X; sont des applications de IRZ dans R, périodiques en

® L(V).

constante, et X

x de période 1, périodiques en y de période 1 ; ainsi LJ(V) = Ry,

Soit U un ouvert de coordonnées locales adaptées ; il existe donc beaucoup de
X e LJ(U) dont le germe en q € U n'est pas le germe en q d'un X' e LJ(V).
Y N
Notons L(U) 1la restriction de LJ(V) a U ; L(U) est une sous—algébre de Lie de

n
LJ(U) ; d'aprés le lemme 17, L(U) est la somme directe de R 3 et de L(U).

1lu
On vérifie facilement que :

(10) [LJ(V), LJ(V):I C L) .

PROPOSITION 4.~ Toute dérivation de LJ(V) est locale.

b

Soient w un ouvert de V et X e LJ(V) tel que X w - 0 ; posons
X = xlal + xzaz + x3a3 s puisque, d'aprés le lemme 17, Xl est une constante, on
a:X =0, donc X € L(V) et d'aprés les propositions 1 et 2, D(X)Im =0.

LEMME 18.- Toute dérivation D de LJ(V) induit, sur tout ouvert U de coordon-

n ~
nées locales adaptées, une dérivation D de L(U) telle que, pour tout X e LJ(V),

N
D(XIU) = D(X)IU ; en particulier BIL(U) est une dérivation de L(U).

En iffet, soient D une dérivation de LJ(V) et Xe E(U) s pour tout q € U,
posons D(X)(q) = D(X')(q) ol X' e LJ(V) et coincide avec X dans un voisinage
de q ; si X" est un autre élément de LJ(V) qui coincide avec X au voisinage
de q, X" - X' est nul au voisinage de q et, puisque D est locale, D(X"-X')

est nul au voisinage de q, donc D(X")(q) = D(X")(q).

Soit X =X;3 + xza2 + x3a3 € LJ(V) .

Posons :
AI(X) = X133
(11) AZ(X) = X233
A3(X) = (32x2)33 .
LEMME 19.- A5 By, A3 sont des dérivations de LJ(V) qui ne sont pas intérieures.

On vérifie facilement que A] . A2 et A3 sont des dérivations de LJ(V)

S'il existait Y = Y]al + YZBZ + Y333 € LJ(V) tel que, pour tout X € LJ(V) ,
AI(X) = [Y,Xj (resp. 1) A2(X) = [Y,Xj, ii) A3(X) = [Y,Xﬂ) , alors on aurait pour

X = Bl , puis X = 32 , puis X = 33 :
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- Y, =1, 32Y3 = 33Y3 =0 ce qui est impossible d'aprés le lemme 16 ;

3
' intéri i = = = -
donc A] n'est pas intérieure, (resp. i) 3]Y3 (o] 33Y3 . 32Y3 1 , donc Y3
dY3
serait indépendante de y (et de u3) ; alors 32Y3 = —= , mais 1'équation
dx
dY3
différentielle —= = -1 n'a pas de solution en x périodique de période 1 ;
dx
donc Az n'est pas intérieure.
resp. ii) Ble = BZYZ = 33Y2 =0

BIY3 = 32Y3 = 33Y3 =0

donc Y2 et Y3 seraient des constantes ; puis pour X = sin 211x(32 + 33) on

devrait avoir [Y,X] = 27 cos 2mx 33 , donc

2r Y, cos 2n x =0 ,

2

27 Y2 cos 21 x = 21 cos 27 x ,

équations en Y, qui sont incompatibles ; donc A3 n'est pas intérieure).
D'aprés les lemmes 12 et 19, dim H](LJ(V)) > 4 , puisque A] . A2 , A3 et

X > [Z,XJ sont des dérivations de LJ(V) linéairement indépendantes.

THEOREME 8.- Soit D une dérivation de LJ(V) ; il existe Y e LJ(V) , des

constantes réelles K] N K2 , K3 . K4 tels que, pour tout X € LJ(V) , on ait :

D(X) = [V,X] + Ky A, (X) + K, 8,(X) + Ky 8,00 + K, [2,X] .

K, KZ’ K3, K, sont déterminées d'une maniére unique ; Y est déterminé i 1'addi-

tion prés de Y333 ot Y

3 est une constante . dim HI(LJ(V)) =4 .

1) Etudions d'abord 1l'unicité.

Si, pour tout X € LJ(V) , on a aussi

D(X) = [Y',X] + Kl A, (X) + Ky 8,(X) + Ky 85(X) + K["[Z,XJ ,

oi Y' e LJ(V) , K; , Ké , Ké , KZ sont des constantes, on a, pour tout X € LJ(V) :

(=Y, %] + Ry = KD 8, (%) + (R, = K)) 8,(X) + (Kg = K}) 85(X) + (K, - K)) [2,%] = o.

-y' =
Posons Y-Y Y]a] + Y282 + Y333 .

Pour X = al , on a:

— - - ' =
alYZBZ 3]Y383 + (Kl Kl) 83 0
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donc Y, est indépendante de vy ;

= - r'
31Y3 K] K]

<
|

)
donc 3= (¥, K])y + h3(X)

ol h3 est une fonction de x périodique de période 1 ; puisque Y, est périodique

en y de période 1 , nécessairement K, = Ki ; donc Y; ne dépend que de x.

Pour X = 82 , on a :

- 93,Y.9, - 3,Y,0, + (K, - K!) 33 =0

27272 2°373 2 2
donc 3,Y, = 0 et Y, est une constante .
272 2 ay
_ - . . P 3 _ et
82Y3 = K2 K2 , Soit puisque Y3 ne dépend que de x , ?;: = K2 K2 H
comme Y3 doit &tre périodique en x de période 1 , on a : K2 = Ké et Y3 est

une constante.

Pour X = 33 , on a :

(K4 - KZ)33 =0 , donc K, =K! .

Pour X = sin 27 X 82 on a :

- X =
2w Y, cos 2m x 9, + 2m cos 2m x (K3 K3)33 o,

= = '
donc Y2 0 et K3 K3 .

Pour X = sin 21 y 3, , on a:

27 Yl cos 2n y 3, =0 , donc Y] =0.

Comme , pour tout X e LJ(V) . EY333,X3 = 0 la constante Y3 est arbitraire.

p s
2) Démontrons l'existence de Y € LJ(V) R K], K2, K3, KA .

Soient U et U' deux ouverts de coordonnées locales adaptées (ul,uz,u3) et
(ui,ui,ué) tels que UN U' # @. D'aprés le lemme 18, D induit sur U (resp. U')
une dérivation B (resp. B') de t(U) (resp. E(U')) dont la restriction & L(U)
(resp. L(U')) est une dérivation de L(U) (resp. L(U')). D'aprés le théoréme 3,

il existe Zl’ Z2, 23 € LJ(U) , de type 1,2,3 respectivement, A et T tels que,
pour tout X € L(V) :

D) |y = B‘(xlU) - [z, xlU’J + [2,, X|u] + [24, X|U] + 0K [r, xlu]
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ol A(Xz(ul,uz)azlu) = (32X2) A2

A(X3(ul,u2)33‘U) =0,

3lu

T=B uydyy s

oi A et B sont des applications ¢’ de U dans R telles que

= = = = ' [} ] [ s
82A = 33A 32B 83B 0 (resp. Zl, ZZ’ Z3 € LJ(U ) de type 1,2,3 respectivement,
A' et T' tels que, pour tout X e L(V) :

mv - 1 ] 1 1 ]
DO |y = D' Xy = (21X ]+ (250 Xp] + (250 %] w8t @0 + [0, X))
oli A'(Xé(ui,ué)azlu,) = (3,X)) A a3|U. s

\J Al 1] 1] =
AT (upsu)d31p0) = 0,

" _ pt
T' =B u3 33|U' ’

oi A' et B' sont des applications ¢” de U' dans R telles que

[ [ v ' -
32A 33A 323 33B 0).

. < e sz - _ o
Compte-tenu des résultats d'unicité du théoréme 3, ZIIU Ny ZlIU nu' *

= 71 = A' = Rt . 3 :

Z2|U nu Z2|U ny' e AIU nu AIU ny' BIU nuy' B[U ny's il existe donc
Zl et z2 € LJ(V)’ Zl =h 81 . 22 = k(x,y)a2 oi h est une constante, k une
application c” de R? dans R , périodique en x et en y de période 1, des

applications € de V dams R , K3 et K4 telles que :ZIIU = Z] . ZZIU = Z2 .

= = = = = = . ' e
K3|U A, K4|U B, 82K3 33K3 82K4 33K4 0 ; d'aprés le lemme 16, K3 et
K4 sont des constantes ; la dérivation A de L(U) est la restrictiond U et

L(U) de la dérivation de LJ(V) : K3A le champ de vecteurs dans U :

3 5
T =K, u333|U est la restriction & U du champ K4Z. On en déduit que :

LEMME 20.- L'application Dl de LJ(V) dans LJ(V) : X > DI(X) = D(X)

- [Zl + ZZ’X] - K3 A3(X) - Kh[Z,X] est une dérivation de LJ(V) telle que, pour

tout X e L(V) , pour tout ouvert U de coordonnées locales adaptées :
Dy Xy = [y Xl 5

donc, d'aprés le lemme 17, on peut poser :

D](gz(x:Y)az) = El(x;Y) gz(x’Y)a3 s
D, (g3(x,y)35) = 0,

! + D28 + D793

D;(3)) =Dj3; + D

oll D} est une constante, g,, 83> El’ Df, D? sont des applications c” de m?

dans R , périodiques en x et en y de période I.
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1 2 3
De D ([3,,8,]) =D;(0) =0=[D3 +Dj3,+ D3y, 3,] +[3 , E x,y)0,]

on déduit :

2 3
(12) 3,0] =0 3 3,E =3,D)
. 2 ' 2
Puisque 33Dl =0, d'aprés le lemme 16, Dl est une constante.

Dans tout ouvert U de coordonnées locales adaptées (ul,uz,u3), on a,
N

d'aprés la proposition 4 et le lemme 18, pour la restriction D] de Dl a u:

. N
D B (D) “zazlu]) =8,(0 =0

1 2 3
= D31y * D13y * D123y 5 v2qul * Byjy s up Bypgdsl

d'oti on déduit, d'aprés (12) : Df =0 ;

. Vv ~ _ _
i) B[y 5 udypl) = DGy ) = D10y 1y = Eyjyday

ol 3
= D20 * P1P3) 0 P20l * Brjy o B juPs )]

d'oli on déduit : D, =0 .

y 1
Posons A, (x,y) = D3(x,t) dt - y K ol K, = D3(x,t) dt ; A, (x,y)
3 0 1 1 1 o 1 3
est périodique en x et en y de période 1 ; donc 23 = - A333 est un Elément de
LJ(V) et :

- [ . . . = - >
LEMME 21.- L'application D, de Ly (V) dans L (V) t X > Dy(X) =D (X) [z3 , XJ

est une dérivation de LJ(V) telle que :

Dy (3 = K33,
DZ(EZ(X,Y)BZ) = gz(xry) Ez(x,y)83 ’
D,(g5(x,y)35) =0
ol Kl est une application ¢ de R2 dans R indépendante de vy, périodique en

x de période 1 et ol gz,g3,E2 sont périodiques en x et en y de période I.

De D,(B,,3,]) = 0= [K3,,3,] + [3), E;3,], on deduit :

(13) BIEZ = azKl .
dKl
Puisque K, est indépendante de y , azKl = — et (13) s'écrit :
dx
BEZ dK‘ dK
—_—=— dome : E,=y-—+ ez(x)
dy dx dx
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oll e, est fonction de x seulement, périodique de période 1 ; puisque E, doit

dK

étre périodique en y de période l, nécessairement : 1 0 ; donc K, est une
dx

constante et E2 est une fonction de x seulement, périodique de période 1.

X 1
Posons : B3(X) = Jo Ez(t) dt - x K2 ol K2 = Jo Ez(t) dt ; B3 est

indépendante de vy, périodique en x de période 1 ; donc Z3 = - B3a3 est un

€lément de LJ(V) et :

LEMME 22.- L'application D3 de LJ(V) dans LJ(V) : X > D3(X) = DZ(X) - KIAI(X)

2
_[23,XJ est une dérivation de LJ(V) telle que : D3 = KZAZ .

2

Si on pose Y = Zl + 22 + 23 + Z3 ,» on a ainsi montré que, pour tout X € LJ(V):

D(X) = [Y,X] + KR8, (X) + R 8,(X) + Kya () + Ky, (X) .

vV - dJ-COHOMOLOGIES DE FORMES DIFFERENTIELLES.

On revient 3 la situation générale oi W est une variété munie d'un feuille-

tage de codimension p et V 1le fibré transverse.

Comme, dans [5] on déduit de (4) que (X,Y) -~ {X,Y} = [X,3Y] + [J%,Y] - J[X,Y]
définit une structure de R-algébre de Lie sur le R-espace vectoriel des champs

de vecteurs sur V.

A toute k-forme w sur V , on associe la (k+l)-forme sur V définie par

sa valeur sur k+l champs de vecteurs :

- i
Q- OSLk CIPRIN b SETe SRS SIS 9

+ 7 D

Ogi<jgk

(dJm) (XO,...,X

m({xi,xj}, xo,...,xi,...,xj,...,xk)

i+]j

oi ~ signifie 1'omission.

est une dérivation de degré 1 et que d2 =0 .

On sait d'aprés [5] que d 3

k

J
Notons pour O s k , A" 1le faisceau des germes des k-formes w sur V , &
valeurs scalaires, telles que w(Xl,...,Xk) = 0 dé&s que l'un des Xi e Ker J, A

le faisceau des germes de fonctions f sur V telles que dJ(f) =0 .

Pour tout ouvert  de V , notons Ak(ﬂ) (resp. A(Q)) 1le module des sec-
tions de Ak (resp. A) au-dessus de Q. De (4), on déduit immédiatement que,
pour tout k, O £ k < p-1 :

k+1

a, W @)yc AN .
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Soit U wun ouvert de coordonnées locales adaptées (ul""’um+p) HE > Ak(U)

s'écrit , pour 1 ¢k g p @

w = z ws i dui N dui
1"k 1 k
ol ) est une somme finie et ij e {1,...,p} , pour tout j , 1 £ j <k
f € A(U) est fonction des coordonnées Upseeesu seulement, c'est-d-dire qu'il

-

existe f fonction sur U = n(U)C W telle que f =F£f o nIU .

d
on définit, pour k = 0, HY(V) = Ker(A%(v) —» Aoy

k+1

d
Ker(Ak(V) A )

d
Im(Ak'1 vy %> Ak(V))

pour 1 sk sp, HY(V) =

) 2 s °
On a : HJ(V) =A(V) ={f omn, f 1'application C de W dans R} ,

done : dile-lg(V) =+,

si W=R"=RP xR™ P muni des coordonnées (u],...,um) ol les feuilles sont

p P . m— .
déterminées par u, = constante, 1 < i <p , alors V =RP x R" P xRP nmuni des

coordonnées adaptées (u],...,um,...,um+p) ; on sait, d'aprés E], que :

THEOREME 9.- Pour k , 1 < k < p , toute forme w € Ak(lﬁ)X'Bpnp X'RP) , dJ—fermée,
est dJ-exacte_; donc
HE(RPXRm_px]Rp)=O, lsksp .

On en déduit dans le cas général :

COROLLAIRE.- Toute forme w € Ak(V) , 1 <k <p, qui est dJ—fermée est localement
dJ-exacte. Ainsi :
d d d

. d
(14) 0 — A 1> A° -, A] 1, ve AP Lo , oi j est l'inclusion ,

est une résolution fine du faisceau A et la cohomologie 3 valeurs dans A est

isomorphe d@ la d,-cohomologie.

J
Considérons un recouvrement (QQ de W par des ouverts de coordonnées locales

adaptées au feuilletage, difféomorphes & des pavés de R" R (ﬁv)veI

une partition de 1'unité subordon-

un recouvrement

e t d . . . ~
ouvert de W, localement fini, plus fin (ev)vcl

née, (Uv) le recouvrement correspondant de V , (ev = ev o m)yep 1la partitior

vel
de 1'unité sur V. On a, pour tout v eI, dJev =0 .

178



COHOMOLOGIE TRANSVERSE

Soit w € Ak(V), l £k < p, dJ-fermée ;s pour tout vel, wIU est
v

J ’
= : = H é 3 t
wluv dJav 3 donc evwluv dJ(evluvav) ; on peut étendre elevav V tou

d -fermée ; d'aprés le corollaire, il existe a_ € Ak-l(U ) telle que
P v v

entier en prolongeant par O ; on obtient un &lément, noté encore evav , de

k-1 _ [T
A (V) ; donc w = (vzl ev)m = vZI (evw) = g dJ(evav) = dJ(g evav) d'oi :

THEOREME 10.- Pour tout k , 1 s k s p : Hk(V) =0.

C'est un cas particulier de la proposition 5 de [1].
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