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COHOMOLOGIES SUR LE FIBRE TRANSVERSE À UN FEUILLETAGE 

Josiane LEHMANN-LEJEUNE 

INTRODUCTION 

On sait l ' in térê t porté actuellement à la suite des travaux de Gelfand-Fuks à 
la cohomologie de Chevalley-Eilenberg des algèbres de Lie. Soit L une ]R-algèbre 
de Lie ; les k-cochaînes C sur L sont les applications k-linéaires alternées 
de L dans L , les O-cochaînes s1 identifiant aux éléments de L ; on définit 

l'opérateur cobord 3 en posant : 

3c(x . . . . , * ) - I (-D1 [x., C(X x \ ) ] 

+ I c ( [ x . f x l x X. X. X.) 
0$i<j<k 1 J ° 1 J R 

où X. e L , 0 £ i £ k et ~ désigne lfomission. On définit les espaces de cohomo-
logie correspondants H (L) ; les 1-cocycles sont les dérivations de L, i . e . les 
applications D de L dans L tel les que, quels que soient X et Y e L : 

D([X,Y]) - [P(X),Y] + [X,D(Y)] ; 

les 1-cocycles exacts sont les dérivations intérieures i . e . les applications de L 

dans L : X [Y,X] OÙ Y e L. 

Dans [7], A. LICHNEROWICZ a considéré l'algèbre de Lie L̂  des automorphismes 
infinitésimaux d'un feuilletage F sur une variété W, i . e . l'algèbre de Lie des 
champs de vecteurs X sur W tels que, pour tout champ de vecteurs Y tangent aux 
feuilles, [X,Y] est encore tangent aux feuilles et a montré en particulier que, 

149 



J. LEHMANN-LEJEUNE 

quel que soit le feuilletage, H^Lp) = 0. 

Dans cet a r t ic le , on définit sur le fibre transverse V à un feuilletage de 

codimension p sur une variété W, une structure 0-déformable (cf. [4]) J de 

rang p te l le que J = 0 e t , quels que soient les champs de vecteurs X et Y 

sur V, [JX,JY] - J [JX,Y] - J[X,JY] + J2[X,Y] = 0. Pour tout ouvert fi de V, on 

considère Lj(fi), algèbre de Lie des champs de vecteurs X sur fi tels que la 

dérivée de Lie de J par rapport à X soit nulle, i . e . , pour tout champ de vecteurs 

Y sur fi,[k,JY] = J[X,Y] ; dans L^(fi), on retrouve les relevés canoniques dans V 

des automorphismes infinitésimaux du feuilletage sur W. 

Pour tout x e V, i l existe un ouvert U y x tel que dim H*(L (U)) = 1 
1 

(théorème 4). Lorsque le feuilletage est une fibration, dim H (L (V)) = 1 (théo-
rème 7). Lorsque W est le tore T feuilleté par des droites à pente irration­

nelle a, dim ^(L^V)) = 4 , (théor ème 8). Les démonstrations des théorèmes font 

apparaître que la dimension de H^(L^(V)) est d'autant plus grande qu ' i l y a, sur 

W, peu d1automorphismes infinitésimaux du feuilletage, définis globalement sur W, 

transverses aux feuilles. 

Dans la dernière partie, on rappelle l 'existence, comme pour toute structure 

0-déformable, d'un opérateur de cohomologie d̂  sur les formes différentielles 

sur V à valeurs scalaires. 

I - ALGÈBRES DE LIE SUR LE FIBRE TRANSVERSE À UN FEUILLETAGE 

Soit W une variété, connexe, paracompacte, de dimension m et de classe C . 

Tous les éléments introduits sont supposés de classe C . 

On suppose W munie d'un feuilletage F de codimension p ; on note V le 

fibre transverse à F, T(V) (resp. T(W)) le fibre tangent à V (resp. W), ir l ' ap­

plication canonique de V sur W , ir' l 'application linéaire tangente, TTJ la 

projection canonique de T(W) sur V. 

Soient x e V et y = TT(X) ; la fibre de V au-dessus de y est un espace 

vectoriel V dont l'espace tangent en x, Txvy » est isomorphe à par un 

isomorphisme canonique : Tx(Vy) • 

On définit un champ de vecteurs Z sur V et une 1-forme J sur V à 

valeurs dans T(V) en posant, pour tout x e V et pour tout champ de vecteurs X 

sur V : 

(D zx = jx(x) , (jx)x = Jx(wlyUx(xx))) . 

2 
On vérifie immédiatement que J = 0 et que J est partout de rang p. 
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COHOMOLOGIE TRANSVERSE 

Considérons, sur W, un ouvert U (resp. U1) de coordonnées locales 
(uj,...,um) (resp. (u | , . . . , u^ ) ) adaptées au feuilletage ; on suppose U et Uf 
difféomorphes à des pavés de ]Rm et U 0 Û* ï 0. Alors on a, dans U PI U1 : 

ul = fi(ul V oû 1 « 1 « P . «p+j = fp+j(«, »m> où 1 ï j Sm-p, 

lïksp 1 K K lshfm-p p " P " où 1< i< p 

= .ShL-P 3p+ifp+h3p+h où 1 * j * m_p '(on a posé 8 i = ^ • 

A U (resp. Uf) correspond sur T(W) un ouvert U (resp. U') de coordon­
nées locales (Uj,...,u2m) (resp. ( u ] , . . . ,u2 ) ) difféomorphe à U x ]Rm (resp. 
U1 x ]R ) : si X est un champ de vecteurs sur W définie dans U O U1 , on a : 

l ^ m m+a a l$0*m m+3 3 

OÙ Um+k = , l Um+i 9ifk P°Ur ^ v k $ p , 

u' . = y u _,_ 3 f . pour 1 < h < ra-p m+p+h . L ̂  m+a a p+h r r 

Ensuite à U (resp. U1) , on associe sur V un ouvert U = TT (U) = TT.CU) , 

(resp. U1 = 7T (U1) = TTj (Uf )) de coordonnées locales (u^,. . . >um+p) (resp. 

(u| » • • • »um+p)) , difféomorphe à U x ]RP (resp. Uf x ]RP) ; dans U 0 U' , on a : 

uî - ^(uj.-.-.Up) où 1 * i S p, u^+j = fp+j(Ul,...,um) où 1 * j * m-p , 

u' . = y u . a . f . ou i $ i s p , m+L i^r^ m+k k i F ' Uk^p 
<2)J 3. = y 3.1.3/ + y 3.f . 3f . + y u . 3 . 3 . f 3 ' où l * i * p , î - î k k , , L î p+h p+h . . m+k î k t m+t F ' l£k<p l$h£m-p r ^ l£k,t$p 

3 , . = y 3 .f . 31 . où 1 < j < m-p , 
P+J Uh^m-p P+J p+h p+h 

U . = y 3.f. 3T . où 1 £ î £ p . x m+i . ^ î k m+k r l$k£p 

(3) 

Dans U (resp. Uf), on a : 

J3i = 3m+i pour 1 $ i £ p, J9p+f 55 0 Pour 1 S f S m , 

(resp. J3^ - 3m+k pour 1 s k £ p, J9p+g - 0 pour 1 $ s $ m ) , 

Z.__ = y u .3 . (resp. ZiTTt = y uf . 3' . ) 
u i^-^ m+L m+1 u i^r^ m+k m+k' 
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Désormais, on ne considérera sur V que des ouverts de coordonnées locales de 
ce type U = TT * (U) , "ouverts de coordonnées locales adaptées" ; U est le fibre 
transverse au feuilletage restreint à U ; les coordonnées Uj , . . . ,u correspondent 
à des intégrales premières du feuilletage. 

On vérifie immédiatement que, quels que soient les champs de vecteurs X et Y 
sur V, on a : 

(4) [JX,JY] - J[X,JY] - J[JX,Y] + J2[X,YJ = 0 . 

Soit Œ un ouvert de V ; on désigne par L^(fi) l'algèbre de Lie des champs 
de vecteurs X définis dans Œ tels que la dérivée de Lie L(X)J soit nulle ( i . e . 
des automorphismes infinitésimaux de la structure),soit , pour tout champ de vecteurs 
Y sur : 

(5) [X,JY] = J[X,Y] . 

Soient U un ouvert de coordonnées locales adaptées ( u t , . . . , u , ) et 
I m+p 

X e L (U) ; posons X = J U . + J X 3 • J X 3 ; de (3) et © , 
ISiSp UjSm-p KkSp 

on déduit, en considérant Y = 3^, 1 S k £ p , puis Y = 3^+^ , 1 $ Z <. m-p , que : 

(6) 3 , X . = 3 .X . - 0 , 3, X. = 8 . X , d .X. = 0 v J m+k î m+k p+j ' k î m+k m+i p+£ î 
où 1 £ i,k $ p , 1 $ j ,£ $ m-p . 

On en déduit immédiatement que, pour tout ouvert fi de V : 

LEMME 1.- X appartient à L^(fi) si et seulement s i , pour tout ouvert U de  
coordonnées locales adaptées (Uj,...>um+p) tel que fi O u ^ 0 , X|^ ^ ^ est  
somme (finie) de champs de vecteurs sur fi 0 U d'un des 3 types suivants : 

'1) X.Cu,,... ,u )Э. + У U . U . 3 . où 1 * i $ p , 
P 1 u k * p m+k k 1 m+1 — 

(7)< 2) W v ..,um)ap+j où 1 * j < m-p , 

,3) ••»uJ3«.+i- où 1 * 1 * P • 
m m+i — 

Remarque : Les champs de vecteurs des types 1) et 2) sont les relevés dans le fibre 

transverse V des champs de vecteurs sur U C W qui sont des automorphismes inf i­

nitésimaux du feuilletage, i.e.. des champs X sur U tels que, pour tout champ Y 

sur U , tangent aux feuilles, [ x>X] est encore tangent aux feuilles ; les champs 

du type 2) correspondent aux automorphismes du feuilletage qui sont tangents aux 

feuilles. 
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COHOMOLOGIE TRANSVERSE 

Notons pour tout ouvert fi de V : 

L(fi) = LjCft) H Ker J|fl , 

L0(fi) (resp. L0(fi)) l'ensemble des champs de vecteurs X e L (fi) tels que, pour 
tout ouvert U de coordonnées locales adaptées vérifiant fiOU^O , X |^^u est 
du type 2 (resp. 3). 

On vérifie immédiatement que, pour tout ouvert fi de V : 

LEMME 2.- L3(fi) = L^fi) O ImJ|fl , 

L(fi) est un idéal de L^(fi) , 

L3(fi) est un idéal de Lj(fi) et de L(fi) , 

L^W est une sous-algèbre de Lie de L(fi) , 

[L3(fi), L3(fi)] = 0 , 

L(Œ) est somme directe de L^(tt) e_t L3(fi) , 

tout X e L(fi) se prolonge à l'ouvert TT '(TT(Œ)) . 

LEMME 3 . - Soient fi un ouvert de V et Xe L2(fi) (resp. L3(fi)). Pour tout 
x e tt, le germe en x de X est le germe en x d'un X' e L (̂V) (resp. L3(V)). 

Soient x e Q , U un ouvert de W difféormorphe à un pavé de lRm tel 
que y = TT(X) e U et UC 7r(fi) , et H une fonction sur W à support compact con­
tenu dans U , égale à 1 dans un voisinage de y ; à H correspond, sur V, une 
fonction H = H o TT à support (non compact) contenu dans l'ouvert de coordonnées 
locales adaptées U = TT * (U) , égale à 1 au voisinage de x. 

Soit X e L2(fi) (resp. L3(fi)) ; X s'étend à 7r_1(7r(fi)) O U ; dans U , 
X s 'écri t : 

X= l X . ( u , . . . , u )3 . (resp. X= l X . ( u . , . . . , u )3 .) ; 
UjSm-p P+J 1 m P+J Ui*p m+1 1 

X' = H( Y X .3 .) , (resp. = H( y X .3 .) 
P+J P+J i m+1 m+1 l<j£m-p F J p J l$i<p 

appartient à L2(V) (resp. ^3(V)) et coïncide avec X au voisinage de x. 

Remarque : Cette propriété n'est en général pas vraie pour X e L (̂U) de type 1, 

où U est un ouvert de coordonnées locales adaptées. 

Soit X e L(V) ; son support <f> est de la forme TT * (J) où J est un 
fermé de W ; on note L°(V) (resp. L^V), L3(V)) l'ensemble des X e L(V) 
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(resp. L2(V), 1 (̂V)) dont le support (J> = ir 1 (<J>) est te l que <f> est compact. 

THÉORÈME 1.- L2(V) - [L2(V), L ^ V ) ] , L*(V) = [i^OO, L£(V)] 

L3(V) = [L2(V), L3(V)] , L^(V) = [L£(V), L*(V)] 

L(V) = [L(V), L(V)] , L°(V) = [LC(V), LC(V)] 

(ceci contient le théorème de A. Lichnerowicz [7], p. 64). 

Soit (U ) un recouvrement de W par des ouverts de coordonnées locales a aeA r 
à adhérence compacte et difféomorphes à des pavés de ]R , qu'on peut supposer 
centrés à l 'origine ; d'après [3], théorème I p. 17, i l existe un recouvrement ouvert 
de W, localement f ini , plus fin, ^uv̂ vex et une Partit:i-on de 1 en une collec­
tion finie de sous-ensembles I (y - l , . . . , r ) tels que, pour tout y, les ouverts 
U où v e I sont deux à deux disjoints, v y 

Soient (6 ) T une partition de l 'unité subordonnée au recouvrement 
(U ) et (8 =0 o TT) la partition de l 'unité associée sur V. 

Soit X e L2(V) (resp. L^(V)) ; posons, pour tout v e I , X̂  = 6̂ X ; 
d'après (7) X̂  e L2(V) (resp. L3(V)). Le support de X̂  est de la forme TT 1 (£^) 
où <J>V est un compact de W inclus dans ; i l existe un ouvert de W, à 
adhérence compacte, tel que é C U' C U' C U et des fonctions C sur W, $ r , n T v v v v ^ v 
et Çv te l les que ïv|~ = 1 , supp 3V C , YV|JJI = 1 » SUPP "YVC Uv ; on 
pose 3 a L o 'ÏÏ , Y — Y o ir : comme II, est contenu dans un Urt , U = TT (U ) 

v v V V l>i 
est contenu dans l'ouvert de coordonnées locales adaptées = ir (Ua) ; on peut 
alors poser : 

X = Y X . ( u , , . . . ^ )8 . , (resp. X = 7 X . (Ul , . . . ,u ) 3 . ) . v , .L v,p+i T ' m p+j ' v v .4- v,m+i 1' ' m m+i 

Posons, pour 1 $ j $ m-p : 

Tv,P*j - VP+J ' Yv,P+J " B v ( C + J X W " 1 V i - l ' e ' V j * l U m ) d t ) V i ' 

(resp. pour 1 £ i $ p, YV)m+. = YV(|̂ P+1 ^ ^ . ( u , »p.t.«p+2 « ^ « W 

Les 2(m-p) (resp. p) champs de vecteurs sur V, à supports contenus dans U ,̂ 

T . , Y ,. où 1 £ j $ m-p , (resp. Y . , où 1 S i $ p) appartiennent à L^(V), p+j p+j m+i ^ 

(resp. L^(V)). On a : 

k<jL-p [T^P+J> Yv'P+j] = UjL-p Xv>p+i9p+j = Xv ' 
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COHOMOLOGIE TRANSVERSE 

(resp. 7 [T . , Y .] = 7 x a . - X ) . i v,p+l' v,m+iJ -4* v,m+i m+i v 

Puisque, si v et v1 e 1^ , Ci Û f - 0 , on peut poser : 

X = Y X ; pour 1 $ j £ m-p , T , . = 7 T . , 
vel M,F J vel ,F J 

y y 
Y . - Y . , (resp. pour 1 $ i $ p, Y . - 7 Y .) y.P+J ^ v,p+j F F y,m+i v,m+i' 

y y 
et on a : 

X = J [T Y .] (resp. X = y pT . , Y .]) 

où les T ., Y , . , 1 $ j < m-p , (resp. Y . , 1 $ i £ p) appartiennent à y,P+J y,P+J v * y,m+i' v v' vv 
L (V) (resp. L (V)) ; dfoù le résultat , puisque X = \ X . 

l*y*r y 
c c 

Lorsque X e I^V) , (resp. L^(V)), i l suffit de remarquer que le support de X 
ne rencontre qu'un nombre fini de ; notons B la partie finie de I te l le que 
si v e I-B , supp X 0 U ( = 0 ; alors : 

X - y [T ., Y .1, (resp. = y [T Y . 1 ) . i.-.. v»P+J v,p+iJ' . 4- Lv,p+1' v,m+iJ/ 1 <j<m-p 9V J ,r J l$i$p 
veB veB 

THÉORÈME 2 , - Soit X e L2(V) (resp. L3(V)) tel que le support de X soit contenu 
dans un ouvert fi vérifiant fi = TT ^(Tr(fi)). Alors X = £ [T. ,Y.] où J est une 

i i 
somme finie et les T. , Y. e L (̂V) et sont à support inclus dans fi , (resp. 

X = I ETi,YJ ^ l est une somme finie, les e L2(V) , Yi e L3(V) , 
i i 

supp T\ C fi , supp Ŷ  C fi). 

Les notations sont les mêmes que dans le théorème 1 ; alors <j>̂  C 0 fi où 

fi = Tr(fi) ; on peut donc imposer que lT C O fi ; alors, pour 1 $ j £ m-p , les 

T et Y . sont à support dans U 0 fi , (resp. pour 1 $ i $ p, les 

Ŷ  sont à support dans 0 fi) ; puisque le recouvrement (U )̂ est localement 

f ini , pour 1 $ j $ m-p , supp T +̂  = \J supp Tv>p+j c n > supp Y +j 

- KJ supp Yv . C fi , (resp. pour 1 $ i <? p, supp Y m+£ = \J supp Yv m+i C fi), 
vel ' v e l * 

y y 
d'où le résultat . 
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LEMME 4. - Soit x e U, ouvert de coordonnées locales adaptées ( u t , . . . , u ) . Pour > . £ 1 m+p 
tout X e Lj(U) (resp. L(U)) tel que j (X) (x) = 0 , ( i . e . le_ 3-jet en x de chaque  

composante de X sur les 3i , 1 s i < m+p , est nul) , i l existe Yj,. . . ,Y^, 

Tj , . . . ,T e Lj(U) (resp. L(U)) tels que : 

X= l [Y.,T.] et J V Y . M X ) = J V T . X X ) = 0 (cf. [8]) . 
l£i*q 

I l suffit , d'après le lemme 1, de démontrer le résultat pour X du type 1,2,3. On 

peut toujours supposer ug(x) = 0 , 1 £ s $ m+p . 

1) Considérons X = X.3. + X .8 . , Y = Y.8. + Y .3 . , 
i l m+i m+i î î m+i m+i 

T = T.3. + T .3 . , où 1 £ i $ p , X . = Y u 3 X. , Y . = y U . 3 . Y . , 
î î m+i m+i ' * 9 m+i i<£<p m+k k 1 m+1 l<k<p m k k 1 

T . = y u . a. T. . 
m+i , f m+k k î Uk^p 

I l suffit de prendre : 

si X. = u J x ( U l , . . . , u p ) , Y. = u[ , T. = u\ X(u1,. . . ,u._1,t ,u.+1,. . . ,up)dt , 

si X. = u?u.X où k ^ i , 1 * k < p, Y. = u.u. , T. = u. t X( . . . , t , . . . ) d t , 
î i k r ' i i k i i J 0 

si X. = U?UL u & où 1 $ k,s $ p , k ^ i , s ^ i , Y. = U.LL , 
1 1 K. S 1 1 K. 

fUi * 
T. - u.u X ( . . . , t , . . . ) d t , 

1 1 s J o 
si X. = u.u. u ujt où 1 $ k,s,f ^ p , k ^ i , s ^ i , f M , Y. 5 LLU , i i K s £ i K s 

fui % 
T. = u t X ( . . . , t , . . . ) d t , 

si Xi = ukugufuh3E où 1 < k ,s ,f ,h $ p, k ^ i? s + i , f ^ i , h 4 i , Yi = u ^ , 

fUi * 
T. - UIL X ( . . . , t , . . . ) d t . 

jQ 
2) Considérons X = A3 . , Y = B3 . , T = C3 . où 1 S j S m-p , i l 

p+j p+j p+j 
suffit de prendre : 

SI A = V J *(ui B - V J • C " V J £P+i *(ui V i - i ' ^ V j ^ - - 0 ^ ' 

si A = up+j\X > où 1 * k * m» k P+J » B = Up+jUk ' 
•u 

C = u . P+J t X ( . . . , t , . . . ) d t , 
P+J Jn 
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COHOMOLOGIE TRANSVERSE 

si A = up+jUkugX , où 1 £ k , s $ m, k + p + j , s t p + j , B = u p + j u k » 

C = UN+NU« fUp+J ^ ( . . . , t , . . . ) d t , 
P+J s Jn 

si A = up+jUkugufX , o ù 1 $ k,s,f $ m, k ^ p+j, s ^ p+j, f / p+j , B = 

c - « £ P+J t 3 E ( . . . , t . . . ) d t , 
o 

si A = \usufuhX » oû 1 * k,s ,f ,h < m, к ф p+j , s ф p+j , f p+j, h ^ p+j , 

•u 
В - V » e , С - J P+J X ( . . . , t , . . . ) d t 

3) Considérons X = A9 ,. , T = C8 , . où 1 < i < p, Y = B3 . où 1 £ j £ m-p. m+i m+i r p+j 
I l suffit de prendre : 

si A = uj+jî(u, un), B = u2p+. , C = | > J t2 X\v. . . ,up+._1, t ,up+j + 1>...,um)dt, 

3 ^ 2 si A = u .u^X , où 1 $ f $ m, f ^ p+j , B = u , . , C = u _ p+j f ' ' r j 9 p+J f V i t ^ ( . . . , t , . . . , ) d t , 
0 

si A = u-u uuu. X , où 1 £ f ,g,h,k $ m, h ï p+j k ^ p+j , B = u u f g h k r g 
u 

c = u h \ J 0 P + J ï ( - . t . . . . ) d t . 

II - ÉTUDE GÉNÉRALE DES DÉRIVATIONS 

PROPOSITION 1,- Soit D une dérivation de Lj(V) . Alors D(L(V))C L(V) et_ 

D|L(V) est une dérivation de L(V). 

D'après le théorème 1, pour tout X e L(V), on peut écrire X = £ CT-»Y-J ou 
i 

£ est une somme finie et les T̂ »Y£ € L W î puisque L(V) est un idéal de Lj(V), 
i 
on en déduit que D(X) = £ ([d(T.),Y.] + [T^ ,D(Y^)] ) appartient à L(V) . 

i 

PROPOSITION 2. - Pour toute dérivation D de L(V) , et pour tout X e L(V) , 
supp D(X) C supp X ; toute dérivation D de_ L(V) est locale. 

Soient X e L(V) et co un ouvert de V tel que X|^ = 0 ; posons 

fi - ir \TT(O))) ; on a aussi- X|^ = 0 . Pour tout x e fi, i l existe des ouverts fij 

et fi2 de V tels que fi} 0 fi2 = 0 , = Tr~1(ïï(fii)) , i = 1,2 , supp X C fi^ , 

x e fi2 ; d'après le théorème 2, on peut écrire X = £ &i,Yi-l ou ^es T#> Yi e L ^ 
i 

et sont à support dans fij ; puisque DX = £ (\])(T^),Y^ +[Ti» DCY )̂]) on en 
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déduit que D(X)|fl = 0 , puis D(x)|fi = 0 • 

LEMME 5.- Soient U un ouvert de coordonnées locales adaptées, D une dérivation 
de L (U) (resp. L(U)) et x e U tel que j3(X)(x) = 0. Alors D(X)(x) = 0 . 
(cf. [8]). 

Ceci résulte immédiatement du lemme 4. 

Dans toute la fin de cette part ie, U désigne un ouvert de coordonnées locales 
adaptées. 

On désigne par A l'application de L(U) dans L(U) définie par : 

A( 7 X . ( u , , . . . , u )8 .) = ( l 8 .X .)( I A 8 MJ , 
i 't P+J 1 m P+J P+J P+J i^Z^ ™+t m+t Uj<m-p F J l<j<m-p v J v J l$t<p 

A( y X .8 ) = 0 , . 4- m+i m+i l$i£p 
00 . ^ 

où les ^m+t > 1 S t S P» sont des applications C de U dans ]R qui ne dépen­
dent que de Uj , . . . ,u^ . On vérifie immédiatement que : 
LEMME 6,- A est une dérivation de L(U), qui n'est pas intérieure. 

Posons dans U, T= Y ( Y B* u ,.)8 où les sont des applica-' i z i • t m+i m+t t ljct^p l<i<p 
tions C de U dans 3R qui ne dépendent que de Uj , . . . ,u ; T j, kj(U) » on 
vérifie immédiatement que : 

LEMME 7.- L'application de L(U) dans L(U) : X -+ [T,x] est une dérivation de 

L(U) qui n 'est pas intérieure. 

THEOREME 3 . - Soit D une dérivation de L(U) ; i l existe Zj, Z , e Lj(U) , 
de type 1,2,3 respectivement, A e_t T tels que, pour tout X e L(U) : 

D(X) = [Zj.X] + [Z2,X] + [Z3,X] + A(X) + [T,X] . 

En particulier dim H*(L(U)) = + °°. Zj, Z2, A, T sont déterminés de manière unique ; 
Z0 n 'est déterminé qu'à l 'addition près de Y E 8 ^ où les E sont 3 3 Z m+t m+t m+t 
fonctions de u . , . . . , u seulement. kP 1' p 

1) Etudions d'abord l 'unici té . 
Supposons que, pour tout X e L(U), on ai t aussi : 

D(X) = [ZJ,X] + [ z £ , x ] + [Z ,̂X] + A'(X) + [T',X] 

où Zj, Z2, Ẑ  e Lj(U) et sont de type 1,2,3 respectivement, 

V j ( U l U m ) V j ) " < ? < V j V j ) ( , i < Am+t8n,+t> • l$jSm-p * J v J l$jSm-p K UtSp 
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д'( У x .э .) = о , 
\ v m+i m+i 

т' - У ( У Bfi u .) э ^ , . L \ 4 t m+i m+t ' Ut$p Uup 
où les A1 , B f i , l $ i , t £ p , sont des applications C°° de U dans Ж qui 

m+t t 
ne dépendent que de U j , . . . , u . 

Posons : 

zi - z i -
w<$m-p ,.u )3. + ( T u . 3, a.)8 .) , p7 î . m+k k î m+i Uk$p 

Z2 " Z2 " 1<s$m-p 
. . . ,u )a A , 

m p+s 

Z3 " Z3 " I c . ( « , , . . . m m+i 

A" = A - A* B"3 m+t m+t m+t ' t L = B* - B 1̂ , 1 < i , t * p . 

Pour tout X e L(U) , on a : 

[ z , - z ; . x] + [ z 2 - Zj, x] + Cz3 " z3» x3 + (A-Af)(X) + [T - T\X] = 0 ; 

on en déduit : 

i) pour X = 3p+j , 1 $ j $ m-p : 

l 3 .b 3 ± - Y 3 .c.3 . = 0 , 
U < s U P+J s p+s Ui*p P+J 1 m+1 

donc 

3^.b = 0 = 3 . c. où 1 $ s £ m-p , 1 < i $ p , p+j s p+j i v 9 

i i ) pour X = u .3 , . , 1 S j S m-p : 
P+J P+J 

b .3 # + Y A" 3 ^ = 0 , 
P+J P+J 1$£ m+t m+t 

donc bp+j = 0 = Am+t 9 où 1 * J * m-p , 1 $ t $ p , 

i i i ) pour X = uî p+-j °u 1 < i < P > 1 S j S m-p : 

a.3 . = 0 , i p+j 

donc = 0 , 1 s i $ p 

iv) pour X = 3 . , 1 < i $ p : m+i 

- V Bni3 = o , 

donc B'̂ 1 = 0 , où 1 S i , t $ p . 
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2) La démonstration de l'existence de Zj, Z^, Z^, A, T se fait en plusieurs 

étapes. 

LEMME 8.- I l existe Z2 £t e L(U) de type 2 et 3 respectivement tels que 
l 'application de L(U) dans L(U) : X Dj(X) = D(X) - [z2>X] - [Z3>xJ soit une  
dérivation de L(U) vérifiant Dj(9p+j) * 0 pour 1 * j * m-p . 

Posons, pour 1 $ j * m-p : D(3 .) = Y DP+fa 0 . 
P+J l.<l<m P+J P+£ 

On a, pour 1 £ j , k £ m-p : 

D([3 .,3 , ] ) = D(0) = 0 = [ Y D ^ S ,,3 . ] + [3 . , Y DP^3 ,] , LP+J' P+kJ Lu^m P+J P+£' P+kJ P+J P+k p+£J 

soit : 3 , Dp+̂  = 3 .DP+5 ; donc i l existe, dans U, des fonctions C°° de p+k p+j p+j p+k 
Uj,...,um , Dp+ ,̂ 1 $ l $ m , tel les que 3p+^Dp+^ = DP*j . I l suffit de poser : 

h = " , l W ' Z3 " " , X V i V i « 1 $£<m-p v v l<i<p 

LEMME 9.- I l existe Z] e Lj(U) de type 1, Z2 e L(U) de type 2, une dérivation 
A de L(U) (cf. lemme 6) tels que l 'application de L(U) dans L(U) : 

X+ D2(X) = Dj(X) - [Z1,X]-[Z2,X]-A(X) = D(X) -[z} ,X] -[Z£ ,X] - |>3 ,x]-A(X) , 

où on a posé Z2 = Z2 + Z2 , soit une dérivation de L(U) vérifiant : D2(3^+ .̂) = 0 

pour 1 $ j $ m-p , D2̂ uk ap+j) = 0 P°ur 1 S j S m-p , 1 £ k £ m. 

Posons, pour 1 $ i $ m , 1 $ j £ m-p : 

D,(u.3 .) - y DP+£ .3 . . 
1 1 P+J li<m X'P+J P+£ 

On a, pour 1 s s £ m-p : 

ddq о Э ,и.Э . p+s 1 p+j ]) = 0 = qdfddf 
qsdfgq 

qd 
i . P+j \ p+s 

VV kk on en déduit que les D?+ . ne dépendent que de u u . 
i,p+j » P 

Pour 1 $ i , к $ m, l $ j , s * m-p , on a : 

D.( Ги.Э ^. ,u- Э 1 ) = 1 L i p+j к p+sJ P+J D.(u.3 A ) 1 i p+s7 - « \ 
p+s 

V V P + j > 

= С 
xf<f< 

d 
i.P+J \ p+s 

VV 

+ Ги.Э , 
L 1 P+J l¿c$m 

p+£ 
k,p+s 

dg 

i) Supposons 1 $ к $ p . 
Pour i = p+j = p+s , on a : 
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- 1 .3 , - - Df+j .3 . ; 
\dUm ,P+J P ,P+J P+J 

On en déduit que, pour 1 £ t $ m , t t j , DP+/̂  . = 0 . 
k,P+J 

Pour i = p+s , on a : 

- DP+j .8 . = - Dp+S 3 . ; 
k,p+J P+J k,p+s p+j 

On en déduit que, DP+J . = D?+S 

k,p+j k,p+s 

i i ) Supposons p+1 £ k < m. 

Pour k ^ p+j = i = p+s , on a : 
- y DP+£ .3 , = Dk . .3 . - DP+J .3 . ; 

l«£sm ,P+J p+^ P+J'P+J P+J k'P+J P+J 

+£ k on en déduit que, pour 1 £ £ $ m , £ ^ j , Df . = 0 , puis D , . . = 0 . k,p+j F P+J,P+J 
Pour k = p+j ^ i = p+s , on a : 

DP+S 3 + Y DM+T 3 - DP+J .3 . - I DM+̂  .3 p+s,p+s p+s Is£sp p+s,p+s m+t p+j,p+j p+j ,s£ P+J,P+J m+t 

= DP+J .3 - DP+? 3 . . p+s,p+j p+s p+j,p+s p+J 

On en déduit : Dp+S x = DP+j . , Dm*t = Dm^ . pour 1 f t s p . p+s,p+s p+s,p+j p+s,p+s P+J,P+J 
I l suffit de poser : Z = \ ( D ^ + \ u l l ^ J ) , Z - \ D 3fe où 

1 £k<p Ui£p p+Uk^m 
D, désigne la valeur commune des DP+-' . , 1 s k $ m , et A ^ = Dm+̂  k 6 k,p+j m+t p+J,P+J 
pour 1 £ t $ p , ce qui détermine A. 

LEMME 10,- I l existe un champ de vecteurs T sur U tel que l'application de 
L(U) dans L(U) : X •+ D3(X) = D2(X) - [T,X] soit une dérivation de L(U) véri­ 
fiant : D3(ap+£) = 0 pour 1 $ l $ m, D3(uk3p+j) = 0 pour 1 < k < m, 1 < j $ m-p. 

Posons D_(3 .) = 7 DP*f3 iD où 1 $ i £ p . 
2 m 1 l<^m m+1 V+l 

De D2̂  C3p+j»3m+il ) = 0 , où 1 $ j $ m-p , on déduit que les Dp̂ f ne dépendent 
que de u j , . . . ,u 
On a : P 

D9<[9 I u + x.]) - 0 - [ l DP^3 . , y u .3 .] ; 2 L m+i , h p+j p+jJ k m+i p+£ , ,L p+i p+iJ ' l$j£m-p U£Sm p l$j£m-p 

on en déduit que D̂ +£ = 0 pour 1 s t $ m-p . I l suffit de poser : 

T = - y ( l Dm+Ju .)3 _ (cf. lemme 7). i i - ^ m+i m+i m+t 
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LEMME 11.- Pour tout X e L(U) , dont les composantes sur les 9p+£ » 1 £ £ £ m , 
sont des polynômes en les tu, 1 $ i £ m , de degré $ 3 , D̂ CX) = 0 . 

1) Posons ; pour 1 £ i , k s m, 1 £ j $ m-p . 

D3(uiVp+j> • U£sm 
D3(uiVp 

Puisque D3([3p+s^.uk3p+j]) = 0 , où 1 * s $ m-p , les D ^ p + j , 1 * £ S m 
ne dépendent que de Uj , . . . , u 

i) Supposons p+1 £ i , k £ m . 

Puisque 
1<s<m-p 

u 3 ^ , u.u, 3 . . p+s p+s i k p+j- = u.u. 9 . , i k p+j 

on a : 
1 s££m-p 

p+£ 
i,k,P+J 

qdf dq 

\$Z<m 

p+Z D3(uiVp 
qdf 

on en déduit : 2 D p+£ 
i,k,p+j = 0 pour \ < Z < m-p , i,k,p+j = 0 pour 1 < t £ p, 

soit D3(u.uk3 3) = 0 . 

i i ) Supposons 1 £ i $ p < k £ m . 

De [u.3k, u^p+j] = 2 u.uk3p+. , on déduit que D ^ u . u ^ ^ . ) = 0 . 

i i i ) Supposons 1 < i , k < p . 

De [u. 3 ,u u 3 .] = u.u, 3 . , on déduit que D0(u.u, 3 .) = 0 . L i P+J k P+J P+J i k p+j H 3 i k p+j 

2) Soient 1 £ i,k,h £ m , 1 $ j £ m-p . 

De D3^3p+£,uiUkuh8p+j^ = 0 » ou 1 * £ * m_P » on déduit que 

E W ' V ^ k V p + J ^ " 0 • 

i) Supposons p+1 £ i , k, h £ m . 

De [ i J L - P v ^ V r ' W h V P = 2 V ^ V J • °N DÉDUIT ^ D3(uiukuhaP+j) • °-

i i ) Supposons 1 £ i $ p < k , h $ m . 

De T T u A3 o,u.u.u,3 . 1 = u.u,u, 3 . , on déduit que D0(u.u, u, 3 , .) = 0. 
l<£<m-p p p 1 P J i K h p+j ' 1 3 i k h p+j 

i i i ) Supposons l $ i , k $ p < h $ m . 

De ("u.u, 3, ,u^3 . 1 = 2 u.u, u,3 .. , on déduit que D„(u. u, u,3 .) = 0 . L i k h' h p+jJ i k h p+j ' H 3 i k h p+j 

iv) Supposons 1 £ i , k, h $ p . 

De t1i"k3p+£,uhup+£3p+p = u.ukuh3p+j où 1 f l S m-p , on déduit que 

D3(uiUkuh3P+J) = ° ' 
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3) i) Soient 1 i$ i £ m, 1 S t £ p . 

De D0((~3 «,u.3 1) = 0 où 1 $ Z £ m-p , on déduit que [3 *,D.(u.3 )1 = 0 . 3 L ip+Z i m+tJ r p+£' 3 i m+t J 
Puis de [u.3 »,u J , 1 5 u.3 it où 1 $ Z £ m-p , on déduit que D0(u.3 ) = 0. L i p+£ p+Z m+tJ i m+t 3 i m+t 

i i ) Soient 1 £ i , k, h £ m, 1 £ t $ p , 1 $ £ $ m-p . 
De [u.ii. a «, u «3 1 = u.u. 3 , on déduit que D (u.u.3 ) = 0 . L i k p+£ p+Z m+tJ i k m+t 3 i K m+t 

De ru.u.iL3 u «3 1 « u.u.u.3 ^ , on déduit que D (u.u u 3 ) = 0 . L i k h p+£ p+£ m+tJ i k h m+t ^ 3 i k h m+t 

Pour terminer la démonstration du théorème, considérons maintenant X quel­
conque e L(U) ; pour tout x e U, i l existe X e L(U) , dont les composantes sur 

les 3̂  , 1 $ i $ m+p , sont des polynômes de degré $ 3 , tel que j (X-X)(x) = 0 ; 
d1après le lemme 5, D3(X-X)(x) = 0 , donc, puisque D3(X) = 0 , D3(X)(x) = 0 . 

En uti l isant (3) et (7), on vérifie immédiatement que : 

LEMME 12.- L'application de LjdJ) dans Lj(tJ) (resp. de Lj(V) dans Lj(V)) : 
X [Z. , X] (resp. X + [Z,X]) est une dérivation de L (U) (resp. L (V)) qui |U j j J J 
n'est pas intérieure ; ainsi dim H (Lj(U)) 1 , dim H (Lj(V)) :> 1 . 

THÉORÈME 4.- Soit D une dérivation de Lj(U). Il existe une constante réelle K 
et un élément Y e Lj(U) tels que, pour tout X e Lj(U) , D(X) = [KZ^ + Y,x] ; 
K et_ Y sont déterminés d'une manière unique ; dim H1(LJ.(U)) = 1. 

Les notations sont celles du théorème 3. 

D'après la proposition 1, puisque U = ÏÏ 1(U) est le fibre transverse au 

feuilletage restreint à U , D|L(u) est une dérivation de L(U). D'après les lemmes 
2 et 8, Dj est une dérivation de Lj(U). L'application de Lj(U) dans Lj(U) : 
X+ D£(X) = D.(X) - [Zjfx] - [Z2,X] = D(X) - [zjtx] - [Z2,X] - [Z3,X] (cf. lemme 9) 
est une dérivation de L (U) tel le que D'(3 .) = 0 pour 1 $ j $ m-p , 

D2(uk9p+j) = 0 pour 1 * J * m"p 9 1 * k * m> k * p+j ' D2(up+j8p+j) 

= / A 3 tJ_ , où les A , ^ ne dépendent que de u u 

Pour 1 $ i $ p, 1 $ k s m, 1 £ j $ m-p , on a : 

D2(Dv V J ] ) = 0 = [D2(V' V J ] 

D 2 ( & i ' W j ] ) = ° = [D2(V' V p J Si k * P+j 

= &i(8.) . V i V j 1 + [ V , X p V t ' n r J . si k = P+j ; 

On en déduit d'après (7) que les composantes de D^O )̂ sur les 3^ , 1 s k s m, 

sont nulles, sur les %m+t , 1 £ t £ p , ne dépendent que de Uj , . . . ,u , et que 

les ^m+t » * $ t $ p, sont des constantes. 
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Pour 1 £ i , k $ p, 1 S j ^ m-p , 1 $ £ <; m , on a : 

DlCfu. 3. + u . 8 . ,3 .]) = 0 = [DMU, 3. + u . 3 . ) , 3 .] , 2 L k î m+k m+i p+jJ L 2 k î m+k m+i ' p+j 

Dl([u, 3. + u . 3 _,_.,uz>3 _,_.]) = 0 = [DUU. 3. + u . 3 . ) , u/>3 .] si l i p+j , 2 L k î m+k m+i p+jJ L 2 k î m+k m+i ' £ P+J 

= PD* (U, 3. + u , 3 . ) , u .3 .1 + [u, 3. + u . 3 . , Y A 3 "I si l - p+j ; L 2 k î m+k m+i" p+j p+jJ L k î m+k m+i ' . ^ m+t m+tJ v J 

on en déduit d'après (7) que les composantes de °2^Uk^i + Um+k̂ m+î  Sur 16S 9 
1 £ £ £ m , sont nulles, sur les ^m+t > 1 S t $ p , ne dépendent que de Uj , . . .u ; 
et que Am+t = 0 pour 1 $ t S p. Ainsi (cf. lemme 9), = . 
D'après ce qui précède et (7), pour 1 £ i , k, t $ p , on a : 

D V V - W l = 0 = û V V i + v ^ + i ^ ' J > 
donc (cf. lemme 10) : D ( [ a . , 3 ] ) - 0 - [ 9 . J ) J , 

m+s !^s<p 
d'où on déduit que les D , 1 $ s, t $ p , sont des constantes ; 

m+t 
D„ ( Tu, 3. + u ,3 . , 3 , 1 ) = [u, 3 . + u ,3 . , y D^fa 1 , 2VLki m+k m+i' m+kJ J L k i m+k m+i' . m+k m+sJ ' Us<p 

soit : - D0(3 .) = - Dm^ 3 • , 2 m+i m+k m+i 

d ou on déduit : D . = 0 si s ? î , D ,. = D . 
m+i m+i m+k 

On désigne par - K la valeur commune des D™*1̂  , 1 s i $ p . Le champ de 
vecteurs T du lemme 10 se réduit, d'après (3), à KZ|̂  . 
De ce qui précède et des lemmes 10, 11, 12, on déduit immédiatement que : 

LEMME 13.- L'application de Lj(U) dans LjdJ) : X -> D3(X) = D2(X) - K[z|^, x] 
= D(X) - [Zj,x] - [Z2,X] - [Z3,X] - K^Z^x] est une dérivation de Lj(U) telLe que, 

p̂ UT I * i , k * p, D3(3.) = [ Df \ + t , D3(uk3. + u 8 ) = J 0 ^ 3 ^ 
l$t$P l£t$p 

où leg Dm+t, D̂ T** ne dépendent que de Uj , . . . ,u , et D3(x) = 0 ppjir tout 
X e L(U) dont les composantes sur les 9p+£> 1 S £ £ m , sont des polynômes en les 
u^ , 1 $ i ^ m , de degré $ 3 . 

Pour 1 ^ i , k ^ p , on a : 

D3(£V 3k^ = 0 = [ ° 3 ( V ' 3 J + I>i« soit 3iDk+t " 8kDi+t = 0 pour 
1 S t S p ; i l existe donc, dans U, des fonctions C00 de Uj , . . . ,u , Dm+t > 

1 S t S p , te l les que 3.D = D T ' . Posons Z'3 = - [ \+t\+t > Z\ 6St 
Ut$p 

un élément de Lj(lJ) de type 3, et l 'application de Lj(lJ) dans ^(U) : 

X •+ D (̂X) = D3(X) - [Z3,X] est une dérivation de Lj(U) tel le que D^S.^) = 0 

pour 1 ^ i ^ m+p . 
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On peut encore poser 0 ^ 3 . + ^ 3 ^ . ) = \ ^ 3 ^ pour 1 * i , k < p, 

où les D™̂  ne dépendent que de Uj , . . . ,u ; puisque, pour 1 $ h £ p, 

D 4 ( [ 3 h , V i + V k 3 * ^ = ° = K , ^ 6fet3m+J » 168 , 1 f t < p , sont 
Ut<p 

des constantes. 
Pour l $ i , k , h £ p , o n a : 

. 3. + u . 3 . , u, 3. + u -3 = T D™ 3 ) -k î m+k m+i' h k m+h m+kJ ' i , kk m+ty Ut$p 
I 

lftïp 
hi m+t 

= c i ^ 9 J.^» " v 9 ! + u , 3 ,i~] + [u, 3. + u . 3 . , y m+t' h k m+h m+k-1 L k i m+k m+i ' . L 
l£t$p 

6m+t uhk 

on en déduit 

pour h + i = k , - l 2 ^ 3 „ = Dmrh3 . - 5 ^ 3 +. 
, f̂* hi m+t i l m+i hi m+i 

donc : 
hi 

= 0 pour t ^ i , 

puis 5m!h 
1 1 

= o , 

pour h * i , hi m+i hk m+i 
donc "m+i 

hi - "h" • 
Désignons par D, la valeur commune des constantes D, . et posons 

n hi r 
Z" = y D̂ 3 , ; Z" e LT(U) et est de type 3. Puisque, pour tout X € L(U) , 
3 , , h m+h 3 J 

Uh$p 
[Z^ + Z^, X] = 0 , la dérivation de Lj(U) : X-*D5(X) = D4(X) - [z^,x] = D3(X) -
- [Z^ + Z£ ,x ] est te l le que : 0^3^) = 0 pour 1 $ l $ p , ^ ( i i ^ + 1 1 ^ 3 ^ . ) = 0 
où 1 $ i , k $ p, D (̂X) = 0 pour tout X e L(U) dont les composantes sur les 
3 » , 1 S <£ £ m , sont des polynômes en les u. , 1 $ i $ m, de degré £ 3. p+£ i 
Soient 1 £ k , h , £, i £ p. Pour 1 s s £ m, on a : 

V O V W i + (uhUm+k+Vh\)3m+i^ " 0 - & s , V W i + ( V . A h V 3 . ^ ] ' 

donc les composantes de ^ ^ W ^ + ^uhum+k+Um+hUk^ 3m+î  SUr l e S 9 j > 1 * J * m+P 
sont constantes, d'après (7). 
De T y (u 3 +u 3 ) ,ii u, 3 . + (u,u . +u. u ,,)3 .1 = u.u,3. + (u,u . +u. u . )3 . , Lt L t t m+t m+t 9k h i h m+k k m+h m+iJ k h i h m+k k m+h m+i l^t^p 
on déduit que D5( W 9 £ + ( u h u m + k + \ u m + h ^ 8m+î  = ° ' °n 6n déduit que' pour 1 $ s * 

D5 ( t^ ' \ \u£9i+(VkV£+UkU£Um+h+UkUhUm+£)3m+J = 0 

= [3s, V V h V i + (um+kuhu£+uku£um+h+ukuhum+£)3m+i)], 

donc les composantes de D ^ u ^ . + ( VkUhVUkU£Um+h+UkUhUm+£) W Sur l e S 
3̂  , 1 < j £ m+p, sont constantes, d'après (7). 

m 
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De [ l («t3t+um+t3m+p,ukuhu£3. + (um+kuhu£+uku^um+h+ukuhum )̂3m+i] 

= 2(ukuhu£3.+(um+kuhu£+ukum+hu£+ukuhum+£)3m+i) , on déduit que 

D5(ukUhU£3i+(um+kWUkVhVWm+£) W = ° • 

Ainsi D̂ CX) = 0 pour tout X c L (U) dont les composantes sur les 3. , 

1 S j S p+m , sont des polynômes en les u^ , de degré $ 3. 

On en déduit comme à la fin de la démonstration du théorème 3, que, pour tout 

X e Lj(U) , pour tout x e U , D5(X)(x) = 0. 

On a ainsi montré que, si on pose Y = Zj + Ẑ  + Ẑ  + Ẑ  + Ẑ  , pour tout 

X e Lj(U) , D(X) = [K Z|d + Y, x] . 

LEMME 14.- K et Y sont uniques. 

Supposons que, pour tout X e Lj(U) , D(X) = [K Z ^ + Y,X] = [ K ' Z ^ + Y',x] 
où K et K1 sont des constantes, Y et Y1 e Lj(U) ; alors, pour tout X e Lj(U), 

où on a : 

[ ( K - m z ^ + (Y-Y'),X] = 0 ; 

On en déduit, pour 1 $ t $ m , puisque, d'après (3), [Z|u*̂ £-1 = 0 , que 
[Y-Yf,3^] = 0 , et donc d'après (7) que les composantes de Y-Y1 sur les 3^ , 
1 $ h $ m+p , sont des constantes. 

Pour l ^ i , k $ p , l < j < m-p , 1 < Z $ m , on a, d'après (3) : 

rZi .u . 3. + u 3 .1 = [z.TT,u«3 ^ . 1 = 0 , L |U k î m+k m+iJ L |U' l p+jJ ' 

donc [Y-Y' ,1^3. + um+k3m+i] = 0 = [Y-Y', u£3p+j] ; on en déduit que Y - Y' = 0 . 

Ensuite, pour 1 £ t $ p , on a , d'après (3) : [(K-K^Z^, 3m+t] 

= - (K-K')3 _ = 0 , donc K = K' . m+t 

I I I - CAS OU LE FEUILLETAGE EST UNE FIBRATION 

On suppose dans cette partie que W est fibrée sur une variété de base M 

de dimension p ; on note -n^ la projection canonique de W sur M , F la 

fibre-type, variété de dimension m-p . On considère un recouvrement (U ) . de M 
par des ouverts de coordonnées locales (Uj , . . . ,u ) , difféomorphes à des pavés 

de Hr , qui sont en même temps des ouverts de tr ivial isat ion du fibre W ; pour 

tout a e A , Û = ÏÏ«'(Ij ) est difféomorphe à U x F ; on considère ensuite un a 2 a a 
recouvrement (0o)o ^ de F par des ouverts de coordonnées locales (u u ) 
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difféomorphes à des pavés de ]Rm p ; on en déduit un recouvrement (U ) de U 

(resp. (Uag)£a g)e^xg ^e Par ^es ouverts de coordonnées locales difféomorphes 
à U x 0o et à des pavés de ]Rm , puis un recouvrement (U n = ir ^ (U .) , A a 3 l * a3 a3 (a,3)eAxff 
de V ; U est difféomorphe à U . x ]RP et à U x 0o x ]RP ; c 'est un "ouvert de 

a3 a3 a 3 
coordonnées locales ui»,,,»um+p adaptées" , qui, de plus, est adapté à la fibra-
tion ; on ne considérera sur V que des ouverts de coordonnées locales de ce type ; 

si ua8n V a - *0 >ON A DANS U„RN v « « <cf- <2» : 

(s: 

u l = fi(ui y oû 1 « 1 * p> up+j = V J ^ P + I ' " " ^ OÛ 1 * J * M_P ' 

u' . = y u 3, f. ou 1 g î g p , m+i , .'• m+k k l r ' l£k£p 

3i = i \ \ K + , Ï W i w ; + t °a 
l£k$p l$k,t$p 

9 . = T 8 .f . 3' . où 1 < j < m-p , 
P+J Uh^m-p P+J P+h P+h 

3 ,. = Y 3 . ^ 3 ' OÙ î ^ i s p . 
m+L , i k m+k 

De (7) et (8), on déduit qu'on peut définir, pour tout ouvert fi de V , l'ensemble 

Lt(fi) des champs de vecteurs X e L_(fi) tels que, pour tout ouvert U a de 1 J ap 
coordonnées locales adaptées vérifiant f l fi ^ 0 , x | u g O fi est du tyPe !• O11 
vérifie immédiatement que L.(fi) est une sous-algèbre de Lie de L_(fi) et que 

tout X e Lj(fi) s'étend canoniquement à ÏÏ o ïï(fi) et (ÏÏ2 o ÏÏ)~^ O (ÏÏ2 O ÏÏ) (fi) ; 
en particulier , si fi = (ÏÏ2 o ÏÏ) 1 o (ÏÏ2 O TT) (fi) , X est le relevé canonique dans 
fi d'un champ X sur ÏÏ2 o iT(fi) , ouvert de M. Lj(fi) = Lj(fi) ® L2(fi) $ L3(fi) . 

LEMME 15.- Soient fi un ouvert de V e_t X e Lj(fi). Pour tout x € fi, le germe  

en x de X est le germe en x d'un X' e L (̂V) . 

Soient x e fi, un ouvert de coordonnées locales adaptées tel les que 

x e , H une fonction sur M, à support compact contenu dans l'ouvert 
V 

ÏÏ- o ir(fi OU J C U = S Ï Ï O T T ( U ) , égale à 1 dans un voisinage de z = ÏÏ0 o ir(x) ; 
Z Otp CL Z Otp z 

a H correspond sur V une fonction H = H o ÏÏ2 o ÏÏ à support contenu dans 

(ÏÏ0 o ÏÏ)""1 o (ÏÏ0 o ÏÏ) (U . H fi) C (ÏÏ0 o ÏÏ) 1 (U ) H fi où z z a p z CL 1 

fij = (ÏÏ2 O ÏÏ) 1 O (ÏÏ2 O ÏÏ)(fi) , égale à 1 au voisinage de x . 

-1 v 
Soit X e L (fi) ; X s'étend à fi ; dans fi D (ÏÏ? O ÏÏ) (U ) , X s 'écri t : 

X= l ( X . ( u , . . . , u )3. + J" u .3.X.3 .) ; - i l ' P i , f̂  m+k k î m+i7 ' l£i£p Uk^p 
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X' = l (H X.3. + l u 3 (H X.)3 .) appartient à Lt(V) et coïncide 
l*Ûp 1 1 l$k*p m fc î m+i I 

avec X au voisinage de x. 

Soit X e Lj(V) ; son support <f> est de la forme (TT̂  o TT) 1 ($) où $ est un 

fermé de M ; on note Lj(V) l'ensemble des X e Lj(V) tel que $ est compact. 

THÉORÈME 5.- Lj(V) = [ l , (V) , L^V) ] , L^(V) = [ l^(V) , L^(V)] . 

V 
Soit, comme précédemment, un recouvrement ^a^ae^ ^e M Par ^es ouverts de 

coordonnées locales, qui sont des ouverts de tr ivial isat ion du fibre W ; on peut 
supposer les a adhérence compacte, difféomorphes à des pavés de HF , centrés 
à l 'origine ; d'après [3], théorème I. p. 17, i l existe un recouvrement ouvert de M, 
localement f ini , plus fin (U ) _ et une partition de I en une collection finie r v vel r 
de sous-ensembles I (y * l , . . . , r ) tels que, pour tout y, les ouverts où 
v e l sont deux à deux disjoints. Soit (0 ) _ une partition de l 'unité subor-y J v vel r 
donnée au recouvrement (U^). 

Soient X e Lj(V) et X = (TT2 O TT) ' (X) ; posons X̂  = 6̂ X ; le support de X̂  

est un compact $ de M inclus dans ; i l existe une fonction, C , sur M , 

, a support inclus dans et te l le que ^v|^ ~ ' » coinme est inclus dans 

un , ouvert de coordonnées locales (Uj , . . . ,u ) , on peut poser : 

X = Y X . ( u , , . . . . u )3. , et , pour 1 ^ i ^ p v .h v , i 1 ' ' p i ' v * l$i$p ' F r u. 
f x T . = 3 3. , Y . = 3 ( X . ( u . , . . . , u . . , t , u . . , . . . , u )dt)3. ; v , i v î v , i v J0 v , i 1' ' 1-1' i+l ' ' p 1 

v v >/ 
le support des T . , Y . , 1 £ î < p , est contenu dans U vv v , i v , i * * v > v 

On vérifie immédiatement que : 

X = Y [T . , Y . 1 
V l*i$p V>1 V'L 

(cf. la proposition 4 de A. Lichnérowicz [6], p. 366). 

Définissons X , T . , Y . , o ù 1 v< i ^ p , éléments de L. (V) , à 
v ' v , i _ | v v , i ' v ^ r » I »̂  ^ 

support dans = (TT2 O TT) (U^) , relevés canoniques dans V de X̂  , T̂  ^ , Ŷ  ^ 
respectivement, par leurs expressions en coordonnées (uj,...>um+p) dans 
U = (ÏÏ0 o TT) 1 (Û ) , (les coordonnées u u n'interviennent pas) : a 2 a p+1 m 

X = У (X . ( u , , . . . , u )Э. + У u . Э. X .Э .) 

T . - в Э. + У u x1 3, ß Э . , 
V'X V 1 1<k<n m+k k V m+1 
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Ui Ui 
Y . - (B X . ( . . . , t , . . . ) d t ) 3 . + Y u ,3,(6 X . ( . . . , t , . . . ) d t ) 3 . . 

v, i % J0 v, i i m+k k v J0 v,iV m+i 

On vérifie immédiatement que : 

X - I [T . , Y . 1 . 

Puisque, si v et vf e Iy , ^ 0 ^ = 0 , donc : O U , = 0 où 

Uv = ^2 ° ^ ^Uv^' Uvf = ^2 ° ^ ] ^v1^ 9 °n peut poser : 

X = y X , et pour l £ i < p , T . = y T . , Y . = 7 Y . y x v ' v v r > L v, i ' y, i LT v, i vel ' vel ' ' vel * 
u u it On a encore : 

X = y Pi . , Y . 1 , où les T . , Y . 1 $ i $ p , appartiennent 
y l^i^p y>1 y'1 y'x 

à Lj(V). 

Puisque (TT2 O TT) 1 (X ) = J (ÏÏ2 O TT) 1 (X v ) = £ X̂  , si on pose 
veL. vel 

X = y X , on a X = y X et donc X = J X ; ainsi 
veL. l^y<r H l^y^r H 

Uy*r l<:i<cp y,L M,L 

Lorsque X e L^(V), i l suffit de remarquer que le support de X (resp. X) 
ne rencontre qu'un nombre fini de (resp. U )̂ ; notons B la partie finie de I 
te l le que, si v e I - B , supp X 0 = 0 , alors : 

X - J [T . , Y . 1 , X = J" [T . , Y . ] . 

, V L V , l ' V,1J .4- L V , l ' V,1J 
veB veB 

THÉORÈME 6.- Soit X e L.(V) tel que le support de X soit contenu dans un ouvert 
8 vérifiant fi = (TT2 O TT) O (TT2 O TT) (fi). Alors X = £ [T^, Y J OÙ £ est une 

k k 
somme finie et les , Y^ e Lj(V) et sont à support inclus dans tt. 

Les notations sont les mêmes que dans le théorème 5,alors <j> C U 0 fi où 

fi = ÏÏ2 o ir(fi) ; on peut imposer que le support de soit inclus dans tt Ci U ;̂ 

alors, pour 1 s i $ p , les ^ et vv £ sont à support dans 0 fi ; puisque 

le recouvrement de (U ) _ de M est localement f ini , le recouvrement (U ) _ v vel ' v vel 
de V est localement fini et supp T . = W supp T . C fi , 

y'L vel v'x 
y 

supp Y . = l J supp Y .C tt ; dfoù le résultat . 
"•l vel 
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PROPOSITION 3 . - Pour toute dérivation D de Lj(V) et pour tout X e Lj(V) , 
supp D(X)C supp X ; toute dérivation de L (̂V) est locale. 

D1après les propositions 1 et 2, i l suffit de démontrer le résultat pour 

X e L.(V) ; soient X e L.(V) et w un ouvert tel que Xi = 0 ; posons 
1 I I U) 

fi = (ÏÏ2 o 7r) 1 o o TT) (O>) ; on a aussi X|^ = 0 . Pour tout x e tt , i l existe 

des ouverts fij et tt^ de V tels que fij H fi^ ~ 0 , 

^i = ^2 ° ïï/ ^ ° ^ 2 ° 77/4 ^ i ^ ' * = 1>2, SUpp XC" ftl ' X G ^2 ' dlaPrès le tnéo" 
rème 6 , on peut écrire X = £ [Tfc, Y J OÙ les Tfc , YFE e Lj(V) et sont à support 

dans flj ; puisque D(X) = £ (JD(Tk), Yfc] + [Tfc, D(YK)]) , on en déduit que 

D(X)|fi2 " ° ' PU1S D(X)|« = ° • 

THÉORÈME 7.- Lorsque le feuilletage sur W est une fibration, dim H^L (V)) = 1. 

Soit D une dérivation de Lj(V) ; pour tout ouvert tt de V , on a une 
dérivation induite D : L (fi) L (fi) : pour X e L (fi) , et x e fi , on pose : 

D^(X)(x) = D(Xf)(x) où X1 e LjW et coïncide avec X dans un voisinage 
ouvert de x ; (cf. lemmes 3 et 15) ; D^(X)(x) ne dépend pas de Xf d'après la 
proposition 3. 

Considérons maintenant un recouvrement (U n). rtX . _ de V par des ouverts 
aB (a,B)eAxB r 

de coordonnées locales adaptées ; d'après le théorème 4 , pour tout (a,B) e A x B 
i l existe Y . e LT(U .) , une constante K D tels que pour tout X e L_(U 0) , cxp J cxp otp J ap 
D (X) = [K Z, + Y ,X] ; comme D et D restreintes à 1) n C 

coïncident, Y 0 et Y . „, , restreints à U _ O U , sont égaux et aB a B aB a'B & 
K 0 • K . ol ; donc i l existe Y e LT(V) et une constante réelle K tels que 
aB a 3 J 

pour tout (a,B) e A x B ; Y \ - Y â et K = K 0 ; comme pour tout X e L_(V) , 
|Ua3 aB aB J 

DCX) , = D (X, ) , on a, pour tout X e L (V) : D(X) = [KZ + Y,x] . 
1 aB aB 1 aB 

IV - CAS DU TORE MUNI DU FEUILLETAGE PAR DES DROITES À PENTE IRRATIONNELLE 

Considérons dans ]R , muni des coordonnées canoniques (x,y) 9 le champ de 

vecteurs S = — + a — où a e l R - Q ; les courbes intégrales de S sont les 
3x 3y 

droites y = ax + K où K est une constante, les intégrales premières de S 

F(y - ax) où F est n importe quelle application C de I ou d une partie de ]R 
dans ]R , suivant que l'on considère des intégrales premières définies globalement 

2 
dans H ou localement. Par passage au quotient par la relation d'équivalence dans 
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2 . 2 H : (x,y) ^ (xf,yf) si x-x1 e 1 et y-y1 e Z , on obtient sur t un champ de 
vecteurs noté encore S ; ses intégrales premières définies globalement doivent 
être des fonctions F(y-ax), C°° , périodiques en y de période 1 , périodiques 
en x de période 1 ; F est donc une application C de ]R dans ]R dont le 
groupe des périodes est engendré par 1 et a e TR - Q ; on en déduit que F est 
constante. 

Sur W = T , on peut prendre comme coordonnées locales (uj,u2) adaptées au 
feuilletage Uj = y - ax , u2 = x où Uj e ] a ,b [ , u2 e ]c ,d£ avec 
b-a + |a|(d-c) < 1 ; alors (x,y) appartient à un parallélogramme. On en déduit, 
sur le fibre transverse V , les coordonnées locales adaptées (u^u^jU^) dans 
U = Ja>b£ x Jc>d£ x ̂  * on ne considérera dans la suite que des ouverts de coordon­
nées locales adaptées de ce type. 

Soient U et Uf deux tels ouverts tels que : U H U1 î 0 •, on a, dans 

U 0 Uf , Uj - uj = f , u^ - u^ ~ g , où f et g sont localement constantes, 

U3 ~ U3 ' c*onc 3i = 3J » ^2 ~ ^2 ' ^3 = ^3 ' °n a a^ns^ t r° is champs de vecteurs 
globalement définis sur V qui réalisent un parallélisme. On note encore S le 
relevé canonique de S dans V. 

On a : 

(9) 1 

( a = — , 3 = — + a — (= S) , J3 = 3 , J3 = J3 = 0 , 
3y Z 3x 3y 

v z = u333 • 

LEMME 16,- Soit H une application C°° de V dans ]R tel le que 32H = d^E = 0 
alors H est constante. 

00 

En effet, puisque 3̂ H = 0 , i l existe H application C de W dans H 
tel le que H = H o i ; de 32H = 0 , on déduit que S. H = 0 , donc que H est 
une intégrale première de S définie globalement sur W , donc une constante. 

Soit X e Lj(V) ; posons X = + X ^ + X ^ ; de (5) et (9) en consi­

dérant Y = 3̂  , puis Y - 32 , on déduit que 

3̂ Xj = ^2^2 ~ ^2^1 = ^ ' ^1^1 = ^3^3 ' 

d'après le lemme 16 , Xj est constante ; on en dé déduit 

33X3 = 0 ; dfoÙ 
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LEMME 1 7 . - Soit X - X^j + + X ^ ; X e Lj(V) si et seulement si Xj est 

constante, et et X̂  sont des applications de dans ]R, périodiques en 

x de période 1, périodiques en y de période 1 ; ainsi Lj(v) = R3j © L(V). 

Soit U un ouvert de coordonnées locales adaptées ; i l existe donc beaucoup de 
X e L (U) dont le germe en q e U n'est pas le germe en q d'un X' e L (V) . 
Notons L(U) la restriction de LT(V) à U ; L(U) est une sous-algèbre de Lie de 
Lj(U) ; d après le lemme 17, L(U) est la somme directe de ]R et de L(U). 

On vérifie facilement que : 

(10) [LjW, LJ(V)] C L(V) . 

PROPOSITION 4 . - Toute dérivation de Lj(V) est locale. 

Soient a) un ouvert de V et X e Lj(v) tel que = 0 ; posons 

X = XJ3J + %2**2 + ^3^3 ' puisque, d'après le lemme 17, X̂  est une constante, on 
a : X. = 0 , donc X e L(V) et d'après les propositions 1 et 2 , D(X)( = 0 . 

1 I (JÛ 
LEMME 18,- Toute dérivation D de_ L (V) induit, sur tout ouvert U de coordon- 
nées locales adaptées, une dérivation D de_ L(U) te l le que, pour tout X e L (V), 
D(X|y) = D(X)|y ; en particulier D | ^ ^ est une dérivation de L(U) . 

En effet, soient D une dérivation de L (V) et X e L(U) ; pour tout q e U, 
^ J 

posons D(X)(q) = D(X')(q) où X' e Lj(v) et coïncide avec X dans un voisinage 
de q ; si X" est un autre élément de Lj(v) qui coïncide avec X au voisinage 
de q, X" - X' est nul au voisinage de q et , puisque D est locale, D(X"-X') 
est nul au voisinage de q, donc D(X")(q) = D(X')(q). 

Soit X = XjBj + X232 + X333 e Lj(V) . 

Posons : 

Aj(x) = x1a3 

(H) ^ A2(X) = X233 

A3(X) = (32X2)83 . 

LEMME 19,- Aj, A2, A3 sont des dérivations de LjW qui ne sont pas intérieures. 

On vérifie facilement que Aj , A2 et A3 sont des dérivations de LjW • 

S'il existait Y = YJ3J + Y ^ + Y ^ e Lj(V) tel que, pour tout X e Lj(V) , 

Aj(X) = [Y,X] (resp. i) A2(X) = [Y,X] , i i ) A3(X) = [Y,X]) , alors on aurait pour 

X = 3j , puis X = 32 , puis X = 33 : 
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3jY^ = 1 , 92^3 ~ 33Y3 ~ ® ce qu*" est ^mPoss^^e d'après le lemme 16 ; 

donc Aj n'est pas intérieure, (resp. i) 8jY^ = 0 = 93Y3 > 32Y3 = " 1 > donc Y^ 

serait indépendante de y (et de u^) ; alors 92Y3 = ' raa^s l'équation 
dx 

dY3 
différentielle = - 1 n'a pas de solution en x périodique de période 1 ; 

dx 
donc Â  n'est pas intérieure. 
resp. i i ) ajY2 = 82Y2 = 33Y2 = 0 

31Y3 " 32Y3 = 33Y3 = ° 

donc Y2 et Y^ seraient des constantes ; puis pour X = sin 2TTX(32 + 3 )̂ on 

devrait avoir [Y,X] = 2TT COS 2TTX 3^ , donc 

2TT Y2 COS 2TT x = 0 , 

2TT Y2 COS 2TT X = 2TT COS 2TT X , 

équations en Y2 qui sont incompatibles ; donc Â  n'est pas intérieure). 

D'après les lemmes 12 et 19, dim H*(Lj(V)) > 4 , puisque Aj , A2 , Â  et 
X [z,x] sont des dérivations de !>j(V) linéairement indépendantes. 

THÉORÈME 8,- Soit D une dérivation de Lj(V) ; i l existe Y e Lj(V) , des  

constantes réelles Kj , K2 , , tels que, pour tout X e Lj(V) , on ai t : 

D(X) = [Y,X] + Kj Aj(X) + K2 A2(X) + K3 A3(X) + K4[Z,X] . 

Kj, K2, K3, sont déterminées d'une manière unique ; Y est déterminé à l 'addi­
tion près de Y333 où Y3 est une constante . dim Ĥ CL (V)) = 4 . 

1) Etudions d'abord l 'unici té . 
Si, pour tout X e Lj(V) , on a aussi 

D(X) = [Y',X] + K| Aj(X) + A2(X) + K3 A3(X) +-K¿[Z,X] , 

où Y' e Lj(V) , Kj , K2 , K3 , sont des constantes, on a, pour tout X e Lj(V) 

[(Y-Y'),X] + (Kj - KJ) Aj(X) + (K2 - Kp A2(X) + (K3 - K )̂ A3(X) + (K4 - K¿) [z,x] = 

Posons Y-Y' = YJ3J + Y232 + Y ^ . 

Pour X = 3j , on a : 

- 3jY232 - 3jY333 + (Kj - Kj) 33 = 0 
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donc Y2 est indépendante de y ; 

8Iy3 = KI - K ; 

donc Y3 = (Kj - Kj)y + h3(x) 

où h3 est une fonction de x périodique de période 1 ; puisque Y3 est périodique 
en y de période 1 , nécessairement Kj = Kj ; donc Y3 ne dépend que de x. 
Pour X = , on a : 

" 32Y232 " 32Y333 + (K2 " K2> 33 = 0 

donc 92^2 ~ ® et Y2 6St Une constante 
dY3 

32Y3 = K2 "" K2 ' so:'-t puisque Y3 ne dépend que de x , —- = - ; 
dx 

comme Y3 doit être périodique en x de période 1 , on a : = et Y3 est 
une constante. 

Pour X = 83 , on a : 

- (K. - K!)3Q = 0 , donc K. = K! . 4 4 J 4 4 

Pour X = sin 2ir x 3^ on a : 

2TT Y2 cos 2IT x 32 + 2TT COS 2TT X (K3 - K^)33 = 0 , 

donc Y2 = 0 et K3 = . 

Pour X = sin 2TT y 32 > on a : 

2TT YJ COS 2TT y 32 = 0 , donc Y] = 0 . 

Comme , pour tout X e L j W » [jY^3^,x] = 0 la constante Y3 est arbi t ra ire . 

2) Démontrons l'existence de Y e Lj(V) , Kj, K2, K3> . 

Soient U et U' deux ouverts de coordonnées locales adaptées ,u2,u3^ et 
(u!,u«,u') te ls que U 0 U1 + 0. D'après le lemme 18, D induit sur U (resp. U') 

/\, ^ % ^ 
une dérivation D (resp. D') de L(U) (resp. L(U')) dont la restrict ion à L(U) 
(resp. L(U')) est une dérivation de L(U) (resp. L(U')). D'après le théorème 3, 

i l existe Zj, Z2> Z3 e Lj(u) , de type 1,2,3 respectivement, A et T tels que, 

pour tout X e L(V) : 

D(X)|U = Ô(X|D) = [ Z , , X|U] + [Z2> X|O] + [ z 3 , X |U] + A(X|U) • [T, X|U] 
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ou A(X2(u1>u2)32|u) - (32X2) A , 

A(X3(u1,u2)33|u) = 0 , 

T - B u383|u , 
00 

où A et B sont des applications C de U dans K. telles que 
82A = 83A = 32B = 33B = 0 (resp. Zj, Z£, e Lj(u') de tvPe 1>2»3 respectivement, 
A1 et T' tels que, pour tout X e L(V) : 

D(X)|uf = D'(X|ut) = [zJ ,X|ut] + [ z £ , X|uf] + [ z ' , X|uf] + A'CX^,) + [T' , X ^ J 

ou Af(X^(uJ,up82|ut) = (32X2) A' 93|uf , 

A,(x^(u;,up93|Uf) = 0 , 

T? = B' u3 33|u' • 
où A* et Bf sont des applications C de Uf dans 1R tel les que 
32Af = 93Af = 92Bf = 93Bf = 0). 

Compte-tenu des résultats d'unicité du théorème 3, Zj|y 0 u' = Zl|U OU' ' 

Z2|U nu* = Z2|U O Uf ' A|U OU' = A|u O Uf 9 B|U Ou* = B|U Ou'5 11 existe donc 

Zj et Z2 e Lj(V), Zj = h 9j > z2 = k(x,y)92 où h est une constante, k une 

°° 2 
application C de H dans 1R , périodique en x et en y de période 1, des 
applications C°° de V dans 1R , K3 et tel les que : Zj|y = Zj , |y = Z2 , 
K0iTT = A , K. 1 = B , 90K0 = 9_K0 = 9„K, = 90K, = 0 ; d'après le lemme 16, K0 et 31U ' 41U ' 2 3 3 3 2 4 3 4 » r ' 3 

sont des constantes ; la dérivation A de L(U) est la restriction à U et 
L(U) de la dérivation de ^ (V) : K̂ Â  ; le champ de vecteurs dans U : 

T = u3̂ 31u 6St J"a restr^ct^on à U du champ K^Z. On en déduit que : 

LEMME 20.- L'application Dj de L (V) dans Lj(V) : X -> Dj(X) = D(X) 
- [Zj + Z2,X] - K3 A3(X) - K4[Z,X] est une dérivation de Lj(V) tel le que, pour 
tout X e L(V) , pour tout ouvert U de coordonnées locales adaptées : 

D , ( X ) I d = [ z 3 , x | D ] ; 

donc, d'après le lemme 17, on peut poser : 

Vg2(x>y)32) = Ei<x,y) g2(x>y)33 > 

D1(g3(x,y)33) - 0 , 

W = D131 + D?32 + Dl33 
1 2 3 00 2 où Dj est une constante, g2, g3> Ej, Dj, Dj sont des applications C de H 

dans ]R , périodiques en x et en y de période 1. 
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De D j C ^ . a J ) - Dj(0) - 0 - [D|9J + Dj32\+ , 3 ^ + , E1(x,y)33] 

on déduit : 

(12) 32Dj = 0 ; 3JEJ = 3 ^ . 

2 2 Puisque 3gDj = 0 , d'après le lemme 16, Dj est une constante. 

Dans tout ouvert U de coordonnées locales adaptées (u.,u«,u~), on a, 
d'après la proposition 4 et le lemme 18, pour la restriction Dj de Dj à U : 

i) 3 ,([3,|D , u232|u]) = 8,(0) = o 

" &131|U + DÎ32|U + D133|U ' U232|J + &l|u ' U2 El |U83̂  ' 
2 

d'où on déduit, d'après (12) : Dj = 0 ; 

i i ) V i > l | U ' U132|U >̂ " S1(32|U> " W | U = E1|U33|U 

= £D!31|U + D?33|U » U132|J + i l |U ' UlEl|U33|№l 

d'où on déduit : DÎ = 0 . 

fy 3 Posons A~(x,y) = D.(x,t) dt - y K. où K. ô j i D (x,t) dt ; A (x,y) 
0 

est périodique en x et en y de période 1 ; donc = - A-̂ 3̂  est un élément de 

Lj(V) et : 

LEMME 21 . - L'application D2 de Lj(V) dans LjCV) : X -> D2(X) = Dj(X) - [z^ , x] 
est une dérivation de Lj(V) te l le que : 

D2(3j) = Kj33 , 

D2(g2(x,y)32) = g2(x,y) E2(x,y)33 , 

D2(g3(x,y)33) = 0 

où Kj est une application C de 1R dans ]R indépendante de y, périodique en 

x de période 1 et où S2'^3,E2 sont Périodiques en x et en y de période 1. 

De D2([3j,32]) = 0 = [Kj33,32] + [3J, E ^ ] , on déduit : 

(13) 3jE2 - 32Kj . 

dKl 
Puisque Kj est indépendante de y , 3 ^ « et (13) s 'écr i t : 

dx 
3E2 dKj dKj 

= , donc : E2 = y + e2(x) 
3y dx dx 
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où e2 est fonction de x seulement, périodique de période 1 ; puisque doit 
. . . . dKi 

être périodique en y de période 1, nécessairement : = 0 ; donc K. est une 
dx 1 

constante et est une fonction de x seulement, périodique de période 1. 

Posons : B3(x) = j E2(t) dt - x K2 où K2 = | E 2 ^ dt ; B3 est 

indépendante de y, périodique en x de période 1 ; donc - - est un 

élément de Lj(v) et : 

LEMME 22,- L'application DQ de L_(V) dans L_(V) : X -+ DQ(X) = D.(X) - K.A.(X) ft ——————— j J J j Z II 

-[Z3»x] est une dérivation de Lj(V) tel le que : = K2A2 . 

Si on pose Y = Zj + Z2 + Ẑ  + Ẑ  , on a ainsi montré que, pour tout X e Lj(V) : 

D(X) = [Y,X] + KJAJCX) + K^CX) + K3A3(X) + K^CX) . 

V - dj-COHOMOLOGIES DE FORMES DIFFÉRENTIELLES. 

On revient à la situation générale où W est une variété munie d'un feuille­

tage de codimension p et V le fibre transverse. 

Comme, dans [5] on déduit de (4) que (X,Y) + {X,Y> = [x,JY] + [JX,Y] - J[X,Y] 

définit une structure de H-algèbre de Lie sur le H-espace vectoriel des champs 

de vecteurs sur V. 

A toute k-forme w sur V , on associe la (k+1)-forme sur V définie par 

sa valeur sur k+1 champs de vecteurs : 

(d o>) (X , . . . , X ) = l (-1)1 J X . o)(X , . . . , X . , . . . , K ) 
0*i$k 

+ l (-l)1+j U)({X X }, X , . . . , x ,x , . . . , x ) 
0*i<j*k i j o i j k 

où ~ signifie l'omission. 
2 

On sait d'après [5] que d^ est une dérivation de degré 1 et que d^ = 0 . 

Notons pour 0 S k , A le faisceau des germes des k-formes co sur V , à 

valeurs scalaires, tel les que u)(Xj,... ,X^) = 0 dès que l'un des X̂  e Ker J , A 
le faisceau des germes de fonctions f sur V telles que d^(f) = 0 . 

Pour tout ouvert fi de V , notons A (fi) (resp. A(fi)) le module des sec-
k 

tions de A (resp. A) au-dessus de fi. De (4), on déduit immédiatement que, 

pour tout k, 0 $ k $ p-1 : 

dj(Ak(fi))C Ak+1(fi) . 
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k Soit U un ouvert de coordonnées locales adaptées ( u . , . . . , u _ ) ; oo e A (U) 1 m+p 
s 'écr i t , pour 1 $ k £ p : 

u B ; u. . du. a . . . a du. 

où £ est une somme finie et i^ e {!,. . . ,p} , pour tout j , 1 $ j $ k ; 

f e A(U) est fonction des coordonnées u . , . . . , u seulement, c 'est-à-dire qu ' i l 
~ >s 1 m 

existe f fonction sur U = ir(U) C W te l le que f = f o TT^ . 
d . 

On définit , pour k = 0 , H°(V) = Ker(A°(V) — ^ A (V)) , 

pour 1 « k « p . Hk(V) = Ker(Ak(V)^Ak+1(V)) 
J k-1 dT k 

Im(AR *(V) AK(V)) 
On a : Hj(v> = AW = {f o ir , f l 'application C°° de W dans ïïO , 

donc : dim^HjCV) = + «, . 

Si W = ]Rm = 1RP x Hm""P muni des coordonnées ( u . , . . . , u ) où les feuilles sont 
déterminées par u^ = constante, 1 £ i £ p , alors V = JK? x ]R P x ]RP muni des 
coordonnées adaptées ( i i j , . . . ,11^,.. . ,um ) ; on sa i t , d'après [5], que : 

THÉORÈME 9.- Pour k , 1 £ k $ p , toute forme o> e Ak(Rp x ]Rm p x ]RP) , dj-fermée, 

est dj-exacte ; donc 

Hj(RP x 3Rm"P x ]RP) - 0 , 1 * k * p . 

On en déduit dans le cas général : 

COROLLAIRE.- Toute forme u) e Ak(V) , 1 < k * p , qui est dj-fermée est localement 

dj-exacte. Ainsi : 
d d d d 

(14) 0 —• A - î - A° - i A1 - i - . . . Ap - i * 0 , où j est l ' inclusion , 

est une résolution fine du faisceau A et la cohomologie à valeurs dans A est  

isomorphe à la dj-cohomologie. 

Considérons un recouvrement (Û ) de W par des ouverts de coordonnées locales 
adaptées au feuilletage, difféomorphes à des pavés de ]Rm , (U ) T un recouvrement 
ouvert de W, localement f in i , plus fin (ev)veI une parti t ion de l 'uni té subordon­
née, (uv)vej Ie recouvrement correspondant de V , (8 = 0^ o fOyel la par t i t ior 
de l 'uni té sur V. On a, pour tout v e I , dj&v - 0 • 
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Soit a) e A (V), 1 < k < p, d -fermée ; pour tout v e l , wiy est 
k-1 V 

dj-fermée ; d'après le corollaire, i l existe e A (U )̂ te l le que 
ut = d a ; donc 8 = d J (6 v , y ov> ; on peut étendre à V tout 

' v v v v 
entier en prolongeant par 0 ; on obtient un élément, noté encore ô

v

a

v > d e 

A k _ 1(V) ; donc (O - ( X 6 )CO - I (eVCO) = I D J ( E

V

A

V ) S D J < I E

V « V } D F ° U : 

vel vel v v 

THÉORÈME 10.- Pour tout k , 1 <: k $ p : Hj(V) - 0 . 

C'est un cas particulier de la proposition 5 de [l] . 
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