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D. LEHMANN

STRUCTURES DE MAURER-CARTAN et TG-STRUCTURES

II : ESPACES CLASSIFIANTS

D. LEHMANN (Lille)

1. INTRODUCTION.
Soit A une R-ADG, (algébre différentielle graduée commutative). On appel-

lera A-structure (de Maurer-Cartan) sur une variété différentiable V 1la donnée

d'un IR—ADGC morphisme w : A »> QDR(V), et on appellera concordance entre 2

telles structures W et w, la donnée d'une A-structure & : A - QDR(V x 1)

(od I = [0,1]) induisant w, et w par restriction 3 V x {0} et V x {1}.

1
On dira plus généralement que 2  A-structures w, et w; sont concordantes si
elles sont équivalentes pour la relation d'équivalence engendrée par 1'existence

d'une comcordance.

EXEMPLE PRINCIPAL : Rappelons ([1]) que si 6 : A »> Qp(W) désigne une A-

structure de Maurer—Cartan sur une variété différentiable W, et si Te désigne
le pseudogroupe des germes de difféomorphismes de W qui préservent 6, toute
Fe—structure €~ sur une variété V induit une A-structure de Maurer-Cartan sur
V, et deux Fe—structures c” concordantes au sens de Haefliger induisent des
structures de Maurer-Cartan concordantes au sens ci-dessus, d'ol une transformation

naturelle
N IR AR

de 1'ensemble des classes de concordance de Fe—structuresdans 1'ensemble des clas-
ses de concordance de A-structures, qui implique que la classification des A-
structures fournit des résultats, au moins partiels et parfois complets, sur la

classification des Fe—structures.
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STRUCTURES DE MAURER-CARTAN

Nous nous proposons d'expliciter les différents éléments du diagramme commu-
tatif ci-dessous, d'&tudier 3 quelles conditions les fléches de ce diagramme sont

bijectives, et d'en déduire certaines conséquences.

A [
L0 =5 L0 = B O], W]y <& A7)y
$

[a,4,5" W] ;

o
Y
[A,AmS (V)] 1 — [A’Aoos (V)] 1I

By

Mu v (4,855 N)] ufo_ (4, 7] III—L[A’ARKQ(WQ)] II1

sy 8 B

U

[5 (V) , K (0] (kg (M) K5 (A1)

" |I-

[v,8r] ie—» [v,8'a] [V,BA] — [|sv],BA] < [VQ,BA]

2. DEFINITION DES ELEMENTS DU DIAGRAMME.

La partie supérieure gauche du diagramme, délimitée par le rectangle en
pointillé, est réservée au cas oi V est une variété ¢’ (on note alors Sw(V)
1'ensemble simplicial des simplexes singuliers différentiables). Le reste du dia-
gramme est valable pour tout espace topologique V : S(V) désigne alors l'ensemble
simplicial des simplexes singuliers de V, et o 1la fléche induite par 1'inclu-

sion simpliciale naturelle a, ¢ Sw(V) > S(V).

Notant 2 la catégorie des ensembles simpliciaux, et k-ADG , (k =Q ou R)
la catégorie des k-algébres différentielles graduées commutatives, on note
Kk ¢ k-ADG, ~ Z et A: : Z *> k-ADG, les foncteurs définis par Sullivan
(cf. par exemple Bﬂ)

K@ = Hom g (Ko (8))
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D. LEHMANN

* *
et Ak(K) = Homz (K,Ak(é))
* . . s .
ol Ak(é) désigne la k—ADGc simpliciale telle que (A:(é))n = A:(An) (algébre
des formes différentielles sur le simplexe type An, 3 coefficients k-polynomiaux
par rapport aux coordonnées barycentriques de An), les opérateurs de face et
dégénérescence étant les plus naturels. Ces 2 foncteurs sont adjoints 1'un de

1'autre : on note B 1la bijection associée :

B : Homk_ADGc(X,Ak(K))

passe aux classes d'homotopie.

HomZ (K,Kk(X)) qui, rappelons le,

On définit de méme le foncteur A _(°) : X + R-ADG, en remplagant, dans la
définition de ﬁR(.)’ la R-ADG, simpliciale ﬁR(é) par la R-ADG simpliciale
P _ n S n
QDR(é) définie par (QDR(é))n = QDR(A ) (algébre de de Rham sur A"), et on notera

Y la flé&che induite par 1l'inclusion naturelle
. (SN
Yo t @ o &)

Si V est une variété Cm, § = QDR(V) -> Am(Sw(V)) désignera le quasi-
isomorphisme naturel.

L'inclusion naturelle 00 : R(t,dt) - QDR(I) induit une application
{1/ EA’XJIII > EA,X]II entre les classes d'homotopie de morphismes w : A -~ X

de R-ADG . obtenues respectivement en factorisant a travers X ® R(t,dt) et
R
X9 QDR(I) .
R
De méme, les inclusions naturelles

¥t ALS(N) 8 (D > A(S(V X D) et
R
Yo (V) ® (1) - (VxI) si V est une variété Cw,
T © T > Ty

induisent des applications notées Y : EA,Am(S(V))]II - EA,AmS(V)]I (resp.

= \J 3 .
[A,QDR(V)]II > [A,QDR(V)]I <f;(v)) entre les classes d'homotopie de morphismes
A - Am(S(V)) obtenues respectivement par factorisation a travers Aw(s(v))gQDR(I)
et Am(S(V x I)) (resp. si V est une variété Cm, entre classes d'homotopie de

morphismes A - QDR(V) définies par factorisation @ travers QDR(V) ® QDR(I) ou

QDR(V x I).
Soit oo Z + Top 1le foncteur réalisation géométrique de Milnor, adjoint
3 gauche du foncteur S(.) : Top -~ Z . Posons :
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STRUCTURES DE MAURER-CARTAN

BA = IKR(A)|

et rappelons (cf. par exemple May [6]) que 1l'adjonction précédente passe aux clas-
ses d'homotopie, que la transformation naturelle € ¢ 1.8 - S|.| induit des
équivalences d'homotopie, ainsi que €, ¢ Is¢)| » lTop aprés restriction aux es-
paces ayant le type d'homotopie d'un CW-complexe. On en d&duit en composant 1'Equi-
valence d'homotopie SBA LN K!R(A) avec 1'adjonction [|K|,BA] = I:K,SBA], que
toute fléche |.| : [K,KR(A)] + [|k|,BA] est bijective.

Soit ’77Q 2. AQ(S(V)) un modéle minimal rationnel de V (’77762) est une

Q-ADGC , bien définie 3 isomorphisme prés, et O un Q-quasi-isomorphisme,
c'est-a-dire un homomorphisme induisant un isomorphisme en cohomologie, bien défini
i III-homotopie pré&s une fois fixé 1'isomorphisme induit en cohomologie. Rappelons que

"78 = 7702 glR est alors un modéle de QDR(V) ¢ il existe un R-quasi-isomorphisme

est alors un modéle de QDR(V) : il existe un R-quasi-isomorphisme
P Mg > QDR(V) bien défini & III, donc a fortiori & II-homotopie prés, une fois
1'isomorphisme induit par ¢ en cohomologie fix& par le choix de la classe d'homo-
topie de ©. Rappelons que ’”)Q est aussi un Q@Q-modéle minimal de A K (’7)70) et
qu'il existe un @-quasi-isomorphisme naturel T : WIQ > AQKQ(’V')Q), bien défini a
III, donc & II, homotopie prés. On note encore T : 47|R - %(KQ(WQ)) le IR-quasi-
isomorphisme obtenu aprés passage aux réels. Posons enfin VQ = IKQ('"IQ) |-
[Si 1'espace topologique V est nilpotent et a une cohomologie rationnelle de di-
mension finie en chaque degré, 7712 a un nombre fini de générateurs en chaque degré
VQ a méme type d'homotopie que le @Q-localisé de V, et les générateurs de VQ
s'interprétent comme &léments de Hom(n*(V),Q). Mais les définitions ci-dessus ont
un sens méme si l'espace V n'est pas nilpotent : cf. Halperin ([3] )].
L'homomorphisme o : ’"’Q -+ AQ(S(V)) induit d'autre part KQ(O) : KQAQSV +KQ470.

La transformation naturelle 14 + KQA associée 3 1'adjonction entre KQ et A

Q

fournit d'autre part une fl&che SV -+ KQAQSV qui, composée avec KQ(U),

fournit

.o

U sv. - KQ’WQ

d'od |p| : |sv|] - Vo
[V,Bl“e] 1'application bijective de classification des

llll

Notons u :«fe(V)
Fe-structures par le classifiant de Haefliger ([4]). D'autre part, le foncteur
D,AWS(.)]I : Top >~ Ens est représentable, d'aprés le théor&me de Brown ([5]), au
moins aprés restriction aux espaces V ayant le type d'homotopie d'un CW-complexe.

Notons B'A un représentant de ce foncteur et v : |:A,AmS(V):|I > I:V,B'A] 1'appli-
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cation correspondante de classification (bijective si V a le type d'homotopie d'un
CW-complexe) : Ae est représentable, par une application continue BI‘e + B'A.

On vérifie sans peine, par construction, la commutativité de tous les carrés de
ce diagramme.

3 - CAS D'UNE ALGEBRE A NILPOTENTE.
La R-ADG
c

A est dite nilpotente, si elle est libre et isomorphe au produit
tensoriel gradué d'une algébre minimale et d'une algébre contractile A =M 8 C

(avec différentielle produit : dA = dM 81 +18 dC). R

ESullivan a démontré que si A est libre en tant qu'algébre graduée, elle est

automatiquement nilpotente d&s lors qu'elle est l-connexe (Hl(A) = O)J .

Théoneme 1.-

Si 1'algébre A est nilpotente,
(i) B'A a méme type d'homotopie que BA = |1SRA| .
Gi) <,

R

[V,BA] pour toute variété V.

(iii) [v,BA] = [VQ,BA] pour tout espace V ayant le type d'homotopie d'un CW-
complexe.

—

On rappelle le

Lemme. -
Supposons 1'algébre A nilpotente.
(i) pour toute 1R—ADGc X, les flaches Y : [A’X]III > [A,X] 11 sont bijecti-

ves (c'est-3-dire que les III-homotopies et les II-homotopies coincident).

(ii) pour tout espace topologique V (resp. toute variété différentiable V)
v: [AASW]; » [AASWM]] (resp. ¥ i [AQ,(N] > [A,2,(N]) est bijec-
tif (c'est-3a-dire que les II et I-homotopies coincident).

(iii) tout quasi-isomorphisme f : X >~ Y entre R-ADGC induit une bijection
(A8 ypp > Ay -

Démonstration du théondme : Toutes les fléches Y et ¥ du diagramme sont

bijectives d'aprés les parties (i) et (ii) du lemme-ci dessus. Les fl&ches a, vy, &,
p, 0 et T sont bijectives d'aprés la partie (iii) du lemme. La fléche B est
toujours bijective, en tant qu'adjonction, donc p = BOT-IB-I et |u| aussi.
D'autre part, si V a le type d'homotopie d'un C W- complexe (ce qui est le cas
de toute variété), v est bijectif, et |SV| =V est une &quivalence d'homotopie

(e est bijectif) : on en déduit une transformation naturelle bijective
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STRUCTURES DE MAURER-CARTAN

e_l|. IB(I,[ly)-l‘!’_lv-l de [.,B'A] dans [.,BA] aprés restriction aux espaces V
ayant le type d'homotopie d'un C W~ complexe : c'est-3-dire que BA v B'A. Toutes
les fl&ches du diagramme, sauf peut étre Xe, sont donc alors bijectives, d'ol le
théoréme.

Conollaine. -

Si A est une algébre nilpotente, et V une variété Cw, .<fk(V) ne dépend
que du type d'homotopie rationnelle de V [pn appelle ainsi le type d'homotopie
de V_, ou la classe d'isomorphie de Oyb s que V soit ou non un espace nilpo-

tent] .
e

Théoneme 2.-
—

Si A est nilpotente, BA s'obtient & partir d'un point par une suite de fi-

brations principales images réciproques de fibrations de Serre
K{@®R,n) > PK(R,n+l) - K(R,n+l).

En particulier, si A est minimale et admet un systéme de générateurs

™= 0 Y . Wn(BA) = HOQR(Yn,R) pour n 3 2, et W](BA) est le groupe de Lie

nal (groupe discret)

nilpotent (muni de la topologie discré&te) associé & 1'algébre de Lie nilpotente R-
duale de Yl. La tour de Postnikov de BA se lit sur la structure minimale de A
comme pour les espaces rationmels.

Si A est nilpotente non minimale, on a plus généralement
n, %
nn(BA) = Ho%R(H (Y ,39),R) pour n 3 2

tandis que ﬂl(BA) est le groupe de Lie nilpotent l-connexe muni de la topologie

discréte) associé 3 1'algébre de Lie nilpotente R-duale de HI(Y*,B), 9 désignant
la différentielle -+ Y B - Yn+1 + ... induite sur les générateurs de l'algébre
libre A =L( ® Yn) par la différentielle de A.

n3l

Supposons d'abord que A = (ﬂﬁ(Y),d = 0) est l'algébre graduée libre engen-
drée par un [R-espace vectoriel Y concentré en dimension n, avec différentielle
0. On a alors KR(A) = HoqR(Y,anR(é)), qui est en particulier un groupe abélien
simplicial. On a, en outre, une suite exacte courte de groupes abéliens simpliciaux

(donc une fibration de Kan) :
0 Homy (¥, (8)) > Homy (¥,40(8) ~  Homg (v,2"* !4 (4) >0 .

Puisque ﬁ;(é) est un espace vectoriel simplicial acyclique, la suite exacte d'ho-

motopie de la fibration de Kan ci-dessus permet de démontrer, par récurrence sur n,
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D. LEHMANN

que ]KR(A)I = BA est un espace d'Eilenberg-Mac Lane K(f¥,n) (Y‘ = R~-dual de Y),
d'oli le théor&me dans ce cas particulier.
Dans le cas général, A s'obtient a partir d'une algébre du type précédent par

une suite d'extensions principales

- R R -
L B (Aa = R L (Ya)) > @y (0),d=0)
a o a
n_+1

~ [¢] P . . . .
ol 'l‘Ol H ch > Z (A ) décrit la restriction 3 Y de la différentielle de A .
a1 o o

On a donc une somme amalgamée

R _ R =
(Ln (Ya),d—o) (Ln (Ya),d—o)
o o
Aa+l « contractile
b
T
o R
Ay - @y 414 =0,
o
que le foncteur B = |KR(.)| , qui admet un adjoint du "bon" cété, transforme en un
produit fibré
* *
K(Ya’na) K(Yu’na)
BA 41 -~  contractile
} b |
o *
BAa > (KYoc’noH]) ,

d'oll la premiére partie du théoréme.

Si A est minimale, la suite de fibrations ci-dessus est alors exactement la
tour de Postnikov de BA.

Si A=M®C avec M minimale et C contractile, onsait - d'apré&s Sullivan -
que les indécomposables de M forment un espace vectoriel gradué isomorphe &
H(Y*,B) si Y' constitue un systéme de générateurs de A. Puisque B(M8C) v BMXBC

et que BC est contractile, on en déduit la fin du théoréme.

Remarque : Le théoréme 2 permet une description compléte des groupes d'homoto-

pie de BA 1lorsque A est nilpotente. Il faut prendre garde cependant que la coho-
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STRUCTURES DE MAURER-CARTAN

N ¥
mologie, méme réelle, de BA est tr&s compliquée (on ne connait pas H (K®,n),R)).

Exemples :
1) si 0 : C*(g{) -> QDR(G) désigne 1'inclusion, dans les formes différentiel-
* ez . .

les d'un groupe de Lie G, de 1'algébre A = C (Jf) des formes différentielles in-
variantes 3 gauche (cochaines scalaires sur la R-algébre de Lie de G),
Haefliger a démontré [ﬁ] que 1'on peut prendre pour BFe 1'espace total G d; EG,
du fibré de fibre G associé au fibré principal universel EGd - BGd de
G muni de la topologie discréte. Mais, ici, on sait que Fe-sttuctures et structures
de Maurer-Cartan coincident, de sorte que 1l'on a encore :

*
BC (gy) ~ G X EG, .
G d
d

Si le groupe G est contractile, on en dé&duit :

Bc*(gz) = K(G,,1)

4 @ alors méme type d'homotopie que sa base : lorsque g7 est une algé-

bre de Lie nilpotente, on retouve ce résultat comme cas particulier du théor&me 2.

car G X EG
Gq

(Par contre, si G n'est pas contractile, BC*(g) # K(G,,1), bien que A = C*(g)
soit encore une algébre libre, ce qui prouve que 1'hypoth&se de nilpotence, dans
1'énoncé du théoréme 2, pourrait - au mieux - &tre remplacée par une hypothése de
résolubilité.

2) Pour A= H (s*T* R),d = 0) = (A, .1 (E),dE = 0), on obtient

BA v K(R,2r+1) .

Lorsque 1l'algébre A n'est pas nilpotente, on peut cependant s'y ramener grace
au
Theoneme 3.-
Soit p : A > A un R-ADG, morphisme tel que Ker p n'ait pas d'éléments
en dimension < N. L'application naturelle p"E : 1fk(v) > <fk (V) est alors
1

bijective si dim V € N-2
surjective si dim V = N-1.
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En particulier p induit un homomorphisme

Bp,_ nn(BA) - nn(BAl) qui est

*

{ bijectif pour n € N-2

surjectif pour n = N-1

*
En effet, Hom(A,5, (V) —F Hom(A,% (V) est bijectif pour dimV <N,

tandis que Hom(A,QDR(V x 1)) *’Hom(Al,QDR(V x I)) est bijectif pour dim V+I < N,

d'oli le théoréme.

Exemples :

1) A= Q{“(s2r

R),d =0 = (,.(8), , .4 = 0.
: €
On peut alors prendre pour A, le modéle minimal réel de Szr, avec N = 4r-1:

1

Ap = 8,,(0) 81, () , dE=0, dn = .

pour r 3 2, ﬂZr(BA) = R

ﬂi(BA) 0 pour i # 2r, 1 < 4r-2

pour r =1, ﬂl(BA) =0,

et il existe une surjection ﬂz(BA) -+ R.

2) A= @*(pr(m) ,R),d = (D = (SZ(E)/EI_H,dE = 0> : on peut prendre pour A

r+l

le modéle minimal réel <§2(€) <] A2r+l(n), df =0, dn=¢ de Pr(t), avec

N = 2r+l. On en déduit :

pour r 3 2 ﬂZ(BA) R

Wi(BA) 0 pour i #2, icg2r.

: on peut alors prendre pour Al 1'algébre

3) A=A (8) 8 &,(dE)
2
1 /(dg)r+l
nilpotente
1, (E) B S,(dE) 8 A, . (M), dn= @D
@, 2 2r+1t s €N F )
avec N = 2r+l. Comme cette algdbre est un modé&le réel de S2r+l (qui refléte la

fibration de Hopf), on en déduit

[: ﬂi(BA) =0 pour i< 2r.-
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Remarque :
Dans tous ces exemples, Pe = Fe o quand on prend pour 6 : A *>QDR(W) les
morphismes suivants :
exemple 1 : W = variété orientable 6(£) = forme volume sur W
de dimension 2r
exemple 2 : W = variété symplectique 6(E) = forme symplectique
sur W
exemple 3 : W = variété de dimension 2r+l 06(£) = forme de contact
admettant une structure de sur W
contact

(Plus généralement, Fe =T chaque fois que Im 6 = Im 6.p, en particulier

6.p
pour p surjectif).

Conjectune : BFe ~ BA dans chacun des 3 cas ci-dessus. Cette conjecture se
justifie par le fait que les notions de Fe-feuilletages et A-feuilletages de
Maurer-Cartan coincident alors, comme il résulte immédiatement de thé@orémes de
Darboux (cf. Proposition du § 2 de [ﬂ) Elle est vérifiée si A = C*(y) pour
toute [R-algébre de Lie . Il n'y a, par contre, aucun espoir pour qu'elle soit

vérifiée dans le cas général.

4 - RETOUR SUR LA RATIONNALITE (cf. [1], § 3).

Supposons que A = soit le mod&le minimal réel d'une variété W, et que
PP q ) q

0 ”VR *—QDR(W) soit maintenant un quasi-isomorphisme, rationnel au sens suivant :
N .
(Swoe on (Ow () IR)

Dans le diagramme ci-dessous (toutes les notions de I, II et III-homotopies
coincident, puisque A est minimale ; les hypothé&ses des théorémes 1 et 2 sont
vérifiées) :

Y, §

oo o W oo W
BS ) ——— ASTI) o ASTW) o Q)

Tow STcwe/ I
7 7 & K :

i@ la &
e e S |
)

lov s|oy8le

ASTW) ——— AT ——— AT ()
v
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Tout morphisme de Maurer-Cartan w 17R -> QDR(V) se reléve, de fagon unique

3 homotopie pré&s, en un homomorphisme & : ﬂ?m - 07ﬂ{ tel que

Yy o(OV 8 IR) ow N GV o W, et le probléme de la rationnalité de w (&
savoir de 1'existence d'un morphisme w : > 9 tel que ® v (w 8 1
P o P T~ g q (w, 8 12))
s'interpréte maintenant, avec les espaces classifiants, de la fagon suivante :
. . . spe v v . P
les morphismes 6 et w ont des applications classifiantes, 6 et w, bien défi-
nies 3 homotopie prés, qui se factorisent, en vertu de la partie (iii) du théoréme 1,
n

. s cps v
3 travers WQ et VQ en des applications classifiantes 0 et

Q Q'
™ b
€ H
W W Q N _
W ~——— |sW| ¥ BA = IK:R"/’|R|
4 4 4 Y .
L 22 b2 HO B K (@) |
1 ]
| i
[} ] [l
VoY gy bl Ko |
n Q v R /R
Q
P v s . a ~ o
On définit pQ a partir de p : 47R > QDR(V) de la méme fagon que GQ z
partir de 6, et l'existence de w : 47R 4-”7m. signifie topologiquement que wQ
. R . < ’ n ~ N
: ~
se factorise, d@ homotopie prés a travers |KR17R| : wQ |§R(w)| ° UQ.
Lemme. -
Les 2 propositions suivantes sont &quivalentes :
(i) w est rationnelle.
n
(ii) wQ se factorise, a homotopie prés, 3 travers WQ.
Remanque : La factorisation de 8Q a travers W_ n'est en fait que le

premier pas vers l'existence d'une application différentiable f : V > W telle que
*
£6= w

Tout d'abord, la commutativité, 3 homotopie prés, du diagramme

v
8
- e -
g = K7 Q! kg )| = B
a K@ |
Vg = % @ L ke ") |

équivaut, puisque les espaces V et W sont des variétés et ont donc des types

d'homotopie de C W- complexes, d celle du diagramme
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STRUCTURES DE MAURER-CARTAN

Ko{ ¢ > Kp(7g)

3 R ()
Yy
kg7 K
ol vw : Hom(ﬂyq,Aq(é)) +'Hom(7)R,Ai6é) est l'application induite par . ®8 R ,

Q

de méme pour Vy+ Appliquant alors le foncteur A_ 3 ce dernier diagramme, sa
commutativité 3 homotopie prés implique celle (3 homotopie prés)du diagramme
Q-ADG | +——1+—— | R-ADG
S ¥
A (v.) “BR

n W Q
Mg — 4% i A¥r (M) BT KR (T R)

b AQ(al) Aqlﬁa(“’) " A‘RKR(w)

et

M=

w

Mo T AR TRy AR e AR T e

Q

(Rappelons que toute fléche AQK
b

b + A K se reléve, 3 homotopie prés, en une
e 7a ” 4" ’ pie prés,

fléche 77Q — wa puisque 47Q est minimale, et que 77Q - AQKQ(”OQ) est un

quasi-isomorphisme) : c'est dire que w est rationnelle.

Réciproquement, supposons w rationnelle : la commutativité du diagramme

] Il
[

’7Q I}& - ‘7ﬂ1

w [ wel, v
[o] [o]

e H= >

implique celle du diagramme
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W

Ko7 @ Re (92)

Kq(6,) Kp (0 81) ™ K ()

Yy

Ko7 K Mg

donc, 3 homotopie prés, celle du diagramme
N
lvl v o
A L LRGNy

{IKQ«%)I ]IK,R«B)I

kg g |

d'ol le lemme.
Supposons maintenant que ce relé&vement de IER(w)I ait déja été fait jusqu'a

1'étage ]KQ'vQ(<i)I = WQ(<i) de la décomposition de W, en fibrations de Postnikov

Q
[K(X:,ni)| > WQ(Si) 1 WQ(<i) (Xi désignant un Q-espace vectoriel supposé de

dimension finie), correspondant 3 1'extension
Q - : .
(Lni(xi)’ d =0) «— qym(él) — 47Q(<1)
(cf. notations de [2], § 3).

C'est dire qu'il existe KQ(&(<i)) rendant le diagramme ci-dessous homoto-

piquement commutatif

. kg @ € 1]
B (g1) —
T T
\ ] |KRw(<i)| —_—
Vs B7 p (<) % "g|
Wg(eD) €= - __[Vfi - ? I"v
Pj Wo(<h) < T tme= X

KB | <

D'aprés le lemme précédent, 1'existence d'une application continue V_ - W_(<i)
conservant la commutativité 3 homotopie pré&s du diagramme &quivaut & celle d'une

fléche 17Q(<i) -+ 170 ayant des propriété&s analogues dans le diagramme ci-dessous
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47“4&

gD B(<i) — "r
'77Q(€i) -~ 1---_9_
”]Q(<l) wo(<i) > ,’;,‘Q

Rappelons, d'aprés [1], § 3, qu'il faut et il suffit pour cela que

- n, * . ni x
@, ] =0eH “(V,X 3%) =H (VX R/

D'autre part, l'obstruction 3 relever |KQG)(<i)| : VQ + W (<i) en une appli-
cation VQ - W (i) est, a priori, égale 3 la classe de cohomologie I:ai °|KQ(&3 <i) l]
n, +l -
€H i Q’ ) > ay désignant le i®™ jnvariant de Postnikov de WQ s

en fait, a; o IKQ((:) < i)| se factorise 2 homotople pres en une application b, (w)

mais,

3 travers la fibre homotopique de r : K(X sny +1) ~ K(X 8 R,n, +l) puisque le rele-—
vement IK'R((:) < i)| de |K‘R(TJ(<i)| est supposé exister. La suite exacte d'homoto-
pie induite par r prouve que la fibre homotopique de r est un espace

K(XI 8![{/“2 ,ni) de sorte que l'obstruction topologique cherchée appartient en fait

n, n
a HNV ,x ®R/,) = H “(V,R) 8 x On en déduit le :
Vig @ v @
(V Q)
contractile <« B (1) “SR(B“D |
\K()\(*GR +1) VsiT 7 B (<1) B
.8R,n, - i) ———
ig’i ‘ 3 7R |KR“’(<i)l 17([{
tractil W (i -
contractile - 0 De- 1 @ vy
\ P~ -~ -
X T -
KX, ,n.+1) <« W_(<1i) ry v
r al Q i 'Ku{w(<l) , Q
. b; (W)
K(Xi?!/q,ni)

Théoneme 4.-
Les deux obstructions algébrique et topologique ainsi définies dans

1 - .
(VQ . 8'R/Q) coincident.
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