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1 - INTRODUCTION 

Le but de ce travail est d'indiquer brièvement de 
nouveaux résultats de captage de feuilles exceptionnelles et 
de théorèmes à la Poincaré-Bendixson pour les feuilletages de 
codimension un de classe C2 de variétés non nécessairement 
compactes et de groupe fondamental, ou de , non nécessai­
rement de type f ini . 

Ces résultats sont directement dans la ligne de ces 
journées car i) le captage des feuilles est essentiellement 
le phénomène transverse d'holonomie ; 

i i) les quelques rares hypothèses faites sur les 
feuilles étudiées concernent le sécant d'homotopie, ou le 
sécant d'homologie, c 'est-à-dire la famille des transversales 
fermées à ces feuilles ; 

i i i ) les méthodes de démonstration, seulement 
esquissées i c i , u t i l isent , via des réductions algébriques, des 
résultats antérieurs reposant sur l'étude de feuilletages avec 
singularités induits sur des surfaces de dimension 2 généri-
quement transverses au feuilletage étudié. 

Avant d'exposer proprement ces résultats, i l nous 
faudra tout d'abord préciser ces questions d'holonomie et de 
transversales fermées à une feuille donnée, vues d'un point 
de vue géométrique. 

En revanche, nous ne ferons pas l ' injure de rappeler au 
lecteur la classification de Denjoy en feuilles propres, 
exceptionnelles et denses, le fait qu ' i l suffise de t ra i ter les 
feuilles les plus gênantes, à savoir les feuilles exception­
nelles [45J , que ces feuilles abondent dans les feuilletages 
C° (Poincaré), C1 (Denjoy [9,46]) , et surtout dans les 
feuilletages C°° de dimension supérieure (exemples de Sacksteder, 
Hector, Rosenberg,et Roussarie, Raymond etc 
[42,21,39,34]) . 
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2 - SUR LE PHENOMENE D'HOLONOMIE 

Le phénomène géométrique d1holonomie, cf. [l2,13,16] 
pour d 1autrès points de vue, est le plus classiquement et le 
mieux représenté par la figure représentant une famille de 
spirales a5 s 1enroulant autour et d'un seul côté d'un "cycle- 
limite" y de Poincaré, feuille homéomorphe à un cercle 
(on peut aussi en vue d'autres questions envisager les cas du 
polycycle-limite et du cycle limite de cycles-limites). 

Dans une te l le situation nous dirons chacune des 
spirales "captée" par y . 

En dimensions supérieures, nous dirons la feuille F 
captée par une feuille G s ' i l existe un cylindre transverse 
au feuilletage considéré sur lequel une des traces de F 
est captée par un cycle-limite trace de G dans le feuilletage 
sans singularité induit par 'F . Une feuille F donnée peut-
être , en dimensions supérieures, captée par plus de deux feuil­
les ; on parlera plus simplement de feuille F captée 
( = trapped leaf) lorsqu'on ne souhaitera pas préciser l'ensem­
ble non-vide de feuilles captant F . 

Cette propriété de captage passant à un revêtement 
d'orientation transverse éventuellement non t r i v i a l , nous 
pourrons dans toute la suite supposer que le feuilletage 
considéré est transversalement orienté , sans toutefois mécon­
naître les pathologies des feuilletages orientables [20,6] ou 
non orientables [l0,22] de dimension 1 et de codimension 1 [27]. 

I l est c lair qu'une feuille F captée est coupée par 
une transversale fermée de dimension 1 au feuilletage qui est 
librement homotope à un lacet d'une feuille de 3* • 

Cette propriété admet une réciproque en codimension 1 
dès que 5 est , par exemple, transversalement C 2 , cf. [24] . 

D'autres méthodes permettent d'étendre cette caractéri-
sation dans le cadre de l'homologie, et non plus seulement de 
l'homotopie l ibre, lorsqu ' i l s 'agi t de feuilles nulle part 
denses ou de feuilletages dans lequel on est assuré de l 'exis^ 
tence d'ensembles minimaux [23] . Nous n'insisterons pas 
davantage sur cette seconde caractérisation, parce qu'elle 
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semble irrémédiablement tomber en défaut dans le cas des 
feuilletages non transversalement C2 . I l n'empêche que 
notre extension des principaux résultats obtenus sur les 
saturés de transversale fermée homotope à zéro au cas des 
transversales fermées homologues à zéro est indispensable pour 
1'abélianisation qui va suivre. 

En dimensions supérieures, i l est très fréquent de 
rencontrer une feuille captée par elle-même, si l'on n'a pas 
fait les hypothèses ad hoc permettant de s'affranchir des 
difficultés liées à la présence de tel les feuilles. Nous avons 
proposé [23,24] d'appeler une te l le feuille une feuille-ressort 
(ressort = leaf-spring , feuille-ressort = spring-leaf) ; 
récemment, Cantwell et Conlon [3] ont proposé le terme de 
rési l ient leaf . 

3 - SUR QUELQUES INVARIANTS TRANSVERSES ASSOCIES A UNE FEUILLE 

A l'exception près de feuilles fermées d'un type 
particulier, celles qui sont à elles-seules une composante de 

et le long desquelles on peut découper le feuilletage en 
des feuilletages plus simples, les feuilles des feuilletages de 
codimension 1 transversalement orientés sont coupées par des 
transversales fermées. 

I l est clair que la connaissance de toutes les trans­
versales fermées de classe C1 à un feuilletage C1 permet, 
lorsqu'i l n'y a qu'une composante de Novikov, de décrire 
complètement le feuilletage, puisqu'elle permet de déterminer, 
en chaque point le plan tangent aux feuilles i 

De cette présentation (originale d'un feuilletage sur 
M comme sous-espace fonctionnel de C° (S1,M)),nous ne retien­
drons que les invariants topologiques suivants : 

- le sécant d'homotopie d'une feuille F en x , noté 
ns(xQ,F), est le sous-semi-groupe constitué par tous les 
éléments de TÏ1 (M,xQ) qui sont représentables par un lacet 
transverse à $ ; 
* par rapport à [8,14,18,33,35] ?), 
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- le sécant d'homologie H S (F/J) est de façon 
similaire le sous-semi-groupe de (M), à coefficients entiers 
pour fixer les idées, des classes représentables par une 
transversale fermée qui rencontre F . 

On peut composer un lacet de F et une transversale 
fermée à 5 en un même point x de F , l isser le lacet 
composé pour le rendre transverse, puis passer à la classe 
d'homotopie ou d'homologie de ce composé. 

On se convainc alors que : 
- le "groupe fondamental apparent" de la feuille F, 

noté habituellement i„ ÏÏ,(F,X ) opère canoniquement à droite 
et à gauche sur le sécant d'homotopie nS(xQ/]F) ; 

- le "groupe d'homologie apparent" de la feuille F , 
noté habituellement i^ H1(F) opère canoniquement sur le 
sécant d'homologie HS(F/ï) . 

Le but du présent travail est d 'u t i l i ser pleinement 
cette situation algébrique, remarquée en [25] , d'un type assez 
particulier puisque l'existence de semi-groupe quotient n 'est 
pas toujours assurée : nous montrerons sur quelques exemples 
que ces opérations reflètent de nombreuses propriétés géomé­
triques de la feuille F , mieux que les sécants d'homotopie et 
d'homologie, seuls considérés dans [24] . 

4 - UN EXEMPLE DE PROPRIETES GEOMETRIQUES NOUVELLES LIEES À  
L'OPERATION DU GROUPE FONDAMENTAL APPARENT 

Nous sommes en mesure d'énoncer avec toute la précision 
voulue des propriétés de structure géométrique de l'adhérence 
de feuilles qui sont liées aux opérations précédemment indi­
quées des invariants des feuilles sur les invariants sécants. 
Nous commençons par l'homotopie : 
Théorème 1 . Soit F une feuille d'un feuilletage % t r .  
orienté^ t r . C2 de codimension 1 , dont le sécant d'homotopie  
est abélien et dont le groupe fondamental apparent est de  
présentation finie. 
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Si F est exceptionnelle, alors F est captée (si  
de plus F est minimal, alors F contient une feuille-ressort) . 

La démonstration du théorème 1 consiste à reprendre, en 
tenant compte des opérations canoniques indiquées plus haut, 
toute la démonstration d'un théorème plus faible de [24] , où 
i l é ta i t indispensable de supposer le sécant d/homotopie de 
présentation finie. 

Elle permet en fait de donner des résultats de structure 
plus précis : 

Complément 1 : Soit F une feuille non-captée vérifiant les  
hypothèses du premier alinéa du théorème 1 . Si le rang du  
semi-groupe quotient du sécant d'homotopie par l 'action du  
groupe fondamental apparent est inférieur ou égal à 1 , 
i ) la feuille F est propre , 
i bis) son enveloppe F - F est une réunion de feuilles fer­ 

mées. 

Complément 2 : Avec les hypothèses et notations du complément 1  
et si ce rang est supérieur ou égal à 2 , 
i i) la feuille F est localement dense (et son enveloppe 

F - F est une réunion de feuilles vérifiant chacune soit 
i) et i bis) , soit ii) ) . 

I l est clair que le complément 1 est un théorème à la 
Poincaré-Bendixson et que le complément 2 est un théorème à la 
Denjoy. 

Leur conjonction fournit directement le théorème 1 , 
ainsi que la structure de la plupart des feuilletages sans 
holonomie des variétés de groupe fondamental abélien , cf. 
[25,38] etc . . . , le cas compact étant bien connu , 
cf. [41,49 , voir aussi 26] . 

Remarque 1 : La démonstration du Complément 2, n 'u t i l i se 
absolument pas le fait que le groupe fondamental apparent de 
F admette une présentation finie, cf. [24] . 

Remarque 2 : I l nous semble qu'une démonstration directe du 
Complément 1 soit possible également sans cette hypothèse 
(Nous reviendrons ailleurs sur cette question qui est la seule 
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direction dans laquelle on puisse espérer une amélioration du 
théorème 1 dans le cas abélien), mais seulement lorsque le 
semi-groupe quotient est de présentation finie. Cette dernière 
condition semblerait diffici le à vérifier, et peu naturelle, 
mais en fai t toutes les méthodes actuellement connues de cons­
truction explicite de feuilletages sont tel les qu ' i l n'y a 
aucun problème . . . 

5 - UN EXEMPLE SIMILAIRE LIE A L'OPERATION DU GROUPE D'HOMOLOGIE  
APPARENT 

Nous passons maintenant au cas similaire de l'homologie 
où tout devient commutatif, mais sans que la complexité des 
feuilletages étudiés soit éliminée pour autant 

Théorème 2 : Soit F une feuille d'un feuilletage ? t r  
orienté t r . C2 de codimension 1 , dont le semi-groupe quotient  
du sécant d'homologie par l 'action du groupe d'homologie appa­ 
rent est une extension finie de Z+ . 

Sj F est exceptionnelle, F est captée (si de plus 
F est minimal, F contient une feuille-ressort) . 

La démonstration du théorème 2 consiste à reprendre 
la démonstration d'un théorème similaire concernant les 
feuilles exceptionnelles des variétés de premier groupe 
d'homologie de présentation finie et de rang sur Z inférieur 
ou égal à 1 [25] . La partie algébrique de la démonstration 
est ic i la même que pour celle du complément 1 . La partie 
géométrique repose ici sur les familles bordantes, au lieu des 
famille simplement bordantes, et semble requérir expressément 
l'hypothèse t r . C2 . I l en résulte alors le : 

Complément 3 : Soit F une feuille nulle part dense non-captée  
vérifiant les hypothèses du premier alinéa du théorème 2 . 
Alors la feuille F est propre et son enveloppe est une 
réunion de feuilles fermées. 
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6 - UN EXEMPLE MIXTE 

Lorsque le semi-groupe quotient du sécant d'homologie 
par l'opération du groupe d'homologie apparent de la feuille 
est de rang supérieur ou égal à 2 , sans pour autant contenir 
l'élément nul, nous rencontrons un problème nouveau l ié à la 
représentation du commutateur de deux éléments arbitraires du 
sécant d'homotopie de la feuille. 

C'est un problème inévitable qu ' i l est impossible 
d'esquiver comme le montrera un exemple ultérieur. Voici 
toutefois une situation où l'on peut conclure, en combinant 
les méthodes de démonstration des théorèmes 1 et 2 : 

Théorème 3 : Soit un feuilletage transversalement orienté  
et transversalement de classe C2 d'une variété M . 

Soit F une feuille de groupe fondamental  
apparent de présentation finie dont le sécant d'homotopie  
vérifie : [ ns(xQ,

<î) , ÏÏS(xo/î) ] est contenu dans 
ïïS(xo,ï)U i TT 1 (F ,X O )U ns-1(xo,!2F) . 

Si F est exceptionnelle, alors F est captée. 

On remarquera évidemment que le théorème 1 est un cas 
très particulier du théorème 5 . 

7 - EXEMPLES D'APPLICATIONS DES RESULTATS PRECEDENTS AUX  
FEUILLETAGES TRANSVERSES ET AUX FEUILLETAGES USUELS 

Nous considérons ici le cas des feuilletages transverses 
à une fibration en cercles, en droites, ou en segments I 
obtenus de la façon suivante explicitée par exemple dans 
Haefliger [l8] : si (B,y ) désigne la base pointée de la 
fibration, on fait opérer ^(BjV ) s u r B x R ou B x I 
par deck-transformations sur le premier facteur et par 
"la représentation d'holonomie" r z if 1(B,yQ) ^ 
Diff (R, I ou S 1 ) . 
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La considération du revêtement universel B x R 
ou B x I montre que pour tout point X q de ce fibre M , tout 
élément de TTX (M,Xq) est représentable soit par un lacet de la 
feuille de X q , soit par une transversale fermée (à l 'orien­
tation près) : l'hypothèse requise dans le théorème 3 sur le 
commutateur des éléments du sécant d'homotopie est t r iv ia le­
ment vérifiée dans ce type de feuilletages. I l en résulte le 

Corollaire 1 : 
Soit F une feuille d'un feuilletage t r . C2 t r .  

orienté d'un feuilletage ^ transverse à une fibration en  
cercles, droites ou segments du type précédemment décrit . 

Si F est exceptionnelle et de groupe d'homologie 
H1(F) de présentation finie, alors F est une feuille captée. 

Remarque fondamentale 3 : 

Dans la mesure où toutes les feuilles exceptionnelles 
connues sont des feuilles de feuilletages obtenus par recol­
lements et/ou tourbillonnements de feuilletages de ce type, 
avec des variétés du premier groupe d'homologie de présenta­
tion finie, le corollaire 1 fournit le captage de toutes les 
feuilles exceptionnelles connues . . . , cf. introduction. 

Remarque 4 : 

Le corollaire 1 explique a posteriori que les efforts 
effectués pour construire des feuilletages transverses, C2 , 
sans holonomie et admettant des feuilles exceptionnelles, 
n'aient pas été couronnés de succès (cf. [45] : i l faut 
travail ler avec des sous-groupes de Diff2 (S1 ou R) dont 
1'abélianisé est de rang infini ! 

126 



CODIMENSION UN 

8 - L1OPTIMALITE DES RESULTATS OBTENUS 

L'exemple de feuilletage de classe C1 sur le tore T2 

dû à Denjoy [9] montre que l'hypothèse de classe C2 est 
indispensable au captage des feuilles exceptionnelles même 
dans le cas abélien. 

Au contenu près des remarques 1 et 2, le théorème 1 
est optimal dans le cadre abélien. 

De nombreux participants à ces journées m'ont fait 
remarquer par ailleurs que l'on peut ret i rer un lacet bien 
choisi à l'unique feuille-ressort du feuilletage de Sacksteder 
[42] pour obtenir un feuilletage C2 sans holonomie avec 
feuilles exceptionnelles : cet exemple n'est pas transverse, 
la variété obtenue n'est pas compacte, elle est de TTJ non 
abélien, les feuilles exceptionnelles ont un sécant d'homoto-
pie non abélien, mais de présentation finie, ne vérifiant pas 
la condition du théorème 3, et leur sécant d'homologie ne 
vérifie pas la condition du théorème 2. 

Ceci montre que les théorèmes 2 et 3 sont optimaux 
en ce qui concerne le rang du semi-groupe quotient du sécant 
d'homologie. 

9 - UNE REMARQUE SUR LA STABILITE DES FEUILLES-RESSORTS 

Considérons une feuille-ressort R d'un feuilletage 
^ C 2 , t r . or. , d'une variété M compacte sans bord, pour 
fixer les idées. 

Alors R est coupé par une transversale fermée 
homologue à zéro T dans M , d'après une remarque de l 'au­
teur devenue classique. 

Alors tout feuilletage 5 du même type et suffisam­
ment C1 proche de 5Q admet également T comme transver­
sale fermée. I l résulte de notre étude des saturés de trans­
versales fermées homologues à zéro (références dans [24]) que 
7 doit avoir de 1'holonomie, et qu ' i l doit contenir une 
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feuille-ressort, excepté dans le cas précis où tous les en­
sembles minimaux de *7 sont des feuilles compactes. 

Autrement di t , l 'existence de feuilles-ressorts est  
stable par petites perturbations C1 , sauf s ' i l y a des  
feuilles compactes dans le feuilletage perturbé. 

(On peut aussi remarquer qu ' i l résulte des travaux 
de Plante [30,3l] la propriété trop peu explicitée suivante : 
toute feuille rencontrant T q est à croissance exponentielle, 
donc l'existence d'un ouvert saturé composé de feuilles à 
croissance exponentielle est de la même façon stable). 

10 - RELATION AVEC LES AUTRES METHODES D'ETUDES DES  
FEUILLETAGES 

Les résultats obtenus sont des résultats de captage 
par feuilles-ressorts. En petite dimension, l'holonomie de 
captage est réalisée seulement par les poly-cycles limites 
et les feuilles compactes, i l s 'agit donc partiellement de 
théorèmes à la Poincaré - Bendixson [2,32] et à la Denjoy-
Schwartz (cf. [9,47,44] ) . Selon les cas, ces théories liées 
à la dimension 1 sont ut i l isées , la réduction géométrique 
étant fournie par une généralisation du disque en position 
transverse de Haefliger [19] . 

La réduction algébrique est d'un type nouveau, l ié à 
l'introduction des sécants d'homotopie et d'homologie. On 
peut ne pas perdre de vue que 1'introduction de ces deux semi-
groupes, ainsi que l'opération des groupes d'homotopie ou 
d'homologie de la feuille sur eux, permet de rester très 
longtemps dans le cadre agréable des semi-groupes, notre 
méthode des familles bordantes permettant ensuite de ne plus 
avoir affaire qu'à des pseudo-groupes "de rang 1" de difféo-
morphismes de R , cf. [24] . C'est là que se situe la diffé­
rence de fi l iat ion avec les méthodes de Sacksteder [40,41,43] 
qui considère des pseudo-groupes de type fini où la compacité 
du feuilletage intervient. 
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L'auteur profite de l'occasion pour dire combien les 
résultats de Sacksteder sur les variétés compactes l 'ont 
stimulé et pour exprimer son absence totale d'étonnement 
lorsqu'i l s 'est avéré que l'exemple le plus simple de feuil­
letage C2 sans holonomie avec feuilles exceptionnelles est 
l'exemple de Sacksteder, convenablement chirurgisé comme 
indiqué en 8. 

I l est tout aussi peu étonnant de remarquer que cet 
unique exemple modifié soit la borne naturelle commune à 
l'extension de ces deux méthodes, si différentes dans leurs 
champs d'application, excepté évidemment dans le cas des 
feuilletages transverses aux fibres compacts en cercles, 
cf. [9,36,40] . C'est d 'ai l leurs dans de tels feuilletages 
que l'on percevra le mieux la dualité de la méthode des 
sécants avec celles de Plante [30,3l] , de Sullivan [48] , 
de Connes [7] , pour les feuilles à croissance non-exponen­
t i e l l es , les questions de croissance géométrique [17] ou a l ­
gébrique [31,36] les relations entre le rang des quotients 
des sécants et la structure de l'espace-quotient [l,5,50] dans 
les cas sans holonomie , puis dans les cas avec holonomie, 
sans compter les relations entre feuilles-ressorts et la 
classe gv [il,15] , ainsi que les autres propriétés trans­
verses [4,28] et le rôle du H1 [13,18, 29, 37, 48] et des 
H. [26] . 

Ce qui est en revanche un peu étonnant, en fait excu­
sable, mais gênant, c 'est que les résultats obtenus montrent 
que de très nombreux feuilletages admettent des feuilles-
ressorts, dont l'existence s'avère stable ; or leur présence 
est, pour l ' instant du moins, un obstacle à l 'application de 
la plupart des autres techniques... 
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