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Pére,

de la-haut des étoiles,
Jje le sens,

tu me vois.

Je te dédie ce travail,
c'est a tol

que je le dois .






Introduction

Soit @ Lle corps des rationnels et €P L'ensemble de ses places
formé de « et de tous les nombres premiers 2,3,5,...S0oit G un groupe
linéaire algébrique défini sur @ , G le groupe de ses Qp-points, p
parcourant ?’,et G le groupe de ses adéles . On identifie le groupe

n

GQ des @-points de G au sous-groupe discret des adéles principales

du groupe GA .

Le présent travail se fixe comme but d'analyser la représentation
réguliére du groupe GA dans LZ(GA/GQ) ,en ramenant sa décomposition
au cas réductif,cas qui a fait L'objet de nombreux travaux . Ceci va

étre accompli en différentes étapes .

La premiére étape consiste a développer une théorie de Mackey

pour le groupe adéle G Cette derniére se heurte a un probléme sérieux:

naturellement,pour fai?e fonctionner lLa méthode des petits groupes de
Mackey,nous partons du groupe adéle d'un sous-groupe algébrique unipotent
défini sur @ invariant, U ,de G . Le probléme est qu'il n'est de type
I que lorsqu'il est abélien . Pour Ll'éviter,vu Le but que nous nous

sommes fixé,nous travaillons,en fait,non pas avec tout le dual de U, ,

#,
mais seulement avec le spectre de LZ(UA/UQ) qui,du fait que le quotient
UA/UQ est compact,est formé de représentations c.c.r.(completly conti-

nious representation) .

Désignons par u Ll'algébre de Lie algébrique de U et par ux
son dual . Le spectre de LZ(UA/UQ) est paramétré par C.C.Moore { Moo2}"
par L'ensemble des orbites dans u* sous lL'action coadjointe de U

Q
comme suit . Soit 6 wune telle orbite . La représentation

Q

m associée
A,o

est le produit tensoriel infini des représentations "p 0 des groupes
’

Up ,associées par la méthode des orbites de Kirillov & 6 ,restreint a

la direction X formée,pour presque tout p premier , des vecteurs

2,0

dans l'espace &% P de g ,laissés fixes(via Jpar Lle groupe U
p,o P,0

p,6
des points p-adiques de U . Ceci étant rappelé,on fixe un élément

p

v :Voir références .
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ux de 6 . Le calcul de l'obstruction a étendre la représentation np o
’

de Up a Gp montre que {L.P.ou Du3} celle-ci ne dépend que de la

structure symplectique naturelle sur le quotient u/u(u*) et est repré-
sentée par un 2-cocycle d'ordre deux sur G_(u*) -Désignons par G:* L'ex-
tension centrale d'ordre deux de Gp(u*) associée a :e 2-cocycle et par
Sp’u* Lla représentation métaplectique de Weil de G: résultant . No-
tre calcul de L'obstruction a étendre la représentation “A,e de Uﬁ

a G donne lieu a une représentation de Weil d'une extension d'ordre
deux centrale du groupe GA(U*) ,s'exprimant commeu:n produit tensoriel

infini restreint des représentations S (de G dans Z2¢ ) dans
p,u* p p,o

un sens a préciser :

Les résultats de A.Weil{We2} permettent de relever,d'une maniére
. . . *
unique,pour presque tout p premier,le groupe Gz (u*x) a G: de sorte
que Ll'action du groupe G, (u*) ,via S ,dang L'espace 2 soit
4 p,u* o 7,0
triviale . D'ol un produitpinfini des groupes Gp restreint "a la ger-

*
be des compacts Gz (u*) ,noté g% ,et une représentation unitaire du
*
groupe G ,produitp
ux
G dans
P xpre

gnalons que pour tout p dans 5D ,-1 opére par

tensoriel infini des représentations Sp uk (de
’

Jrestreint a la direction 2(1 ,hotée Si-

,0 P,ux

pmuLtiplication par -1

via S de sorte que la représentation Sg) est triviale sur le
p,u* uk S u*
sous-groupe discret central z, de Gg) formé des suites (cp) véri-

fiant cp=1 ou -1, cp=1 pour presque tout p dans fP et le produit
de tous les cp vaut 1 . Le quotient GU* de G%; par I, est un

A

revétement central d'ordre deux de Gn(u*) et la représentation %? u*
’
passe au quotient et donne lieu a une représentation unitaire SA u*
’
ux
de G d valant -1 en -1 .C'est la re-
[ #,6 °° "m,e

présentation métaplectique de Weil adélique . Tensorisée par

,dans Ll'espace X

"w,0 ’

’

elle donne lieu a une représentation unitare,notée S ,du pro-
A,0°R, u*

duit semiedirect naturel U, x G:* dans Ll'espace Zf prolongeant Lla

A A,©

représentation Ceci étant,pour chaque représentation unitaire

L2 ", °
E de GA svalant -1 en -1 et dont la restriction au groupe UA(u*)

* .
(qui se reléve canoniquement a G; Jest un multiple du caractére unitai-

re associé a la restriction de u* a wu(u*) ,la représentation unitaire

™ eSA ux @ E passe au quotient et donne lieu a une représentation du

’ 4

stabilisateur U,G, (u*x) de dans G . Notons I L'"induite
AR "R, [} ux,E

unitaire de la représentation ainsi obtenue du groupe UAGA(U*) au grou-

pe GA .La conclusion (§3.3)" de lLa méthode des petits groupes est :

N référe au chapitre 3 paragraphe 3 du présent document .
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T HEOREME : L'application qui 4 une représentation E de q:* scomme ci-

dessus,associe la représentation Iu* g »a_comme image l'ensemble des re-
3

présentations unitaires de GA dont la restriction d QA est basée sur

la G, -orbite de . De plus,si E et FE sont de méme nature que
—_ L —F A, 1 == 2

E ,1l'ensemble des opérateurs d'entrelacement des représentations Iu* E
k]
. N . 1
et Iu*,E2 est isomorphe 4 celuti de E1 et E2 .

Comme nous le constatons ci-dessus,nous avons besoin (entre-
autres pour faire fonctionner la récurrence) d'une catégorie plus vaste
que celle des groupes algébriques définis sur @ ,englobant des revéte-
ments . C'est ce que nous faisons en introduisant la catégorie des grou-

pes de "classe CQ " (§1.4.). Nous Ll'avons baptisée ainsi parcequ'elle

est L'équivalent global de Lla catégorie des groupes de classe Ck ,in-

troduite par M.buflo {bu3} dans le cas local pour lLes mémes besoins . Un

* *
exemple significatif de groupes de classe C& est la suite c" =(Gz )

étudiée ci-dessus . Précisons qu'a chaque groupe de classe C, sont asso-
9 Q

ciés une suite Gp ,Pp parcourant Pp ,un groupe adéle G et un sous-grou-

[}

pe GQ d'adéles principales ,tout comme dans le cas algébrique ou dans

u* .
le cas G ci-dessus .

L'étape suivante consiste a donner un paramétrage de suffisam-

ment de représentations de GA ,dans le sens qu'elles permettent la dé-
composition de LZ(GA/GQ) ,et ceci & partir de sous—groupes réductifs de
G . Désignons par g Ll'algébre de Lie algébrique du groupe G et g¥*

* . .
son dual . Pour chaque g* dans 9¢ ,hotons le groupe réductif dé-

R
g*
fini sur @ quotient de G(g*) par son radical unipotent. La structure
symplectique naturelle sur g/g(g*) donne lieu,pour chaque p dans C? ’
*
a une extension centrale d'ordre deux Rg* de Rp(g*) et Lla suite RY

de groupes ainsi obtenue constitue un groupe de classe C, . De plus,le

Q
*
groupe adeéle R: est une extension centrale d'ordre deux de ﬁﬁ(g*)
*
et le groupe Ra(g*) se reléve,d'une maniére canonique,a Rg de sorte

que le groupe des adéles principales de RI* est Le produit direct de
RQ(g*) par 2/22 .

L'espace de paramétrage,que nous utilisons et que nous notons
Y(G) ,se présente comme le quotient par une action naturelle de GQ
d'un espace fibré de base L'ensemble des formes de type unipotent dans

g& et la fibre, Y(g*,G) ,au dessus d'une telle forme g* ,est formée
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des représentations unitaires impaires du groupe RR* . Utilisant La
théorie de Mackey évoquée ci-dessus et procédant par récurrence sur la
dimension de g ,nous associons d'une maniére canonique,a chaque élé-
ment Y de Y(G) ,une représentation unitaire T(Y) du groupe GA

avec les propriétés importantes suivantes :

THEOREME (§4 .6): Soit Y, et Y, deux &léments de ¥(G) . §'ils sont

au_dessus de la(méme) GQ -orbite d'une forme de type unipotent g* dans

gé s L'ensemble des opérateurs d'entrelacement de T(YJ) et T(YZ ) est isomorphe d

celui des représentations du groupe R‘Z* représentant Y, et Y 5 dans Y(g*,G) ;

sinon, les représentations T(Yl) et T(YZ ) sont disjointes .

Nous donnons au §4.7 wune autre construction de T ,plus explici-
te,faisant appel & des sous-algébresde g dites coisotropesde type uni-
potent . Signalons que si le groupe G est unipotent Y(G) co*ncide
avec l'ensemble des GQ —o;bites dans % et T est lLe paramétrage de
C.C.Moore du spectre de L (GA/GQ) ,évoqué ci-dessus . Par contre,si le
groupe G est réductif, Y(G) est L'ensemble de toutes les représenta-
tions unitaires de GA et T est L'application identique . Signalons,
aussi,que cette paramétrisation "coincide",place par place,avec celle

de M.Duflo {Du3} dans Le cas local .

2

L'ultime étape concerne la décomposition de L (GA/GQ) . Pour ce
faire,nous associons & chaque GQ -orbite @ = GQ.g* de type unipotent
dans ga ,L'élément YQ dans Y(G) représenté dans Y (g*,G) par la

partie impaire de L'induite unitaire de la représentation triviale de

*
RQ(g*) a R: . Notre premier résultat principal est le suivant :

THEOREME (§5 .2 ): La représentation réguliére de GA dans L2(GA/GQ) est la somme

directe disjointe des représentations T(YQ) » 9 parcourant 1l'ensemble des G, -

€

orbites dans gb de type unipotent .

Signalons que cette décomposition coincide avec celle de C.C.
Moore dans le cas unipotent {Moo2} et c'est une tautologie dans le cas
réductif . Notre second résultat principal ( §6.4 et§7.1) en est une con-

séquence et se résume ainsi :
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THEOREME : Soit G un groupe lindaire algébrique défini sur € . Alors,

i)toute sous-représentation’ factorielle de IJ%Ch/GQ) est de type I ;

1%)1la partie discréte de L:%QA/GQ) se décompose avec multiplicités finies ;

1i1) toute sous—représentation irréductible de L:%QA/GQ) est le produit temsoriel

infini de représentations unitaires irréductibles des groupes G; » D=® ou premier,

restreint 4 une direction invariante canoniquement déterminée ;

)st u est la mesure donnant la désintégration centrale de la partie continue de

LZ(QA/GQ) et si m est une représentation unitaire irréductible de G_ ,l'ensemble

s

des représentations factorielles de q‘ dont la restriction & G_ est un multiple
de w est u -négligeable ;

v)sil le groupe G est,de plus,résoluble et irréductible, LE?QA/GQ) est sans multi-—
plicité .

Ce théoréme a nécessité L'extension de lLa propriété de type I
des revétements finis des groupes de k =-points des groupes algébriques
définis sur k =R ou € ,établie par J.Dixmier {Dix1},au cas ou k
est un corps local de caractéristique zéro quelconque (§1.2) . La démons-
tration,pour k & valuation discréte,consiste en lLa généralisation de
la propriété c.c.r. des groupes de k -points des groupes algébriques
définis sur k ,établie par I.N.Bernstein {Bern},3d des revétements finis.

Nous donnons des conséquences sur la décomposition de LZ(GR/GI).

En particulier,nous établissons le résultat suivant :

PROPOSITION(§6.5): Soit D 1l'ensemble des sous-représentations irréduc-
tibles de L2(GA/GQ) . 82 d est un élément de D ,notons ng 8a mul-
tiplicité(finie)dans LZ(QA/GQ) et,pour p premier, mult(lp,dp) la

multiplicité de la représentation triviale de Gg dans la restriction

de la composante d de d sur G_ . Alors , p

la partie discréte de LZ(QR/GZ) est contenue dans la somme directe

ng I mult(l ,d_) d_
deD p premier P

On a l'égalité st G wvérifie la propriété de la forte approximation .

Ce résultat généralise celui de R.Howe {Ho1} dans le cas unipo-

tent . Signalons que,par contraste au cas adélique,le cas réel peut pré-
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senter des multiplicités infinies . Un exemple célébre est le groupe
x----+>ax+b . Dans ce cas,la partie discréte adélique est réduite a une
représentation irréductible non G.C.R.(§7.2) et Lla partie discréte réelle
est un multiple infini d'une représentation irréductible de carré inté-
grable . En fait,par une analyse purement réelle,nous établissons le ré-

sultat suivant :

THEOREME(§6 .8) : Sous L'hypothése (naturelle) que le centre de la composante irréducti-

ble de 1'élément neutre de G est anisotrope,une condition nécessaire et suffisante

pour que la partie discréte de szqﬁ/qz) se décompose avec multiplicités finies est

que tout tore déployé sur € de G centralise le radical unipotent .

la finitude des multiplicités dans le cas réductif,établie par A.
Borel et G.D.Garland {B.G} récemment,est un cas particulier de ce théore-
me . Signalons aussi que ce théoréme est L'équivalent global de celui de
R.Lipsman {Li} caractérisant les groupes de k -points des groupes linéai-
res algébriques définis sur un corps local de caractéristique zéro,qui

sont c.c.r.,auquel nous donnons la généralisation suivante :

THOREME(§6 .9): Soit G un groupe linéaire algébrique défini sur un corps local k de ca-

ractéristique zéro, G un groupe localement compact et F un sous—groupe fini central

de G tel que le quotient G/F g'identifie d un sous-groupedu groupe des k -points

de G ,contenant la composante irréductible de 1'élément neutre . Pour que le groupe

G soit c.c.r.il faut et il suffit que tout tore déployé sur k de G centralise

le radical unipotent .

Différents exemples sont traités au §7 . En particulier,nous reprenons (§7.8)
l'exemple de J.Brézin {Br} défini par le produit semi direct G du groupe de Heisenberg

de dimension 3 et du tore formé des matrices (z 1?) dans GL, vérifiant a®-mb%=1 ,

ol m est un entier sans facteur carré . Nous analysons (différemment) la décomposi-

tion de LZU%JGI) en se ramenant a Lz(qA/GQ) . Notre maniére de procéder semble plus

simple et explique la nature (un peu compliquée) des résultats .

Je tiens a remercier le professeur A.Borel de m'avoir communiqué son résultat,ci-dessus
mentionné,avant publication,ainsi que le professeur P.Torasso pour de multiples discus-
sions fructueuses et pour toute l'aide qu'il a fournie pour rendre agréable mon séjour

4 Poitiers.Comme je tiens & remercier le professeur M.Duflo,qui a proposé d'entreprendre
ce travail,et le professeur M.Rais,qui m'a chaleureusement accueilli dans son laboratoire,
pour tout l'intérét qu'ils ont manifesté pour mes travaux de recherche et tous les encou-

ragements,maintes fois répétés,sans lesquels ce travail n'aurait pas vu le jour .
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0 - NOTATIONS ET CONVENTIONS

0.1. On note :
R Lle corps des nombres réels.
¢ Lle corps des nombres couplexes.
@ Lle corps des nombres rationnels.
Z Ll'anneau des entiers relatifs.
N LU'ensemble des entiers naturels.
On utilisera, quelquefois, les notations @, et |.|°° pour désigner

R et sa norme.

0.2. Si u4 est un anneau unitaire, on note tAX le groupe multiplicatif

des éléments inversibles de 04 .

0.3. Soit p un entier naturel premier : p =2, 3,5, ... Si q est
un élément de @ et n Lla multiplicité de p dans la décomposition de
q en facteurs premiers, on note |q|p la norme p-adique, p_n , de q .

On note :
Qp Lle corps des nombres p-adiques.

C'est le corps (localement compact totalement discontinu) complété
de @ pour la norme p-adique. On note Zp le sous-anneau (compact ouvert)

des entiers p-adiques.

7z =1 <1} .
o qeep/Iqu 1

1
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0.4. On note %P L'ensemble formé de = et de tous les entiers naturels

premiers.

P oo, 2,3, 5 nb -

0.5. Soit I wun ensemble. On dit qu'une propriété est vérifiée pour
presque tout iel si elle L'est sauf, éventuellement, pour un nombre
fini d'éléments de I sur lesquels elle risque, méme, de ne pas étre

définie.

0.6. On note }-m le caractére unitaire de R donné par :

3€w(x) = exp (=2imx) , (xeW.

Pour chaque entier naturel premier p , on note 2% le caractére unitaire

de Qp de noyau lp et vérifiant :

*® p(p_n) = exp (Zinp-n) , (nelN) .

0.7. On note :

A L'anneau des adéles de @ .

Un élément a de A est la donnée pour chaque pe 453 d'un élément ap
de Qp , ou ap appartient a Zp pour presque tout p . On écrira

a = (a) ou, simplement a=1(@) . Onmunit A de sa structure
p'peP OYr ST ’ P
d'anneau localement compact : @ x il 2 est un sous anneau de
p premier
A ouvert avec il Z_  muni de la topologie compacte produit. On

p premier
identifie le sous anneau de /A des adéles principales a @ :

= {( = M .
Q {ap)eA/vpeﬂJ,ap g; QgeQ}

Q@ est discret dans A et le quotient MA/Q est compact. On note % lLle
caractére unitaire de A tel que sa restriction a Qp coincide avec % B

pour chaque pe QP . On écrira, souvent, X% au lieu de %€ p° on

12
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rappelle que le caractére 2% est trivial sur @ et L'anneau A est
autodual : Tout caractére unitaire de A est de lLa forme

% pia> % (ab) avec b une adéle bien définie. De plus, % b est
un caractére trivial sur @ si et seulement si b appartient a @ .
Autrement dit, le dual unitaire de @ , comme groupe discret, s'identifie

au groupe compact A/Q .

Pour plus de précisions, on peut consulter A. Weil { We 3.

Q_.L_ Soit a wun espace vectoriel de dimension finie sur un corps k .

On note g#(a) L'espace des endomorphismes de a , GL(a) Lle groupe des
automorphismes de a et g_"" L'espace vectoriel des formes k-linéaires
sur a . Soit .A un groupe opérant sur a par des automorphismes. On

fait opérer A sur a* par l'action contragrédiante.

Aa* (a) = a*(A_1a), (red, aca et a*ea®)

On note, pour aca , JAa son orbite et MA(a) son stabilisateur dans A .
On note a/A L'ensemble des A-orbites dans a. Si b est une algebre
de Lie sur k opérant dans a et si aeca , on note b(a) Ll'annulateur

*

de a dans b et on fait opérer b dans a* par l'action contragrédiante :

ba*(a) = a*(-ba) , (beb, aea , a*eca*).

0.9. Soit a une algébre de Lie sur un corps k et a*eg_* . On note

%* la forme bilinéaire alternée définie sur a par :
B, (a,l, az) = a*([a.l, az]) , (a.l, aze_a_) .

On note SA (a*) Lle groupe des automorphismes de L'algébre de Lie a
laissant stable a* . Via Bx , L'espace _a_/g(a*) est symplectique

et on a un homomorphisme canonique de SA (a*) dans le groupe symplectique
Sp(a/a(#)) . On note, encore B,4 , Lla forme symplectique sur g_/g(a*)

qu'on a obtenue.

13
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Soit b une sous-algébre de a . On dira qu'elle est totalement

isotrope pour &* si a*([b1, b2]) =0 pour tout b1, bze'g . Si, de

plus, elle est de dimension maximale pour cette propriété, on dira que
c'est une polarisation en a* . On dira que b estcoisotrope pour a*

si l'ensemble {aca/a*([a,bl)=0 , W¥beb} coincide avec E(a*] b).

Q;lg: Soit A un groupe topologique localement compact dénombrable a
L'infini. Par mesure de Haar sur A , notée da , on entend une mesure
invariante par translation a gauche. On note 6A La fonction module sur
A . Par représentation unitaire concréte de A , on entend une représen-
tation unitaire continue de A dans un espace de Hilbert séparable. Par
représentation unitaire, on entend la classe d'équivalence d'une telle re-
présentation. Si w est une représentation unitaire, on note L (m) ,
ou simplement € si aucune confusion n'est a craindre, une réalisation
concréte de m dans un espace de Hilbert ¥ . On écrira, souvent, X 0

au lieu de ?((ue) si 6 représente un indice caractérisant une représen-

tation unitaire LI

Soit B un groupe topologique localement compact dénombrable a
L'infini contenant A comme sous-groupe fermé. Soit m une représentation
unitaire de A et € (m) wune réalisation concréte de © . On considére

le caractére 6 de A défini par :
A,B

GA, B(a) = 6A(a)/dB(a) , (aeA) .

On note ind w la représentation induite unitaire de # de A a B dont
A1B
une réalisation concréte, notée ind 2(w) , est obtenue en faisant opérer
A4+B
le groupe B par translation a gauche sur l'espace de Hilbert séparé de

L'espace des fonctions mesurables f : B > & (n) vérifiant :

]

. _ 2 -
i) f(ba) = GA,B(a) m(a)

1 f(b) pour tout aeA et beB

14



NOTATIONS

*

i |lfw | 2

B/A

duA’B(b) <o

muni de La forme sesquilinéaire :

(f,9) = §* (M), g(b) ) du, o
B/A
Pour plus de précision, on peut consulter M. Duflo ({Be} ,chapitre V) .

Si w est la représentation triviale, on écrira ind au lieu de ind 7w
A+B A4B

et on note LZ(B/A) sa réalisation concréte mentionnée ci-dessus et on

dira que c'est la représentation réguliére (gauche) de B dans LZ(B/A).

Si m est comme ci-dessus et o une représentation unitaire de
B , on notera mult (v, o) Lla dimension de l'espace des opérateurs d'entre-

lacement de 7w et de la restrictionde o a A .

A . . sy s .
On note : A Ll'ensemble des représentations unitaires irréductibles

de A

N,

~ . . ces .
A L'ensemble des représentations unitaires factorielles

de A

~

A0 La composante connexe de L'élément neutre de A .
o
Si A est un groupe algébrique (voir § 1.1.) , on note A la composante

irréductible de L'élément neutre.

Si A est un sous-groupe invariant de B , on fait opérer B sur
A ~ . . s .
A et A comme suit : Si X (m) est une réalisation concréte d'une
représentation unitaire m de A et si beB , on réalise la repré-

sentation br dans € (m) comme suit :
br(a) = n(b 'ab) , CacA) .

On note Bn le stabilisateur de © dans B .

15
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1 - PRELIMINAIRES

GROUPES DE CLASSE ¢, _ET_C, _:
1.1. Soit @ un corps universel et k un sous-corps. Par groupe

algébrique G deéfini sur k (linéaire), on entend lLa donnée d'un
espace vectoriel V sur k et d'une sous-variété algébrique de l'espace
gl(V @ Q) des endomorphismes du Q-espace vectoriel, V @ Q , déduit

de Vk par extension des scalaires, telle que son intersettion avec le
groupe GL(V : Q) des automorphismes de V z Q en soit un sous-groupe,

et dont L'idéal soit engendré par une famille finie F de polyndmes a

coefficients dans k , sur g (V) (voir {Che} ou {Bo2} .

Si K est un anneau commutatif unitaire contenant k , on note G

=K
le groupe des éléments de GL (V @ K ) sur lesquels ¥ s'annule. Si A
k
est un sous-anneau de K et si V @K est muni d'un A-réseau VA ,
k
on pose §A = QKIIGL(VA) . C'est un sous-groupe de QK . On dira que

QK (resp. gA) est le groupe des K-points (resp. A-points) de G .
Si k est un corps de nombres algébriques et kV une complétion, on

écrira G au lieu de G .

\

v

On note Xk (6) Ll'ensemble des caractéres de G rationnels sur k .

1.2, Soit k wun corps local de caractéristique O . On entend par la

16
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un corps commutatif localement compact non discret de caractéristique O .
Il est donc, soit isomorphe 3 R ou € , soit a valuation discréte.

Dans ce dernier cas, c'est une extension finie d'un corps p-adique, &p ,
avec p un nombre entier premier. M. Duflo, {Du 3, II1I.2} , introduit
une classe de groupes, dits de classe Ck , plus large que la classe des

groupes algébriques définis sur k et qui s'adapte mieux a la récurrence

comme suit :

1.2.1. Déginition : Un groupe de classe Ck est un triplet

(G, F, @ , ou
G est un groupe localement compact,
F est un sous-groupe fini central de G,
G est un groupe algébrique défini sur k ,
tel que le quotient G/F s'identifie a un sous-groupe de gk

d'indice fini, dense pour la topologie de Zariski.

On convient d'écrire Cp au lieu de CQ pour tout pe fi) (§ 0.4).
P

Soit (Gi’ Fi’ gi) , 1 =1,2, un groupe de classe Ck . Un
homomorphisme f de G1 dans 62 sera dit rationnel s'il existe un
homomorphisme f rationnel sur k de §1 dans 92 rendant commutatif

Le diagramme :

f
G G

En particulier, f(F1) est un sous-groupe de F2 et f est un homomor-

phisme continu.

1.2.2. IL est bien connu qu'un groupe de Lie réel localement

isomorphe a un groupe de Lie algébrique est de type I (voir, par exemple,

17
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{Dix 1} ). En particulier, un groupe de classe CR est de type I .
Lorsque k est un corps & valuation discréte, I.N. Bernstein ({Bern }

a montré que le groupe des k=-points d'un groupe algébrique réductif défini
sur k est C.C.R. Comme on va le voir, la démonstration de Bernstein
fonctionne encore pour des revétements finis. Ceci va permettre d'établir
la propriété type I pour une catégorie c; sintermédiaire entre celle

des groupes de classe Ck et celle des groupes algébriques définis sur

k , spécifiée par la définition suivante :

Ve ginition. Un groupe (G, F, @), de classe €, » est

(]
dit de Ck si le quotient G/F contient la composante irréductible

Remarque: Lla théorie de Mackey pour les groupes algébriques déve-
Loppée par M. Duflo {Du 3} en utilisant les groupes de classe Ck
fonctionne aussi bien en utilisant les groupes de classe C; . Par harmonie
avec {Du 3} , on va continuer a utiliser la catégorie Ck et on fait
appel a la catégorie C; dés qu'il s'agit d'utiliser lLe théoréeme suivant

dans le cas a valuation discreéte.

1.2.3. Théoneme. Soit k un corps local de caractéristique O

et soit (G, F, G ) wun groupe de classe Ck . Alors ,
i) si k=R ou € ousi le groupe (G, F, G) est de classe

Ck , Lle groupe G est de type I ;

ii) On suppose que le groupe G est réductif. Si k =R ou
-]
€, ousi le groupe (G, F, G) est de classe Ck , Lle

groupe G est CCR.

Démonstration.

On suppose que le groupe (G, F, G) est de classe C; avec k

18
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un corps local & valuation discréte. On va, d'abord, montrer que 1)
résulte de ii). Si le groupe G est réductif, ceci résulte du fait qu'un
groupe CCR est de type I . On suppose, donc, que le radical unipotent

U de G est non trivial. On va raisonner par récurrence sur la dimension
de G . Le groupe gk des k-points de U est un sous-groupe invariant
de gk , de type I et se reléve, d'aprés M. Duflo {Du, Lemme II.11} ,
d'une maniére unique en un sous—groupe fermé 1y invariant de G . Soit
u Ll'algeébre de Lie algébrique définie sur k de U . La bijection de

A A

W /Uk sur U= gk est un isomorphisme d'espaces

uy

boréliens. De plus, les G (ou G/F)-orbites dans gz sont ouvertes dans

Kirillov {Ho 3 } de

les gk—orbites et, donc, localement fermées. Il s'en suit que le groupe
U est régulierement plongé dans G et, par conséquent, la méthode des
petits groupes de Mackey s'applique. Soit ) wune représentation factorielle

de G dont la restriction &8 U est basée sur la G-orbite d'un élément
A
m de U . Il s'agit de voir que la représentation ) est de type I .

Soit u®* un point de la gk-orbite dans Ef associée a w . Le stabi-
. - . * 3
Lisateur G1T de m dans G coincide avec UG(u ). D'aprés {DuW3;ch. II} ,

il existe :

*
a) un revétement a deux feuillets G" de G(u*) (voir § 1.7.),

* *
b) un sous-groupe central fini Y de @ (image réciproque

de F) ,

c) une représentation unitaire irréductible w' du produit semi-
*
direct U x 6 prolongeant nm et faisant opérer =1 (élément non
*
u ) s s .
neutre dans F au dessus de L'élément neutre de F) par multiplication

par -1, et

*
d) une représentation factorielle E de Gu faisant opérer -1

par multiplication par -1,
tels que :

* *
o) Lle quotient Y /Y s'identifie & G(W)/F (de sorte que

u * U* " o
Le groupe (G , F , GU™) ) est de classe C

PR
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*
B) Lla représentation n' @ E de U x Gu passe au quotient

pour donner une représentation factorielle u de Gn dont la restriction
a U est un multiple de 7 et
v) Lla représentation )\ coincide avec ind p et a un commutant
G 4G
™

isomorphe a celui de E .

On est, donc, ramené a montrer que la représentation E est de
type I . Le cas ou G1T = G est vite ramené au cas réductif. Sinon, L'hy-
pothése de récurrence permet de conclure. Il reste & montrer ii). On
suppose, donc, que le groupe G est réductif. Il s'agit de montrer que
le groupe G est CCR . On rappelle que le quotient G/F contient la
composante irréductible g: de L'élément neutre du groupe §k des
k-points de G Soit G° L'image réciproque dans G de G:k . Le groupe
G est CCR dés que G° L'est. On peut, donc, supposer que le groupe
algébrique G est irréductible. Il est facile de voir que le groupe G
est CCR dés que Ll'on peut choisir un sous—-groupe compact ouvert K
arbitrairement petit dans G tel qu'on aitl'inégalité

sup mult (1
mTe G

K’ m <o ol 1K désigne la représentation triviale de K .
Cette inégalité est équivalente ( {Warl, § 4-5-1-5} ) & ce que toutes
les représentations irréductibles de L'algébre de convolution des fonctions
continues a support compact sur G , bi-invariantes par K , aijent des
dimensions finies bornées. Cette derniére condition est réalisée {Bern}
dés qu'il existe des sous-groupes Z et K, de G , un sous-groupe
compact ouvert K de G arbitrairement petit, des sous-groupes F+ et

T de G , des éléments ag seees @) de G et une partie finie Q de

G vérifiant les conditions suivantes :

Ba : Z est dans le centre de G ;

+ .
Bb : g seees al commutent. On note A le semi-groupe avec
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unité qu'ils engendrent ;

Bc : K

—_— ©

est un sous—-groupe ouvert compact de G avec

G=K, A 92K, ;
Bd : K, contient le groupe K et le normalise ;
Be : T et T sont des sous-groupes de K tels que K=T T

* tout i =1
f ; ; ; ;T pour tout i =1 ,.u., £ .

@
—+
.
[
—_
Y
n
=
o
-+
[
-
[

On rappelle qu'on s'est réduit au cas ou G est réductif irréductible,
G/F = Qk et k une extension finie d'un corps p-adique. On note ¢ Lla

projection de G sur gk et si P est une partie de gk , on pose
P = ¢_1(P) - Soit Z Lle centre de G . D'aprés Bruhat-Tits (voir I.N.
Bernstein {Bern }) , on peut choisir un sous-groupe compact ouvert Ko

de gk , des éléments 29 oo 22 de G commutant entre eux

=k

. - . + .
et une partie finie o de Qk tels que si A est le semi-groupe avec

. +
unité engendré par 89 se-er @+, O ait gk =Ko A 2 ;k Ko - On pose
n=2card F, Z={f 2" ; feF et z €Zk } et K, = Ko - On choisit
un élément Zi dans G tel que ¢(;i) =8 et on pose a, = a? .

Lemme 1 : Soit k un corps local de caractéristique 0 et Z

un groupe algébrique abélien défini sur k . Alors, pour tout

ne? - {0}, L'ensemble ;E = {zn , Ze ;k} est un sous—groupe

d'indice fini dans gk .

On admet pour un instant ce lemme. On va montrer que Z est un sous-

groupe central de G d'indice fini dans Zk . En effet : Pour tout

geG et ze i , ona ¢(g 2z g"1 2_1) =1 et, donc, (g 2z g_1 2-1)n =1.
;1)n =g 2" g-1 z" . ponc 7 est central dans G . Pour

Mais (gz g_1
voir que Z est d'indice fini dans Zk , il suffit de voir Z/F est

d'indice fini dans ;k . C'est Le lemme 1 .
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Lemme 2 : Les éléments g senes a, commutent entre eux. Le
. . + . n
semi-groupe avec unité A qu'ils engendrent coincide avec {a ,

~t . ~t ~+
aeh'} et centralise A . De plus A" est égal a A+ 91 avec

5 5 Osa;<n et feF}.

On admet, aussi, pour un instant ce lemme. Pour chaque Tte ? , on
choisit une représentation unitaire irréductibe oL du groupe compact K
dont la restriction @ F est un multiple de v . Le groupe U =

n.  ker o est un compact ouvert normal dans Ko . On @ =

tef

Uf n U= ¢ pour tout élément non neutre f de F . Soit ¥V un

voisinage de L'élément neutre arbitrairement petit, contenu dans U tel

que a, Va;1 c U et a;1 Vai c U pour i =1,..., & . La projection

¢ réalise un homéomorphisme de U sur ¢(U) et, par suite, de V

sur ¢o(V) . I.N . Bernstein {Bern} , montre qu'il existe un compact
ouvert K de gk contenu dans ¢(V) vérifiant les propriétés Ba ,..., Bf
pour un choix convenable de ;+ et g_ . On prend pour K Lle reléve-

ment de K a V. Ona K= ger . Donc, K est un groupe compact et

+ _ ™+ ~+
est ouvert normal dans Ko . Onprend T =T nU=T nV et
+

r = i—r1U = E-n V. Ona: K=T T d'une maniére évidente. De plus,
on a :
- -1 n - -n.~ ~- - -
. . . U U = =
a; T a, < ( 2, L 2; ) nVU el n L nU=T
-1 _+ -n _+ ~ ~t ~t +
a1.1 I a;c ( gin L g? YanlUc [ nlU=C nU=T

il reste & vérifier la propriété Bc . On a :

_ + - + ~
gk 'éo é Q ;k =0 et G Ko A Q‘l Q ;k Ko
D'aprés, le lemme 1, Zk = QZ Z avec 92 un ensemble fini. On prend,
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~ . + .
alors, Q= 91 ) 92 et on obtient G = K0 A QZ Ko . Pour avoir le

théoréme, il reste a démontrer les lemmes 1 et 2 .

Démonstration du lemme 1 .

o
Le groupe ;k étant d'indice fini dans ;k , on peut supposer que

Z est irréductible. D'autre part,si I est un groupe unipotent,

n . . N
on a ;k = ék . Par conséquent ,on peut se restreindre au cas ou

Z est un tore. S'il est déployé sur k , Lle lemme résulte de A. Weil
n
{We 3, corollaire II. §3} qui asserte que k¥  est un sous—groupe d'indice

fini dans kX . Pour se ramener & ce cas, on considére une extension ga-
loisienne finie [ de k ou Z se déploie (voir T. Ono {0, §3}).

Ce qu'il faut voir c'est que ;: est un sous-groupe d'indice fini de

n
i

A chaque te T est associé un automorphisme du groupe Z

n ;k . Soit T Lle groupe de Galois associé a l'extension L de k .

I de sorte que

L = {ze i / 1(2) =z ; ¥rel}. Soit 14 ,..., T, un systéme de géné-

rateurs de T . Si zel L’ on pose T(2) = (r1(z) yenes TS(Z)). on

pose :

B = {(31 penes Bs) / Bi est une racine nieme de 1 dans ;L } .

Il est clair que B est un groupe fini, ;1 n ;k = {zn/T(z)z—1e B ;

Ze ;L } et ;2 = {zn /T(z)z-1 =1; ze¢ ;I} . L'assertion résulte, alors
du fait que 2z » T(z)z-1 est un homomorphisme de groupe sur ;L . D'ol
Lle Lemme.
Démontration du lemme 2 :
Si a et a' sont des éléments de Z+ , ona: aa' a-1 a'-1e F
et, donc, (a a' a-1 a'-1)n =1=aal" a—1 a'™ . e plus, si a'a= faa',
n(n-1)
ona (aa""=f ¢ a"a'"=a"a""carn = 2 card (F) . Il s'en suit

~ s .
que a1 ey al commutent entre eux et, méme, a A . De plus, si a
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2 o,
est un élément de é+ , a s'écrit : a=f a, ! avec ais‘N et
i=1
n £ _no L o5 "
feF , et, a = 7 a, T o a, . Par conséquent, A coincide
i=1 i=1
avec {an , ae Z+} et A+ commute a Z+ . Ona: oy = nq; + Bi avec
qieN et Osgi <n et
L q. _B. L q. L _B.
a=f 1 a1.1 a1.1 =1 ai1 f I a1.1
i=1 i=1 i=1
D'ou le Lemme 2 . Le théoréme est, ainsi, démontré.
PRODUITS INFINIS ET GROUPES DE CLASSE C0 , C; :
1.3. Soit G = (Gi) une famille de groupes localement compacts dénombra-

bles a L'infini avec i parcourant un ensemble I au plus dénombrable
d'indices. On suppose donné, pour presque tout iel , un sous-groupe
compact ouvert Ki de Gi . Soit J wune partie finie de I en dehors

de laquelle Lle groupe Ki est défini. Soit J son complémentaire dans
1. Onpose K_= .H— K. et, si P est une partie finie de I ,
J ied 1
G, = I G; . On munit K_ de la structure de groupe compact produit
ieP J

et GJ de la structure de groupe localement compact produit. Ainsi

L'ensemble GJ x K_ peut &tre muni naturellement d'une structure de groupe
J
localement compact. On note GI le groupe localement compact dénombrable
a L'infini obtenu par Llimite inductive de GJ x K_ quand J tend vers I .
J
Oon a : GI = {(gi)€ ) Gi / g; € Ki pour presque tout i} . La topologie
iel
de GI est complétement déterminée par le fait que GJ x K_ y est ouvert -
J

La structure de GI ne dépend pas, bien entendu, du choix de J . Aussi,

elle ne change pas en modifiant Ki sur un ensemble fini. On dira que
GI est le produit infini des groupes G_i restreint a la gerbe K des

compacts Ki .
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1.3.1. On se donne, pour chaque 1iel , une représentation uni-

taire L du groupe Gi . On suppose que, pour presque tout i , la
restriction de LP a K_i contient la représentation triviale de Ki .
soit &€ ; une réalisation concréte de la représentation LPEE On choisit,

pour presque tout i , un vecteur ¢i de Efi invariant par Ki via

s et de norme 1 . On forme le produit tensoriel infini, BCI o 7 des
’

espaces ?Ei restreint a la famille ¢ = (¢i) (voir J.V. Neumann {N} ).

On obtient un espace de Hilbert. Un systéme total peut &tre obtenu comme

{a Vs /b€ Efi et y; = ¢, pour presque tout i} avec
iel

(e bs o, [*] wi) = I (wi , ¢% ). Ce dernier produit, en fait, est fini.
iel iel iel

On définit sur :{

une représentation unitaire = du groupe G

I

I¢ I

en posant :

m (@ (@ ¢.) = @ n.(g.) y.
L.e jer | jer !

pour tout g = (gi)E G, et [*] ¥; comme ci-haut.

I iel

On définit la direction invariante associée a ¢ comme L'ensemble
des familles V¥ = (wi) telles que ¢ vérifiant c¢i = Cwi pour presque

tout i . En fait, la classe d'équivalence de = ne dépend que de

I,¢
cette direction invariante. On dira que c'est le produit tensoriel infini
des représentations L restreint a une direction invariante. Si cette
direction est unique, on notera la représentation @ LI

iel

1.3.2. On suppose fixée, sur chaque Gi , une mesure de Haar inva-

viante a gauche telle que la masse de Ki soit, pour presque tout i ,

égale a 1 . Avec les notations du début, on munit GJ de la mesure de

Haar produit, K_ de la mesure de Haar de masse totale 1 et G, x K

J YT
de la mesure de Haar produit. On obtient, ainsi, une mesure de Haar sur

GI qui, en fait, ne dépend que des mesures de Haar sur Gi (et non de
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J) et de La gerbe K . On a les propriétés suivantes sur les fonctions

modules : GGJ = 1‘IIJ 6Gi ; 6G_ est triviale sur GK_ et GGI = GG GG_ .
€ J J J o
Il s*en suit que : GG (g = 1§ (gi) et le produit est fini pour tout
i

I G.

i
g = (gi)e GI .

une famille telle que G ,avec une

1.3.3. Soit G' = (G!).
i7del

gerbe K' de compacts. On fixe une famille K; (comme Ki) représentant
K' et on fixe des mesures de Haar sur Gi comme ci- dessus .0n munit
Gi de la mesure de Haar produit (comme pour GI) . On suppose que

pour tout i , Gi est un sous-groupe fermé de G; et que, pour presque
tout i, Ki = K;rlGi . Naturetlement, GI s'identifie, alors, a un

sous—-groupe fermé de Gi . De plus, on a :

s (@ =T 5. ., (g.)
61-61 jer %5065 7

avec le produit fini pour tout g = (gi)e GI .

on fixe LI 21. s, 0= (¢1.) comme ci-dessus.On forme 1,6 et
’
b et on considére la représentation ind et sa réalisation
1,4 v Lo
G. 4G
171
concrete ind % 0 comme mentionné au §0.10. On s'intéresse a la
GI‘rGi ’

décomposabilité en produit tensoriel infini restreint de cette représentation.
On définit, pour presque tout i , une fonction ¢; continue sur G;

ayant K'G  comme support par :
i

_ 1/2
(k; gi) = 6Gi'G'i (gi) Ts (gi) )

'

1

pour tout k;e K; et 9;¢€ Gi . Il est clair que, pour presque tout i ,

¢; est un élément de E(; = ind zfi de norme 1 invariant par K; via
G.4G!
i
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la représentation 7! = ind LI La direction invariante associée a la

1)
Gi$Gi
famille ¢' = (¢%) ne dépend, en fait, que de la direction invariante

associée a la famille ¢ = (¢i) . On dira que c'est la direction invariante

cbtenue par induction. On forme, comme plus haut, la représentation

m' ., et sa réalisation concréte 2! ., . Si ' = @ y! est un
I,¢ I,¢ el 1
élément de 'Xi o' avec ‘P% € Z; presque partout égale ¢% , on pose :
’

TW') (g') =@ ¢% (g;)
i

pour tout g' = (g%)e Gi . Il est clair que W; (g;) égale presque par-

tout ¢i et T(')(g') appartient a 3(1 0 IL est facile de voir que
’

T(y') appartient, alors, a ind Zf
GI¢Gi

et que T induit un entrela-
I,¢

cement unitaire de Ef i o' dans ind Ef En particulier, si cette
’

[ 1,6 °
GITGI

derniére est irréductible, elle coincide avec ¥ i o *
’
1.3.4. On suppose que pour un indice i , Lle groupe Gi est de
type I . Ona G =G, x G_ avec 7 =1-{i} . Soit ™ une représen-

I i T
i
tation factorielle de GI . D'aprés C.W. Mackey {Ma 3 }, il existe une

unique représentation irréductible ™ de Gi et une représentation

m_ de G_ définie a quasi équivalence prés telles que 7T soit quasi-
i i
équivalente a L @ 7_ . On dira que " est la composante sur Gi
i

1.3.5. On suppose que pour tout iel , Lle groupe Gi est de

type I . Soit w une représentation irréductible de GI . On note,

pour 1iel , L La composante de m sur Gi . Si P est une partie

- A
finie de 1 et p = a LIPS GP avec GP = I G. , il existe une unique
ieP ieP

représentation irréductible n_ de G_ telle que 7= o em_
P P P
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(6, = 6, x G_ ol P=1-P.

Proposition. (C.C. Moore { Moo 2} ) : Avec les notations précedentes,

on a :

i) Pour presque tout i , Lla restriction de ﬂi a Ki contient

la représentation triviale.

ii) S'il existe une seule direction invariante pour la famille

LI est le produit tensoriel infini des représentations mo- Si,

pour presque tout i , Lle groupe Gi est CCR , Ll'ensemble destelles
représentations T coincide avec l'ensemble des représentations CCR

dans %I .

iii) Soit a)i une réalisation concréte de L ¢i et wi

des vecteurs de q’i invariants par Ki pour presque tout i
Pour que les produits tensoriels infinis des représentations T, res-
treint aux directions invariantes définies par ¢ = (¢i) et ¢ = (wi)
donnent la méme représentation T dans &

I il est nécessaire et

suffisant que la série de terme général :

inf [y —a ¢,
ae€, |o|=1 ! !

soit de carré sommable sur I

1.4. Soit G un groupe algébrique défini sur @ contenu dans GL(V)

avec V un espace vectoriel défini sur @ . On peut définir

gt , gj = QQ , ge comme au §1.1. On écrira, souvent, §R au lieu

p
de 6 . A chaque 2-réseau dans V

o

o est associé un sous-groupe 91
de QQ ,un laréseau de Vb et, par suite, un sous—-groupe compact ouvert
g%> de Gp - p étant un entier naturel premier - Si on change un

tel réseau, le groupe 91 change en un groupe qui lui est commensurable
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et les groupes g%; , pef?- {»} , restent inchangés pour presque tout p .
Il s'en suit que lLa gerbe des compacts 91 ne dépend pas du réseau choisi
et L'ensemble des sous-groupes A de QR P commensurables avec gz aussi.
Ces derniers seront dit arithmétiques. On peut, aussi, définir le groupe
adele (ou idéle), gn , ou A est L'anneau des adéles de @ (voir § 0.7.).
Il est facile de voir que le groupe QA s'identifie, comme groupe topolo-
gique, au produit 95? des groupes q) , P € fP, restreint a la gerbe

des compacts QI .Le groupe des adéles principales,noté aussi 9& ,
est formé de;)suites constantes de terme général appartenant a QQ .

De plus, § = {ge S / ge 9{3 pour tout pe %P- {«} L On suppose,comme
dans cette derniére assertion, qu'un 2-réseau dans VQ est fixé (quoique
les résultats en soient indépendants) . On suppose, aussi, fixées des mesures
de Haar invariantes a gauche sur Gb , PE€ ﬁ’ , telles que la masse de Q‘)
soit égale 3 1 pour tout p premier.D'ol une mesure de Haar
sur §A comme expliqué au § 1.3.2 .Puisque le groupe QQ est
discret dans gA
QA et,doenc, muni d'une mesure quotient gA -invariant .Par abus,
on note dg Lla mesure choisie sur chaque gp +p infini ou pre-

,Ll'espace gA/gQ est localement isomorphe a

mier,sur gA et sur QAIQQ .0n rappelle le résultat suivant de

Mostow et Tamagawa {M.T}:Le volume de / est fini si et seu-

5/ Se

lement si le groupe G° ne posséde aucun caractére non trivial
défini sur @ .Si,de plus,dans §u ,les éléments unipotents sont
dans le radical résoluble,le quotient QA/QQ est compact.C'est

le cas,en particulier,si G est un groupe unipotent.On rappelle

aussi,que d'aprés Borel {Bo3},le quotient §A/§£ est compact et

LY

L'ensemble des doubles classes QA\QA/QQ est fini,ou g: est

le produit de et de tous les groupes g, .

[
R P

1.4.1. On va introduire une catégorie de groupes plus vaste que

celle des groupes algébriques définis sur @ et qui s'adapte
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mieux aux besoins de récurrence.

Déginditionl:Un groupe de classe cQ est La donnée d'un

quintuplet ( G,F,S,F+,§ ) ou :

G est un groupe linéaire algébrique défini sur @ ;

=(G6 ) i ;
G Gp pe P une famille de groupes localement compacts ;

F=(Fp)p€9 une famille de groupes finis centraux dans G

telle que le quotient Gp/Fp s*identifie a un sous-groupe
(ouvert)de gp d'indice fini,lui est presque partout égal;
S Lla donnée,pour presque tout p premier,d'une section

Sp de 91 dans Gp compatible avec Le relévement des
p
sous=groupes unipotents définis sur @ de G :Si U est

un tel groupe,on sait que Up se reléeve a Gp {Du3}d'une

maniére unique,et on demande que Sp coincide avec ce relé-
vement sur U ;

2
p

F+ est un sous groupe d'indice fini du groupe (discret)

QP produit infini des groupes Fp restreint a La gerbe des

groupes réduits a L'élément neutre .

Les morphismes de cette catégorie sont définis comme suit :

Déginition 2 : Soit (G1,F1,S1,Fl,§1) ,1=1,2 ,un groupe de

classe cn .Un morphisme rationnel f de G1 dans G2
est La donnée d'un homomorphisme rationnel f de §1 dans
92 défini sur @ et pour chaque p d'un homomorphisme
fp de G; dans Gs tels que :

i)pour tout p ,le diagramme suivant commute

¢ —fo_, (2
p P

<

v

f
—'_>§

2
§ p

1
p
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ii) fp envoie S1(§; ) dans Si(gg ) pour presque tout p ;
P P

ii1)paprés i) , f envoie r; dans ri ,d'ou un homo-

morphisme de %; dans Eﬁ .0n demande que L'image de Fl

soit contenue dans Ff .

Si ,pour chaque p , le groupe G; est un sous-groupe fer-

mé de Gz , §1 est un sous-groupe algébrique de gz , les injec-

tions de G; dans GE et de §1 dans gz définissent un mor-

. . 1 2 . 1 _ 2
phisme rationnel de 6 dans 6 et si F+ = F+ n Gf’ P
on dira que G1 est un sous=groupe de classe CQ de G2 .

On convient d'écrire,comme ci-dessus, G au lieu de (G,F,S,F+,§)

si aucune confusion n'est a craindre .

Définition 3 : Un groupe (G,F,S,F+,§) de classe cq est de

classe C& si pour tout pefP,le sous-groupe Gp/Fp de

gp contient sa composante irréductible g; .

Les groupes de classe c; forment une sous-catégorie de cQ con-

tenant les groupes algébriques définis sur @ . La catégorie C;

est suffisante & nos besoins . Mais par harmonie avec {Du3},on
continue a manipuler ,tant que possible,la catégorie cQ . Des

exemples sont traités au §1.7 et au $1.9.1.

Q

duit infini des groupes Gp restreint a La gerbe des groupes com-

1.4.2. Soit (G,F,S,F+,§) un groupe de classe C, et Gjp le pro-

pacts Sp(gz ) . Le groupe Ep(voir §1.4.1définition 1) est un

p
sous-groupe discret central de G, .0n a,naturellement,un homo-

J
morphisme de %? dans gjf GA .Son noyau est ﬁ? .Le quotient

%PlE? s'identifie au sous-groupe fermé d'indice fini de pro-

Sp
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duit infini des groupes Gp/Fp restreint a la gerbe des compacts

gzp . On pose : GA = %/F*’ et FA = &/F+ . Le groupe FA est
fini central dans GA et Le quotient GA/FA s'identifie a un

sous groupe ouvert d'indice fini de QA .

Si f est un morphisme d'un groupe de classe CQ , G',dans
Le groupe de classe CQ , G ,on a,naturellement,un homomorphisme
de Gé) dans Q¢ ,qu’'on note encore f ,qui envoie Fé dans %P'
F; dans Fe ,et,parsuite,donne lieu,par passage au quotient,a
un homomorphisme de GA dans GA envoyant fx dans % ,qu'on

note aussi f .

Définition: Le triplet (G ,FA,QA) ,ou,simplement GA ,est
le groupe adéle du groupe de classe CQ , G ,et Le groupe

des adéles principales , G, , est défini comme L'image réci-

Q
proque de 5« dans GA .
IL est facile de voir que GQ est un sous—~groupe discret de
. . s e a
GA contenant FA et que le quotient GQ/FA s'identifie a un

sous—-groupe d'indice fini de EQ .

Une représentation unitaire de GA induit,naturellement,
une représentation unitaire de 69 .0n Lla note toujours de la
méme fagon.Par abus,on parlera de représentation unitaire de GA
produit tensoriel infini de représentations de Gp pour signi-
fier que celle de G L'est .

P

Soit U un sous—groupe unipotent défini sur @ de G .
Pour chaque p ,on note de la méme fagon l'unique relévement de
U a G_ . Vu les propriétés de la famille S de sections,le

P P
groupe U s'injecte canoniquement dans G comme sous—groupe de
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classe CQ et,parsuite,le groupe UA s'injecte canoniquement
dans GSJ et dans GA .De plus,la restriction de la projection

N . . . . . .
de ﬁ? et GA sur QA a UA est Ll'application identique . Si
L'algébre de Lie u de U est G -invariante,pour chaque p ,

Le groupe Up est invariant dans Gp et,parsuite,le groupe U

A

est invariant dans G$ et G, .Chaquefois qu'on se trouve dans

a
cette situation,on fait ces identifications sans,toutefois,le

mentionner .

REVETEMENTS MéfAPLECTIQUES . CAS LOCAL ET GLOBAL

l;i;Soit k un corps local de caractéristique nulle.C'est une
extension finie d'un corps &p avec pe ‘J’.L_e caractére % intro-
duit au §0.8 se prolonge en un caractére de k qu'on suppose
fixé et qu'on note de lLa méme fagon.Soit U un groupe unipotent
défini sur @ et u son algeébre de Lie.On fixe une orbite 6

de Hﬁ sous lL'action coadjointe de Uk et u* un point de 6 .
1.5.1. On réalise la représentation unitaire irréductible "k,e
de Uk associée 4 © par lLa bijection de Kirillov {K1}lcomme suit:
Soit L une polarisation de u, en ux et L Lle sous-groupe
fermé de Uk d'algébre de Lie L .0On définit un caractére unitai-
re Xy de L en posant :

Xy x(exp 1) =F(ur(L)) ,C lel ) -

Une réalisation concréte de LI est :
’
a(k,u*,l = ind € ,ou0 L opére dans € via Xyx *
- Lka
on fixe,une fois pour toute,une réalisation concréte de .o *
’
u'on note .S1i k = @ on écrira m et au lieu
q Zkre p 7 p,0 Zp/e
de 7 . _ . .
ep,e et afap,e .81 L = Uk,la représentation "k,e est

un caractére unitaire de Uk et 6 = {ux} .0On dira que c'est le
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caractére unitaire de Uk associé a ux

1.5.2. Pour chaque couple (L , L’)de polarisations en wu* ,on
a un opérateur d'entrelacement unitaire canonique, F
£

invariante sur le quotient L'/(LnL') ,associe & une fonction F

sur x ¢+ qui,pour un choix convenable de la mesure
sux, L k,u*, L ’

sur Uk ,continue a support compact modulo L appartenant a

s définie

dk,u*,_l._ ,la fonction sur Uk appartenant a yk,u*,i

par (voir {L.P}) :
F . (F) (u) = [ FCuy) x ,(y) dy suel .
e L'/LnL" u* k

On considére le groupe algébrique défini sur k , SAC(u*) ,des
automorphismes de L'algébre de Lie u laissant fixe u* .Le
groupe SAk(u*) ,de ses k =-points,s'identifie naturellement au

groupe des automorphismes de l'algébre de Lie u laissant stable

k

u* .Soit x un élément de SAk(u*) .0n note u - xux_‘I L'auto-

morphisme de Uk associé.on définit un opérateur d'entrelace-
ment de &k,u*ri sur xk,u*,x_l_ en associant a une fonction F
sur Uk ,continue a support compact modulo L appartenant a
Z ,Lla fonction u—>F(x—1ux) sur U appartenant a x
k,u*,L k

On note A(x) Ll'opérateur d'entrelacement unitaire associé .

k,u*, xl°

On désigne par S/ (x) l'opérateur unitaire dans l'espacex
k,u*,L k,6

supposé fixé,de L ,coincidant par entrelacement a l'opérateur
’

1 & -
dans L espace'X)k’u*’L composé de et A(x) .La corres

FLxt

pondance x-»Sl'( u* L(x) est une représentation unitaire projecti-
’ ’

. s .
ve du groupe SAk(u*) dans L'espace .Xk,e vérifiant :

1 1
sk,u*,l.(X) nk,e(u) sk;U*,L(X)

1

= ™

=

e(xux )

k,

pour tout u dans Uk et x dans SA (u*) .0On note

k
le cocycle unitaire sur SAk(u*) associé a

ck,u*,i
1]
K, u, L .Ce cocycle

a été calculé par G.Lion et P.Perrin {L.P} .En particulier,ils
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montrent qu'il ne dépend que de l'espace symplectique gk/gk(u*)

et du lagrangien L/gk(u*) . On dira que (resp.

1
sk,u*,i ck,u*,i)

est La représentation projective (resp.cocycle) de Weil associé

a ux et L .

1.5.3. On suppose,maintenant,que le groupe U est défini sur @

Q .Pour chaque

peP,les Up -orbites dans ux qui intersectent u

et 6 est la U, -orbite d'un élément wu* dans u
u le font sui-

*
Q
*
Q
e

vant une U, -orbite,d'aprés Godement {Go2},de sorte qu'on peut

Q

identifier Lles Up -orbites des éléments de 23 a leurs UQ -or-

bites.A chaque pe ?,on associe La représentation "p 0 de Up
’

et une réalisation concréte, d% ,comme indiqué au §1.5.1.D'aprés

,0

Moore{Moo2},la dimension de lL'espace 3{1 ,formé des vecteurs

,0
Zp via “p,e ,est pour presque

tout p premier de dimension 1 .Par conséquent,il existe une

dans af laissés fixes par U
p,9

unique direction invariante pour la famille de représentations
irréductibles L permettant d'associer une représentation irré-
’

ductible ™o de UA ,comme leur produit tensoriel infini,dans
’

un espace ab 6 .D'autre part,toujours d'aprés {Moo2},la représen-
’

tation réguliére de UA dans LZ(UA/UQ) est Lla somme,avec multi-

plicité 1 ,des représentations 6 parcourant ux/U, .0n

"a,0 ’ a8’ Ve

note 1 la réalisation concréte de comme sous-repré-
A0 R,0
2

sentation de L (UA/UQ) .

Le groupe algébrique SA(u*) des automorphismes de u

laissant fixe wu* est défini sur @ et son action sur u est

rationnelle sur @ .Donc,pour presque tout p premier,le groupe

S A, (u*) Llajsse stable u, .De ce fait et du fait que l'applica-
p

p
tion exponentielle et L'application lLogarithme entre u et U

sont polynomiales & coefficients dans @ ,résultent que Uz et

p
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u, se correspondent et on a: X UZ X =U1 pour tout x dans
p p

SA2 (u*) .Ceci,bien-entendu,pour presque tout p premier.De plus,
p

' . . . . .
sp,u*,L(X) laisse invariant afl L6 pour toute polarisation L

P

de L'algébre Hp en u* et x dans SAZ (u*) .
p

1.6. Soit ( w , B ) un espace symplectique défini sur un corps k
de caractéristique zéro.On construit une algébre de Lie de Heisen-

berg sur le corps k en prenant sur w, x k Le crochet de Lie :

—k
[ Cw,t) , w',t") 1 = C0 , BCw,w') ) ; w,u' € W s t,t' € k .

Oon peut la considérer comme L'algébre des k -points d'une algébre
de Lie unipotente n définie sur k .0n note N Lle groupe algé-
brique unipotent défini sur k associe a n et n* La forme

k =linéaire sur n nultle sur L et vérifiant :

n*(C [(w,t) , (w',t*)] ) =B(w,w') ; w,w' e w, ; t,t' e k .

On remarque que les groupes SAk(n*) et Sp(ik) coincident par

restriction a L des éléments de SAk(n*) .Ainsi a tout élément
s de Sp(ik) sont associés un automorphisme n>sn de e et
un automorphisme n-»sns-1 de Nk .On note v la Nk -orbite

de n* dans EE .

On suppose que k est un corps localde caractéristique zéro
m de N associée a v .
k,v k

D'aprés le théoréme de Stone Von-Neumann,le groupe des opérateurs

et on considére la représentation

unitaires dans Ll'espace a{ normalisant le groupe (N,
k,v k,v 'k
est un revétement du groupe des automorphismes de l'algébre de Lie

n, ,triviaux sur son centre,de fibre Le cercle unité T de € .

k
L'application revétement A-»>s est caractérisée par :
AT (n) A_1 =7 (sns_1)
k,v k,v
pour tout n dans Nk .0n considére le groupe ﬁp(ﬂk) au dessus

de sP(ﬁk) .Puisque ce dernier est semi-simple,le groupe des com-

mutateurs Mp(lk) du groupe ﬁp(ik) est le plus petit sous-revé-
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tement de ﬁp(ik) au dessus de Sp(!k) .C'est un revétement a 2

feuillets de Sp(ik) ,d'aprés Weil {We2} ,qu'on appelle le revéte-
ment métaplectique.La représentation unitaire métaplectique de

Weil S de Mp(w,) est réalisée dans L'espace af de Lla
kow L k,v

représentation LI par L'action naturelle .0On a donc :
’

S, (m) w T
W

K, \)(n) S (m) =7

k, k,H k’

(sns
v

pour tout neNk et meMp(ik) se projetant sur seSp(!k) .

Soit,maintenant, L un lagrangien dans Wy .L'espace L x k
est une polarisation de h, en n* .0n écrira | a sa place
quand elle figure en indice .0On considére la représentation uni-

taire projective ,(qu'on note aussi S& Wl ),et le co-
4 ’

]
sk,n*,i

cycle de Weil associé

,(qu'on note aussi ) .0n

ko, L “kou,L

forme Ll'extension centrale Sp(!k) X r de Sp(ik) par Lle tore T

via ce cocycle.D'aprés Lle §1.5.2 ,l'application :

Sp(ik) X r—— ﬁp(i )

(s , t Ir-—=-- > tS
est un isomorphisme de groupes.Ceci permet de regarder Mp(ik)
comme sous-groupe de Sp(ik) X T chaquefois qu'on fixe un lagran-

gien de w, .Un élément meMp(!k) est,alors représenté par un cou-

k
ple (s,t) avec scSp(!k) et teT qui,d'aprés {Pe},est une ra-
cine huitiéme de L'unité.On note -1 L'élément non neutre,dans le
groupe Mp(!k) ,au dessus de L'élément neutre de Sp(lk) . Cet

élément est représenté par Le couple (1,-1) dans Sp(ik) é'T

pour tout choix de lagrangien,et on a : §S (-1) = -1 .

1.7. On suppose,maintenant,que l'espace symplectique ( W, B)
est défini sur @ .0n se place dans les notations du §1.6 .En par-
ticulier Lle groupe de Heisenberg N est défini sur @ ainsi que

son algébre de Lie et le groupe algébrique SA(n*) = Sp(w) .De
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L Sp(w ) = Sp (w) = SA _(n*x) . :
plus p ﬁp pp w b n*) .0n pose

M (w) = Mp( ) ; = { - ; = H
pp W p ."ip Zp {1,-1} b (zp)peJo

%7 le produit infini des groupes zp restreint a3 lLla gerbe des

sous-groupes réduits a L'élément neutre et T, Le sous-groupe

d'indice deux de I formé des suites (¢ ) telles que I.c =1.
P P q peP p
On a vu au §1.5.3 que,pour presque tout p premier,le sous-espace

af de ap formé des vecteurs fixes par N est de dimen-
lp,v p,Vv ID
. . . . '

sion 1 et est invariant par szp(i) via p,w, L

lagrangien L de w .Donc,l'espace afz v est invariant par le
’

pour tout

revétement de sz (w) dans Mpp(ﬁ) , via la représentation méta-

plectique de Weil Sp y .De plus,il existe un(uniquel)relévement cp
’_..

de sz (w) dans Mpp(i) tel que Ll'on ait op(s) ¢ = ¢ pour

p
tout s dans sz (w) et ¢ dans arz N (voir {We2},845) .
pl

p

Lemme:Le quintuplet C Mp(w) , I , 0 , L, , Sp(w) ) est un

+

groupe de classe C; .

On donnera la démonstration de ce Lemme au §1.9.3.

D'aprés ce qui précéde,on peut construire la représentation

%P y produit tensoriel infini des représentations Sp y (des
[

[l

groupes Mpp(w) dans Lles espaces afp v Jrestreint a la direction
- ’

invariante définie par afz .Cette représentation de M%P(H)
pl\)

se réalise dans Ll'espace a(A par entrelacement de ce dernier

7V
avec .Comme pour chaque S (-1) = -1 et
wav p q 959, p,W
S (m) 7w (n) S (m)_1 = g (sns_1) pour tout neN et
P,W P,V P,W Psv p

meMp_(w) se projetant sur seSp (w) ,la représentation %?
p = p = v

est triviale sur g + et donne lieu,par passage au quotient,a une

représentation unitaire SA » du groupe adéle Mpg(i) dans l'es~-
’
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érifi :
pace A,V de "A,v vérifiant

-1

(m) = (n) S (m) = (sns-1)

SA,i A,V AW A,V

pour tout neNA et meMpA(i) se projetant sur SeSpA(E) .0n re-
marque que MpA(E) est un revétement a deux feuillets de SPA(!)

et que (-1) = -1 ou -1 désigne L'élément non neutre de

S
A,vw
Mpﬁ(i) au dessus de L'élément neutre de SpA(!) .De plus I,

est Le noyau de la représentation %P y de sorte que la repré-
’_

sentation est fidéle.Ainsi Mp

sA,g )
groupe du groupe ﬁp(ﬁﬂ) formé des opérateurs unitaires A dans

(w) s'identifie a un sous-

l'espace q},v tels gqu'il existe un élément seSpA(!) vérifiant:

-1 -1 ~
= . (
A "A,v(n) A nA'v(sns ) pour tout neNA Le groupe Mp EA)

est un revétement de Sp,(w) de fibre P et le sous-groupe dis-
Ay

cret SPQ(E) de SpA(E) a un relévement a ﬁp(!A) ,(voir {We2}).
Puisque Lle groupe Spa(i) est semi-simple ,ce relévement est
unique et est contenu dans MpA(i),(considérer le groupe des com-
mutateurs).On note encore Spa(ﬁ) ce relévement.Ainsi le groupe
MpQ(!) (voir §1.4.2) s'identifie canoniquement au produit direct
de Spq(i) et de EA = {1,-1} .Ce fait est important dans la sui-
te.La représentation sA,w restreinte a Spa(i) peut 8tre décri-

te,autrement ,de la fagon suivante :

Pour chaque 55599(1) ,on définit un opérateur unitaire

2 2
6!(5) dans L (NA/NQ) en posant pour ¢el (NA/NQ) et neNA :
dw(s) ¢ (n) = ¢(s-1ns)
On obtient,ainsi,une représentation unitaire GH du groupe
2 L s -
Spa(i) dans L (NA/NQ) vérifiant pour tout seSpQ(!) et neNA :

1) =T (sns_1)

GE(S) "A(n) 51(5 A
R . . . . 2
ou "A est La représentation réguliére de NA dans L (NA/NQ) .
bonc,l'opérateur dw(s) envoie la sous~représentation A,y en
— ’

la sous-représentation sr .Mais

ST =7 et SV = v ;
A,v A,V A,sv ’
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™ .Sachant que la multiplicité de dans

A,V = A,V ", v
A égale 1 ,on en déduit que GE(S) Laisse stable 3€A,v et on

donc, s

obtient ainsi une représentation,qu'on note encore éw ,de SDQ(E)

dans XA,“

,vérifiant Lla relation :

§ (s) w (sns™h
W v

-1 _
A,\)(n) Gi(s ) =1

A,
pour tout seSpQ(i) et neNA .Puisque la représentation v
’

est irréductible et Lla représentation restreinte a Spa(i)

S
AW
vérifie La méme relation,les deux représentations 6w et SA y

’
différent d'un caractére du groupe Spo(ﬁ) qui est semi-simple .

Elles sont,donc,égales .

1.8. Soit v un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
Llocal k de caractéristique zéro,muni d'une forme bilinéaire B
alternée.On note XB L'orthogonal de v relativement & B , w
le quotient XIXB et,encore, B la forme symplectique sur w dé-
duite de B par passage au quotient.Soit H un groupe(topologi-
que)opérant sur Yy en laissant stable B .0n a,donc,un homomor-
phisme naturel de H dans Sp(!k) et,ainsi, un revétement HB de
H , @ deux feuillets,construit sur le groupe métaplectique Mp(ik)

/

de sorte que le diagramme suivant commute :

W Mpu)

¥ ¥

H —————— Sp(w )

k
Plus précisément, HB est le sous-groupe(fermé)de H x Mp(ik)
formé des couples (h,m) tels que h et m se projettent sur le
méme élément de Sp(gk) .Les fléches de HB sur H et de HB
sur Mp(ik) sont déduites,respectivement,de la projection sur le
premier et second facteur.On note -1 L'élément non neutre de

HB au dessus de L'élément neutre de H .0n convient de prendre
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Mp(ik) = {1,-1} si w = {0} .

1.8.1. Soit,maintenant, Vv' un sous-espace vectoriel de v et
v" son orthogonal dans v relativement a B .0n note B' et B"
les restrictions de B a v' et v" et on pose w' = !./X,B'
et W' = fofB" .0n suppose que l'espace v' est stable par H .

On peut,alors,construire lLes revétements a deux feuillets HB' et
HB" de H et un revétement a deux feuillets (HB‘)B" de HB'

en faisant opérer le groupe HB' dans v" wvia l'action de H .

On pose :

B',B"

- . - . N
B,v' . { (h,h)eHB x (H™ ) tel que h et h se projettent sur

H
le méme élément h de H } .C'est un revétement a huit feuillets
de H .Au dessus de L'élément neutre de H, les huit éléments de
ce revétement peuvent s'écrire sous la forme (a,B,y) avec a,

B,y valant 1 ou -1 .En quotientant par le sous-groupe central ,

{ Ca,B,Y) / o,B,Y vaut 1 ou -1 et aBy = 1 } . le groupe ﬁB,_\i ,

1]
on obtient un revétement a deux feuillets HB’! de H .0n note,

uBsy'

encore, -1 L'élément non neutre de au dessus de L'élé-

ment neutre de H .

1.8.2. soit L' et L" des sous-espaces totalement isotropes
maximaux de v' et v pour B' et B" respectivement.L'espace

L= L'+L" est un sous-espace totalement isotrope maximal de v

1] "
pour B .0n pose L' = L'/l'B , L" = L"/x”B

et L = 1l/v .Les

espaces L ,L' ,L" sont des lagrangiens dans w ,w' ,w" respec-

L] "
tivement.On regarde HB ,HB ,HB comme des sous—groupes des ex-

tensions centrales par le tore de H via le cocycle de H déduit

de C, _'-_'ck,ﬂ'rL' ’ck,y_",L"

par composition,en envoyant H
X7
(Ek) ,Sp(ii) et Sp(iﬁ) respectivement(voir §1.6) .0n

W
dans Sp

peut,donc,écrire un élément h de HB sous la forme (h,t) et

41



M. H. SLIMAN

" . "
un élément h de (HB )B sous la forme <(h,t',t") ou t,t',t"

sont des racines huitiemes de L'unité dans €, déterminées au signe

pres par h € H , (h,t') et (h,t") représent nt des éléments
Bl B"

de H et H ,respectivement,se projetant sur heH .D'aprés
buflo ({Du3},lemme 11.8),le produit tt'-‘lt"—1 ne dépend que de

A et de ; et non du choix de L' et L" .0n note ce sca-
lLaire Xﬁ’l'(ﬁ,g) .De plus, Xﬁ’ll est un caractére de ﬁB'x. /
qui passe au quotient pour définir un caractére unitaire de HB’xl
valant -1 en -1 et qu'on note Az’l' .0n remarque que ses va-

leurs sont dans les racines huitiéme de L'unité.

1.8.3. Soit E wune représentation unitaire de HB impaire (c'est

a dire E(-1) = -1 ).0n lui associe une représentation unitaire
Aﬁ’llE de (HB')B" dans lLle méme espace comme suit :

e (o= X9 by E ()
pour tout (;,E) € ﬁB’x' .L'application E = At’l'E est une bi-
jection de Ll'ensemble des représentations unitaires impaires de
HB sur L'ensemble des représentations unitaires F de (HB')B"

vérifiant F(a,B) = aB avec a,B valant 1 ou -1 .

1.8.4. On suppose que Vv est totalement isotrope pour B .Dans
1] "
B )B

ce cas W est réduit & {0} et,par définition,le groupe (H

L] ~
est le produit direct de HB et de {1,-1} .Le groupe HB’X

B' N

est le produit direct de {(h,h)eHB x H / h et h se projettent sur le mé-

1
me élément de H } par +1_Par conséquent,le groupe HB’X s'identifie

au quotient du premier facteur par {(1,1;(-1,-1)} et la bijection

]
E - AE’X échange les représentations unitaires impaires de H

1
et de HB .

B
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1.9. On suppose,maintenant,que v est un espace vectoriel de di-
mension finie défini sur @ et B est une forme bilinéaire a
coefficients dans @ .Son noyau XB est défini sur @ et L'es-
pace symplectique w = X/XB aussi.Soit (G,F,S,F+,§) un groupe
de classe CQ avec une action de G sur v rationnelle sur @

Laissant stable B .En faisant opérer G sur lp via gp ,on

obtient un revétement a deux feuillets GS du groupe Gp ,comme

au §1.8 .0n a le diagramme commutatif suivant :

B
=p
B / \
G = > Mp (w)
p > p -
G
'1' . wTP- l
. 'S
G > Sp_(w)
P pp -
Le sous=-groupe Fp de Gp se reléve canoniquement a Gg en asso-
ciant a fer L'élément (f,1) de Gg .Donc,le noyau,noté Fg ,
du revétement 62 de gp s'écrit,canoniquement, comme le produit
. _ B _ R
direct de Fp et de Zp = {1,-1} .0n pose Fp = Fp x I, ou I,

est le sous-groupe de I décrit au §1.7 .Le groupe FB est d'in-
P +

dice fini dans le produit infini %; des groupes Fg restreint
a la gerbe des groupes réduits a L'élément neutre.bDu fait que L'ac-
tion de G sur v est rationnelle sur @ ,résulte que,pour pres-

que tout p premier,Ll'image de 91 dans Spp(!) est contenue
p

dans sz (W) .Le relévement canonique de SDI (W) a Mpp(i) dé-
crit au §1.7 induit,alors,un relévement canonique de Sp(gz ) a
Gg d'une maniére naturelle.En regardant GB comme revétement de
gp,suivant le diagramme précédent,on en déduit une section Sg

de gz dans Gg .Ceci,bien-entendu,est valable pour presque tout

p
p premier.
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1.9.1.]1 PROPOSITION:Le quintuplet (GB,FB,SB,F?,Q) est un groupe

de classe CQ .Il est de classe Ca si G Ll'est .

On donnera la démonstration au §1.9.3 .

1.9.2. Soit v' un sous espace vectoriel défini sur @ de v
stable par Ll'action de G sur v .Soit v" son orthogonal dans
v pour B .0n note B' et B" les restrictions de B a v'

et v" respectivement.On forme,comme au §1.8 ,pour chaque pe j),

~ ' ] '
les revétements Gg'x< et GS’X et Le caractére unitaire Xg’l
L]
de Gg’l en prenant k = Qp .Pour presque tout p premier,les
. . B N B' N B" ' .

relévement de gl a Gp ,a Gp et a Gp permettent d'avoir

, p B' . B" . X . ~B,v'
un relévement au groupe (Gp ) et,parsuite,un relévement a Gp'—

[] ~ [] ]
et a Gg’l .0On note Sg’l et Sg’l les sections de gz dans
~B,v' B,v' . . . P
Gp — et Gp — respectivement,ainsi obtenues .
1
LEMME : Pour presque tout p premier,le caractére Az’x est
1]
trivial sur s57¥ (g, ) .
| P
p

DEMONSTRATION/

Il est clair qu'on peut supposer que Vv = w .Autrement dit,

la forme B sur v est symplectique.On va distinguer deux cas :
1ergas:0n suppose que V' est coisotrope pour B .On fait les

identifications décrites au §1.8.4 .Un espace totalement isotrope

maximal dans v pour B' est un lagrangien pour B .0On fixe un,

qu'on note L .0On pose w' = v'/v" et L' =L/v" .L'espace w'

est symplectique et L' y est un lagrangien.On considére les ob-

jets n , N, v, S’ , Sp ; etc... et n' , N' , v' ,... tout
’

comme au §1.7 .0On note E' la sous-algébre unipotente définie sur
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@ de n engendrée par v' et le centre,et, N' Lle sous-groupe
unipotent défini sur @ de N associé.On peut,naturellement, re-
garder n' (resp. N' ) comme un quotient de n' (resp. N' ) et on
ajoutera un ~ pour désigner lLes objets sur E' et N' obtenus

par passage au quotient a partir des objets correspondants sur n'

et N' .D'aprés le principe d'induction par étages,on a :
T =indx*=~ind?r' ' ; L= exp(L xn),
Prv | 4y NAN P,V ] p p
p P p P

comme décrit au §1.5.17 .0n remarque que la représentation ?rlp v
’

opére dans le méme espace x .0On peut,donc,suppo-

ser que ¥ = _ind 2
PsV  NrgN
dans {Du3},M.Duflo montre que :

povt AUE Tp e
b v..Lors de la démonstration du lemme II.8
4

-1
' = '
Sp,!,k(g)‘b (n) cp(g) Sp’i,’k.(g) $(g ng)

pour toute fonction ¢ sur Np continue a support compact modulo ﬁ;)

appartenant a 8!’ ,pour tout geG et pour tout neN_ ;ou c_(g)
p,v P p p
est une constante strictement positive.Il en résulte que :

Vl

’ ’

. _ ~B, - . . -1
Sp !(g)qb (n) = cp(g) Ap (g,9) Sp !,(g) (g 'ng)

- " 1
ot ¢,g9,n sont comme ci-dessus et (g,g) est un élément de Gz X GS

1]
B,v se projetant sur ger .0n réa-

représentant un élément de Gp

lise,pour presque tout p premier,une bijection de ?l v sur
a’zp’ en associant a un élément ¢ de xz vt lLa fongtion ']
sur Np a support szﬁ’; définie par : P

plnn') = ?r'p'v,(n')_1¢ pour neN, et n'e'ﬁ’;’ .

D
La fonction ¢ s'obtient & partir de ¢ par dinduction (cf.

On a,pour

§1.3.3) .0n suppose que g est un élément de Sp(gl )

- <P
presque tout p premier, g 1Nz g = N’ et si g = Sg(g) et
“ g . p p N

=5 (g) ,on a : S (gly = et S ) = ar construction
g p (92 ' pudV b p’ixg b =4 p
de Sg et Sg .D'ou,avec les notations ci-dessus :
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[ = - [ = BI_\LI A . ~ - ' -1
y(nn') Sp'!(g)w(nn ) cp(g) kp (g,9) Sp’!,(g) "p, (g ‘n'g) ¢
= B,V (g o) ¥ 1yl
cp(g) Ap (g,9) np,v,(n ) ¢
= c (@) 28X (g,9 ynn"
P P
e .
IL s'en suit que Ag'l (g,g) =1 et cp(g) =1 .D'ou Le lemme .

d
2 cas:0n suppose que l'espace Vv est non contenu dans v' . On

~

pose v = v' + v" et B la restriction de B & v .Le sous-es~-

~

est coisotrope pour B .Soit (g,g) (resp.(g,g) )

Gy
p

et on a : XB’
p

pace v de v

un élément de (resp. 62'1 ) .Le couple (g,g) appartient

~ ~

- v e . r e .
a G y (g,g9) = Ag’l(g,g) Aﬁ’l (g,g) .0On peut,

.Ainsi,la

I<?

er . N _
alors,vu le 17 cas,se restreindre au cas ou v = = W

somme v = v' + v" est directe et les espaces v' et v sont

symplectiques.On construit,comme au §1.7 ,les objets n , N , v ,

Sp y ,etc... et n' , N' ,...n" , N" ,...construits sur les espa-
,—
ces symplectiques v , v' ,v" respectivement.On regarde n' et
n" comme les sous-alaébres unipotentes définies sur @ de n
engendrées par le centre de n et par v' et v" respectivement.
N' et N" sont les sous-groupes unipotents définis sur @ de N
correspondants.Il est facile de voir que N = N' N" N'nN" est
le centre de N , N = N' N" , N'nN" est Le centre de N et ,pour
P p P PP P
presque tout p premier, Nz = Ni N"z .De plus,on peut identi-
P P P
fier a ] w de sorte que :
aop,v aop,v' a,p,v q
m (n'n") = y(n') & w(n')
P,V P,V p,v
et s (@) =38Y g, s @) es .(agM
P,y P P,V p,Y
VN "o N : N B',B" . s
pour tout n eNp , N eNp , ger , 9e(G6 )p avec (g,g) wun élé-

~

' N “
ment de Gg’l et g = (g'
r

est,pour presque tout p

7 ,v
. . = p
donc,lui est égal et vu les définitions des sections R Sp
B,v' . . s
Sp’— , Le Lemme découle immédiatement .

,gn)

p

premier,un sous-espace de o
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1.9.3.0n va procéder & la démonstration du lemme 1.7 et de la pro-
position 1.9.1 . On va raisonner par récurrence sur la dimension
de W . Le résultat étant évident si la dimension de L'espace W
est nulle , on peut la supposer , alors , supérieure ou égale a
deux . On remarque que le lemme 1.7 est un cas particulier de la

proposition 1.9.1,en prenant Gp=§p=$pp(i) .La seule assertion non

évidente est la compatibilité des sections Sg avec le releve-

ment des sous-groupes unipotents A définis sur @ de G .

On raisonne sur le diagramme commutatif du début du paragraphe.

L'image B de A dans Sp(w) est un groupe unipotent défini

sur @ . Le groupe Mpp(ﬁ) (resp. Gg , Gp) contient un

unique sous-groupe isomorphe,par la projection,a Ep (resp. ép)'

Le diagramme fait correspondre les différents groupes isomorphes

a ép et Les differents groupes isomorphes a gp et, pour pres-

que tout p , fait correspondre au sous-groupe él de gp
p

Le sous-groupe de Spp(ﬂ) . On est donc ramené au cas du

Ltemme 1.7. On note i la section identique de gl dans gp .
p

Puisque le groupe B est unipotent sur @ , il existe un sous-

espace de dimension 1 de w defini sur @ 1nvariant par B .

Soit v' son orthogonal sans w relativement &8 B . Il est

défini sur @ , coisotrope pour B et de dimension inférieure
1
a celle de w . Le caractére AB’X étant d'ordre fini, il est trivial sur
- p

1
le relévement du groupe unipotent B_a QB’!- . D'autre part, d'aprés le

=p P
1]
lemme 1.9.2 ,pour presque tout p premier, le caractére Aﬁ‘l est trivial

) 1] Ll

sur i27% (B, ) . Soit b unélément de B, . Ona Y B=GE®,IS B).
P ' p

L'hypothése de récurrence montre que ig (b)=b . Donc, on a :

1 1
B,V (is(b),b)=xg‘l (b,b)=1 . Donc, nécessairement, ig(b)=b car on a

A
p

B,v' _ .B R .
Ap - (-1,1)=-1 . Or 1p(b)=op(b) , d'ou le résultat .
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B B B B

1.9.4. Au groupe de classe C (G ,F ,S ,F+,§) , On associe les groupes ﬁ; ,

B_.B,B B
G = /s o Fp

Q’
_ .B, B B
—5,/F+ et GQ
nel ,par projections, de GB sur G ;

, comme au §1.4.2 . On a un morphisme ration-
d'ou, une projection de Gg, sur G:?

et une projection de q: sur QA . Il est facile de constater que le revé-

tement GB (resp. GB

» A

sur le revétement M?? (W) (resp. MDA(E) ) de SDA(."L) de sorte que les dia-

) de G (resp. QA ) est identique a celui construit

grammes suivants commutent :

B B

g §

B’//' ;p\\‘ B//)riAN\\*

G? M@, (W) GA — MpA(.vi)
v v
o -

l PRUEY Vo

. o’ '.\* '/ '.*
(39—'-——————» SDA(E) GA' B SpA(y_)

ou Lla fléeche de GS’ dans SQA(!) etc ... s'obtient a partir du
morphisme rationnel de G dans Sp(w) etc ... explicité pour chaque

pe Sp suivant le diagramme du début de paragraphe. On a donc,

B .
= {( ) M (w) t ttent L
69 {Cg,m) € Gy X p‘? w) / g e m se projettent sur le

méme élément de SDA(E) }

B
GA = {(g,m) € GA

méme élément de SQA(E)} .

X MpA(H) / g et m se projettent sur le

Le relévement de SpQ(E) a MRA(E) induit un relévement canonique

de GQ a Gg . On regardera, alors, GQ comme sous-groupe discret de
GB On a : GB =G, x {¥t1} et cette décomposition est canonique.

Q - Q Q
iy s n . o s . B
On utilisera les mémes notations pour désigner les représentations de Gp ,

obtenues de S , S et S par composition .

B B
G(g) et G/A P ?,w o

1.9.5. Soit U un sous-groupe unipotent défini sur @ de G . On a vu, au
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§1.4.2 , qu’on peut relever gp ,comme sous-groupe fermé, a Gp , Gg ...t
. . B B
parsuite, QA ,comme sous-groupe fermé, aux groupes GA , Gs), GA P GjJ""

Il est facile de voir que ces relévements se correspondent par la projection

B
du groupe G sur G
¢ P p p

B
, de G\‘P sur Gf},et de

GB

A G

sur
L)

En particulier, on a un relévement canonique du sous-groupe ga de
9A a qg . D'autre part, du relévement canonique de GQ a q: , on
déduit un autre relévement de gﬁ . En fait, ces deux relévements coinci-
dent. En effet, si Ay et A, sont les deux relévements et si ac Ay,
il existe un caractére x(@) tel que x(a)a appartient a A2 ; x (@)
appartient a Fﬁ . Puisque U est unipotent et x est d'ordre fini,

il est nécessairement trivi

1.9.6. Soit ' un sous

sous L'action de Oon ut

[
L]

Lles sections SB et (SB
P P

sous—-groupes unipotents déf

1]
méme pour 3 g’l et

. o ~ B,v'
fibre du revétement G o

ment neutre. Le sous-group

(voir diagramme du début du

On a, donc,

Fp x {+£1}

’
X {(ap 'Bp ’Yp)

et Y

Ta, =08, =
p P P P

quiprécéde, les groupes

p

(

Il
p

1 1 ]
(2L, By g B

on a un morphisme rationnel

] "
sur GB et sur (GB )B

suivants

S
p

al. D'olu L'assertion.

-espace vectoriel de v défini sur @ invariant

ilise les notations du § 1.9.2. Du fait que

i
)B sont compatibles avec le relévement des

inis sur @ de g/ résulte qu'il en est de

[ ~ ' '
B,y Soit F ﬁ’x- (resp. F g’l ) lLa

1
Gg'l )  de au-dessus de L'élé-

GB
p

(resp. Gp

F
p

paragraphe),

de se reléve naturellement a

1] L1
2B
p

e Gp

~ (]
donc a G g’l et

’

F B’.!' =
p

F
p

d'une maniére canonique.

x {Ca, B, Y) / a, B, y valant + 1}

On pose

valant =+ 1 resque partout
ap IBp lYp P q P

’

1} et D'aprés ce

) et

sont de classe C

Q

pe plus,

~

G

~

1 1 1]
naturel de B,y sur GB’X de G B,y

’

On en déduit les diagrammes commutatifs
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()
Ow
- ~

I<

s f
- ey

a
’V

~ " an ~ N} . ] "
s&,B’X Y 5 g, By . BB
N H .
H \ i .
l - oo
G, "\ G, A
"4 ? S, - A *
. Teey Lot IO |
B - N B -~ >
bo o Cn S
~ B,v' ~ B,v' A . s s
Les groupes G? - et G rY peuvent étre décrits comme suit :
~B,v' _ ., 0" B B',B" - - ;
ng {(g, P e GSP x (G )SP / g et g se projettent sur
le méme élément de G }
~ ' - " ] n . "
G :’X- = {(g, 9 662 X (GB )2 / g et g se projettent sur le
méme élément de QA }
1
De plus G :’1 est un revétement a 8 feuillets de qA . Le

par {(up ,Bp 'Yp) /

B,v'

groupe ﬁﬁ:— s'obtient en quotientant ng'v

alent + 1 resque partout 1 t =1
Qp IBp IYp vale s P que p ou , €et, ap Bp Yp }

~ 1]
Les éléments de G 2’X au-dessus de L'élément neutre de GA peuvent

s'écnire sous la forme (a, B, y) avec a, B, vy valant =+ 1
B,v'

G A est le revétement a deux feuillets de GA qu'on peut obtenir en

. Ainsi

~ 1
quotientant G :’1 par {(a,8,y) / 0, B, Yy valent +1 et o By =1

~

v
On remarque que G _’—

B ) - " - B " B 1 B " - "
Q ={(g,g)/ ge Gg » 9¢ (G )Q et g et g

. o L) B,v' ' . ~ B,v'
se projettent sur le méme élément de gu } i GQ — s'obtient de G P

1] "
par passage au quotient. Les relévements de GQ a Gs et (GB ):

comme décrit au § 1.9.4. induisent un relévement canonique de G, a

Q
~ L]
G :’1 en prenant {C(g, 9) , ge GQ} . Il en résulte un relévement

L}
canonique de G, a GBf! . On a, donc,
Q A

A GQ x {C¢a, B, ¥Y) / o, B, Yy valent

I+
-

[ 2 et aBy=1} et
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Ceci étant, on considére, pour chaque pe $ , Lle caractére unitaire

~ ' ~ '

A E’X de G g’l , construit au § 1.8.2., ainsi que le caractére uni-
. B,v' B, s . ' \
taire A o -_ de G p déduit par passage en quotient. D'aprés

~ v v

le lemme 1.9.2., A E’X (resp. A g’! ) est trivial sur
~ B,v' B,v'
K b (gl ) (resp. S b = (91 ) pour presque tout pe % . Dponc on

P P

~ [

peut construire le produit tensoriel infini des caractéres )\ g’l

B,v' s N s ~ B,v'
(resp. A o ) pour obtenir un caractére unitaire Aj? — de

~B,v' B,v' B,v' . B,v' .

Gg '— (resp. A ’— de G, ’— ) . En fait A . ’— s'obtient de

P P- '@ P e

~ B,v' . . . ~ B,v'

% /=~ par passage au quotient. Il est facile de voir que Ao ’— (resp.
] ~ R Ul

AgF’X ) est un caractére trivial sur F+B’1 (resp. B oyt ) de sorte

qu'il définit par passage au quotient un caractére unitaire 2

(resp. A :'X. ) de 6 i (resp. G 2’3- ). Aussi, le caractere
' ~

A 2’1 s'obtient de A i par passage au quotient. De la propriété

)

analogue dans le cas local, on déduit que A :’1 -1 =-1,

b : o (o, B, ¥) =a By avec a, B, y valant +1 et les caractéres

~ B,v' B,v' .

h\ A = et A A prennent leurs valeurs dans le groupe des racines

huitiémes complexes de L'unité.

Soit E une représentation unitaire de qs vérifiant E(-1) = -1 .
B, v B'.B"

On Llui associe une représentation unitaire 2\ A E de (G )A , ayant
méme espace, en posant :
A B¥egr= 3B Y (g, 9)E()
A g A g9,9 a
N "y~ B,vf . .. ‘. .
pour tout (g , g)eG A= - On obtient, ainsi, une bijection de L'ensemble
des représentations unitaires E de GB vérifiant E(-1) = =1 sur

A
i "
L'ensemble des représentations unitaires F de (GB ): vérifiant
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F(a, B) = a B pour a, B valant * 1 . On remarque que si E est un

produit tensoriel infini de représentations unitaires Ep de Gg ,vérifiant

]
Ep(-1) = -1, restreint & une direction invariante, 2 :'X~E est, aussi,
Ll
le produit tensoriel infini des représentations A g’x Ep restreint a

la méme direction invariante (voir § 1.3.1. et § 1.4.2.). Comme, pour
le cas local (§ 1.8.4.), si v" est un sous-espace, isotrope de Vv

' cei s oo B_ B, °
s'identifie a {(g , 9) ¢ QA X GA / g et

~ ¥
pour B , Lle groupe G :’X
B,v'

g se projettent sur le méme élément de GA} et, G A , a son guotient

par {(1,1, (-1,-1)} . Dans ce cas la bijection E-> 2 :'va échange

L]
les représentations de Gi et Gﬁ impaires.

On remarque que la bijection réciproque se définit de La méme fagon :

- B,ll_'

FrXpg~ F.

)
Lemme. Le caracteéere A:’x est trivial sur GQ .

Démonstration.

On va utiliser la démonstration du lemme 1.9.2. Aussi, on peut
supposer que ['espace v est symplectique. Et on va distinguer les deux

cas :

ler cas : On suppose que v' est coisotrope pour B . On pose

- 2 v - 2 v 1 ) A -
ZA =L (NA/NQ) , ZA = L"(N'p/N"g) et on note m, et m'py la représenta

. . . ' ' .
tion réguliére de NA et N'p dans 7!\ et ZA respectivement. Comme

convenu, afA N (resp. drA v') désigne la réalisation concréte de LY
’ ’ ’

(resp. y) dans Q (resp. &',) comme sous-représentation de
AN A A

A (resp. A) -

On considére la représentation Gw (resp. éw' ) du groupe SPQ(H)

(resp. Spﬂ(ﬂ')) dans ?A,\) (resp. :A,v') introduite au § 1.7.

Elle induit, par composition, une représentation de GQ dans G(A N
’
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(resp. ?A v') qu'on notera de la méme fagon. D'aprés le § 1.7., elle
’

coincide avec la restriction a G& de la représentation de Weil SA w
’_

(resp. SA,!' ). On a:

"A,v = N:nd ‘IIA’\)'
N a +N“

Ceci résulte de la propriété analogue pour chague p , du fait que

~

Ly (resp. m, ,) est un produit tensoriel infini des représentations
A,V A,

m (resp. T v ), restreint a la direction invariante unique,et du
P,V P,V

§ 1.3.3. On pose :

A
?A,v = N ind xA,v'

'
NA‘fNA

On aura démontré Le lemme si on prouve que les égalités

A = Blll_' A -1
(%) SA'_"i (@ ¢ (n) >‘A (g) SA!‘:‘_' (@) ¢ (g ng
) 5 (@ b () = 5w,(g)$(g'1 ng)

: . . A .
sont satisfaites pour une fonction ¢ non nulle, continue sur NA appar-

A
tenant a a’A N pour tout ge GQ et pour tout ne NA .
’

On va, d'abord, s'intéresser a l'égalité (*). Soit, pour presque
D s V2
tout pe &P, ¢p un élément de az o de norme 1 et @p L'élément
p’
de Qp v obtenu par induction. La fonction <I>p est, pour presque tout

’

p , de norme 1(voir § 1.3.3.). On a, donc, des réalisations concrétes

] t i
pgp’v e : xp,v' de "A,v et de "A,v' respectivement et un
opérateur d'entrelacement T de @ ’fp y Sur ind Q?p o' comme
P NN, P
A A
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décrit au §1.3.3. Soit wp une fonction continue, appartenant & 2p N
’

égale, pour presque tout p , &8 & . Onpose y =T (@ wp) ; U] est

P P
continue sur NA et on a :
S (@ yn) =TS (@) (@ v ) (n)
P PV P o b Y
=TS (g ) (
8 Spw 97 ¥ np)
p el
=RS (g ) (n)
o %p° Y o
p
=ec @)ABY g ,90s @)u @'n g
p PP p p p” “p,W' p” o p p p
avec é = (; ) un élément de Gg , £)= (; ) un élément de GB' avec
p p &
. - N '
(g , 9 un élément de B,V et n=(n)eN . Ceci d'aprés la
8 p A
démonstration du Llemme 1.9.2. De plus, cp (gp) est, presque partout, 1 .

On pose ¢(g) = nc (g) . On a, donc,
p PP

" PR - VA " -1
Sgiﬁ (@) y(n) = c(g) )\y - (g, @ S? ' (@ y(g n @

Il en résulte que :

Spy (@ v =c@ A p Y, @ 5, (@ v Vo

A'N A,
. B' PR
pour tout ne NA , Qe GB , Qe GA avec (g, g) représentant un élément
B,v' o s . ?
de GA — . Par restriction a GQ et par entrelacement de Ay' et
’

ﬂfp ot 2 on obtient L'égalité (*) a une constante positive c(g) preés.
p ’

Cette constante va valoir 1 si on montre L'égalité (x*). Pour ce

faire, tout consiste & entrelacer les réalisations concrétes IA N
’

A
et WA v de La représentation On va le réaliser en différentes
’

A,V -
étapes :

~

On pose N1 = "\ NQ . C'est un sous-groupe fermé de NA car le
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~

quotient ﬁ"\ / N& étant compact, le quotient N,'/N& L'est aussi dans

NA / NQ et la continuité de la projection permet de conclure. On pose :

2

- 3 = 2 = N Nt
my = ind et &P, =L (NN =L Ny / Ng )
N_ +N
e 1
D'aprés le principe d'induction par étage L ind m et un opérateur
N, +N
1 A
d'entrelacement, T1 , de XA sur ind x s'obtient en associant
N, + N,
1 A
a une fonction ¢ continue sur NA appartenant a XA La fonction T1 [}
continue sur NA a valeurs dans ?1 appartenant a ind d donnée
N, ¢+ N
1 74

par :

T, ¢ (A" = ¢t 0", neNg et n'eNg .

Le sous-espace ’X1

?A,qv' de y,, est stable par et la

° ~
1]
Q€NQ/NQ

représentation LI

restriction de = a 'Z coincide avec
; 1 1;v

ind ;A , - Un opérateur d'entrelacement, T2 , de ? . sur
ﬁ'u AN VA% ;v
A 1
~ind 2¢ , s'obtient en associant & une fonction continue ¢ sur N"‘
Ngan, A
A 1
appartenant a w o la fonction T2¢ sur N,' continue appartenant
I
a _ind '* définie par T, ¢(Cq A =7 ' (R')—1¢ pour tout
Nean, AoV 2 Ry
A1
T o N ' 5 = 2 ' 5
n'e n et qge NQ . Il s'en suit que "A,v ind "1;\) et l'opérateur T1
N, +N
1A
.. s .0
suivi de T2 réalise un entrelacement de AV sur ind _ind a’A,v n
N1+NA N'\‘t‘N,l

remarque que l'évaluation en L'élément neutre de N1 est une application

. - ~'
continue de _ind ﬁA dans ?A,v' car le quotient N1/NA est
Nt *N
A
discret. On entrelace ind .ind q et z en associant a
Nyt Ny Nat N Aoy
1T A A

une fonction continue sur NA appartenant au premier espace, la fonction

T3 ¢ continue sur NA appartenant au second,donnée pour ne NA par :
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T3 ¢(n) = ¢$(n) (e) . On obtient, ainsi un opérateur d'entrelacement T de
LY
a sur & qui envoie une fonction continue en une fonction continue.
AV .Y

on vérifie, facilement, que pour toute fonction ¢ appartenant a KA
’

continue sur NA , bpour tout ne NA et pour tout ge G& , oOn a:

TG, (@ ¢ =5 , (@ T ¢(g_1 n g

D'ou L'égalité (*x).

2éme cas : On suppose que le sous-espace v' est non coisotrope
dans v pour B . On utilise, encore,les notations et résultats de la

démonstration (2éme cas) du lemme 1.9.2. Si g = (gp)e G\B? ;

~ ~ ~

N . - % . - ,
g = (gp)e (6 )5, et g = (gp)e G; avec (g , 9)e GQB’X et
~ . ~ R b - I ~ ~
(g,g)eGB’— , on a (g,g)eGB’l et

e 4

- I R - ~ LR .

kgB’v @, =32Y g, 9 A;’l 9,9 ;

ceci résulte des égalités analogues pour chaque p € ﬁ) Par passage au

quotient, on en déduit, en particulier, que pour tout ge GQ , on a:

B,v' (g = Br¥(qy 2BrY'
)J\ (@) )‘A (g) AA (g) .
a L]
D'aprés le premier cas, A:'X-(g) vaut 1 . Donc, on est ramené au cas ou
v = z . Des propriétés locales résultent que Nﬁ = NANK avec NAnNA Lle centre
de N, et on peut identifier @ avec @ 2 @ » de sorte que
A P pa’p,v pwp,v' pa‘;,v q
] L1 = 1] "
"A,v(n n") "A,v'(n ) @ 'NA,V,,(I’] )
=8,v' . . .
)‘A SA,l(g) SA,_!.(g ) @ SA,_\L"(g )
1 1] " " - - "I “" B' B"
pour tout n ENA , N eNA et g = (g',9Me(G ) A" On va prouver que pour tout

gsGQ , 0N a Gv(g) = dv,(g) @ 8§ ,(g) . Le lemme résulte aussitét . On pose

v
N = N' x N" (produit direct) . C'est un groupe unipotent défini sur @ et

L'application (n',n")>n'n" de N dans N est un homomorphisme de groupe
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rationnel sur @ surjectif . Son noyau Z est un sous-groupe défini sur @

jnvariant de N . On en déduit des homomorphismes surjectifs de ﬁp = Né X N;

N = ] " ]
sur Np de noyau Zp et de NA MA b MA sur NA de noyau ZA . L'espace
2

L (NA/NQ) s'identifie, naturellement,a L (NA/NQ) @ L (N"/N”) . Le sous-espace

des vecteurs ZA -invariants s'identifie a L (NA/ZANQ) car le quotient de

N 1] 5 3 )
%ANQ par NQ est compact . D'autre part,par composition,l'espace L (wﬂleNQ)
s'identifie a LZ(NA/NQ) de sorte qu'on peut regarder L2(NA/NQ) comme sous -
espace de LZ(NA/Né) ] LZ(N"/N") . Il est clair que,pour tout g dans GQ ,

§ (g) est la restriction a L (N /N ) de Gv' (@) @6 "(g) . Pour conclure,il

~

suff1t de remarquer que,via ces identifications, l'espace %’ s'identifie a

A,
&, B&’ »n =« Ceci résulte du fait que ce dernier est le seul sous-espace

AIV' ,\)

irréductible de LZ(ﬁA/ﬁQ) ou ZA opére trivialement et olu le centre de MA

opére par le méme caractére que la représentation ™oy " D'ol Lle lemme .
’

1.9.7. Soit (G',F',S',Fl,g') un autre groupe de classe CQ avec un morphis-

me rationnel de G' dans G . On fait opérer '

[[]

sur v via l'action de §

par composition . On obtient,naturellement,les diagrammes commutatifs suivants:

1
5 o9 62— et
/: \Mp(w)‘// /: \G B“//
. o— . =
G,B/ N E.B,_'/./’ SN AY
o —f#——————éé o o v H a
. G& ———pme——— -r__6,
a L SN —”
,I A G &~
B/ _ - _(’N‘
6%~ 62
0 —y o
1 ]
pour o valant p, Pou A . De plus, les caractéres Xg‘x et A:’X

construits pour les groupes G' et G se déduisent les uns des autres par

composition .

1.10. Soit,maintenant, v wune algébre de Lie algébrique définie sur @ et
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vk un élément de !5 . On considére la forme bilinéaire alternée Bv* sur
Vv . Elle est & coefficients dans @ et son noyau coincide avec v(v¥) .

On pose w = v/v(v¥) . Soit (G,F,S,F+,§) un groupe de classe CQ avec une
action rationnelle sur @ du groupe algébrique G sur v . Pour chague p
dans fp ,on fait opérer le groupe Gp sur Xp ,via L'action de gp’ et sur
xs par L'action contragrédiante . Le groupe Fp est contenu dans Gp(v*)

et le quotient Gp(v*)/Fp est un sous~groupe d'indice fini de gp(v*) ,lui
est, pour presque tout p , égal . Le quintuplet (G(v*),F,S,F+,§(v*)) est,

Q

GA(V*) ) s'identifie,naturellement, a un sous—groupe fermé de G:P(resp. qﬂ ).

naturellement, un sous-groupe de classe C de G . Le groupe Gj§v*) (resp.

B B
* _yk yk _yk * *
on note (6" ,Fv ,SV ,FX ,8Cv*))  Le groupe,de classe CQ '(G(v*) v ,F v ,
Bv* Bv*
S F, ,G(v*)) , construit au §1.9 . On note MA(v*) Lle groupe de classe

CQ '(SA(V*) V*,Z,o,z+,SA(v*)) construit sur le groupe,de classe CQ 'SA(v*) .
En utilisant les notations du §1.7 , on a MA(n*) = Mp(w) et SA(n*) = Sp(w) .

Les diagrammes suivants commutent :

o
v*’//’ - \\\*
G ——» Mp (W)
¢ +
,SAa(v*) ; a valant p , C(’ ou A .

Ga(v*)——;‘ Spa (w)

* o
De plus, on peut considérer G: comme le revétement de Ga(v*) construit sur

MAa(v*) . Autrement dit :

G:* = {(g,m) Ga(v*) X MAa(v*) / g et m se projettent sur Le méme élément

de SA (vx) } .
o

On écrira v* au lieu de Bv* quand c'est en indice . De plus, si v' est

R PP . vk, v'

une sous—algébre de v définie sur @ stable par G(v*) , on écrira G ’—
x, 2

vr 7Y

B
au lieu de G(v*) . La proposition suivante résume les résultats étab-

lis au §1.9,dans un cadre plus général .
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PROPOSITION/ Soit v une algébre de Lie algébrique définie sur @

et v* un élément de vx . Soit (G,F,S,F+,g) un groupe de classe C

—Q Q
avec une action de G sur v rationnelle sur @ .
* . .
i)Le groupe GQ(V*) se reléve a qx d'une maniére canonique de sorte
que GZ* = GQ(v*) x {+1} . Ce relévement peut étre regardé comme celui

construit sur le relévement de SAQ(V*) a MAA(V*) .

*
i1)Si G est de classe C; , G(v*) et GV le sont aussi .

iii)Soit v' une sous-algébre définie sur @ de v stable par g(v*),

a)lLe caractere A;*'l' est trivial sur S;*’ll(gZ (v*)) pour presque
tout p premier . P

b)Le groupe GQ(v*) se reléve canoniquement a ﬁx*’ll et a qx*’l'
et les caracteéres Xx*’Xf et Ax*’ll y sont triviaux .

c)Si G' est un groupe de classe CQ avec un morphisme rationnel de

G' dans G ,les diagrammes suivants commutent :

vk ~ ] o~ )
& & A > e
v v vk, v' vk, v!
G 1] > G G 1 AN > G I__
o o [0 a
~yuk 1] * 1
pour a=p, P ou A . De plus, les caractéres AZ Al t AZ v

se déduisent les uns des autres par composition .

REMARQUE: Si G = G , on convient de noter i L'injection naturelle de
* * v'
51 dans Gp de sorte qu'on peut parler de iV , jVreY

G b b etc...
p

On a le résultat suivant :

LEMME/ Soit G un groupe réductif abélien défini sur @ avec une
action rationnelle sur @ sur une algébre de Lie v définie sur @ .

*
Le groupe qx est abélien .
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DEMONSTRATION :

Il est clair qu'on peut supposer que v est L'algébre de Heisenberg construi-
te sur l'espace symplectique w et que G est un sous-groupe réductif sur @

abélien de Sp(w) . On sait qu'il existe un lagrangien de He stable par % ,

d'ou, un relévement de gh a ﬁp(gﬁ) en utilisant la réalisation de Ki-

rillov ¢ {Be} ;ch.?) . D'autre part, d'aprés R.Howe {Ho3}, pour chaque p

premier, il existe un relévement de G

P

4 Mpw ) . Il en résulte,pour cha-
b Pl ,p

* - *

que p dans , un caractére unitaire Xp de G; tel que pour tout geG;
- - *

se projetant sur gegp , on ait g = Xp(g)g . Dbonc,le groupe g; est abé-

. » * . . . ~
lien . Par conséquent, le groupe cY est,aussijabélien . D'ou le lemme .

A
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2 - REPRESENTATIONS METAPLECTTQUES DE WEIL

Soit U un groupe algébrique unipotent défini sur @ d'algebre de

Lie u . On fixe un élément wu* de 25 . On note 6 Lla UQ -orbite de

ux , sous l'action coadjointe, et w L'espace gquotient E/E(U*) muni de la

forme symplectique Bu*

2.1. A chaque polarisation | de u_en u* , p parcourant fp , On asso-

- - -

cie la représentation projective S'

p,ux, L du groupe SAp(u*) dans l'espa-

ce ﬂp 9 ,supposé fixé, de la représentation unitaire irréductible Tfp 9
’ ’

du groupe Up associée & 9 par la bijection de Kirillov(voir §1.5) . Le

cocycle associé sur le groupe SAp(u*) , coincide avec ¢

Cc
plu*l_l_ p’i’.’:

ot L est le Lagrangien L/ulu*) de w . Comme au §1.6 , on peut regarder
MAp(u*) comme souse=groupe fermé de Ll'extension centrale par le tore de

SAp(u*) via le cocycle ¢ . Un élément m de MAp(u*) se représente,

plu*ll

alors,par un couple (s,t) ou s est la projection de m sur SAp(u*)
et t est une racine huitiéme complexe de L'unité dépendant du choix de L .

On pose: - '
Sp,u*(m) t Sp’u*{L(s)

Puisque la formule S (m) =t S’ (s) définit une représentation unitaire
P,W PoW,L

du groupe MAp(u*) et que les cocycles des représentations projectijves

s' et S'
p,u*, L PowW,L

groupe MAp(u*) et est indépendante du choix de la polarisation L . De plus

coincident, Sp est une représentation unitaire du
’

u*

on a : -1 _ -1
Sp,u*(m) "p,e(U) Sp’u*(m) = ﬂp’e(sus )
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et S -1) = -1 (voir G.Lion et P.Perrin {L.P}) .
p,u*

2.2. Pour presque tout p premier, le groupe SA_, (u*) Llaisse invariant

4
p
L'espace Yy et, parsuite, U2 . Donc, le relévement op(SAz (ux)) de
p P P
SA_ C(ux) & MA (ux) (voir §1.10) agit,via S , dans le sous-espace
2 P p,u*

*1 ,0 de ap,e ou U’p opére trivialement via =

Do (voir §1.5.2) .

LEMME : Pour presque tout p premier, L'action de cp(SAz (u*))

p

sur L'espace f, o via Sp u* est triviale .
pl ’

La démonstration sera donnée au §2.4 .

2.3. Le lemme 2.2 permet de définir la représentation %? Uk de MAﬂ§u*)
’

produit tensoriel infini des représentations S ,de MA (u*) dans i? ,

p,u* P p,0

restreint a la direction invariante a’z 0 - Son espace s'identifie a ?A o *
pr s’

De plus, elle passe au quotient et donne lieu a une représentation unitaire

SA,u* de MAA(u*) dans ?A,e vérifiant sA,u*(_1) = -1 et

_1_ -
%A,u*(m) nA,e(u) %A,u*(m) = "A,e (sms

T

pour tout u dans qA et pour tout m dans MAA(u*) se projetant sur L'élé-
ment s de Sﬁﬁ(u*) . Ceci étant, on considére le sous-groupe discret

* " s e . .
SAQ(u ) de MAA(u ) . Par restriction, on a,donc, une représentation sA,u*

de SAQ(u*) dans Ao - D'autre part, on a une représentation unitaire §
’

de SAQ(u*) dans LZ(qA/UQ) obtenue en posant :

ux

_ -1
Gu*(s) ¢ (W) = ¢ (s 'us)

2
pour tout s dans SAQ(u*) , u dans qA et ¢ dans L (qA/UQ) . On re

garde,comme convenu,?f; g comme la réalisation concréte de "A 9 comme

’ ’
sous-représentation de la représentation réguliére " de UA dans LZ(UA/UQ)
Pour chague s dans SA_, (u*) , l'espace § )@, est le sous-espace de

Q u* A0

2 N . . ) . _
L (UA/UQ) ou la représentation "A,se se réalise . Mais s =6 ,donc,
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§ .(s) Llaisse invariant Ll'espace EfA 0 et § induit une représentation
’

u* ux

I .
unitaire de SAQ(u*) dans dA,e qu'on notera, encore, Gu* .

. & 3 ¢ *
LEMME : Les représentations SA,u* et Gu* du groupe SAQ(u ) dans

| L'espace ?, coincident .
A0
La démonstration sera donnée au §2.4 .

REMARQUE: Si u est L'algeébre de Heisenberg n construite sur L'espace sym-
plectique w et u* =n* , ona SA(u¥) = Sp(w) , MACu*) = Mp(w) ,

= = . . . cfiniti
Sp,u* Sp,!- et SA,u* SA,!_ Le lemme 2.2 est, en fait, la définition

de o et Lle lemme 2.3 a été prouvé sur la base que, dans ce cas, le groupe

SA&(u*) est semi-simple (voir §1.7) .

2.4. On va procéder a la démonstration des lemmes 2.2 et 2.3 par récurrence
sur la dimension de L'algébre u .
Si l'algeébre de Lie u est abélienne, a0 est un caractére unitaire
’

du groupe QA , 6u* est la représentation triviale de SAq(u*) , les cocyc-
les de Weil sont triviaux et les représentations projectives sont des représen-

tations triviales . Donc, la représentation S est, aussi, triviale . Les
4

A, u*
lemmes 2.2 et 2.3 résultent immédiatement .

On suppose, donc, que L'algébre u est non abélienne . Son centre 2z,
est non nul et est stable par SA(u*) . Quitte & quotienter u par le noyau
de la restriction de u* & 24 ~ On peut supposer que dim(zﬂ) =1 et que la
forme u* n'est pas nulle sur 51.Puisque L'intersection de z, avec L'al-
gébre dérivée [u,u] est non nulle, nécessairement L'algébre 2 est conte-
nue dans Lgcg] . Si 2, = [u,ul ,l'algebre U est de Heisenberg et le re-
sultat est immédiat d'aprés la remarque précédente . On suppose, donc, que la

dimension de [u,ul est au moins égale & 2 . Pour se ramener aux dimensions

inférieures, on va utiliser une technique utilisée par J.Dixmier {Dix4, 5.7}.
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Soit b wun idéal de u , contenu dans [u,u] , défini sur @ ,contenant

Z

le ascendante 2, de u . Il est clair que b est central dans [u,u] .Soit

a Ll'intersection de 2,

et est, donc, de dimension au moins égale a 2 . De plus, c'est un idéal de

, de dimension 2 et contenu dans le deuxiéme élément de la suite centra-
avec le centre de [u,u] . L'idéal a contient b

u défini sur @ stable par SA(u*) . Soit u' Lle centralisateur de a

dans u et u'x la restriction de u*x a u' . C'est un idéal de u ,défi-

ni sur @ , stable par SA(u*), de codimension non nulle et coisotrope pour
la forme bilinéaire Bu* . Soit U' Lle sous-groupe unipotent, défini sur @ ,

invariant de U d'algébre de Lie u' . On note 6' |la Ué -orbite de wu'x

dans E&* se-- Soit L wune polarisation de u' en u'* . C'est, aussi,

une polarisation en u* . Le principe d'induction par étages permet d'établir

m = ind m
p,0 u'tu p,6'
PP

On peut, donc, regarder L'espace 4 comme ind a . - En procédant
p,6 U-TU p,0

Pl p

comme dans la démonstration 1ercas du lemme 1.9.2 , on montre que :

-u*,g‘

. - . -1
A ( ¢ =
" b, u* P (W cp(g) Sp’u,*(g) ¢ (g 'ug)

pour toute fonction ¢ sur UA appartenant a ﬁfp
’

. . ) .
pour tout g dans SA(u*): se projetant en g sur SAp(u*) ou cp(g)

o da t
P pour u ns Up e

est une constante strictement positive . D'aprés le lemme 1.9.2 pour presque

ux,u’

- Py * '
tout p premier, le caractére Ap gy

*
(SAZb(u ) .
On en déduit que, pour presque tout p , pour tout s dans SA, (u*) et pour

Y 4
p

est trivial sur

toute fonction ¢ , comme ci-dessus, l'on a :

_ -1
S ,u*(5)¢ () = cp(s) S (s)¢ (s 'us)

p p,u'*

ol on a identifié s a son relévement a MAp(u*) et a MAp(u'*) via cp .

En notant, comme dans la démonstration du lemme 1.9.2 1ercas, que Ll'espace

' s'obtient a partir de x .
lple lp,e

de récurrence , on obtient le lLemme 2.2 et cp(s) = 1 , pour presque tout p et

par induction et en utilisant L'hypothése
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pour tout s dans SAI (u*) . Pour avoir le lemme 2.3 , on va procéder comme

dans la démonstration du lemme 1.9.6 1%Tcas . on remarque que :

A
m = ind m, ., . On pose & = ind & ' . On établit de la méme
A6 U U A0 A0 ur u A0
A A L.
fagonque dans cette démonstration,les deux égalités :
A _ ux,u' A -1
SA’u*(g)¢ (u) c(g) )‘A (g) SA,u'*(g)q) (g 'ug)
~ . ~ -1
6u*(g)¢ (w = éu,*(g)¢ (g 'ug)
. [ . s
pour toute fonction ¢ continue sur qA appartenant a éfA g ~ Pour tout g
’
dans SAQ(u*) et pour tout u dans qA avec c(g) wune constante strictement
)
positive . Le lemme 1.9.6 implique que le caractére A;*’E est trivial sur
SA,(u*) . L'hypothése de récurrence implique , alors, que S (g) et
Q o, u*x
c(g)du*(g) coincident . Du fait qu'on a des opérateurs unitaires, résulte que

c(g) =1 pour tout g dans SAQ(u*) . D'ou le lemme 2.3 .
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3 - EXTENSIONS DES REPRESENTATIONS
DES GROUPES UNTPOTENTS ADELES

On se fixe un groupe de classe CQ , (G,F,S,F+,§) - On note g L'al-

gébre de Lie algébrique, définie sur @ , du groupe G . Soit u un idéal de
g , défini sur @ , unipotent, et G -invariant . On note U Lle sous-groupe
invariant, défini sur @ , unipotent, de G associé . Pour chaque p dans gb
Le groupe Up de ses Qp -points se reléve a Gp en un sous-groupe invariant
fermé et de type I . D'autre part, on peut regarder QA , d'une maniére ca-

nonique, comme sous~groupe fermé invariant de QP et de G, de sorte que la

A
projection sur QA restreinte a UA soit L'application identique (voir §1.4)
D'aprés Moore {Moo2}, le groupe UA n‘est de type I que lorsqu'il est abé-

lien . Cet obstacle va étre écarté du fait qu'on va appliquer La méthode des

petits groupes de Mackey uniquement pour les sous-représentations irréductibles

de LZ(qA/UQ) . On fixe une telle représentation . Elle est de La forme

. _ . " : . . - 5.
(?A,e ,q;,e) ol 6 est une UQ orbite dans ug bien déterminée (voir §1.5.2)

on fixe un élément u* de ¢ . On considére les groupes de classe CQ ,

* * * *
ur v s ,Fr ,GCu*)) construits au §1.10 .

(G(u»),F,5,F,,Gux)) et 6 ,F",s

3.1 LEMME : On pose ux = {feg; / f(y_2 ) c lp} . Pour presque tout p :

-2
p p
i) (Upu*) n E} = UZ ux
P P
ii) (UG (u*x)) n S (G, (ux)) = U, S (G, (ux)) .
! pop o D=Zp pr=lp
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Démonstration .

ii) résulte de i) . En effet, la forme u* étant dans ux , elle est,

-Q
pour presque tout p premier, dans u, (u*) . D'autre part, le groupe gz
p P
laisse invariant Yy et,par suite, le sous-espace E; de E; . Par con-
P p
séquent, (Upu*) n (§1 u*) est un sous-espace de (Upu*) n 25 , lequel d'ap-
p p
rés i), coincide avec Uz u* . Mais, alors, [(UpGp(u*)) n Sp(gz )Ju*  est
P P
un sous—espace de UZ ux et (UpGp(u*)) n Sp(gz ) est un sous-groupe de
P p
. s _ *
(Uz Gp(u*)) n Sp(gz ) . Ce dernier coincide avec le sous-groupe UI Sp(§1 (u*))
P P p P
de Gp car UI est un sous-groupe de Sp(gz ) . Ceci étant, bien sdr, pour
p

presque tout p premier . L'inclusion dans L'autre sens est évidente . D'ou

ii) . Pour prouver i), on va procéder par récurrence sur la dimension de u .

Soit (z.). ,avec 2z, = {0}, la suite centrale ascendante de u . Si
=i"i20 =0 -
L'algébre de Lie u est abélienne, le résultat est évident . On suppose, donc,

qu'elle ne L'est pas . On note v Lle noyau de la restriction de u* a z -

C'est un idéal de u défini sur @ . On note V Le sous-groupe unipotent

défini sur @ de U associé, U' =U/V , u' =u/v et u'*= u*|£' . Pour
resque tout remier, L j i s ' envoi '
presqu p P , la projection de Ep ur Ep voie E’p sur u zp
et,par suite, la projection de U sur U' envoie U sur U! . Ceci ré-
p o] ZP Zp

sulte du fait que Ll'application exponentielle et L'application Logarithme en-

tre u et U et entre u' et U' sont rationnelles sur @ de sorte que pour

presque tout p premier, UZ = exp(gz ) et Ui = exp(ui ) . Soit u un
p p p p
élément de Up tel que uu* appartienne é_g; et soit u' sa projection
p

sur Ué . La forme uu* est nulle sur v et induit sur u' Lla forme u'u'x .
Si p est suffisemment grand, on a : u'u'* ¢ Ei* . L'hypothése de récurren-

p
ce(si v n'est pas nul)affirme, alors, L'existence d'un élément ui de Ui
p

tel que u'u'* = u;u'* . Soit u, un antécédent dans Uz de ui . 0On a
p

uu* = u1u* . Donc, on peut se ramener au cas ou L3 est de dimension égale

1 et u* ne s'annule pas identigquement sur 24 . Soit a un idéal de u
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de dimension ¢ défini sur @ contenant z, et contenu dans 2,

maintenant, u' le centralisateur de a dans u . On note U' Lle sous-grou-

et soit,

pe invariant de U d'algébre de Lie u' . On choisit un élément y dans

g - uUn élément 2z dans

ux(y) =0 , ux(z2) =1 et [x,yl =2z . Soit d Lla droite définie sur @

51;@ et un élément x de Ug de sorte que :

de u engendrée par x et D Lle sous groupe-algébrique défini sur @ asso-
cié . Le groupe algébrique U s'identifie au produit semi-direct de D et

U' . De plus, pour chaque p , on a Up = Dp X U; et, pour presque tout p

premier, UZ = Dl X Ui . On suppose que p est un nombre premier suffi-

P P p
semment grand et soit u un élément de Up tel que uu* appartient a ES .

L'élément u s'écrit, d'une maniére unique, sous la forme u = exp(tx) u'

avec t dans Qp et u' dans Ué . En particulier, on a :

uux(y) = exp(tx) u*(y) = u*x(y-tz) = -t . Donc, t est un élément de Zp .
On peut, alors, supposer que t =0 . Soit u'* Lla restriction de u* a u'.

On a : u'u'* ¢ ul*x . Par hypothése de récurrence, il existe u! ,élément de

Zp 1
Ui , tel que uiu'* = u'u'* . D'autre part, x se trouve dans u, . Dbonc,
P P
uu*(x) = u' u*(x) et c'est un élément de Zp ainsi que uiu*(x) . On pose

s = u‘u*(x)—uau*(x) . C'est un élément de Zp et uux = u'ux = exp(sy) u%u* .

D'ou le lemme .

3.2 LEMME :

i) Le stabilisateur dans 69 (resp. G'\) de la représentation “A,e
incid L - (u* ( . (u* .

coincide avec le sous-groupe UAG?U ) resp UAGA ux) )

ii) Le quintuplet (UG(u*), F, S, F+ , UG(u*) ) est un groupe de

classe (:Q et on a : (UG(ux*) )()" = UA Gs,(u*) et

(UG(u*) )A = UA qﬂ(u*) .

iii) Les groupes UA GQ , UA GQ(U*) et UA 69 (u*) (resp.

UA GA(u*) ) sont des sous—groupes fermés de Gﬂ, (resp. qA) .

68



EXTENSIONS DES REPRESENTATIONS

Démonstration :
(i) Il suffit de voir que le stabilisateur dans Gﬁ, de WA 9 est
’
UA G? (ux). On rappelle que, pour chaque pe %P, Le groupe Up est C.C.R.

et que A0

= (g JeG . La composante sur U de gr est
9 = (g g P p 9p, 0 9

est une représentation C.C.R. de qA irréductible . Soit
m et
p p,®
9y o est CCR. D'aprés la proposition 1.3.5. ii) pour que
’

= il faut et il suffit que g_ 7 pour tout pe P.

I = =
9,0~ "m0 p "p,6 ~ "p,0
Autrement dit, gp appartient a Up Gp(u*) pour tout pe g

(M. buflo {Du 3, lemme 12 } ). D'ol l'assertion.

(ii) On considére Ll'orbite Uu* dans u* . C'est une sous-variété
algébrique de u définie sur @ . Son stabilisateur dans G est,
clairement, UG(u*) . C'est, donc, un groupe algébrique défini sur @ .
L'ensemble de ses Qp points coincide avec Up gp(u*) . En effet, soit
g un élément de (UG (u*) )p . IL existe ueU tel que g u* = uux .
uu* est un Qp-point de U.u*x . bonc, d'aprés R. Godement {G0.2,
théoréme 4} , on peut choisir u dans Up . Mais, alors, u-1g
est dans gp(u*) . D'ol L'assertion. On voit facilement que le quotient
Up Gp (u*)/Fp a un indice dans Up gp (u*) égal a celui de GD (u*x) / Fp
dans gp(u*) . Donc UpGp(u*)/Fp est un sous-groupe d'indice fini de
(Ug(u*))p .Lui est presque partout égal . Le quintuplet

(UG (u*) ,F,S,F _, UGux)) est, alors, un groupe de classe CQ. L'égalité

+I
(UG (u*) )ﬂ’ = UA Gg(u*) résulte immédiatement du Lemme 3.1. L'autre en

résulte par passage au quotient.

.. . * . _
(iii) Le fait que UA ch(u ) (resp. qA GA(u ) ) est un sous-groupe

fermé de 657 (resp. GA) résulte de ii) ou i) . Le fait que le

groupe qA GQ est fermé dans GA

que UA / UQ est un compact. Les mémes arguments montrent que

résulte du fait que UAnGQ = UQ et

UA Ge(u*) est fermé dans UA qA(u*) si on prouve que (UG(u*) )Q = UQ GQ(u*).
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or, (UG (u*) )Q = {ge QQ / gu* e Uux} et 23 n Uux = UQ u* . Donc
(g (u*) )Q = UQ QQ (u*) . En prenant les images réciproques, on obtient

le résultat. D'ou le lemme.

3.3. On a, naturellement, une structure de groupe de classe CQ
ux . - . u*
sur U x G(u*), U x G et des morphismes rationnels de U x G dans
U x G(u*x) et de U x G(u*) dans UG (u*) . Par composition, on obtient
. . u* .
un morphisme rationnel o de U x G dans UG(u*) . Pour j =p, P

ou A , on note aj L'homomorphisme de groupe (surjectif) de

u* u* )
(Ux G ). =U. xG. sur (UG (u*) ), = U, G. (u*¥) et N. son
] ] ] ] ] ] ]
noyau. On a :

N = (W, ow UeU D} x (x 1)

N_ = {(u_1, u) ; ue UA(u*)} X I

9

NA = {(u‘1, u) ; ue UA(U*)} x {+ 1}

On note x le caractére unitaire de Uj(u*) associé (par la

joux

méthode des orbites) a la restriction de u* a Ej(”*) , X:* Lle ca-

R ukx -1 -1
ractére de N_ valant -1 en -1 et tel que x_ (u ",u) = x (u

p p,u*
u* u s
*

pour tout wu eUp(u ), X& et Xa les caractéres de No et NA

*
obtenus en faisant le produit tensoriel infini des caractéres Xg No
est le produit infini des groupes Np restreint a la gerbe des compacts

ux _ -1 (Vi3 _
an(prsp (G (ux))) = {tu ",uw), ueU, (ux)}). On a Xn -1 = -1
P P
ux -1 _ -1
et Xy (u ,u = XA,u*(U ) pour tout u eUA(u*)-

Pour j =p, 9 ou A, la représentation de Weil Sj u* de MAj(u*)
’

. . Py s . . s u*
induit, par composition, une représentation unitaire du groupe Gj (dans

q.

i,0

*
) qu'on notera de la méme fagon. Pour u er et g eG? , on pose :

"j,esj,u*(u’g) = nj,e(u)sj,u*(g)

. -1 _ -1 ,
Du fait que Sj,u*(g)nj,e(u)sj,u*(g) = wj,e(gug ) résulte que
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"j eSj uk est une représentation (unitaire irréductible dans Ll'espace
4 ’
*
@ . ) dugroupe U x6"7) . prolongeant w, _. Il est clair que
1,6 ] i.0

* *
coincide avec la représentation de (U x Y )0 = xG;, produit

A, 05, u Un

tensoriel infini des représentations = S " restreint a L'unique
p,8 p,u
. . . . . . ' .
direction invariante a’zp e' De plus, la représentation WA,GSA,U* s'obtient
4
par passage au quotient et on a : S (-1) = -1. D'aprés G. Lion et

A0 A, ux

P. Perrin {L.P.}, pour tout p <P, la restriction de la représentation

. s ux .
™ S a N_ est un multiple du caracteére . Il en résulte que la
P,0 P, u* P P *p d
icti 6 i S ( . S ) a N
restriction de la représentation “A,e P, u* resp “A,e A, ux P

* *
(resp. NA) est un multiple du caractére Xé; (resp. X: ).

. . . - . . u*x
Soit, pour j = p ou /A, une représentation unitaire E du groupe Gj

dont la restriction a Uj(u*) est un multiple de X3, u* et valant -1
’

A . . u* -

en =-1. On la considére comme représentation de Uj ij trivialement sur
s s . . R u*

Uj' Donc, sa restriction a Nj est un multiple du caractére (Xj ) , et,

. . - . * .
la représentation unitaire . S. @ E de U. x G? passe au quotient
3,6 "J,ux ] ]

et définit une représentation unitaire du stabilisateur UjGj(u*) de "j 0
’

dans Gj . On la note de lLa méme facon . On pose :

I = ind

e E
*
ULE 6. (4 6.

it j

"5,0%5, ux

THgORﬁlE :Pour j=p,Pou A ,ona:

i) L'application E—>Iu est une bijection de l'ensemble des repré-

* ,E

. . . * s s .
sentations impaires de G? dont la restriction a Uj(u*) est un mul-

tiple de Xj ux  Sur L'ensemble des représentations de Gj dont la res-
’

triction a U, est basée sur la G, -orbite de .,
] ] 1,6

.. . . - . 3 *
ii) Soit E1 et E2 deux représentations impaires de G? dont la

. L'ensemble des opé-

restriction a Uj(u*) est un multiple de X5 uk
’

rateu ' & i
ateurs d'entrelacement des représentations Iu*,E1 et Iu*,E2 est

isomorphe a celui de E1 et E2 .
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Démonstration :
Pour j =p , pe ? , le théoréme est la proposition II.174 de M.Duflo
{bu3} pour un point u* rationnel de u* . On suppose j =A . La repré-

*
sentation étant C.C.R. , toute représentation irréductible de la € -

a0

algébre de UA ,ayant le méme noyau, lui est équivalente (J.Glimm{Gl;p.583})

i) et ii) résultent, alors, immédiatement des théorémes 1 et 2 de R.Blattner

{BL;p.1101} . D'ou le théoréme .

*
3.4. Soit E une représentation unitaire impaire de q: dont la restric-

tion & U, (u*) est un multiple de ¥ . On suppose que E est le produit
A A, u*

*
tensoriel infini de représentations unitaires irréductibles Ep de G: res-
treint & une direction invariante D = (Dp) . Pour chaque p dans P ,la
restriction de E_ a U (u*) est un multiple de X et vaut -1 en

p p p,u*
-1 . Il est clair que 4, S @ E est le produit tensoriel infini des re-
A,o A, ux
présentations unitaires irréductibles ; S @ E de UG (ux) restreint
P,g p,u* P PP

. . . . . ' .

a la direction invariante fzp,e ] Dp . D'aprés le §1.3.3 , Iu*,E est la

représentation unitaire irréductible produit tensoriel infini des représen-

tations unitaires irréductibles Iu* E restreint a la direction invariante

’

p

obtenue de la direction invariante 31 ] Dp par induction . Concernant la
p”®

réciproque, on a le résultat suivant :

PROPOSITION : On suppose que le groupe G est de classe C; . Soit

u*x

E une représentation unitaire impaire de qA dont la restriction a
" . s .
UA(u ) est un multiple de ux Pour que Iu*,E soit le produit

tensoriel infini restreint de représentations unitaires irréductibles

de Gp il faut et il suffit que la représentation E Lle soit .

Démonstration ¢
La condition suffisante est traitée ci-dessus . Reste a montrer que si
1 est un produit tensoriel infini restreint de représentations irréduc-

u* E
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tibles , E Ll'est aussi . D'aprés le théoréme 1.2 , les groupes Gp , Gp(u*)

*
et G: sont de type I pour tout p dans P . D'autre part, I est

ux E

une représentation irréductible et E L'est aussi d'aprés le théoréme 3.3 .

Soit w Lla composante irréductible de I sur G et E_ celle de E
P u* E P P
ux . . . . N

sur G . Il est clairque n_ =1 . Soit y une réalisation concré-
p P U*,Ep p

te de la représentation Ep et wp = ind (9 ] Vp la réalisation con-

UG (usnG_ P7A
PP P
créte de LS qui en résulte . Soit V wune réalisation concréte de la repré-

sentation irréductible E et &= ind ?A g @V la réalisation con-
’

UAGA Cux) +GA

créte de Iu*,E qui en résulte .

u*
p
sont définies , et , on peut choisir un vecteur \yp dans ?p de norme 1

Soit ,p un nombre premier a partir duquel les sections Sp et S

invariant par Sp(g, ) donnant lieu a une direction invariante permettant

p
Lla décomposition de la représentation Iu* g en produit tensoriel infini
’

restreint . Pour tout pe?, pz,p , on pose :

p; = {a e?; gl p; = {a e®; ax) K, = Sp(gzp) ;
K = 7m_K = @ H =UG (ux) et si >
5 e q UJB o \Dq P p°p P>oP,
i i i i

K = m K ; vy = 0 v ; E = 0 E ;2 Vo= 8 v ;
Pi  qep, 9 Pi  qep, 9 Pi  qgep, ¢ Pi  qep,

i i i i

*
E_ la représentation unitaire irréductible de GS telle que
D_i p_l
E_= Ep @ E_ avec E = [ _Eq RE_ ; V_ une réalisation
oP i Py ae P-.p oP P;
concréete de E_  ; ! = ind & _ e v ; @_ le produit
P; p, H_ TG' P;/0 P, P;
p; Py

tensoriel infini de a’q, q=p, restreint a la famille (q;q) considérée

ci-dessus; = @ a’ etc...
! 7, a

i qep;

on note s(p) le nombre premier suivant p. Pour chaque p=2,p, on iden-
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tifie V_ et Vp [: . .0Ona, donc, Vv _ = Vp e v_ /
P; s(p), oP; i Ps

R o= ap e X'_ et ?_ = ?p e ?_ . On fixe un opérateur d'entre-

oP; i P, oP; i P;

lacement unitaire T de ?_ sur & ! et on note, pour p>.p, Tp

° oP; o Py
l'opérateur d'entrelacement unitaire de a’_ sur 2P ' tel que
D_i Di

T b = id @ Tp suivant les décompositions précédentes. On pose
y! o= Tp(w_ ). C'est un vecteur K_ -invariant de &' et on a

D.i D_i pi D.i

1 -

= e y' our tout >oPp. On pose A =KH =6_ -
v_ wp_ y_. P p>.p pos b oo’ Ap p Ap,
oP; i P,
i

?A = {fed® ayant le support dans A }; &@_ = {fe? ayant le support

p P p A p

p
dans Zp}. On a : ap = ZA ] x_ et cette somme est orthogonale. Pour
p A

cette décomposition, on a :

= + >
ll)p lPAp UJZ , P 2,P
P
De méme, on pose A_ =K_ H_, A =6G_ -A_, O = {fed !
Pi Py Py Pi Py Py P P;
ayant leur support dans A_ } et a ‘o= {f eal ayant leur support
P; 5. P;
i
dans ZB }. On a, aussi, une décomposition orthogonale : 21 = a' (-] 2:
i . A= A=
Pi P; P;
et, suivant cette décomposition, on a :
LA T P2op
P; Iy A=
D_i pi
On remarque que, pour p> . p, A _ = m Aq XA_ et, par conséquent,
oP; oP=a<p P;
! 1]
Y, _ = '] \bA ] wA
oPj oP=a<p q B
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En particulier, on a : [|y', _ == I, Il - ||w'A_ || pour
oPj oP=a<p q P,
tout p>,p. D'autre part, en remarquant que G _ est la réunion croissante
oP.
i
des sous-ensembles ouverts €& = m G _xA_ , pour p e?, p 2 ,p, on tire
oP=q<p P;
que :
2 . 2 . 2
1=l 1B s tin [ [l @]|%de = Ui ]9, ||
oP; prte & /H_ op, prte P,
p i i
p.
i
Ainsi Lim [[wA_ || = 1 et on peut choisir ,p de sorte que
prte P
||wA _ || # 0. Par conséquent Le produit ™ ||n,bA || converge vers une
oP: oPSa<p  q

1

limite non nulle. Ceci équivaut a dire que la série de terme général

1—||\bA || converge. oOr
q

1 2 . o 2 2 2
inf 1oy = o gy v, 117 = inf O = gl ey 117+ e 1173
ael p wA Ap ael wA Ap A
lal=1 P =1 P P

= 2]y, 11>
p

En utilisant la proposition 1.3.5., on tire que la représentation Iu* E
’

est équivalente au produit tensoriel infini des représentations np restreint

a la famille y, /]]wA ||. Donc on peut supposer que wp a son support Ap
p P

pour p == _p. On peut, aussi, supposer que pour p=.,p L'espace Er 2 .0 est
pl

de dimension 1 et que le groupe S:*(g (u*)) agit trivialement dedans, via
2

Lla représentation S . On fixe un vecteur u dans 2 de norme 1.
p,u* p lp 0
’

. _ 1/2 -1
On a : wp(kh) = GHp’Gp(h) “p,esp,u* [*] Ep(h) wp(1) pour k er et h er.

Le fait que le caractére § est trivial sur le groupe compact Kp(\Hp

H ,G

P’ p
implique que (1) est un vecteur K_nH_-idinvariant dans V.
plique q Yo p''p L p,0 P

Donc wp(1) = up [*] vp avec vp un vecteur de Vp de norme 1 invariant par

3
S; (g (u*)) via la représentation Ep. Soit E' le produit tensoriel infini
2

p
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des représentations irréductibles Ep restreint a la famille (vp). Il est

i = Vorrde | M iinses+a - ! [P P
clair que Iu*,E' Iu*,E et, d'aprés Ll'unicité, E = E'. D'ou la proposition.

Remarque : S'il y a une unique direction invariante pour la suite de représen-

tations 1 en est de méme pour Ep. La réciproque est fausse comme

il
u*,Ep’

le prouve L'exemple suivant :

X

= exeX={( :‘

[

X -
0 ) sGLZ} avec Gp = gp pour tout p. On a

g=6x¢ :{(; g) eglz}. On prend u*(X,0) = X; G(u*) est le radical unipotent

Cx{1}, E = x = % est le caractére de A considéré au § 0.7, E_ = ¥
i A, ux ’ o}
et m_= ind% opére dans X = LZ(QX). Le sous-espace des vecteurs G -
Q 16 P P %

PP
invariants est engendré par les fonctions x-+¢p(pnx), n=0, ou ¢p est la

fonction caractéristique de 75, Remarquer que Iu* £ - ind% et se réalise
P " Mg,
dans LZ(AX). Le sous-espace invariant par ™ 91 est engendré par
peP -= p

la fonction x->¢(nx), neN-{0}, ot ¢ est La fonction caractéristique de

m G, . Remarquer, aussi, qu'il y a des produits tensoriels infinis de
pe® -= “p

I (ceux non équivalents & 1ind % ) qui ne sont pas de Lla forme Iu* -
") M‘GA 4

.5 Soit (G',F,S,F+,g') un sous-groupe de classe CQ de (G,F,S,F+,§),

contenant U. Soit E' une représentation unitaire de G':* dont la restric-
tion & U, (u*) est un multiple de ¥ et vérifiant E'(-1) = -1. On pose :
A A, ux
E = ind E' . Alors :
' u* u*
G A ?GA
PROPOSITION : Iu*,E = G:zg Iu*,E'
A A
Démonstration®
D'aprés le principe d'induction par étage, on a :
. = . > )
ind Iu*,E' ind ind HA,SSA,U* Q@ E . or "A,SSA,U* se
) * )
GA+GA UAGA(U MGA QAGA(U*)+UAGA(U*)
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u*

prolonge par La méme formule a UA XGA , donc :
3 | - : 1] =
ind "A e%ﬂ,u* R E'= "A,eSA,u* ] 132 EU* "A,eSA,u* QE
( *) (u*) '
A u +UAG u A +GA
Par consé t :ind I = ind S QE=1 . D'ou
R VY é:(u*ne R0 ux wn, 7 5
A A a

la proposition.

.6 Soit d wune sous-algébre, définie sur @, de u invariante par G(u%)

et coisotrope relativement a u*. Soit D Lle sous-groupe unipotent défini sur

*,d

@ de U d'algébre de Lie d. On considére le caractére A: du groupe

G:*’g , construit au § 1.9.6., et La bijection E—+A:*’9-E de L'ensemble des
représentations unitaires de G:* valant -1 en -1 sur celles de G(u*):*
valant, aussi, -1 en -1 ol d* désigne la restriction de u* a d. On

o dx _ d* d* _ _
remarque que : (DG(u*))A = DA(d*)G(U*)A et G(u*)A nDA(d*) = DA(u*)—UA(u*).

. *
Soit E wune représentation unitaire de G: valant -1 en -1 et

telle que sa restriction a UA(u*) soit un multiple de X,y La représenta-
tion A:*’QE se prolonge, d'une maniére unique, a ©®G (u*)) en lui imposant
'a . R U
d'étre multiple du caractére unitaire Xp,dx  SU” DA(c*).
LEMME : ind I = T S @ E
- ux,d R, 0°A, ux
* * * I_ ’ ’
DpSp (UF) 1UpG, () ¥ A 77 E
Démonstration : Soit A Lla DQ—orbite de d*. On a :
ind I g = ind 2Sp g @ x:*'d E
G (u*)+U G (u*) d* * ’
l\ A dx, )‘A D G (u*) +U GA(U*)
= ( i U*,g
ind e e A,A A d*) AA E
*
DA x G(u )A A XG(u*)

bonc il suffit de voir que :
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su*,d - .
notn T s T TN Tn,0%R, d*

d* d¥*
DA XG(u*)A +UA x G(u*)A

*
or la représentation de (U xG(u*)d )A figurant dans le premier membre est le

produit tensoriel infini (restreint a une unique direction invariante) des repré-

. ~ux,d . .
sentations m A - S et la représentation 7

d*
p,6Mp b, u A,ASA,d* de (D xGQu*) )

A

est aussi le produit tensoriel infini (restreint a une unique direction inva-

riante) des représentations np ASp dx* bonc, il suffit de voir que, pour
’ ’
chaque pe?,
=u*,d .
b - S = ind ™ S
p,6 p p,u* p,A"p,d*

b x6us) iU xaun
p p P p

Ceci a été prouvé par M. Duflo lors de la démonstration du lemme II.17 de

{pu 3}. D'ou Lle Lemme.

.7 Soit n un idéal de u défini sur @ invariant par G(u*x). On pose

n* = ux|n, v =u(n*), v* =u*|v, N (resp. V) Le sous-groupe unipotent

défini sur @ de U d'algébre de Lie n (resp. v), o la VQ-orbite de v*

et v Lla NQ—orbite de n*. On a :

((UG(u*))n*)x* = NA(n*)(G(u*)n*)x* et N, (n%) n (CGCuxN™)Y

*
n P NA(U*)'

u*
L}

la restriction a qA(u*) est un multiple du caractére X, u*" On considére la
’

Soit E wune représentation unitaire de G valant -1 en -1 et dont

* *
représentation A:*’E E de (G(un" )x

est un multiple de

associée. Sa restriction a qﬂ(u*)

Xp,uk* D'aprés ce qui précéde, elle se prolonge, d'une
’

maniére unique, a ((UG(u*))n*ax*

u*
r *
su N“(n ). De plUS, on a A

.. 'a .
en lui imposant d'étre multiple de XA,n*
au E(a,B) = ap avec o,B valant =1 (voir

§ 1.9.6.). On peut alors, définir la représentation I de
u*,n
v*,AA —E

(UG(u*)):* car wﬂ(v*) = UA(u*)NA(n*) et la restriction de A:*’ﬂ
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. . n* _ n*_ n*
VA(V*) est multiple de X, vt En fait VA(UG(u*))A (v*) = VAG(“*)A -(UG(u*))A

et, par suite,

u*,.n

I =T S e X E
v*,xu*’ﬂ-E A, cTRA, v )
A
De plus, la restriction de I a N _(n*) est un multiple de
ux,n A
vk, A — E
A
XA,n* etona I u*,n (-1) = -1. Donc, on peut construire la représentation
vk, A 7L
[}
I de (UG(u*)) .
n*’Iv*,Au*’Q £ A
A
{E : E = 1 .
LEMME "A,esﬂ,u* [*] e e
’ V*’)‘A 2 E
Démonstration:

On pose d =n+yv . C'est une sous-algébre définie sur @ de u coi-

sotrope pour u* et invariante par G(u*) . On utilise les notations du 3.6 .

ind 1 .or,
u*,d
DpG (u*) $U,G, (%) ¥,

@ E =
A a —F

' .
D'aprés le lLemme 3.6 , on a “A,esﬂ,u*

DA(DG(u*))A(d*) = Dﬂqﬂ(u*) = NA(UG(U*))A(n*) . bonc, il suffit de montrer :

ux,n

U*,g = —
ﬂA,Asﬁ,d* 2] AA E “A,vsﬂ,n* 2] (“A,OSA,V* [*] AA E) .

d*,n [ u*,d _ ,u*,n
AU 2 E=2""L1¢€

A A a

d*,n

"A,A)‘A - SA,d* et

du groupe D ((G(u*))n*)v* coincident, ou S est regardée comme la repré-
[} [} A, n*

sentation de ((G(u*))n*)x* via la projection sur (G(u*))R* . En remarquant

Il est facile de voir que : A . Il suffit, alors, de

prouver que les représentations “n,vsA,n* ] "A,GSA,V*

no a9%0 g s @1, S
AN A A, d* A,V A, n* A,0° R, V¥

. . . d*,n
roduit tensoriel infini des représentations = AT /=S (resp.
P P p,A"P p,d* P

que la représentation (resp. m ) est le

m S . S * ) restreint a une unique direction invariante , on se
p,v p,n pP,0 P,V

raméne a montrer pour chaque p dans i L'égalité :

d*,n
m - =7 S [ S
p,A"p p,d* p,v p,n* p,0 p,V*

Mais ceci a été prouvé par M.Duflo lors de la démonstration du lemme 1I1.18 de

{Du3} . D'ou le Lemme .
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-8. Soit n un idéal de u défini sur @ invariant par G . On définit
n* ,v,vk , N,V ,v,oc commeau 3.7 . 0n a :

* * * * . .
G: (v*) = e: WON, (%) " )x = ((eCux™ )A Na(n*) et Lintersection de

((G(u*))n* X* et NA(n*) coincide avec NA(U*) . Soit E une représentation

*
unitaire impaire de Gz dont la restriction a q“(u*) est un multiple de
. . * x| vk .
X . La représentation AR E de (gun)™)Y se prolonge, d'une manié-
A, u* A A
v

A

. . u*,n
*) = * * r—
Comme VA(V ) qA(u ) NA(n ) , la représentation AA

VA(V*) en un multiple de E (@,B) = aB pour o , B va-

lant +1 . On peut, alors, former la représentation Iv* Au*,n
z , n
[
*
G: . Elle vaut -1 en -1 . De plus, du fait que la restriction de la re-

présentation wA,0 de VA a NA(n*) est un multiple de

s s " . * . . .
restriction de IV*,AX M @ NA(n ) est, aussi, un multiple de XA,n* Par

conséquent, on peut former la représentation In*,Iv* Au*'ﬂ du groupe qA .
’
A

n*

re unique, a (G en lui imposant d'étre multiple de ¥ sur N_(n*) .
A, n* [,

E se restreint sur
u*,n

XA,V* et on a AA

£ du groupe

X, résulte que la

PROPOSITION: Iu*,E = In* I .
Démonstration:

On pose d=n+yv ;d* = u*|g_ ; D Lle sous-groupe défini sur @ de U
d'algébre de Lie d ;A = qu* ; G' = DG(ux) et Gé = DpGp(u*) .On remarque
que g' = D(DG(u*)) (d*) ; Gé = Dp(DG(u*))p(d*) et Fp est un sous-groupe de

G; . D'aprés le lemme 2.3.ii), le quintuplet (G',F,S,F+,§') est un sous-grou-

: 6" * *) . D'ol
pe de classe CQ de G . De plus, on a : GA V G(u )A A A * (ux) ou
I, un_ = ind TS g 2D E = nd . 1, S 8 AU D

Viohg ‘T E 6" (v*)‘rG Ao B ve TR G'"J'N;”* Roo vk T TR
A ﬁ A A
Donc, d'aprés la proposition 3.5 , on a :
1 = dind 1 u*,n . Il suffit,alors,de voir que
* 1 ’ ’
n ’Iv*,kx*’ﬂ E G, " Ma,o%mvx @ e T E
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m S QE = ind I u*,n . Or, d'aprés lLe lLemme
A0 A ux GG, ) " Ta 0%, v O P T E
3.6 , on a:
T S R E = ind I * d . On est ramené a montrer que
A0 A, ux * * x \YU*-4

0 8, ) DAGA(U ) 4 UAGA(U ) d ’)‘A E

ux, -

"A,ASA,d* e AA —E= In*,n S "] x”*'ﬂ E . Mais ceci résulte immédiate-

A,0 A, v* [,

ment du lemme 3.7 en faisant jouera UG(u*) Lle role de G etada d Lle role de u .

D'ol la proposition .
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4 - REPRESENTATIONS DE GA CONSTRUITES
SUR LES ORBITES DE TYPE UNTPOTENT

4.1. Soit g une algébre de Lie algébrique définie sur un corps k

de caractéristique nulle.

Définition (M. buflo Pu3, 1.10}) : Soit g* un point de g*. On dit
“k

que g* est une forme de type unipotent s'il existe une sous-algébre

algébrique définie sur k , coisotrope relativement a g* et ayant

une composante de Levi définie sur k, contenue dans g(g*), sur

Laquelle g* s'annule.

Le lemme suivant résume des résultats de M. Duflo et de L. Pukanszky
{Pu 2}. Il permet de retrouver, par récurrence, toutes les formes de type

unipotent.

Lemme : Soit G wun groupe algébrique définie sur k d'algébre de
Lie g- Soit u une sous-algébre unipotente définie sur k de g
invariante par G et U le sous-groupe unipotent invariant de §
associé. Soit u* un élément de uf. On pose h = glux).

i) L'ensemble des éléments de gf nuls sur u+ h coincide avec

u(u*).g* pour tout g* dans gﬁ prolongeant u*x .
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ii) Soit h* un élément de EI coincidant avec u* sur u(ux) . Alors
{g*egﬁ prolongeant u* et h* } est une Uk(u*) -orbite .

iii) Soit g* un élément de gﬁ /prolongeant ux , et h* sa restriction
a h . Alors g* est de type unipotent si et seulement si h* Ll'est .
De plus, GCu*) (h¥) = U(u*) G(gx) .

iv) On suppose que u est le radical unipotent de g . Si gW#*) =g ,
il existe une unique forme de type unipotent g* dans gﬁ prolongeant
u* . De plus, on a g(@*) =g et G(g¥) = Glux) .

4.2. On va rappeler dans ce paragraphe la construction de M. Duflo
dans le cas local {bu 3, III.11}. Soit k un corps local de caractéris-
tique nulle et (Gk, Fk’ g) un groupe de classe Ck . Soit g L'algeébre

de Lie de G, u son radical unipotent et U Lle radical unipotent de § .

Si g* est un élément de gﬁ , on note :

N

Eg le radical unipotent de g(g*)

Ug le radical unipotent de G(g*)

N

R cy s .. icti "
Xg*,k le caractére unitaire de Ug*,k associé a la restriction de g
a gg* ;
Y(g*;Gk) l'ensemble des représentations unitaires du revétement & deux
. g* .
feuillets Gk de Gk(g ) dont la restriction a Ug*,k est

un multiple de X g%,k et valant -1 en -1 .
A
Si 1 e Fk , on pose Yf(g*,Gk) = {Fe Y(g*,Gk) /EIFk est un multiple det };

On pose :

1 (Gk) = {(g*,&) / g* est une forme de type unipotent sur g et & dans
Y(g*, Gk)}. Le groupe Gk opére naturellement sur ?(Gk) . On pose :

Y(Gk) = V(Gk) / 6 - C'est l'ensemble des Gk-orbites de ?(Gk) . On note

ﬂKGk) L'ensemble des Gk-orbites de type unipotent dans gz ;

%k la projection naturelle de Y(Gk) sur ﬂl(Gk) ;
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A ~ ~
si tef, Y(g)=1{(gn® cv(g) /Bevgr, g) T

YT(Gk) = YT(Gk) / Gk .

A chaque élément (g%, T) de Y(Gk) , on associe, d'une maniére cano-
nique, une représentation unitaire T(g*x,&) de Gk , additive en T® et

vérifiant :

C, : T(g*, &) | U est basée sur la G -orbite de = avec
1 k k k,o
6 = U .g*|u
A
€, :sitefF et &e v (g%, 6 » T(g*,B) | F, est un multiple
de 1 .

Pour cela, M.Duflo procéde par récurrence sur la dimension de g comme suit :

i) si g(g*) = g (en particulier g = (@), ona: T(gx,®) = ind EE!Gﬁg*)
- - Gk(g*MGk ;

Ceci a un sens puisque GE* = Gk(g*) x {1} .

‘s . . u*
ii) sinon, soit ux = gﬂ u, hs= g(u*) , h* = g4 h, Hk = Gk et H

L'adhérence de Zariski de Hk/F:* dans G . Le triplet (Hk , FE* , H) est
u* _hx*x

de classe Ck et h* est de type unipotent. Comme H:* = Uk(u*)((Gk(g*)) )
avec Uk(u*) n ((Gk(g*))u*)h*

((Gk(g*))u*)h*

*
= Uk(g*), la représentation AE ’Eif de
‘s . s ,h* .-
se prolonge, d'une maniére unique, a Hk en lui imposant

d'étre multiple de Xk sur Uk(u*) . Ce prolongement appartient a
4

u*

YCh* , Hk) et L'hypothése de récurrence permet de construire

*
S

a U (ux) est un multiple de X , et, la condition C implique
k k,u* 2

TCh* , XE*‘EETL D'aprés la condition C1 , La restriction de T(h*,

qu'elle vaut -1 en =1 de sorte qu'on peut poser :

T(g*,T) = Iu*,T(h*’;\E*,QE .

On a le résultat suivant :
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Théondme (M. Duflo) : Avec les notations précédentes :
i) Soit (g*,®) un élément de Y(Gk) et u* Lla restriction de
gk a u.

ona: TrE) = Ly row 2B ALE) -

ii) T passe au quotient pour donner une application définie sur
Y(Gk) vérifiant :

a) si Y, et Y2 sont des éléments de Y(Gk) tels que

1&(Y1) # 1&(Y2) , les représentations unitaires T(Y1) et T(Yz)

sont disjointes ;

b) Soit Y1 et Y2 deux éléments de Y(Gk) tels que 1&(Y1)
=‘uk(Y2) . Soit (g* ,8'1.) , i=1,2 , un élément de Yio- L'ensemble

des opérateurs d'entrelacement de T(Y1) et T(Yz) est isomorphe

a celui de g1 et ¥, .

4.3. On se donne, pour toute la suite, un groupe de classe C& ,
(6, F,z5., Fo » G) , et on note g L'algébre de Lie algébrique définie

sur @ de G, U Lle radical unipotent de G et u celui de g .

4.4. soit y un idéal de g défini sur @ invariant par G et vk un élément
de 13 . Si ¥ est un caractére unitaire de Fj ,2i=p, pezgj ,0u A .

*
on note ¢V le caractére unitaire de Fg* = Fj x x4 prolongeant = et

valant -1 en -1.

. . _ __uk
4.5, Soit u* un élément de 23 - On pose h = glux) , Hp = Gp et
H= g(u*) . Au §4.5.1. et §4.5.2. , on peut remplacer u par un idéal

de g défini sur @ unipotent G-invariant quelconque.

4.5.1. Lemme : Soit g* un point de 33 prolongeant u* et h* sa

restriction a h .
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i) Pour presque tout p , Hy (h*) = Uy (u*x) Gz (g*) .
‘zo 2D ‘zp

.. %
1) Hg (h%) = Uy (w0 e;fgn , Hath®) = U (%) 6y (g%)

Démonstration :

D'aprés le lemme 4.1, on a : gp(h*) = gp(g*)Up(u*) pour tout pe€ P .

. h* u*x h* .
0 H (he) = 6Wgou (ux) et = * * .
n a, aussi, b ) Gp g*) b u e Hp Up(u )((G(g*)) )p Ceci

résulte, immédiatement, du lemme 4.1iii) . Donc, ii) est une conséquence de

i). Le groupe U(u*) est un idéal unipotent défini sur @ de H(h*) . Donc
HCh*) /UCu*x) est un groupe algébrique défini sur @ et, pour tout pe f? ,
L'application de gp(h*) dans (g(h*)/U(u*)%) est surjective. De plus, pour
presque tout p , elle envoie gz (h*) sur (g(h*)/U(u*))zp . Mais HCh*)/UCu*)
s'identifie & G(g*)/U(g*) . Le méme raisonnement donne lieu & une projection
de gzp(g*) sur (g(g*)/U(g*))zp pour presque tout p. On a, donc,

gzp(h*) Up(u*) = gzp(g*) Up(u*) et, par suite, gzp(h*) est un sous-groupe

de Gz (g*) Uzp(u*) et, donc, lui est égal. D'ou i) et le lemme.
P

. _ . . X "
4.5.2. Soit © une G& orbite de gz se restreifjnant sur Ug @ GQu .

Soit g* un point de Q prolongeant u* et soit h* sa restrictiona h .

La HQ -orbite de h* dans Da est indépendante du choix de g* comme indi-

qué ci-dessus . On la note Tu*n .

Lemme : La correspondance Q - Tu* Q établit une bijection Tu* de

1 - : . "
L'ensemble des GQ orbites de g§ se restreignant sur Uy a Gqu* et

L'ensemble des Ha—orbites de hz se restreignant a u* sur u(u*).

De plus, Tu* échange les orbites de type unipotent.

Démonstration :
Il est clair que Ll'application T est surjective. Pour voir qu'elle

ux

est injective, soit Q, et Q, deux G,-orbites dans g* , se restreignant
1 2 Q =
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sur Uy a GQu* , vérifiant Tu* 91 = Tu* Qz . On choisit, pour i =1,2,
un élément g? de Qi et soit hg sa restriction & h . On suppose que

g? prolonge u* . Il existe un élément x de Hq tel que h5 = X h* . Quitte

a remplacer gﬁ par X gq , on peut supposer h? = h* . Ainsi, les formes

*
2
gﬁ et 95 ont la méme restriction & wuth . Le lemme 4.1. i) dit au'elles
sont, alors, sur lLa méme Ua(u*)~orbite et, donc, 91 = QZ . L'échanae des

orbites de type unipotent résulte immédiatement du lemme 4.1. iii). D'ol le

Lemme.

4.6. Comme au § 4.2 , on introduit les notations suivantes :

Si g* est un élément de gﬁ , on note :

E%f le radical unipotent de g(g*) ;

Ug* le sous-groupe unipotent défini sur @ de G d'algébre de Lie
Mg 7

Xg*,A le caractére unitaire de Ug*,A associé a la restriction de
g* a ;

Yo
Y(g*x,G) L'ensemble des représentations unitaires du revétement a deux

feuillets 6 de qA(g*) valant -1 en -1 et dont la restric-

A
) tion a Ug*,A est un multiple de Xg*,A H
Si Te€ FA’ YT(g*,G) la partie de Y(g*,G) formée des représentations dont

la restriction a FA est un multiple de T .
Le groupe G. opére naturellement sur l'ensemble :
7(6) = {(g*,®) / g* est une forme de type unipotent sur 9 et ZF € Y(g*,G)}.
On note :
Y(G) L'ensemble de ses Ge—orbites ;

we) L'ensemble des G,-orbites de type unipotent dans gi ;

(]
u la projection naturelle de Y(G) sur WG ;
Si T € /ﬁﬁ , VT(G) = {(a*,8) ¢ Y& / EE YT(g*,G)} ;

Y (G =Y (6 /G, .
T T Q
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Comme dans le cas local, on va associer, d'une maniére canonique, a chaque
élément (g*,B) de Y(6) une représentation unitaire T(g*x,€) de GA ,
d'une maniére additive en if et vérifiant :

C1 : T(g*,tf)|UA est basée sur la GA-orbite de ﬂA’e, 6 = qig*lg

€, :si te ?A et ©c Y (g%,6) , T(g*,tS)lFA est un multiple de T .
Pour cela, on procéde par récurrence sur la dimension de g .

i) si g(gx) = g (en particulier si g = (0)) , on pose :

T(g+,€) = . ind, T |
4 G‘\(Q*HGA GA(g*)

*
Ceci a un sens car le groupe Gg est canoniquement isomorphe a GA(g*)x{i1} .
On remarque que si ux = g*lg , on a, aussi, GA(U*) = GA(g*) et
u* +
= b3 T -
GA GA(U Ix{1}
*
ii) On pose ux = g*lg , h=gCu) , h*x= g*lb , Hp = G; et H = Glux) .
*
On considére le groupe de classe C (H,Fu*, g4 , Fu* , H) . D'aprés le

Q’ +
lemme 4.1. iii), h* est de type uninotent sur h . D'autre part, d'apreés

h* ux h*
le Llemme 4.5.1., HA = UA(u*)((G(g*)u*):* ,et,ona: qA(u*) n ((G(g*) )A

= U,(g*) . Donc la représentation 2g*ou de (G(g*)u*)h* se prolonge, d'une
A ) [}

*
maniére unique, a H: en lui imposant d'étre multiple de X

Comme le radical unipotent de h(h*) est u(u*) + Eg* , on voit facilement

A, ux sur UA(u*) .

que la représentation, ainsi obtenue, appartient a Y(h* , H) . On la note,
*
encore, Ag < - Dans le cas i) ci-dessus, g =h , g = h* et la formule

suivante est évidente :
% = *
T(g*,§) L, Teh , A: <t 9
En fait, c'est la bonne formule dans le cas ot g # h . Pour qu'elle ait un
%
sU&) est une représentation de G

A

, mais ceci résulte

sens, il faut vérifier que T(h* , Ag*

c s . " .
dont la restriction a UA(U ) est un multiple de X a,ux

de la condition C1 , et valant -1 en -1, et ceci résulte de la propriété

additive et de CZ'

L'additivité en € de T(g*,€) provient de L'additivité de Iu* £
’
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en E . La condition C1 résulte du théoréme 3.3. i) . La condition C2 résulte

du fait que si E|FA est un multiple de v , I

4.7.

. .
u*,E'Fg L'est aussi.

On a le résultat suivant :

Théoneéme : T passe au quotient pour donner une application sur Y(G)
vérifiant :

a) si Y1 et Y sont des éléments de Y(G) tels que 'u(v1) #\I(YZ)

2
les représentations unitaires T(Y1) et T(YZ) sont disjointes ;

b) soit Y, et Y, deux éléments de Y(G) tels que \KY1) ==1KY2).

d'entrelacement de T(Y1) et T(YZ) est isomorphe a celui de 151 et

T,-

On se propose dans ce paragraphe de donner une autre construction de

T utilisant des sous-algébres coisotropes de g d'un type particulier. On

fixe une forme g* de type unipotent dans g* .

Sa

4.7.1. Définition : Une sous-algébre algébrique, définie sur @ , de

coisotrope pour g* est dite coisotrope de type unipotent si, en plus,

elle est La somme de g(g*) et de son radical unipotent.

On a la résultat suivant :

Proposition (buflo {Du 3, ch. I}) :

1) Il existe dans g des sous~algébres coisotropes de type unipotent
pour g* invariantes par G(g*) .

2) Soit u' wun idéal unipotent défini sur @ invariant par G de g
On pose u'x = 9*|2' , h' = glu'*), h'x = g*Ih' . La forme h'* est de

type unipotent et on a :
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i) si b est une sous-algébre de g coisotrope de type unipotent
pour g* , L'algébre (b+u') n h' est coisotrope de type unipotent
pour h'x ;

ii) si ¢ est une sous-algébre de h' coisotrope de type unipotent

pour h'* , L'algébre c+u' est coisotrope de type unipotent pour g* .

4.7.2. Soit b une sous-algébre de g coisotrope de type unipotent pour g*
invariante par G(g*) et v son radical unipotent. Soit V Lle sous-groupe
unipotent de G , défini sur @ , d'algébre de Lie v , v* Lla restriction de

gt a v et O la VQ—orbite de v*x dans !5 - Il est clair que v est
1

stable par G(g*) . D'aprés M. buflo {Du 3, §I.9.} , on a : Vg*x = gx +b" .
Il s'ensuit que {g € G/ gg* € gx + 9}} est un sous-groupe algébrique défini
sur @ de § coincidant avec V G(g*). On le note B . De plus,

{g € Gp / gg* ¢ gx + gl} est un sous~groupe ferme de Gp contenant Fp
coincidant avec Vp Gp(g*) . On le note Bp . IL est clair que (B,F,S,F+,§)
est un sous-groupe de classe CQ de G . En procédant, comme dans la démons -

tration du lemme 4.5.1. i), on montre que pour presque tout p ,

By = le gzp(g*) de sorte qu'on a :

p
Q? VA G9 (g*) , BA VA qA(g*) , Bp vp(v*)sp (g%) , 89 VAV Gﬂp(g*) et
vk * vk
By = V&V*)Gx (g*) . De plus, on a : Vh(v*) n Gy (g%) = Vp(g¥) .
. , . s g* s
Soit ZF une représentation unitaire de GA appartenant a Y(g*,G) .

Comme l'orthogonal de v dans g relativement a Bg* , @ savoir g(g*)+vlvx) ,

%*
est totalement isotrope, Ag ’Mif donne lieu a une représentation unitaire de
*
G(g*)x valant -1 en -1 et dont la restriction a Ug*vA est un multiple
’

. * - 5 car V(g*) est un

de x ot a or VA(g ) est un sous~groupe fermé de Ug*,A ¢ g
%

idéal unipotent de G(g*)) , donc )\2 ’XE se prolonge, d'une maniére unique
s oV . ‘A . .
a BA en lui imposant d'étre multiple de XA,V* sur VA(V ) . On note,

%
encore Aﬁ 4!15 , ce prolongement. On peut, donc, former la représentation

g%,V - .

8,0 sA,v* LIV & de VA BAV*) Bp - On pose :
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. _ ind g*,v
Tgx, T ; B = Ba*Gy a0 Sa,vx ® %4~ -

Théoneme : T(gx, € ; b) = T(g*,E) .

Démonstration :

La démonstration est analogue a celle de M. Duflo dans le cas local.
Elle va se faire en plusieurs étapes et par récurrence sur dim g .

On pose b' =b +u . ¢'est une sous-algébre coisotrope de type
unipotent pour g* invariante par G(g*) . On définit v',... comme v, ...
Ona v' nb=v et v est une sous~algébre de v' coisotrope pour v'k

stable par le sous-groupe B'(v'¥) = V'(v'*x) G (g%¥) de B . En appliquant le

lemme 3.6, on trouve que T @

6,0 Sa,v+® o T8 =18 "asSh,

' LIRVA * .
x *,N Az AN A‘g\ *Y® . Par conséquent

T(gx,€; b') = T(gx,¥; b) . On peut, donc, supposer que L'algébre b contient

) 3 1% * )
Nl _ ind 4 Ax 7y 12 'XE-

Il est facile de voir que A

u . Soit b'=(bnh)+u.D'aprés le lemme 4.7.1. 2) , b' est une sous-~
algeébre coisotrope de type unipotent pour g* . De plus v nb' =v' . Le méme
raisonnement que ci-dessus montre que T(g*, ¥ ; b) = T(o*, € ; b') . ponc, on
peut supposer que L'ona b =(hnh +u .

Si h =g , le résultat est immédiat . On suppose qu'il n'en est pas ainsi.
On pose ¢ = bnh . D'aprés le lemme 4.7.1.7) , c'est une sous-algébre coisotrope
de type unipotent dans h pour h* . De plus, elle est invariante par le groupe
HCh*) = UCu*) G(g*) . Soit w le radical unipotent de ¢ , W le sous-groupe
unipotent défini sur @ de H associé , p Lla wq -orbite de w* = h*lﬁ dans

ukx _u* _u*

g; , Cp = wp Hp(h*) et C = WHCh*) . Le quintuplet (C,F ,S ,F+ ,L) est

un sous-groupe de classe CQ de H . L'hypothése de récurrence dit que :

TChx 29*7 48y = T(h* 29" 4F;c) = ind s LN
s’ A U ’ a E L. C1:H "AIO A’W* ] A A E
A
Il est facile de voir que ¢ = g(u*) et Cp = Bz* de sorte que CA = B:* . En
appliquant la proposition 3.5 , on trouve que : T(g*%® = ind I ou E'

1]
B, G, u*,E
h*,w

L . . P *,U u* .
d L tat ¥,9%.4 . -
ésigne la représentation unitaire “A,psﬁ,w* ] AA AA i{ de BA La repré
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sentation xh*’!%g*’iiif de B'MHY* =y (v*)((G(g*))u*)w* est un multiple de
A [} A A A
Xp,yx SUr VA(V*) . Il est facile de voir qu'elle coincide avec la représenta-
’
; vk, U gk, v RSN LA g%, vee oo .
tion 2,""Aa T sur ((G(g*)) ), - D'autre part, ﬂA,OSA,V* @ 2 T coincide,

d'aprés le lemme 3.7 , avec la représentation avec E Lla représentation

Iu*,E
V*,EAQ*,X

A A
. Ce qui signifie, alors, que les

. V¥, u g%,V
unitaire S R A, ‘AT -
TI‘A,p Q,w* A

longée sur VA(V*) par un multiple de

représentations E et E' coincident . Le résultat désiré découle immédiatement

tf ou, par convention, 2\ est pro-

XA,V*

D'ol le théoreéme .

4.8. Dans la construction,par récurrence de T , on peut remplacer u par un

un idéal unipotent u' défini sur @ de g invariant par G quelconque . Plus

précisément, soit (g*, &) un élément de Y6 , u* la restriction de g* a u,

etc...,u'* la restriction de g*x a u' ,etc...

Théoneme: T(gx ) = Iu'*,T(h'*,)\g*’Hk) .
Démonstration:

Soit ¢ wune sous-algébre coisotrope de type unipotent dans ﬂ' pour h'x .
On pose b =c + u' . C'est une sous-algébre coisotrope de type unipotent dans
g pour g* . En écrivant que T(h‘*,)\z*’g'f) = T(h'*,Ag*’y—'F ;€) et en pro-
cédant comme dans la démonstration du théoréme 4.7.2 ,derniére étape, en rempla-

cant u par u' ,etc... ,on montre que cette représentation coincide avec

T(g*&;b) . Le théoréme 4.7.2 permet, alors, de conclure . D'ol le théoréme .

4.9. Dans ce paragraphe, on va étudier la décomposibilité en produit tensoriel

infini des représentations T(Y) , Y¢Y(G) , de G, . On note Y1rr(g*,G)

A

et Yirr(g*,Gp) L'ensemble des représentations irréductibles dans Y(g*,G)
et Y(g*,Gp) respectivement . Ceci permet d'avoir une partie 7irr(G) de
Y@ , Y™ de Y@ , etc...

D'aprés le théoréme 4.5 , T induit une injection de Yirr(G) dans 8

)
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et, d'aprés le théoréme 4.2 et pour chaque p , on a une injection de Y1rr(Gp)

A .
dans Gp . De plus, on a une projection AW de Y''"(6) sur AG) et une pro-

jection ‘Ilp de Y"r(Gp) sur ﬂ.(Gp) .

*
4.9.1. D'aprés le théoréme 1.2 , les groupes Gg et G sont de type I . En

considérant, alors, les composantes infinies, on obtient une application de
irr irr . . [ o ,
Y " (g*,G) dans Y < (g*,G.) et une application de GA dans G_ . On a le ré-

sultat suivant :
Lemme: Le diagramme suivant est commutatif :

a ?KG)

Y1rr‘( . T

l v, ;\I(Gm)

Y1 rr(Gm) T

G)

0> — 0>

Démonstration:

On va procéder par récurrence sur la dimension de g . Soit (g*,®) un

élément de Y''"

(G) . Soit 5‘,, la composante de ® sur G"i* et Tw(g*,t)

celle de T(g*¥®) sur G_ . Il s'agit de montrer que T _(g*,® = T(g*E) .

Le résultat est évident si g = g(g*) . On suppose, donc, qu'il n'en est pas

ainsi et soit u* la restrictionde g*x a u , h =g(u*) etc... On a :

T(*B) = 1
u*,T(h*,Ag*'EE)
et T(g*,€) = 1
’ uk, T(h* 294
Il est clair que Tm(g*,f) =1 *.u . L'hypothése de récurrence
ux,T (h* A7 18 )

A
% *
prouve que Tw(h*,)\z ’EE) = T(h*,(kz ’EEL) . Lassertion résulte, alors, du

*
fait que ()‘2 ’Ec)m = Aogo*'y-ﬁw . D'ou le lemme .
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4.9.2. On suppose que le groupe G est de classe C& . Ce qui a été fait au

§4.9.1 pour la place infinie peut &tre fait pour une place quelconque en faisant

les mémes raisonnements . Dans ce cas, on a le résultat suivant :

Proposition: Soit G un groupe de classe C; . Alors, pour chaque p

infini ou premier, le diagramme suivant commute :

w6)

\F?

— s
v

weG)
. v P
Y’”(Gp)——T—-—»

Y"IFF(

(]

A

£
:
o> ——a>

p

De plus, on a le théoréme suivant :

Théoneme: Soit G un groupe de classe C; et (g*;E3 un point de
Y''T(6) . Une condition nécessaire et suffisante pour que la représenta-

tion T(g*,F) de GA soit un produit tensoriel restreint est que &
le soit . Ceci équivaut encore a dire que la représentation ® est CCR .
Dans ce tas, la représentation T(g*,€) est le produit tensoriel infini

des représentations unitaires irréductibles T(g*}E;) restreint a une

direction invariante canoniquement déterminée .

Démonstration:
Soit wu* la restriction de g* & u , h = g(u¥) etc... On a :

T(g*®) = 1
u*,T(h*,xg*'EE)

D'aprés la proposition 3.4 , pour que la représentation T(g*®) soit un pro-

* . R
duit tensoriel infini il faut et il suffit que T(h*,kz ’Eis) le soit et une di-
rection invariante s'obtient par induction . Il est facile de voir que pour que

la représentation & soit un produit tensoriel infini il faut et il suffit que
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. . * . .
Lla représentation )‘2 ’26 le soit puisque le caractére )\2*’2 L'est . On est,
donc, réduit au cas ot G(g*) = G(u*) = G . Mais ce cas est évident . Reste &
remplacer la décomposabilité de EF par la propriété CCR . Or, par construction,

. - * 3 . . . kY
la représentation ZE de Gg est 1mpaire et sa restriction a

A Ug*;A est un

multiple du caractére Xgw; A

* * *
L'image réciproque de gp dans Gg . Le groupe (R,Fg ,Sg,Fg*,g) est un sous-

- Soir R wun facteur réductif de g(g*) et Rp

o g* o* _
groupe de classe CQ de G et on a GA Ug*;A X RA

décomposabilité en produit tensoriel infini ou CCR de & sont équivalentes a

. Les propriétés de

celles pour sa restriction a RA . D'aprés le théoréme 1.2 , pour chaque pefp,
Le groupe Rp est CCR . Le théoréme 8 de {Moo2} assure , alors, que tf est dé-
composable en un produit tensoriel infini restreint si et seulement si elle est

CCR . De plus, dans ce cas on a L'unicité de la direction invariante (voir ,

aussi, la proposition 1.3.5.) . D'ol le théoréme .
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5 - DECOMPOSITION DE ind t. PREMIER RESULTAT PRINCIPAL

GQ+GA

5.1 Soit (G,F,S,F+,§) un groupe de classe CQ et g Ll'algébre de Lie

algébrique définie sur @ de G. On se donne une représentation unitaire

de dimension finie (T,& ) du sous-groupe GQ de QA ayant un noyau

d'indice fini dans GQ. On va s'intéresser a la décomposition de la repré-

sentation induite unitaire de la représentation 1 du groupe G au groupe

GA' Dans le cas o0 6 = G est un groupe unipotent défini sur @, ce probléme

a été étudié par C.C. Moore {Moo 2}. Il a prouvé que la représentation régu-

liére de G dans LZ(GA/GQ) est la somme discréte des représentations

A

unitaires irréductibles = construites sur les G, -orbites 0 de gx .
A,b Q =Q
On va donner un résultat analogue en considérant les GQ -orbites de ga

de type unipotent, qui permet de ramener le probléme posé au cas ou G est
un groupe algébrique défini sur @ réductif. Pour ce cas, on peut consulter
L'exposé de A. Borel au séminaire Bourbaki, {BO 5}, S. Gelbart {Gelb 1,2},
Gelfand-Graev-Shapiro {6.G.P.S. 1,2}, R. Langlands {La 1},... On reviendra

sur ce cas au paragraphe 6.2.

5.2 Soit g* un point de 9% de type unipotent. On utilise les notations

du § 4.6. On a vu au § 1.9.4. que le groupe Gg* s'écrit d'une maniére cano-

* *
9% - GQ(g*) x {+1}. On note Tg la représentation

Q

*
unitaire de dimension finie de Gg prolongeant <t sur GQ(g*) et valant

nique sous la forme G

-1 en =-1. On considére la sous-représentation, if , de l'induite unitaire

g*
Q

g*,t

*
de la représentation rg*, du groupe G au groupe Gg , ou le groupe Ug*

A

opére comme multiple du caractére unitaire x . La représentation is’ *
a*,A g*,T
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appartient & Y(g*,G) de sorte qu'on peut former la représentation unitaire

T(g*,g*’_r) du groupe G,. La G -orbite de (g*, t’g*ﬂ_) ne dépend que de la

g A Q
GQ-orb1te Q de g* et de 1. On la note YQ,T' Oon a YQ,t€ Y(G) et,on pose

= - * -

m TG D = Tlox, €.

Q,T a*,T
Le théoréme suivant est le premier résultat principal du présent travail.

Sa signification est détaillée au § 5.3 ci-dessous.

THEOREME : Les représentations T(YQ T), Q parcourant W (G), sont deux
- ’
4 deux disjointes et lLeur somme coincide avec la représentation induite

unitaire de la représentation Tt du groupe GQ au groupe GA'

La premiére partie du théoréme est une conséquence immédiate du théoréme

4.6 ). Pour montrer que ind T = ™ . on va procéder par récurrence

Q,17
GQ$GA Qe (G)

sur la dimension de g. Si dim g = 0, ce résultat est une tautologie. On
suppose que le théoréme est vérifié pour les dimensions inférieures a celle
de g. On note u le radical unipotent de g et U Lle sous-groupe unipotent

défini sur @ de G associé.

5.2.1 Soit X une GQ~orbite de 35 et "MW(G;)N) L'ensemble des GQ-orbites

de 95 de type unipotent qui se restreignent a 2\ sur Yg- On va s'intéresser,

d'abord, a la somme ® LI
QeW (G; )
On fixe un élément u* de A. On pose h = glux), H = g(u*), Hp = G:*,
H, = 627 et H, = Go*. On note wv* L triction de u* & v = u(ux)
p = G e o = Gg - On note v a restriction de u* & v = ulux),
La Ha-orbite de v* dans 23 et W(H,u) Ll'ensemble des HQ—orbites de
*
ba de type unipotent qui se restreignent @ u sur v. Soit Tu la repré-
sentation de HQ = GQ(u*) x{+1} dont Lla restriction a GQ(U*) coincide

avec t et valant -1 en -1. On note Xp, ux le caractére de UA(u*) associé
’

par la méthode des orbites & la restriction de u* & u(u*x) et Eu* la sous-
*
représentation de ind ™ ou le groupe U (u*) opére comme multiple de
Hothy A

X, uxt

97



M. H. SLIMAN

® m u*x et (] m =1 uk,

5.2.1. {) LEMME : Y™
oe WlH;w 977 Qe wG;n) T UrE

Démonstration du lemme.

On considére la bijection Tu* de W(G;)) sur WH;u) construite au
§ 4.5.2. Soit Q un élément de W(G;)) et g* un point de 9 prolongeant

u*; o= Tu*(n) est la Hq—orbite dans 23 de la restriction h* de g*

- g*,u N g*,u .
. * = * ey — -
a) On a : T(Yo,Tu ) TCh ’AA g*,r) ou AA CEQ*IT est la représen

*
tation de H: , comme décrit au § 4.6. Pour celd, il suffit de voir que la

. . g*,u s s *
représentation A ng* coincide avec ?Eh*,Tu . On rappelle que

u* h*

Hh* UA(u*)(G(g*) P , d'aprés le lemme 4.5.1.ii) et que la représentation

[}
g*,u, . . .
AA Eg*,'r opére dans L'espace de Eg*,r comme multiple de XA,u* sur

qA(u*) et sur (G(g*)u*)z* comme suit :

Ag ’ (g,g)c'

g*
A a3 t’g* T(g)

*
pour tout (§,8) appartenant a I X(G(g*) )2 représentant un élément de

A
*
Gg ‘Y. pe plus, on a (Tu* h g) = Ag*’g(é,é)rg (§) car c'est vrai sur

u* h#* N g*,u
)A et le caracteéere AA -

1.9.6. Ceci étant, le radical unipotent Yok de h(h*) = u(u*)+g(g*) est

égal a E(U*)+Eg » le radical unipotent U

est trivial sur Ga(g*) d'aprés le lemme

" de H(h*) est engendré par

h*

UQu*) et Ug* et on a : Uh*,A = U(u*)AUg*’A. Le caractére Xhs 4 de

Uh*,A’ associé par la méthode des orbites a la restriction de h* 3 Upxr

. * \ .
prolonge le caractere Xp, uk de UA(U ) et le caractére Xg# de Ug*,A

* .
Donc la représentation th* Tu* du groupe H: est un multiple de
’

* * . .
sur UA(U*) et coincide sur (G(g*)u )2 avec la sous-représentation

* *
de L'induite de la représentation (Tu*)h* du groupe (G(g*)u ): a ce

XA,u*

groupe, ou Ug*,A opére comme multiple de Xg 4" On réalise les induites

par translation & gauche sur des espaces de fonctions. On obtient, alors, un
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. * .
opérateur d'entrelacement de la représentation Ag - et de la repré-

g*,T

. . R . *
sentation csh* Tu* en associant a une fonction ¢ sur qg a valeurs dans
4

L'espace de T, appartenant a l'espace de Efg* o la fonction A¢ sur
’

yh*

*
(G(g*)u A a valeurs dans l'espace de T, appartenant a l'espace de

tfh* L donnée par : 2A¢(g) = x:*'E<§,§)¢(g) pour tout (§,§) appartenant
’

h*
A

a ¢ x(G(g*)u*) 63*7Y, p'ou L'assertion.

A représentant un élément de

b) D'aprés le paragraphe 4.6., on a, alors T(Y9 ) Donc,

- I
* *) °
,T u ,T(Yo’Tu )

pour avoir le lemme, il suffit de montrer que

u*

E = TCY ux)

o o,T
oe W(H,u) 4

Pour cela, on va distinguer deux cas.

ler cas. On suppose que L'on a : h = g. D'aprés le lemme 4.1., AU(G;)) est
réduit a une seule orbite 9 et L'orbite o = Tu*(Q) est réduite a un seul
point g* ega = hx, Ll'unique forme de type unipotent prolongeant u* .

* *
Avec les notations ci-desssus, on a h* = g%, 6O =y 63" = ¢ et

A (.Y Q Q

. * .

zrh* Lu* est la sous représentation de ind ¥ ou le groupe UA(U*) = UA
s H,+H

QA

opére comme multiple de Xp ux" D'ou L'égalité dans ce cas.
4

2éme cas. On suppose que dim h <dim g. L'hypothése de récurrence permet
d'affirmer que ® TC(Y_ _u*) coincide avec la sous~représentation de

o,T

oe W(H; 1)
*
ind t° ou Le groupe UA(U*) opére comme multiple de Xp uxe D'ou L'égalité
HQ+HA ’,

désirée. Le lemme 5.2.1. i) est ainsi démontré.

5.2.1. i{) Soit 6 la UQ orbite de u* dans ug- On réalise

2 s .
"A,e dans le sous-espace afa,e de L (UA/UQ)’ On considére la représenta-
tion unitaire § du groupe SA,(u*) dans @ étudiée en § 2.3. Elle
ux Q A0

induit, par composition, une représentation de GQ(u*) dans TPA 0 qu'on
. ’
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notera de la méme fagon. On a, en fait, su*(g)¢(u) = ¢(g_1ug) pour tout

gsGQ(u*), uel et ¢63A de

A

*
UAGQ(u ) dans 2;\,9 @& en posant pour tout u e,

. On définit une représentation m, ,6

,0 a,0%ux"

et g eGQ(u*) :

nA,esu*r(ug) = nA,e(u)Gu*(g)QT(g)

En effet, si ueUA,geGQ(u*), Ug € Ug(u®), u'eUA et ¢ e?A,eﬁg
on a :

“1. 1

-1 -1 o -1 -1
WA’e(uuQ)éu*(uQ g)T(uQ Pol') = r(uQ Polg 'u u Ug g)
= T(u;1g)¢(g_1u_1u' g.g_1u;1g) = T(u;1g)¢(g_1u—1u' g)
- -1 1 .
= -r(uQ )nA’e(u)du*(g)T(g)¢(u )

Le fait que T est de noyau d'indice fini dans GQ et que U est un groupe

unipotent impligue que Tt est trivial sur UQ. Reste a montrer qu'on définit

ainsi une représentation. Mais ceci résulte immédiatement du fait que :

-1, _ -1
Gu*(g)nA’e(u)Gu*(g ) = nA’e(gug ) (g sGQ(u*), ue qA)

LEMME : ind m, 8 1=1
_— A0 u* u* E
UAGQ(U*HGA

ux,

Démonstration du lemme :

D'aprés le lemme 2.3, les représentations ¢ et S coincident
ux A, ux

sur G, (ux). Par conséquent la représentation m, .86 T coincide avec la
Q A, 0 ux
. . . . u*
*
représentation de UAGQ(U ) obtenue de la représentation "A,S%A,u*QT
u*

du groupe UA xGQ par passage au quotient. Ceci provient du fait que
u*

T (-1) = -1 et que le caracteére XA,u* de UA(U*) est trivial sur le

sous-groupe U, (u*). Pour avoir le lemme il suffit de voir que la représen-

Q

. u* . . . . . .
*
tation ﬂA,B%A,U*eE coincide avec la représentation induite de qAGQ(u )

. N ' . . .
a UAGA(u*) de “A,QGU*T' On considére L'homomorphisme surjectif A du

XG:* sur le groupe U GA(u*) (voir § 3.3). Son noyau est :

groupe U a

A
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_ -1 .o -1 _ u* -
NA = {(u ,w, ueUA(u*)} x{t1}. On a : *p (UAGQ(U*)) = (UA XG& )NA
UA XUA(u*)G:*. Il s'en suit que UA(u*)G:* est un sous—-groupe fermé de
G:* ; son quotient par G:* est compact et le quotient de a;1 (UAGQ(u*))
par UAXG:* l'est aussi. Sur UAXGU*, les deux représentations
u* . . . )
‘"A,G(SU*T ooy et "A,OSA,u*sT coincident. Il en résulte que :
ind (n, 8 .1)oa, = s, . @ ind "
in 00 ux" 0%g = Ta oSa,ux in 'r*
62 hu, <6 6l r6Y
Ua*Gq *Ua*Ca a *6a
, . \ X L. u*
et la sous-représentation ou N, opére trivialement est "A,eSA,u* QE

)

< s . . s u*
car la restriction de “A,GSA,U* a NA est un multiple du caractére XA

(voir § 3.3). Pour conclure, il suffit de remarquer que la composition par

% réalise un entrelacement entre la sous-représentation de

ind (m, .8 T oaA) ou N, opére trivialement et la représentation

U syt "
A @ A A
*
du groupe U xGY"  obtenue par composition par a, de ind (m, 6 .T)
A A A A,0 u*
UAGQ(U*HUAGA(U*)

D'ou le Lemme.

5.2.1. L) La représentation ind T se réalise dans Ll'espace ?A

GQ+UAGQ

produit tensoriel de L2(UA/UQ) et 8 car la représentation 1 est triviale

sur Le groupe UQ. De plus, elle prolonge la représentation réguliére Ta

de UA dans ZA et sa restriction a GQ coincide avec la représentation

8t donnée par :

§t(g)¢@v(u) = ¢(g~1ug)1(g)v avec g eGQ, uel et oQv EaA ,

A
L'espace s = o & QZ est invariant par la représentation 6t
L.J9) a6
6eA/U
Q
et par suite par la représentation ind T . On note ( ind T ))\ la
GQ+U‘\GQ GQ+U‘\GQ
représentation de UAGQ obtenue en restreignant a RA N Lla représentation
’
ind T .

GQ$UAGQ
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LEMME : ® T, )= ind ( ind 1)

. Q,T
Qe UGN UAGMGA GMU"GQ

A

Démonstration du lemme :

D'aprés les lemmes 5.2.1. i) et ii), on a :

® T =1 = ind (m § .1

Q ux A,0 ux
Qew (G;A) T u*,E UpGg (u%) 46, 7

Donc, il suffit de voir que les représentations ( ind 1) et

A
GQ¢UAGQ

ind (m § .1) coincident. Or cette derniére coincide avec
UG, (%) U, G, P70 U*
A Q A Q
(U . (Z:?$U . “A,esu*)T car T se prolonge au groupe QAGQ trivialement

A Q A Q
sur U,. La représentation ind (m, 8§ .) se réalise sur l'espace

A UG, (ux) 4u, 6, A0 U
AQ A Q

r4 comme la restriction de ind qu'on note ( ind ) . Il est

Ao G, tU,G G, tU,Gy

Q AaQ Q "AQ
clair que la représentation ( ind 1) coincide avec ( ind )AT. Le
GQTUAGQ G&‘I‘UAGq

lemme découle immédiatement.

5.2.2. Compte-tenu du fait que o & = , le Lemme 5.2.1. §ii)
2eLeC. A, A
Aeux/G
. . —-Q
implique que :
® T(YQ 1) = ® [} T(YQ T) = @ ind (ind 1)
’ . ’
Qe W6 Aeug/Gg Qe W(G;N) Aeug/Gq UpGgtGy GotUpGe
= ind ® (ind T)A = ind ind T
qAGQ*GA Xega/GQ GQfUAGQ UAG“}GA GQ‘rUAGQ
= ind 1
GQTUAGQ

Le théoréme est maintenant démontré.
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5.3 Soit QeW (G, g*xe Q, YQ x € Y(G) correspondant a (g*,if
— ’
comme au § 5.2. Le théoréme précédent raméne la décomposition de ind t

GQTQA

grace

g*IT)

a celle de T(YQ’T) qui, elle-méme, se déduit de celle de f5 g%, T

au théoréme 4.6. Soit B un facteur réductif de @g(g*) défini sur @ et

*
pour chaque p efP, Rp L'image réciproque de Qp dans Gg . Il est clair

g* _ g* = g*
que Gp = Ug*;p XRp et pour presque tout p, S (gzp(g*)) Ug*;szs (sz).

* *
(R,Fg ,Sg*,pgfg) est un sous-groupe de classe CQ de 69 et on a

*
%;* = Ug*;A xFgy Gg = Ugs.p By (produits semi-directs)

* s s
Comme Ug* est un groupe unipotent et comme 9 a un noyau d'indice

* * . .
Gg , 9 est une représentation triviale sur U . D'autre part

fini dans g*,@
le caracteéere Xg* A de U

. g% -
g*;A se prolonge a QA trivialement sur EA.

*
Par conséquent, on a : 2$ =X @ ind <7 . Ainsi, on est ramené a
g*,T g%k L
QA
, ‘s . g*
la décomposition de ind T

RQTﬁh

Lier important est le suivant. On suppose qu'il existe un groupe fini F

avec R un groupe réductif. Un cas particu-

tel que Fp = F pour tout pe?. on prend Fo = {(fp) € F9 tel que

™ f =1}. L'application (f)-> = permet d'identifier F, a & .
@ P p f A
Pe%y peP p
On suppose que pour chaque pe&, Gp/Fp = gp et qu'il existe un relévement
*
de QQ a qﬁ' On a donc, GQ = Qe x%¥ . Le groupe c? est de méme type,

Gg* est un revétement de GA(g*) de fibre type 59* =&F x{+1} et le

*
groupe R, s'identifie canoniquement a PR, x 9% En particulier si Tt est
e

Q

by - . * kY . -
un caractéere de GQ trivial sur QQ, 9 est le caractére de RQ trivial

sur RQ, se restreignant a T sur F et valant -1 en -1.
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6 - AVALYSE DE  17(G,/T) et L2(Gy/n)

6.1. On va commencer par relier le cas adélique au cas réel . Soit

(G,F,S,F+,g) un groupe de classe CQ et g Ll'algébre de Lie algébrique

définie sur @ de G . Soit I' un sous-groupe d'indice fini de GQ . On

note ¢ Lla projection de G sur QA et ' L|'image réciproque dans GjD

du sous-groupe I' de GA = 1?/F+ . Par composition, les représentations
ind et _ind co'incident .
FAG‘\ I't+Gg
6.1.1. On choisit une partie finie P de &% contenant « telle que pour
tout p premier n'appartenant pas a P , la section Sp soit définie et on

= 3 = - n
pose Kp sp(gzp) . Si pest dans P , on pose Kp ¢ (gzp) n Gp . Pour

tout p premier, le groupe Kp est compact ouvertdans Gp et le produit in-

fini = K 'y ifie 3 - d .
ini ﬁPw» pgm o s'identifie & un sous=-groupe compact ouvert de GQLw Oon
ose G. =G X t 6o=6 L 6o (r 6 )
p Sa S, ple[s_wgzp e P " G x K?-oo . Le groupe P esp. Ea
est un sous groupe-ouvert de G,, (resp. gA ) et ¢(q;) est un sous-groupe

s . P Y
d'indice fini dans gA .

Lemme: L'ensemble des doubles classes G;hqy/ T est fini .

Démonstration:
D'aprés Borel {Bo3;théoréme5.1} l'ensemble g:\gA/gQ est fini . Donc,
' 0, . . 0, []
L'ensemble ¢(%?)\QAIQQ L'est aussi et, parsuite, ¢(q?)\¢(69)/¢(69)n(=5Q L'est

encore . Mais T est dindice fini dans ¢-1(¢(§P)nga) ;d'ou le lLemme .
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6.1.2. On note C un ensemble de représentants des doubles-classes dans
G;\qplf ayant une projection triviale sur G, - Si A est une partie de GSD
on note A sa projection sur G_ et Ag-w sa projection sur @P-w suivant

La décomposition Gg,= G, X %P—w . En particulier, si g est un élément de

Gg-, sONa g=g9.g9, ou g _eG et g?_oo eG?—co .

6.1.3. D'aprés le théoréme 12.1 de Mackey {Ma3} , on a :

ind IGw = & _ind ou Fx = XFX-1ﬁG?;
T16p "®  xeC T 169

6.1.3.i) On fixe x dans C . Ona x_ =1 par construction . On pose A = FX.
Lemme : A, est un sous-groupe discret de G_ et ¢(Am) est un sous-grou-

pe de S, commensurable avec gz .

Démonstration:
Ona A= x(fnx-1q:x)x—1 et x_ =1.0Donc, A = ('fnx_“(;;;x)o° . Puis-
= ' . P =< -1 3
que I' est un sous-groupe d'indice fini de GQ =9 (¢(q?)nga) et Gg, et
x_1§;x sont commensurables, il suffit de montrer que ¢ ((E.nG;)m) est d'indi-
=2
et ¢((GQnG9)w) = (§&n¢(659)m . D'ou le lemme .

ce fini dans G, . Ceci résulte du fait que ¢(§;) est d'indice fini dans g:

Définition: Un groupe vérifiant les propriétés du Lemme précédent est dit

arithmétique dans G, -

On va s'intéresser a la décomposition de la représentation induite unitai-
re de la représentation triviale de A 3 A, x ﬁ?“» . Un élément de 9& est
complétement déterminé par sa projection sur G, - Donc, un élément y_ de
[‘°° définit un unique élément Y?-w de E?_w modulo ﬁ?_wnF tel que Y«ﬂé-w
appartient a T . Il s'en suit qu'un élément a, de A_ définit un unique

élément g de Q;Lw modulo E?_wnA tel que 3,39 _o appartient a A .
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On obtient, ainsi, un homomorphisme de A_ sur A?_w/(@P_mnA) de noyau F_nA.
D'ol un isomorphisme de B = Am/(FwnA) sur %P-w = ﬁ?-m/(gp-m“A) . Ces grou-
pes sont aussi isomorphes & B = A/(FwnA) X (QP_”nA) . Si b est un élément
de B , on note b_ et bng les éléments de B_ et %?-» correspondants .
On remarque que les groupes F.NA et Q?qmnA sont finis,car F. L'est, et
%P—w"A est un sous~-groupe du groupe compact ﬁ?_w . On note K Lle quotient
ﬁ?qm/(g?mmnA) et Alresp. p ) la représentation réguliére gauche (resp.
droite) du groupe K dans LZ(K) . La restriction de la représentation p@\

a %?_w x K induit une représentation de B x K qui, par composition, donne

lieu & une représentation de A, x K?_m dans L2(K) qu'on note, encore, p@) .

Lemme: Les représentations  ind et p@)\ coincident .
A&Aao X I%)_m

Démonstration:

Soit F une fonction sur K . On définit une fonction (G sur
-1 . :

A_ x ﬁ?_w en posant G(am,%y_m) = F(kqﬁLw) ot b_ (resp. k ) est l'image

de a (resp. kgum ) dans B (resp. K ) . La correspondance F>G échange
. . . . . . 2 2
les fonctions continues et induit un isomorphisme de L (K) sur L (waKg_w/A)
entrelagant p@)A et ind ; D'ou le Lemme .
A‘waX Ké’—oo
Soit g une représentation unitaire irréductible du groupe K . On note
g * sa contragrédiante et ¢ ; Lla représentation unitaire de dimension finie
du groupe A obtenue en restreignant g * a 3$u,et en faisant correspondre
[oe]

%nu)a B°° . La représentation ¢ regardée comme représentation de Sﬁhm se
décompose en un produit tensoriel infini de représentations irréductibles cp
de Kp triviales pour presque tout p premier . Puisque le groupe Kp est,
pour tout p premier, totalement discontinu, il en résulte que le noyau de o

est d'indice fini dans 5?_w . Par conséquent, le noyau de o; est d'indice

fini dans Aoo . Ceci étant, la représentation p8) de K x K se décompose en
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la somme directe p@\ = 6, o*@ ¢ . Il en résulte que ind = 6.0 o
gekK AtA X 5? oeK
o =00

d'aprés le lemme précédent . Par suite

ind = 8, ind g*@ ¢ .

00
A+G? 0eK A_46_

6.1.3.i1) En résumé, si x est un élément de C , fx lintersection de G;;
~ =1 ~ ~ ~
avec X['X L j i j i
T , Fx;w a projection de Px sur Geo et Fx;fLm sa projection
sur 5?_w , On peut mettre en correspondance bijective les groupes quotients

T.. /F Ty et Fx;ng/%?-man de sorte que :

X,00 o

Nindm = ONI ?ind*G o; Qg
Tyt6p  oeKp_ " Xjo

a n ~
avec Ké_w ={ oeKv_m / F oMy soit dans kero } .

\w

On remarque que %?_mnpx

~ o o
ﬁy_mnfnﬁr et, est indépendant de x . Ilen est,
a (3
donc, de méme pour 5?—w . De plus, le noyau de 0; est un sous=groupe arith-
s Al
métique d
q e G°° pour tout x dans C et ge ﬁ?'” . On pose

T = 0 ~ind g; .
o xeC T . 4G

Xy oo

Lemme: Avec les notations précédentes, on a :

a) ind |0 = @ T 8¢ .
~ G N ol
T+ Gﬁ’ V4 O€ I%;_m

b) Il existe un sous—groupe arithmétique Ao de G°° tel que la représen-

tation T soit contenue dans un multiple fini de ind .
A0+G°°

Démonstration :

a) évident d'aprés ce qui précéde

b) On pose A, = ch ker ox . C'est un sous-groupe d'indice fini
dans chacun des groupes Fx . - Donc il est arithmétique. D'aprés le théo-
4

réme de réciprocité de Frobenius et compte tenu du fait que la représentation

0; est triviale sur Ao ,ona: multC ox , ind ) = dim o .
A _ATx;
Il en résulte, aussitdt, que la représentation TO egt contenue dimo fois
dans card(C)fois la représentation ind . D'ol le lemme.
A0+Goo
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6.2. On va s'intéresser, dans ce paragraphe, au cas ou le groupe algébrique

G est réductif sur @ . On utilise les notations du §6.1.

o

.2.1. Lemme : ({B. G}) : Soit A un sous-groupe arithmétique de G

o *

Alors la partie discréte de EKGw /A ) se décompose avec multiplicités

finies.

Sur la base de ce résultat de Borel-Garland, on va montrer le résultat

adélique important suivant :

6.2.2. Lemme : On supnose que le groupe algébrique G est réductif.
i) toute sous-représentation factorielle de EQGA /T ) est de type I

ii) la partie discréte de EXGA /T ) se décompose avec multiplicités

finies en représentations irréductibles CCR.

iii1) soit W la mesure sur ;i donnant la désintéqration centrale de

taire irréductible T, de G_ , L'ensemble des représentations factor

o

les de GA dont la restriction a G_ est un multiple de m_ est p -

négligeable.

Démonstration :

D'aprés le lemme 6.1.3.ii), on a : ind = o“l TQo ou
rt6, 6 o€ N

a0

T0 est une sous-représentation d'un multiple fini de L'induite unitaire
a Gm de la représentation triviale d'un sous-groupe arithmétique

I3}
de Gm . Le Lemme 6.2.1. implique, alors, que la partie discréte de T

¢}

se décompose avec multiplicités finies. Soit T une sous-représentation

factorielle de la représentation réguliére de GA dans LZ(GA /T,

Puisque le groupe Gw est CCR, il existe une représentation irréductible
CCR, # , de G, et une représentation factorielle "?,w de %P-“

©

telles que T =Tw @ ﬁ?—w . D'aprés la décomposition précédente donnée
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Al
par Lle lemme 6.1.3.i1), pour tout ong_m , il existe un entier naturel

© - ™ =
ng tel que - e = : ngm @ o . Donc, @-”lls_?-“’ 6, 1 Ny ©
I 0eKp o
O¢ Kq_oo =
Puisque Kg_m est un sous-groupe compact (ouvert) de GP_‘,, , le théoréme 7
de R.GODEMENT [GO1] assure que la représentation LI est un multiple fini
d'une représentation irréductible CCR de G?_w . Il s'en suit que T est,
aussi, un multiple fini d'une représentation irréductible CCR de GA' D'ou
i) et ii).
Pour avoir iii), on va raisonner par L'absurde. On suppose que l'ensemble
~
{m € G,/ la restrictionde 7 a G_ soit un multiple de = } est de mesure

A

non nulle. Il permet alors de distinguer une sous-représentation de 1ind
T t¢g
)

contenue dans la partie continue se mettant sous lLa forme T, Ay ou
“9_0095" une représentation de G?—w . On considére, de nouveau, la

décomposition citée plus haut (lemme 6.1.3.ii)). Comme ci-dessus, on obtient

La décomposition : | = 0 ng avec n des entiers naturels
: - A .
Bl O " s

1 P

Soit 0 un élément de I?@_m tel que n, # 0, soit & une réalisation

concréte de “9_00 et soit Wo un sous-espace de £ ou Ky_m opére

par une sous-représentation équivalente a 0 . On considére Ll'intersection
% de toutes les sous-représentations de ¢ P-w dont Ll'espace rencontre

(et donc contient) @ . C'est une sous~représentation non triviale de e
o’ -0

contenant 20 . Si & est irréductible, n ® & est dans la partie

discrete de ind , d'ol une contradiction. Si 8 n'est pas irréductible,

I"rGA

E est la somme de deux sous=représentations propres non triviales &1

et 82. Soit ?; et 35 les projections de 30 sur %1 et gz

respectivement. Il est facile de voir que a; , i =1,2, est une représen-

tation de type o . En répétant le procédé avec 31 au lieu de Th_ o et

1 . o . . o
20 au lieu de ’xj , et, peut étre, encore plusieurs fois, on est sir de
tomber sur une sous-représentation irréductible contenant ¢ car la

multiplicité de o dans “@-le?—w est finie. D'ou iii).
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6.3. Le second résultat principal est le suivant :

Théoneme: Soit (G,F,S,F+,§) un groupe de classe CQ et T une représenta-

tion unitaire irréductible de GQ de noyau d'indice fini dans GQ .

i)Toute sous-~représentation factorielle de Gi¥8 T est de type I et toute
QA

sous-représentation irréductible intervient avec multiplicité finie .

ii)Soit u la mesure donnant la désintégration centrale de la partie con-

tinue de Gng T .Alors, pour toute représentation irréductible = de G_ ,
Q A

Ll'ensemble des représentations factorielles de qA dont la restriction a
G_ est un multiple de m_ est u -négligeable.

iii)Si le groupe G est de classe C; ,toute sous—représentation irréduc-
tible de Gi?EAT est un produit tensoriel infini de représentations irré-

ductibles de Gp restreint a une direction invariante canoniquement déter-

minée .

Démonstration:

Les théorémes 5.2 , 4.6 et 4.9.2 permettent de se ramener au cas ol le
groupe G est réductif sur @ comme expliqué au §5.3 . Dans ce cas, en pre-
nant pour T Lle noyaude Tt , la représentation ind T est une sous-repré-

G,1G

sentation de ind et le lemme 6.2.2 permet de conc?uﬂg . D'ou le théoréme .

I‘fGA

6.4. Comme cas particulier important, on a le résultat suivant :

Théoneme: Soit G un groupe algébrique défini sur @ . Alors :

i) Toute sous représentation factorielle de Lz(gnlge) est de type I .
ii) La partie discréte de L2(§A/§Q) se décompose avec multiplicités finies
iii) Toute sous-représentation irréductible de Lz(gﬂlgq) est le produit
tensoriel infini de représentations irréductibles de §p restreint a une

direction invariante canoniquement déterminée .

iv) Soit u Lla mesure sur gA donnant la désintégration centrale de la

110


http://Tko.oKQ.mQ

ANALYSE DES SPECTRES

partie continue de LZ(QAIQQ) et m_ une représentation irréductible

de QR . L'ensemble des représentations factorielles de dont la res-

Sp

triction a gR est un multiple de m_ est u -négligeable .

6.5. Soit G un groupe algébrique défini sur @ muni de la donnée d'un réseau
rationnel de sorte que les groupes gz et 91 , pour tout nombre premier p ,
sont bien définis . Dans ce paragraphe, on va gonner la décomposition de la
partie discréte de Lz(gngz) ,en utilisant les résultats adéliques qu'on vient
d'établir . Pour cela, on pose :

QA i QR ) p prgmier g p i
on désigne par 1p Lla représentation triviale de glp' par af Lle

spectre discret de Lz(gA/gQ) et, si e @ ., nTr sa multiplicité dans
2

L(G,/G,) (qui est finie) et sa composante sur G P.ona
§,/Gg’ (a s p b’ PE J

le résultat réel suivant :

Proposition: La partie discréte de LZ(gR/gZ) est contenue dans la som-

) A .
me 23 n. o p;_Iem_iermultﬂD , “p)"w' On a L'égalité si L'on a :
p T §p 8 -

Démonstration :

. o . . ey s s . .
Soit ™ une représentation unitaire irréductible intervenant
o

discrétement dans Lz(gngz) et m sa multiplicité. D'aprés le Lemme

6.1.3.i), ona : m<mult (o 81, ind | ) et on a L'égalité
Sty GR¥ K€
si gﬂ = (§R><K) gq. Compte-tenu du théoréme 6.4.iv), on a :
o . o )
mult ¢ @1 ind | )= I n multC « @1, 7 | ’
w ’ - ’
« St SR * K med " ‘ %

on est donc ramené & montrer que mult ( 7 @ 1K’" IQR x K) coincide avec
2]

1 mult (1, 7). Soit 2 4 une réalisation concréte de m_ et
p premier PP P P

11
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(¢ ) une famille d i i
¢p P2 p, mi e vecteurs ¢p e’lp invariants par §2p tels que

la composante TP °°de T sur Gﬁ?- - soit réalisée dans le produit tensoriel

infini ??_m des espaces 4 p’ Pe &P-- , restreint 3 la famille (q,p).

Pour p > P, - On pose 'X = (@ a ) 8(C4Q ¢ ). C'est un sous-espace
i a<p @©p 'q
fermé K-invariant de a\?_m et on a :

mult (1, ™ _w| ) = Llim mult (1 ,z ).
K "@-="K p o K p,

Il est clair que mult (1., @ ) = I multC1 ,&@). D'ol la proposition.
K” 7p; a® Q’7q

6.6. Remarques.

i) Evidemment, un groupe G veérifiant la propriéeté de la forte approximation

t tel que G, =G G
est tel qu Sp "% S o

groupe unipotent ou un produit semi-direct de tels groupes ((B03J, [HUJ).

. On sait qu'il en est ainsi si G = GLn’ SLn, un

Ce n'est pas toujours le cas comme sera expliqué au § 7.5.

ii) Dans Lz(gngz) les multiplicités ne sont pas toujours finies. On

donnera de tels exemples au § 7.1.5., 7.2.
Au paragraphe 6.7. et 6.8. suivants, on va donner une compléte description

des groupes G tels que Lz(gngz) se décompose avec multiplicités finies.

6.7. Théoneme:Soit G un groupe algébrique défini sur @ tel que le cen-
tre de G° soit anisotrope sur @ . Alors, pour tout sous-groupe arith-
métique A de QR , il existe une représentation irréductible de 9«

contenue dans LZ(QR/A) .

Démonstration :
Soit U Lle radical unipotent de G , R wune composante de Levi de G

définie sur @ , Tm(resp.Tc) un tore déployé (resp. déployé central)

maximal, dans la composante irréductible go de R, défini sur @ et
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i 1 .
soit 91 la suite centrale descendante de u. Ona u =u , si u#0

et pour chaque i>1, 91 est L'idéal de u défini sur @ stable par G

i-1
u

. e )
défini par u' = [y, ] - Soit u le dernier terme non nul de la

suite. Si u =0, on prend € = 0. On va raisonner par récurrence sur la
dimension de G .

JFE_EEE e <1. Autrement dit, L'algébre u est abélienne. Si dim_g =0,
le groupe G est réductif et go n'a aucun caractére rationnel sur @ .
Dans ce cas, le volume de QR/ A est fini et la représentation réguliére

de QR dans LZ(QR/A ) contient La représentation triviale. On suppose donc,

que l'algébre u est abélienne non nulle.

i) Le groupe A n QR

Ek/ AnQR est compact. Il s'en suit que le groupe A

est un sous=groupe arithmétique de QR et le quotient
QR est fermé dans QR

et le quotient AQR/ A est un compact homéomorphe a QR/A ny, - On considére

R
la représentation ind . On a: ind = ind = ® x ’
A ‘FAUR A TAQR "=’R An U=Rf L=JR XEA
ot A est l'ensemble des caractéres de QR triviaux sur An QR' Il en
résulte que la représentation ind est sommediscréte de représentations

810 Yp
irréductibles, chacune intervenant avec la multiplicité un. En fait, on a :

ind = ® ind X
VTR xe A /a A Gpt bl
avec x' Lle caractére de AX QR prolongeant X et trivial sur A .

De plus, le caracteéere ' se prolon 3 = trivi
p , X o] ge a QRX * SRX ivialement sur

BR de sorte que Ll'on a :

X

ind ' = x'®& ind . Il s'en suit, alors que :
b, Ug g, 8, Yt Spy

ind = ® ind x'e@ ind

4G xe/A & * G 5, Uptly
X X
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Il nous suffit alors de montrer qu'il existe xe A et un sous~groupe
algébrique définie sur Qe , Ry ~ de R tels que le centre de (ge)o
soit anisotrope sur @& et SRX = QR (ge %R .

ii) Si le tore Tc est trivial, le centre de go est anisotrope sur @

et on peut prendre x =1 et 56 = R. On suppose donc que le tore Tc

est non trivial. Si a est un caractére rationnel sur Q@ de Tc’ on note

* * * *
u ={uewu / tu =a(tlu V¥teT } .
=a = c
. Lo * * *
Soit o Ll'ensemble des tels a vérifiant u, #o.0na u = 6 u, .
* (13} o
De plus, pour chaque aeo , L'espace Yy est rationnel sur @& et R -

invariant. Ceci étant, soit % un systéme de racines positives de l'algeébre

de Lie r de R suivant Toe L'espace n = @ s est une sous-algebre
BeX
unipotente définie sur & de r . Soit N le sous-groupe unipotent défini
*  x * *
sur @ de 50 associé. Pour oe€oc , on pose EL ={ ue Y, / nu =u V¥ne N}

L'espace zfa est non nul et est défini sur Q. On y choisit un élément

rationnel non nul eu et on pose 6 = I ea . Quitte a changer 6 en
a€o
un multiple entier, on peut supposer que le caractére unitaire X de

QR de différentielle 2im0 se trouve dans(/t . Il est clair que le

groupe 59 est un sous-groupe algébrique défini sur @ de R contenant N

i - ' s .
et vérifiant (ge )R §R _ Il ne reste plus qu'a voir que lLe centre de

(Re ) est anisotrope sur @ . Soit T un tore déployé sur @ central

dans (ge)0 . Il centralise N et, donc le normalise. Donc le tore T est

contenu dans Tm et par suite dans Tc' Mais Tcng9 = n kera = {1}, car
a€eo
le centralisateur de u dans Tc est trivial. Il s'en suit que T est trivial.

Par suite le centre de (ge)0 est anisotrope sur @ .
2éme cas : € =2. On note A L'idéal unipotent défini sur @ de G
d'algébre de Lie a = gE . On pose b =u e=1 -.Ona u=u"'® a et

b=Db'"®a ot u'etb' sont des sous~espaces rationnels sur @ de u ,
invariants par Tc' On note 01(resp. 0y, resp 03) L'ensemble des poids

de Tc dans u' (resp. a , resp. b'). Ainsi, on a :
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a= fu,bl= [ ® u , ® b 1= o a .
(1601 0.603 (!602

Donc, pour tout az eoz, il existe u1 601 et as eo3 tels que

+a, - Il s'en suit que n kero = n Ker oo = (1.

"2 7 7 IS a€e 0,U O
@€y 1 92

cela implique que le centralisateur dans Tc de U/A est trivial . Par con-
séquent, le centre de (G/A)° est anisotrope sur @ . L'hypothése de récur-
rence montre que la représentation induite de la représentation triviale de
AQR/QR a QR/éR contient une représentation irréductible . Cela signifie
que la représentation induite de la représentation triviale de A a gR
contient une représentation irréductible de gR triviale sur éR .D'ou le

théoréme .
Remanque: La condition du théoréme 6.7 est, évidemment, nécessaire .

6.8. Theoneme: Soit G un groupe algébrique défini sur @ tel que le
centre de G° soit anisotrope sur @ et soit (G,F,G) un groupe de
classe CR . Les conditions suivantes sont équivalentes :

i)Il existe un sous-groupe arithmétique A de G tel que la partie
discréte de LZ(G /A7) se décompose avec multiplicités finies ;

ii)Pour tout sous-groupe arithmétique A de G Lla partie discréte de

LZ(G /A) se décompose avec multiplicités finies ;

iii)Tout tore déployé sur @ de G centralise le radical unipotent .

Démonstration :

i) = > iii) On va raisonner par récurrence sur la longueur ¢ de la suite
centrale descendante gi du radical unipotent u de l'algébre de Lie g
de 6 . Si € = 0, le groupe G est réductif et lLe théoréme est donné par
le lemme 6.2.1. On suppose, donc, que e2=1. Soit Tm un tore déployé
maximal sur @ de G et A comme en i). Il s'agit de montrer que Tm

centralise u .
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ler cas : €22. On note A L'idéal unipotent défini sur @ de G

ayant a = ge comme algébre de Lie. Le groupe éR se reléve en un

[]

sous-groupe A invariant de G fermé. On pose G'= G/A ,

G' = G/A, F' F et A'=A A/A : le groupe (G', F; g‘) est de classe ¢

R
et A' est un sous-groupe arithmétique de G'. Comme Le quotient AA/A est

compact, par composition on a une injection de LZ(G'/ A') dans LZ(G/A ). En

particulier, LZ(G‘/A') se décompose avec multiplicités finies. L'hypothése de
récurrence assure que le tore Tm centralise le radical unipotent u/a de
L'algébre de Lie g'= g/a de g'. Donc, toute direction propre de u associée
a un poids de Tm non trivial est contenue dans a. Il s’'en suit que u=atu

ou s est L'espace propre de u associé au poids trivial de Tm' On a alors,

ac [u,ulc [g1 , Y IS u, et, par conséquent, T centralise u .

2éme cas : € =1. L'algébre u est abélienne non nulle. Soit R une
composante de Levi définie sur @ de G contenant T, et r son

algébre de Lie. On va raisonner par L'absurde. On suppose, donc, que Tm

ne centralise pas u. Soit I un systeme de racines positives de r

suivant T et n= @&r our est l'espace propre de r associé au
m T Ber® -

poids Bel . L'algébre n est unipotente définie sur Q. On note N le

sous~groupe unipotent défini sur @ de 30 associé.

Soit u = Yq o .... 0 Y, une décomposition de u en R -modules simples.

On pose :

&

{ux eu* / nux = ux pour tout neN }

o
1

= {u* eux / nux = u* pour tout neN }

ona &= '6‘1' ® .... 06 gn . Le tore Tm opére dans Zi par le poids

dominant o, du R -module simple gf relativement a I . On choisit

un systéme Llibre maximal {u1 ETEVALR } de {a1,..., an} et, pour
1 s 5

j =1,...,8, un élément non nul ej de Zgi n 93 . On pose 6 = I 6. .
j i=1

Quitte & multiplier 6 par un entier, on peut supposer que le caractére
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unitaire Xg de U de différentielle 2imo est trivial sur A n U ou

U est le relévement 3 G de U_. En procédant comme dans la démonstration

=R
du théoréme 6.7, on montre que le centre de (ge)o est anisotrope sur @
et que :

P = o ind x' @ Lz(GX/ M)

xe A/A GX +G

ou A est L'ensemble des caractéres de U triviaux sur A n U et, pour

X € A , x' désigne le prolongement de x a GX , trivial sur RX

(R est l'image réciproque de §R dans G. On a G = UxR). D'aprés le
théoréme 6.7., la représentation LZ(Ge/Ae U) contient une représentation
irréductible Py . Il suffit de montrer que la représentation irréductible
m = ind Xé 8 Pq intervient avec une multiplicité infinie dans

Gt G
X(‘

U

LZ(G/A) pour avoir une contradiction . Soit, pour chaque entier naturel n

non nul, gn un élement de (Tm)en ((=§R)o tel que aij(gn) = n pour

. . _ _.n
j=1, ..., et tn un antécédentde gn dans G. On a, tne—ne, Xne ~Xg€ c/(

et G .= G, . Par congéquent, ind X est une sous-représentation

GneT G

irréductible de LZ(G/A) équivalente & m . Pour avoir L'assertion il suffit
de remarquer que {Atne , n eN-{o} } est un sous-ensemble infini de

A /n . Dlou iii).

iii) 2 ii) On suppose, maintenant, que Lle tore Tm centralise u . Soit
A un sous groupe arithmétique de G. Il s'agit de montrer que la partie
discrete de LZ(QR/A) se décompose avec multiplicités finies. Il suffit de Lle
montrer lorsque A est un sous-groupe de Go (LZ(G/A)C LZ(G/Ar1GO)_ Aussi,

on peut supposer que le groupe G est connexe et le groupe G est irréductible,

Lemme:Soit G un groupe algébrique irréductible sur un corps k tel que
tout tore déployé sur k de G centralise le radical unipotent.Alors G
est le produit presque direct d'un groupe réductif et d'un groupe aniso-

trope sur k .
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On admet, pour un moment, ce lemme. Le groupe G est le produit presque
direct d'un groupe réductif g1 défini sur @ et d'un groupe gz anisotrope
sur Q. Soit G1 (resp. GZ) la composante connexe de L'élément neutre de

L'image réciproque dans G de ((=51)R (resp.(gz)R). Comme le groupe G

est supposé connexe, il est alors, le produit direct de G, et G,. De plus,

1 2
Lle quotient 62/A1162 est compact et, donc, L2(G2/A1162) se décompose
avec multiplicités finies. D'aprés le lemme 6.2.1., les multiplicités de

LZ(G1/AnG1) sont finies. Celles de LZ(G/A) Lle sont alors. D'ou le théoréme.

Démonstration du lemme :

Soit U Lle radical unipotent de G , R une composante de Leévi définie
sur k, R1 la composante irréductible du centralisateur dans R de U,

R2 la composante irréductible du centralisateur dans R de R1 et u, r,

[V les algébres de Lie respectives des sous-groupes U , R , Ry » Ry
de G définies sur k. Les groupes R1 et R2 sont réductifs et R1 nR2
est le centre de R1. De plus, R1 contient tout tore déployé sur k de R.

Soit TC Le tore déployé sur k central maximal dans R1 et G1 le sous~

groupe algébrique de R1 engendré par Tc et [R1, R1] . Il est clair que

tout tore déployé sur k de R est contenu dans G1. De plus G,]nR2 est un

groupe algébrique fini modulo TC et R2 est Lle produit presque direct de Tc

et d'un sous-groupe Ré anisotrope sur k invariant de R. Soit 62 le

produit semi-direct de U et Ré . Le groupe G est le produit presque direct

de G1 et G2 et on a le lemme.

6.9. - Le théoréme 6.8. rappelle la caractérisation de R. Lipsman [Li] qui
caractérise les groupes algébriques CCR sur un corps local de caractéristique
o. C'est, en fait, L'équivalent '"global'". On va saisir l'occasion pour en

donner une généralisation aux groupes de classe ck'

118



ANALYSE DES SPECTRES

ThZon2me:Soit G un groupe algébrique défini sur un corps local k de
caractéristique 0 . Soit (G,F,G) un groupe de classe Ck et on suppose
qu'il est de classe Cﬁ si k est a valuation discréte. Une condition

nécessaire et suffisante pour que le groupe G soit CCR est que tout

tore déployé sur k de G centralise le radical unipotent .
Démonstration :

On peut, naturellement, supposer que le groupe G est irréductible. Si

Le groupe G est CCR, G/F Ll'est aussi et, par suite, QR aussi. D'apreés

Lipsman [Li] , on conclue. On suppose, maintenant, que tout tore déployé

sur k de G centralise le radical unipotent. D'aprés le Lemme 6.8., le

groupe G est le produit presque direct d'un sous-groupe réductif g1 défini
sur k et d'un-sous groupe 92 anisotrope sur k. Soit Gi,i=1,2, L'image

réciproque de (gi)k dans G. Il est facile de voir que G1GZ est un sous-

groupe d'indice fini de G et [G1, G est un sous-groupe de F. Soit

2J
Gi le centralisateur dans G1 de GZ' C'est un sous-groupe d'indice fini de

G1 et le produit G; G2 est presque direct et est d'indice fini dans G. Comme

Le groupe (Gi, F, §1) est de classe Ck (de classe CE si k est a valuation
discréte) et le groupe §1 est réductif, d'aprés le théoréme 1.2., le groupe

G; est CCR. Il reste a prouver que le groupe G est CCR. Mais le groupe

2
QZ est anisotrope sur k. bonc QZ = UX 22 ol U est le radical unipotent
et 52 est une composante de Levi définie sur k anisotrope. Soit U Lle

relévement de U a G et R L'image réciproque de (R.) dans G

k 2 2 27k 2"
R

Il est clair que G, = UxR et que (52) et, par suite >’ est compact.

2 2 k

La théorie de Mackey appliquée a U comme sous=groupe de type I invariant de
G2 montre que toute représentation unitaire irréductible de G2 est

tragable et, donc, CCR. D'ol le théoréme.

Conollaire: soit 6 un groupe algébrique défini sur & (tel que le cen-

tre de G° soit anisotrope sur @ ) . S'il existe p , infini ou premier
2 d
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. . R 2
tel que le groupe gp soit CCR , alors, la partie discréte de L (gngz)

se décompose avec multiplicités finies .

La démonstration de ce corollaire est évidente. La réciproque
est fausse. Un contre-exemple est le suivant :

Soit Tm le tore defini sur @ formé des matrices (g mg) de SL2

et Gm son produit semi-direct avec le groupe d'Heisenberg de dimension 3
(obtenu comme sous-groupe du groupe algébrique E qu'on introduit au § 7.8).
Soit G le produit direct G4 x G, x§ avec m un nombre premier congru
a 1 modulo 8 (prendre par exemple m=17). Le groupe G est anisotrope sur Q.
Par contre, pour tout pe 5’ , le groupe gp n'est pas C.C.R. En effet :

T, se déploie sur @, carm est un carré dans e, (Serre {Se;ch.II,th.4})
Le tore T_1 se déploie sur Qm car -1 est un carré dans Qm puisque

le symbole de Legendre C:%—) =1 W.P. Serre {Se,; ch I, Th.5}).

On suppose donc, que p#2, m. Dans ce cas, ou bien le symbole de Legendre

6:%) =1 auquel cas T_1 se déploie sur Qp ou bien (:%) = -1 et dans
ce cas m ou -m est un carré dans Qp et, par suite, Tm ou T_m se

déploie sur Qp. D'ou l'assertion.

120



7 - CAS RESOLUBLE - EXEMPLES

Z;l_ La décomposition des espaces L2 engendrés par le quotient d'un groupe
résoluble par un sous-groupe discret a fait L'objet d'un grand nombre de
travaux. On peut citer ceux de Brezin {Br}, R. Howe {HO 1,3}, H. Moscovici
et A. Verona {M.V. 1}, J. Rosenberg {RO 2}. On expose dans ce qui suit, une
technique adélique, en application aux résultats généraux obtenus, et on
donnera des exemoles soulignant la possibilité d'avoir des multiplicités
infinies et les difficultés de la théorie des nombres qui peuvent surgir.
Soit G un groupe résoluble algébrique défini sur @ irréductible,
U son radical unipotent et g (resp. u) Ll'algébre de Lie algébrique

de G (resp. U).

7.1.1. THEOREME : L%(g,/y) est sans multiplicité.

Démonstration.

Soit g* une forme de type unipotent dans ga, Ug* Lle radical uni-
potent de G(g*), R une composante de Levi définie sur @, Xg*;A le
caractére unitaire de Ug*;A associé a la restriction de g* au radical
unipotent de g(g*) et & la sous représentation de  ind . ou -1

Bo*Ba
opére par multiplication par =-1. D'aprés le théoréme 5.2. et le commentaire
du § 5.3, il suffit de voir que la représentation ff est sans multiplicité.
*
Le groupe R étant un tore, le groupe gz est abélien d'aprés le lemme

1.10 et on conclut immédiatement. D'ou le théoréme.
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7.1.2 D'aprés M. buflo {DU 3}, L'ensemble W(G) des ga—orbites

de 35 de type unipotent s'identifie, par restriction, a L'ensemble
ga/ge. Soit Q un élément de W(G), u* eus un élément de Q et O
sa UQ-orbite. D'aprés le Lemme 5.2.1. i), le théoréme 5.2. donne :
. ux
ind = @ ind Tp oS 8 E
A,07A, u*
Go*en 0 WG U,G, (ux) 46,
ou Eu* désigne la sous-représentation de ind uk dans laquelle le
ga(u*MgA
groupe UA(U*) opére comme multiple du caractére Xa; u et dans

laquelle (-1) opére par multiplication par -1. Soit V Lle radical
unipotent de G(u*) et § une composante de Levi définie sur Q. Le groupe

* . *
S est abélien et s¥" aussi. Or choisit un caractére Xu du groupe

2
* ,
§: trivial sur ge(u*), valant -1 en -1 et trivial sur VA' La repré-
ntati s 8 X" de u, xg'* tient d
X
sentation w“’e A, u X e Uy xG, passe au quotient pour donner une

représentation unitaire de UA XQA(U*) prolongeant la représentation

"A,esu* du sous-groupe UA xgq(u*) étudiée au § 5.2.1. ii). Ceci étant,
* *
La représentation }u* 8 Y de g: passe au quotient pour donner une
représentation de QA(U*) équivalente a la sous-représentation de
ind ol le groupe UA(U*) opére comme multiple du caractére
* *
QQ(U )fgﬁ(u )
X . On note E cette derniére. Le théoréme 5.2 peut, alors, s'énoncer
A’u* u*
ainsi :
PROPOSITION : ind = ® ind "'u* 0E
* * *
Go'Gp Qegelge UAGA(U )+§A u
ou n&* est une représentation irréductible quelconque de UA xgﬂ(u*)
. . - *
prolongeant la représentation “A,eau* du sous-groupe UA xge(u )
dans QA’ o

7.1.3 Concernant la décomposition de Lz(gngz), pour qu'il y ait

une partie discréte il est nécessaire et suffisant (Théoréme 6.7) que le
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centre de G soit anisotrope. Pour que la partie discréte de LZ(QRIQZ)
se décompose avec multiplicités finies il est nécessaire et suffisant
(Théoréme 6.8) que tout tore déployé sur @ de G entralise son radical

unipotent. Combinant les deux résultats, on obtient :

PROPOSITION : Pour que L2(§ngz) ait une partie discréte non nulle
qui se décompose avec multiplicités finies il faut et il suffit que le
quotient QR/QZ soit compact. Ceci est encore équivalent a dire que

Lle volume de 9«/91 est fini.

- 3 1
7.1.4 oOn pose, pour Q 695/90' Ty = u 51?3*)+5 LYW '] Eu*' On a donc,
ASA =A
ind = o Tor Soit m_ une représentation unitaire irréductible de

Go'Ga  cUg/Ge

G,. Il est possible qu'il y ait une infinité d'orbites Q pour lesquelles
2R

Lla représentation T contient une sous-représentation irréductible dont Lla

restriction a @

Gp soit un multiple de w_ méme si le quotient QR/QI

est compact. En d'autres termes, étant donné un élément u* de ug, il est

possible qu'il y ait une infinité de G,-orbites de u* dans sa G -orbite.
Q | R

De plus, l'orbite @ étant fixée, il est possible que L'ensemble des sous-

représentations irréductibles de Ty dont la restriction a §R est un

multiple de m soit infini, comme le prouvent les exemples suivants :

Exemple 1 : Soit G Lle produit semi-direct du groupe unipotent abélien

U= Oeé 1 de dimension 2 par le groupe S0(2) agissant sur u = 0?% 1
’ - ’

par le carré de Ll'action naturelle. On identifie ux 3 1.2 et on
’

prend ux = (1,0). Sa -orbite est le cercle unité T. Il est facile de voir

Sr

que la pente de la droite joignant un point (x,y) {Tngz et un point de

s ax+by a b
sa QQ orbite est de la forme bx=ay avec (_b a) €S0(2,8). Inversement,
. e . a b _ axtby .
si reQ, pour qu'il existe (_b a) €S0(2,8) tel que r = bx-ay il est

. . . 2 . . . -
nécessaire et suffisant que 1+r soit un carré dans @, a condition que
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rx # y. Il s'en suit que r = gklz ol k et & sont des entiers naturels
k™-2
premiers entre eux et la représentation irréductible r = 2 est telle que

B8
a ou B est un entier pair. Donc, il y a une infinité de ga-orbites dans
gg sur la gk-orbite de ux*,
Soit @ la gﬂ—orbite de wu*. Il est facile de voir que G(u*) = Ux{+1},

U,G,(ux) = U, xK, ou K désigne Le compact m {1}, qAGQ(u*) =U, x{+1}

A=A A Pe P
et n' Q@E = L @ ind . Or ind = & ¥ ou A désigne
u* ux 4 {£1}4K {z11K  acA ¢
L'ensemble des suites (o) tels que a =0 ou 1, a =0 pour
p p P
PeP
presque tout p et Z o =0 et ol Xq désigne le caractére de K
PeP P
o
donné par x (k) = 71 kP si k=(k) eta= (a). L'ensemble A
¢ Peq p P

est clairement infini et le sous-ensemble 04+ formé par les éléments

o = (ap) de 04 tels que a_ =1 aussi. Les représentations
ind ™ Q@ x , ae 04 , sont des sous-représentations irréductibles
A0 o +
UGy (u*) 4G,

de Tor deux & deux inéquivalentes et dont les restrictions a QR sont

multiples de la méme représentation irréductible. On a :

ind = ind ® ® ind ™ [

A0 o
QQ*QA S0(2,0)4S0(2,A) Q aceh quMGA

avec Q parcourant Ea/ga—{O} et 9 eQ. Il est facile de voir que la

représentation p = ind L [*] Xy prolonge la représentation
6,a UAXK¢GA 4
ind X par Ll'action suivante de UA H

K+s0¢2,8) &

o W@ = 22w, (ueU,, ZeS0(2,A))
0,a A
Donc, une condition nécessaire pour que la représentation o o contienne
’
la représentation triviale de ™ S0(2,Z ) est que o_ =0 pour
p premier P P
tout p premier. C'est-3-dire a = a, = €0,0,...) eta=o_= (1,0,0,...).
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Ceci étant, l'espace des vecteurs invariants par ™ G dans
p premier “p

L'espace de Py s'identifie a ind m_ 0 8 x ] g avec &
-2 Ugetz1y *

L'ensemble des fonctions f sur 80(2)€P_m invariantes par T S0(2,2)
p premier

o

et telles que si Z e support(f), BZ-Z € m 22. Il est facile de voir

p premier

que la dimension de 3’ est, alors, égale au cardinal de @ 022/50(2,1).

On note n, cet entier. On a :

ind = ind [} nQ(p

® o )
9_
GptG, S0(2,2)4S0(2,R) Qe (ug/Ge)-{0} ’

6,+

avec 6¢€Q, p (resp. p, _) la sous-représentation e ing L ou
R

6,

-1 opeéere par multiplication par 1 (resp. -1). Ou encore,

8.+

4n

ind = & 2 ] nr(p0 () o )
G 1G ne? reN-{0} r,+ r,-
Rz
N 4n R 4n _
ou 2 est le caractére Z->1Z de SO0(2,R), b, = /r,0) et n. le

cardinal de Cr 022 divisé par 2, ou Cr est le cercle de rayon Vr
centré a L'origine. Il est facile de voir que le nombre n. est non nul
si et seulement si tout nombre premier congrus a 3 modulo 4 intervient
avec un exposant pair (voir P. Samuel {Sa, § 5.6}). Dans ce cas, si S
désigne le produit des facteurs premiers congrus a 1 modulo 4, le nombre

(1/2)nr coincide avec le nombre de diviseurs de S.

Exemple 2 : Soit G Lle sous-groupe algébrique défini sur @ de GL2

n
formé des matrices t X_1], ne N-{0}.Ici gR/(_iz est de volume infini.
0 t

D'aprés le §7.1.3., il va y avoir une représentation irréductible inter-

venant dans L2(§R/§z) avec une multiplicité infinie. On note (X,t)

n
L'élément [t X_1] . Si on prend n pair la situation est semblable
0 t
qu'en exemple 1. On va prendre l'entier n impair positif. Si
X n+1
0 egﬁ-{O} =aq, g(e) = UxH avec H = {t/t =1}, QQ(G) = UQ et,

par conséquent :
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ind = ind o ind m DLZ(HA)

a0
Sa*8n  oX1aX SZEQXIQQ Ua*Ha*Ca

Si o est un caractére de H,, la représentation p = ind m Qo
a 6,a U, xH. 4G A0
A A=A
est la représentation de gA prolongeant ind o par :
H +AX
A
PoaXPF(D) = (ot My t), x cu,,  tend.

En procédant comme dans l'exemple précédent, on voit que l'ensemble des

vecteurs dans l'espace de invariants par T G coincide ,

pe,a .
p premier p

si o est trivial, avec ind T, @ % avec Z un espace ayant une

UR+§R
base indexée par (QX n2)/{£1} = N-{0} et nul sinon. Comme

,0

QA = (gR X m gz ) QQ , on en déduit que :
P P
ind = ind X ® » ind %
g;ga {+134R R*Gp

2.1.5 L'exemple suivant est déja connu par plusieurs personnes et a

été traité par Green lors d'un exposé, en 1978, a Maryland. Soit G le

produit semi-direct de U = 04; 1 et de SL2 réalisé comme le sous-groupe
4
algébrique défini sur @ de GL3 formé des matrices [g ?] avec
2

-
a eSL2 et u 50{}’2. on a gl =2 XSLZ(I) et URQZ =R XSLZ(Z). on
. . 2 %
note H Lle sous-groupe ferme URQZ de QR' Si ne2 , on note n le

caractére u->%(nu) de Lk On a :

ind 2®e7%) = o %

QZJPH UR ne z2

n

Oon pose, pour a eN-{0}, af; SL(Z,Z)(g) = {n elzlpgcd(n1,n2) = a} I}

? = o % et p_ Ll'unique prolongement de % contenu dans ind .
o n o o
ne wa G tH
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Ona: ind =1 ® Pyr On identifie 31 a xa via Ll'opérateur Tu

G, tH aelN-{0}
défini par T f(u) = flau). On a p (u,a) = o lau,a) et p = ind 96(u,0).
URfH
Par conséquent ind p = ind % et c'est une représentation équi-

(a,0)

M " Ug'ty
valente a ind oq- On en déduit que :

HGp

ind = LZ(SLZ(R)/SLZ(t)) 0~ ind %

§,1Gg Yo

.2 Soit G Lle groupe x —»ax+b réalisé dans GL2 comme l'ensemble des

matrices (8 ?] avec a # 0. Son radical unipotent est L'ensemble des

. 1 b . ces N X N
matrices (0 1]. on identifie, naturellement, Gp a @ xa, QA a
X

p P
A XAX, GQ a ax@” et Gl a Zx{#1}. Il est facile de voir que :

ind = ind ® ind %
GQ¢GA QxMx A%GA
La représentation irréductible ind % n'est pas GC R. En effet, soit,

I-HGA
L'adéle telle que a;p) =1 si qg<p, a;p) =q

=1.0na a® =01,2,3,..0.

pour pe?, a(p)

sinon, g étant un nombre premier, et a_

Il est facile de voir que la suite a(p) converge vers 1 dans A. On

P le caractére de A donné par Je(p)(a) = 3S(a(p)a). La suite

(p)

note 3¢

3£(p) converge vers % . On note I le noyau dans la (€*-algébre de

GA de la représentation irréductible ind ae(p)_ La suite I(p) converge
A1‘GA

vers I” = ker ind % dans le dual de la €*x-algébre. Par conséquent 1°
AfGA

contient n I(p) a(p)-1a(2) eAX pour tout p =2, la représentation

p=2

. Comme

ind Bﬁ(p) est équivalente & ind 3£(2) et n I(p) = 1(2). Ainsi

46 2
[} A A+GA p22

1(2) = 17, p'autre part, la suite b

(p)

® _ P-1,@ converge vers al®

dans A. En notant J le noyau de la représentation irréductible
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ind n(p)’ avec n(p)(a) = ae(b(p)a), la suite J(p) converge vers 1(2).
A+G
R} )
Comme b est une idéle, la représentation ind n est équivalente a

A+G“

ind % et, donc, J(p) = 1°. Par conséquent Iw<:1(2). On a, par suite,
A+G
A
' cas 2) _ = . (2) ' . 1 . .
l'égalité I =1 . Mais a n'est pas une idéle, donc les représentations
ind 3£(2) et ind % ne sont pas équivalentes. Il en résulte immédiatement
ATGA IHGA

qu'elles ne sont pas G CR. D'ou Ll'assertion.

Comme le groupe G vérifie la propriété GA = (G°° X GZ )GQ, un
p p
calcul simple prouve que :

ind = [ x,dt ® = ind

GI¢GR R R+GR

avec x, le caractére de R* donné par xt(y) = |y|1t.

ILE L'exemple suivant décrit la technique de réduction au cas réductif
développé au cours de ce travail et généralise L'exemple du § 7.2.

Soit n un entier naturel non nul et Gn le groupe X->AX+B des
déplacement de lL'espace a n dimensions .On le réalise comme sous-groupe

défini sur @ de GLn comme suit :

+1

_¢{(A B
G, —{[0 1] €6L 4, AcGL et B quelconque}

a b

0 0] Egln+1' a egtn et b quelconquel.

s . -
L'algébre de Lie de G, est g, {[

= {[a b]/a = 0} et le sous-groupe

Le radical unipotent de 9, est 0 o

u
-n

. s . _(|A B _ .
unipotent de Gn associé est Un = {[0 1]/A 1}. Les Gn;n orbites de
ga sont au nombre de deux ayant pour représentants O et E;’n+1. on

A O
o1

dans 9, et U 4 dans G,- On a

injecte Gn-1 dans Gn par Ll'application A-+[ ]. De méme, on

injecte 9-1 dans 9’ Yn-q
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nes-13

= = = *
Gn(Ea,n+1) UnGn-1 Unun-1GLn-1' On pose gﬁ’k L E£,£+1 pour
k=1,...,n et g* = 0. En appliquant le lemme 4.1. iii) b) et iv)
n,n+1
et Lle Lemme 4.5.2, on voit facilement que les Gn;a-orb1tes de ga;e de

type unipotent sont représentées par les forme g; x pour k=1,...,n+1.
’

De plus, on a :

Gn(g;,k) = Un"'uk-1GLk—1 pour k =1,...,n,

g* k
G (g ) =G6_ et le revétement Gnn’

* (g% ivial.
n °n,n+1 n de Gn gn, ) est trivial

k

Par conséquent le théoréme 5.2 raméne la décomposition de Gn-A/Gn'Q a
4 r

la décomposition de GL /GLk—1'Q pour k =2,...,nt1. En fait si
’

k=1,
ind =] w, dy (m, )  est une désintégration centrale et
GL +GL eL KTk Tk
k-1,& ""k-1,A k=-1;4

est le caractére ¥ de U u ,...Uu on a la

gx | A 9% |8 T nATT k1R

’

Xk

désintégration centrale :

+

ind =0 L ind X M du (m)
= GL u GL +G

n;Q "n;A k=1, “n;A... k-1;A "n;A

7.4 Pour avoir un exemple ou l'application de la technique de décomposition

de ind nécessite le passage a des revétements a deux feuillets il
G, 1G

Q A
suffit de prendre le groupe algébrique G produit semi-direct du groupe
de Heisenberg U de dimension 3 et de SL2 regardé comme sous-groupe du

groupe 6= U xGL2 décrit au § 7.1.8. On considére La forme u* sur

t, _ _ cr s -
Ug définie par u*(v) =t. On a Gu* =1 ><SL2 (produit direct) et L'unique
forme g* de type unipotent sur ¢ prolongeant u* est nulle sur s£2.

*
De plus, G(g*) =12 ><SL2 et Gg =1 XMpZ. La sous-représentation de

ind correspondante a la G
GquA

théoréme 5.2 est égale a "A,eSA,u*

Q-orbite de type unipotent de g* par le

est la U,-orbite de u*

@ nm_ ou 6, @
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—Q
opére par multiplication par -1 (cf. Gelb 2 pour l'étude de )

dans u* et w_ est la sous-représentation de Lz(Mp2 A/Sp2 a) ou -1
V4 ’

.5 Un groupe résoluble ne vérifie pas, en général la propriété

= G:GQ avec G: =6 xm Gz . Ceci revient a dire qu'elle est, en général,
p P

non vérifiée pour un tore. Un exemple significatif est le suivant :

>¢D

Soit k un corps algébrique de nombre. L'inclusion de @ dans k
confére & k Lla structure d'un @-espace vectoriel. On munit k du réseau
des entiers algébriques. On réalise k* comme un tore T d'automorphisme

de k par homotéties. En fait, kx = ?Q et ?2 est L'ensemble des unités

de k. On sait (voir A. Weil {We 3, page 87}) que le quotient

?A/TATQ s'identifie au groupe des classes d'idéaux du corps k. En particu-

Lier, ?; = 7:?& si et seulement si L'anneau des entiers de k est

principal.

7.6 Soit meZ-{0} un entier sans facteur carré et k L'extension qua-
dratique de @ associée. On considére le tore T défini sur @ tel que

T, = k* comme décrit au § 7.5. On a le résultat suivant :

Q

PROPOSITION : On suppose que l'anneau des entiers de k est principal

~

et m<100. Soit T Lle sous-tore de T formé des éléments de norme 1.

Alors T vérifie la propriété TA = TATQ'

Démonstration :

Le groupe T vérifie la propriété ?A = ATQ' Donc, étant donné

teT,, il existe £ e?; et neT. tels que t = £n. Donc

A

N(tp) = N(g)N(np) =1 pour tout p P

. Donc, pour tout p premier,
NCE) = N(“p)-1 ce® nZ;. Par conséquent N(£) = #1. Si m<0, N(&) est

un nombre positif et, donc, £ T, clairement, alors, pour chaque p eﬁD,

Q
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"o eTp. D'ou Le Lemme. Si m >0, le probléme se pose lorsque N(g) = -1
et on saura conclure dés qu'il existe Eo e?} tel que N(go) = -1 (en
remplagant & par ggo et n par E;1n)- En d'autres termes, s'il

existe &£ ekx de norme =1, est-ce que l'unité fondamentale de k est

de norme -1. L'existence d'un élément ¢ ek* de norme -1 équivaut a
l'existence de u,v,w dans & tels que u2+v2 = mw2 et w# 0. D'aprés
P. Samuel {Sa, § 5.6 Théoréme 1}, un tel triplet existe si et seulement si
tout nombre premier p = 3 (mod 4) dintervient dans la décomposition de m
avec un exposant pair et, donc, nul. Pour 2 <m<100, en regardant la

table élaborée par H. Cohn {CO , page 271}, on voit que L'unité fonda-
mentale est de norme 1 exactement pour m = 3,6,7,11,14,19,21,23,31,33,
38,43,46 ,47,57,59,62,67,69,71,77,83,86,93 et 94. On vérifie facilement, que

dans tous ces cas u'il existe un diviseur premier de m congrus a 3
s q

modulo 4. D'ou le Lemme.

7.7 Le cas unipotent ne posséde aucune difficulté théorique du fait que la
description du spectre adélique est simple et du fait qu'on a la propriété
de la forte approximation. La description du spectre réel découle immédiate-
ment de lLa proposition 6.5 et on a La formule suivante déja établie par

R. Howe {HO 1} :

ind = 8 ( ™ mult(1p,w N

. p,6 ®,0
UZ$UR eegQ/UQ p premier

La difficulté vient avec le calcul explicite des multiplicités. On expose,
dans ce qui suit, le cas des groupes d'Heisenberg en donnant Lles
réalisations concrétes des constituantes du spectre. Ce calcul va &tre
utilisé au § 7.8 pour étudier le produit semi-direct du groupe

d'Heisenberg de dimension 3 et du tore {[a mb]/aZ_me = 1}.

b a
Soit U Lle groupe de Heisenberg de dimension 2k+1. On le réalise
1 0 0
dans GL comme L'ensemble des matrices |v I 0| avec 1
k+2 1
t v, 1
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L'identité de GL,, v, et v, éléments de i et t un scalaire.
k 1 2 k,1

v
e s 1 t .
on note v L'élément [Vz] de C*Ek'1, (t,v) (resp.[v]) la matrice

1 0 0 0o o0
2 I 0 (resp. Vq 0 O] ).Ona:
t t
t vy 1 t vy 0
exp[c] = (t+ %—tv2v1, v)

(Wt = (t+t'+tv2v%, vhv')

t t
] L [ -
'] = t VZV

1]
Ad(t,v)[i V2V
v
et le centre z de u est {[5]6 u/v =0} . Si xe &X, on note de la méme

fagon L'élément de Eﬁ défini par A[t] = )t. On note, aussi, A Lla

. s e L :
Uy -orbite (qui coincide avec Atz). Siy e 011,2k(Q), on note de la

Q
méme fagon L'élément de 23 défini par' n 5 = yv et la Un—orbite (qui
lui est réduite). On a :
X
*
uk/Ug = @ udl1’2k(e)
De plus, on a : ind = @ T (] T . Le groupe U étant
U, +y x B2 € (@) Aru
oA )ea nedty, 2k

unipotent, il vérifie la propriété de la forte approximation

et donc UA = (UR x m u )UQ. Par conséquent, on a :
p premier p

ind = @ nm n

oy 0 0 LT
N ’ 4
U2'%  ace” I P

comme T est un caractére, n est égal & 0 ou 1. En fait n =1
©,u u u

si et seulement si w est trivial sur ™ U, , ou encore, si et
M p premier "p

seulement si % (uv) = 1 pour tout ve 1 2k(Zp). Ceci équivaut a dire que
’
ueE oqq 2k(Z), condition prévisible car elle traduit le fait que le carac-
’

tére est trivial sur U,. La multiplicité n, vaut
®,H 4 A
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vol(UR/ZRUZ)IP(A)I, ol 7 est le centre de U et P()) est le Phaffien
de la 2-forme symplectique sur u/z associée a BA relativement a la forme
volume héritée de celle sur UR/ZR’ si Ae? et elle vaut 0 sinon. Ce

A% si ae2

0 sinon

qui donne n, = . On va faire le calcul adélique, aui

servira ultérieurement, pour retrouver, en particulier, ce résultat et

réaliser concrétement les sous-représentations de L2(UR/U2) équivalentes

a .
m’A

Pour chaque pe?%®, la représentation "p y se réalise dans L'espace
4

X

_ .2 ...
poA T L (OQk,1(Qp)) comme suit :

- t - —
"n,x(t’V)f(E) = ®[At+) vz(g v1)1f(£ v1)

Donc, pour que f € Erp A soit Ul -invariante il faut et il suffit
’
p

qu'elle soit invariante, par translation, par cdk 1(Ip) et ayant un
’

support contenu dans 1 (2 ). ponc Ll'espace rd des vecteurs
A 7 p Ip N
’

Ul -invariants est engendré, si A elp, par les fonctions
p

Ejp T E> Ep(E—JDIAlp), j

est la fonction caractéristique de o«k 1(Zp). De plus, si A ¢2_,
4

parcourant 0?& 1(1/|A|;1l) , ou E
’

p P

~k .
m
= 0. En particulier, n, = T dim EFZ = |p premierlllp st Ae2
p,A p premier p,A 0 sinon

IAW si re?

et donc, n, = { . On pose :

0 sinon

X_ = " ?1 , E_ la fonction caractéristique
©,\ p premier p,A o

de m 2 etsi j ed(k 1(2/AD), on note j = L'élément de
p premier 4 P

CAfk 1(Z/|>\|_12) qu'il détermine et E. = @ E,.Ona:
4 P p premier Jp

E;(®) = E_(g—j|x|'1),
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{Ej' je O«k 1€Z/AD)}  est une base de x_ et l'ensemble des vecteurs
’ o, )
’
de "I 4 , invariants par T U coincide avec & )@ X_ .
pe® P p premier “p ’ o,
2 . s ,
Le sous-espace RA,)‘ de L (UA/UQ) ,ou "A,k se réalise,s'entrelace avec
e & A comme suit :
Pey p’

Soit h Lla polarisation dans u pour A formée par les vecteurs
[\tl] eu tels que vy = 0 et soit H Lle sous-groupe unipotent, défini
sur @, de U, d'algébre h. Le groupe H est l'ensemble des éléments

(t,v) eU tels que vy = 0. La construction de Kirillov donne :

™ = ind X ;T = ind %

p,A A ’ A, A
H 4U H_tU
PP A A

avec i‘.}‘ le caractére de HA donné par *k(t’V) = & (\t).

A L'élément f= @ f € @ R xs ©on associe L'élément f de
Pe® P pc® Pr

ind t(%)\) donné par : ?(t,v) =% (-At) v f (v1_p). L'opérateur

H_ tU P
R A <®
-5 entrelace les représentations dans e X et ind €( 2 ). On
p,A A
Pe &P H, +U
A A
obtient alors, un entrelacement entre e A et & y en associant
pep P- R,
a f Lla fonction F sur UA donnée par :
FCe,v) = ) FOCt,wgl = %G J %y, @f (v, +q)
qeUq /Mg ach, 4(®) PP GO
7

en identifiant UQ/HQ naturellement a Olfk 1(Q). En particulier,si
’

f=¢RQE., avec ¢ ¢ et jeld /D, ona Flt;v) = F.olt_,v)
J co’x k,1 j o’ "o

U x u ol

pour tout (t,v) e U: - 2
p premier “p

Foot ,v) = At [ %Gy metv, o+ D.
J nej ’ ’
L'opérateur Sfj réalise un entrelacement entre aw xS LZ(R) et
’

une sous-représentation a)\ i = ‘T;qw N de LZ(Uw/UI). De plus,
’ ’
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a)‘ = 0 X, ; est le sous-espace isotypique de Lz(Uw/UZ)
jedf ,an -
’

associé a .
oo’)\
. . j o e PP .
Remarque : Soit & ('opérateur unitaire dans N défini par :
LR v = FOCE,,v,)(0,4,0]

et Al L'opérateur :

ARG ) = FICt v )(0,0.4)]

.8 On conserve les notations du § 7.6. On suppose que T vérifie la

propriété T et que m est congrus a 2 ou 3 modulo 4 de sorte

=TT
A aQ
que l'anneau des entiers de k coincide avec Z+/mZ. Dans ce cas T

a
b

d'Heisenberg de dimension 3. On utilise les notations du § 7.7.
t] - (t det M

s'identifie & l'ensemble des matrices [ Zb] de SLZ' Soit U Le groupe

v My ). On note G Lle

on fait opérer GL2 sur u par : H[
produit semi-direct U XGL2 qui en résulte. Soit d L'idéal de gl2
formé des matrices diagonales et p la représentation de G dans uxd

déduite de la représentation adjointe. On a :

det M =MV v, v -2t

172
pCt,v;M = 1|0 M -v
0 0 1
. -V Vq
en convenant de noter v le vecteur v associé a v = e La
1 2

(21

représentation p est fidéle et elle permet de réaliser comme sous-
groupe algébrique défini sur @ de GL4. On identifie & & son image.
On considére le sous-groupe algébrique G de € obtenu en faisant

le produit semi-direct UxT. On remarque que :
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1
est engendré par U, xT et wy = (770;1) ;

i) le groupe G
L L
ii) Pour p premier, p # 2, on a l'égalité G2 = UZ ><Tz ;
p p p
iii) le groupe G2 est engendré par U, XT2 et w, ;

iV) le quotient u/Gy s'identifie a &*u(e?/Ty).

On signale que ce type de groupes a été étudié par J. Brezin {Br, § 4}.
Il a utilisé L'outil d'adélisation pour le calcul des multiplictés dans
LZ(GR/GZ) des représentations non de carré intégrables. Pour les représen-
tations de carré intégrable, il a fait de L'analyse purement réelle. Les
résultats qu'on va exposer sont semblables & ceux de Brézin et La présen-
tation semble plus simple. On signale que les groupes discrets qu'il consi-
dére différent de ceux au'on va étudier. Il ne considére pas le groupe

G, mais un groupe aqui s'adapte bien avec L'analyse qu'il fait.

On note u L'élément de &ZITQ associé a un élément u de Qz. D'apreés

2

la proposition 7.1.2, on a

ind =[® m, , S, 8ind| ® ) ind 7, T ind
’ ’, - ’
Ge’Ca  [rca* Ta'Ta c@*-{01)/74 'a"% Ta'Ta

A . R
ot S est égale a S 2 x pour un choix quelconque d'un caracteére
AL\ A, A
A

Xa de T: trivial sur TQ et valant -1 en -1. Comme le tore T est

supposé vérifier la propriété TA = TATQ,

o

on en déduit la décomposition :

ind = | @ ® n T .S R x|®| ® n_ ind ® ind
6,16 x A AT B x Tute, Ml ToaT
Z R Ae@" xeT Qe@ R GR Z R

ou v, est un point de la conique Cr : “3 - mug =r.

Etude de n_:
_r

On remarque, tout d'abord, que la multiplicité n. est nulle quand

la conique Cr ne contient pas de points rationnels. On suppose, donc,
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que u_ a ses coordonnées rationnelles. On pose p_= ind 7 . 0n a
r p P,u
U _1G r
P P
la formule n_= ™ mult(1 _,p ). Comme pz(wo) = 1, on peut supposer
p premier P
que 1p désigne la représentation triviale de UZ XGI pour tout p
p
premier. La représentation pp se réalise dans LZ(Tp) comme suit :
-1 _ t
pp(t,v;M) f(N) = % (—ur (M) V) f (MN)
bonc L'ensemble des vecteurs dans LZ(Tp) invariants par Gy coincide
p

avec Ll'ensemble :

2 _ . t 2
{fel (Tp)/f(MN) = f(N), VWM eTI et N eTp ; support(f)C{MeTp/N W€ Zp}

p
Par conséquent, m(1p,pp) coincide avec le nombre des Tl -orbites dans
{N eTp/Ntur elp}. Ce qui implique que n. coincide avec le nombre des
T:—orbites dans {N sT“/Ntu e R xwlp)z}.Ceci est égal au nombre des

p
. - 2 . . 2
- = ki n
Tl orbites dans v nZ". Soit, enfin, n. vai (cr T )/Tz

Calcul de n :
ArX
Soit Xp un caractére de TA trivial sur TQ dont la restriction

X a TR soit x. Il est déterminé par sa restriction sur lp et par
Lla condition que Xa est trivial sur TZ' On note cp la représentation

™ g [*] . Elle opére dans l'espace en prolongeant
p,A7p,A © Xp P P aD,)\ P ¢

la multiplicité n

oA De plus,

est égale a :

Ax
n = z ™ mult(1 _,o )
Arx X p premier PP
A
L'espace des vecteurs dans ?p A ou Gz opére trivialement est,
’
évidemment, contenu dans 2?1 . bonc, une condition nécessaire pour que
P,A
la multiplicité ny X soit non nulle est que A soit un entier, comme
’
expliqué au § 7.3. De plus, une condition nécessaire pour que l'ensemble
des vecteurs dans a’z laissés fixes par wy = (%,O,I) soit non nul
2,
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(et donc égal a 2(1 ) est que |%42 <1. On suppose, donc, que A est
2,2

un entier pair non nul. Dans ce cas, mult(1p,ap) coincide avec la dimen-

sion du sous-espace de ?1 formé des vecteurs fixes sous l'action
p,A
de Tz , Vvia op.
p
LEMME : Le groupe T2 laisse invariant ZZ et son action y est
P p,A

diagonalisable.

On admet, pour un moment, ce lemme. Pour chaque j e€2/)2, on note jp

L'élément dans Z/]A];1Z qu'il détermine. On note ny - jp
- p
les |>\|p1 caractéres intervenant dans la diagonalisation de l'action

-1
el/l)\Ip 2,

de T dans & , via , et, si jel/\Z, on pose n. =8 n., . Pour
2 4 P A j
P p,A P p
que la multiplicité mult(1p,cp) soit non nulle pour tout p premier
. . . -1
. . ' -
il faut et il suffit qu'il existe jeZ/AZ tel que b prgmierxp n;
sur m T, . D'autre part, le caractére x ® nt1 se prolonge en
p premier "p ] -1
un caracteére Xa de Ta trivial sur Te si et seulement si x @ n;

est trivial sur Tl’ ou encore, si et seulement si pour tout M«sTl,

x(M) = nj(M). Ainsi, la multiplicité n est égale au cardinal de

AsX

L'ensemble

{jet/xt/xm) = nj(M), VMeTz}

On remarque, de plus, que (nj(M), j e2/X2} est L'ensemble des valeurs

propres de §_ (M) dans F_ = e x et
©, A ©,\ p premier p,A
8, =5y =S, 0 @S A(M) sur &, @ a’;lx = %, pour tout
7~
MeT,. Donc, on peut remplacer S , pour le calcul de n et dans la
2 °°,>\ >‘IX

formule donnant la décomposition de ind , par la représentation projective
62%Cg

de Weil S; N qui, dans ce cas, est une vraie représentation, et remplacer
’

§_ par la représentation wx de Tl dans Ef_ vérifiant

oo’)\ °°,)\

6, =5 @ W sur @, pour tout MeT,. Ainsi la multiplicité
4
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nx X est égale & la multiplicité du caractére x dans la diagonalisation
’

de wA dans ¢f_ . On signale enfin que le groupe Tl est engendré par
oo,k

-1 et, éventuellement, un élément Mo qu'on peut choisir de la fagon

suivante, si m>0, Mo est L'unité fondamentale de k ou son carré

suivant que la norme de cette derniére est +1 ou -1 ; si m= -1, le
. _ 1o -1 .
groupe 'TZ est engendré par Mo = [1 0 ] et si m<-1, Tz est

réduit & {#1}.

a mb

Soit M = [b a

]eTp avec b # 0. Il est facile de voir que :

' = Aa_ .2 _ A la_,2
Sp’A(M)f(E) = CP’A(M) { [;mb £ 5 EL + 5o 17| f(2)dz,

p

pour tout fed et £e¢@ , et, ou C (M) est une constante positive
pP,A P P,

bien déterminée par le fait que Ll'opérateur Sé A(M) est unitaire. De plus,
’
S' L (-1f) = f(-g).
DA £ €
Au § 7.3, on a donné un isomorphisme de aL)A 8 X_ sur 1fx en
’ w)\
’

associant a ¢ @ Ej la fonction :{1€F;¢. Par construction, on a :

j - ot A
§,(M ¢ @ Ej) 8§, M (L1 F ¢) = Sm,)\(M)(b oW (I“I)Ej

I wan, sl msoeE,
iz 3T !

A i
WhM) . . s' .«
'ie;/)\l 3,4 T F 5., M4
ou (w}‘(M)j 1.) représente la matrice de HA(M) dans la base Ej'
’

j €2/Xx2 et qu'on se propose de déterminer sur la base de la formule
suivante qu'on vient d'établir :

s, Mg 9= [ wan, L F st g

iel/ A2 g .

Il est facile de voir que :
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5, (M) 2l =% (-'-g% k%) zakAkaA(M)
bonc, il suffit d'étudier GX(M)5%¢'

ler cas : M = -1. On a :

8, (M F p(t,v) = X (-x1) ) ¢ (=vy+n) %Oinv,)

ne2

2(-2t) ) ¢(—v1-n) (=Anv,)
ne2

F s' (-1 (t,v)

0 ®,A

. - j = -] - = A=j ' -
D'ou 5N x °f0¢ Z s‘os;,x( N = Z g-'osw’)‘( 1)¢. Donc,

wA(—1). .= 8., .. La matrice w*(—1) a comme valeurs propres 1. L'es-
) A1
pace propre associé a la valeur propre +1 (resp. -1) est engendré par les
. . . n+1
+ e I a [—=-]
vecteurs Ej Ex—j (resp. EJ E)‘_J ) et est de dimension égale a [ 5]

(resp. n—[D%JJ). Ceci permet de résoudre le cas o m<-1. Les résultats

n+1 . n+1

précédents donnent nx’x = [—?-J si x(=1) =1 et nA,X = n-[—i—]

si x(-1) = -1.

2éme cas : La multiplicité n est, donc, égale, si m=2-1, a la

ALX

multiplicité de x(Mo) comme valeur propre de wA(Mo) opérant dans
l'espace propre associé a la valeur propre +1 (resp. -1) de wx(—1)

si x(=1) =1 (resp. x(-1) = -1). On va déterminer lLa matrice de w*(m)

a mb

pour MeT quelconque avec M = [b a ], b # 0. Ona:

GA(M)5f0¢(o,v) = nzz¢(av1—mbv2+n)1-%[v,lvz—(av,'—mbvz)(—bv1+av2)—2n(—bv1+av2)]
_ Ara 2 n .2 avq-mbv,
= ngz¢(av1-mbv2+n)§§[—mb Vymamb )T =2v, (= 4 1) 4
av,-mbv 2
1 2 . n.“]
amb(-—iﬁ;———— + EBJ
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Aa 2 Aa
= ] EEE_y -—J)¢(s)
jez/mpz om0 1 2mb

av1-mbv2

: = j T(s) =
ot S T ——————— + —, $(s) = ] ¥(s+k) et
j mb mb ke

Aamb 2

Y(s) = ¢(mbs) %(-Av,s + 5 S ). De plus, on a :

1

| $(5) E(-n&)dE x(ns)
nel R/2

E(s)

[ ) wetk) E(-n(g+k))dE %(ns)
ne2 R/2 kel

1 v&) %(-ne)dE %(ns)
nel R

-I;m— ) f¢(n)x’:-—n Cvyt 2) ﬁ Z:Idni(ns)

nel
= ! - da (.02 ' n
© Twb[c, ngl*,: 2mb V1Y ""SJSW,A(”)“’(WT)

- 1 .
On pose * = wBTC m On a, alors, la formule :

_ \ _da_ .2 n 2_ i
8, (M F 9o,v) = * 1S (M)¢(v1+7) ) as[ S | 2mb(x) nlv,- b:,
nel jeZ/mb2

Aa .2 Aa
=% ) ) s! (M)¢(v +—) ) k 4 F S ( ) —k(v - —-):}
ez kei o) Njezmbz L 2mb 1 T 2mb

k-k
On remplace j par j+a¢( X

[) R s P .
) ou ko est un élément fixé de i, on

obtient :

8§ MF so,v) = * T ) Sa, 3 Molvy +X ) 2l_- Aa_;2_ )a (k ) +-k—j:l%6-kv2)
V) = A8 ;e Aa (o
A ° ie2/22 kei A je2/mb2 L— emb m

k
a; ) Sl My, +) E (=kv,)
iez/nt | kei = 1A 2

k
Aa 2 Aa (—9-)2 ] qui est une constante indé-

ou a.=*z ‘i,:
i je2/mbt 2mb 1 T Zmb x mb
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pendante du choix de ko. On écrira i au lieu de ko'

IL en résulte que :

k _ ab, 2, ak bk
8, (M 2" F plo,v) = % (- 5k X 8, (M) :F°¢
= 2CRAH T a2 s g
jez/mbz

Or, on a vu au § 7.7 la formule de commutation suivante :

Az = % (- ik LAk

et que l'opérateur A Llaisse invariant L'image de ﬂfo. Il en découle que :

k _ ab, 2 ak+i 1,
s, X 9"0¢ = E (- 5k ).Z a € (- Tbk)?’osc'!),)\(l"l)d»
jer/\t
= xS 7 . - b FF st e
PR j-ak ) 07,2
jel/ N2

Ce qui signifie que :

A _ ab 2
W (M)k,i = ook % (- —bk) %(

Aa i 2, k.2,,ik j
* Z [E ———( (—J +(—0 Y—— + —~(1-ak{l
je2/mb2 2mb Amb b

ou * est une constante positive.

Une fois arrijvé lLa, on est étonné de ne pas voir une expression symé-
trique en i,k ; comme on sait qu'elle doit L'&tre. Mais, pour se convaincre
de la symétrie, il suffit de remarquer que les nombres a et mb sont pre-
miers entre eux et on a le droit, alors, de remplacer j par -aj. On
remarque, aussi, que la constante * est L3 pour rendre unitaire L'opé-

A
rateur W (M).

On remarque, enfin, que pour m= -1, M_ = [_? 81] et la matrice
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de WA(MO) est [z}%t)]. Il reste & montrer le Lemme précédent.

Démonstration du lemme :

IL suffit de montrer que si M = [a mb]st avec b # 0, L'opérateur

b a
~ P
S )‘(M) laisse invarijant ?2 et est représenté par une matrice
P, P, A
symétrique dans la base E; . ip el/|A|;11. or

p

2 Aa

< _ Aa .2 A \a ,2 . _
(5, (WE; E D = {1 %55t " S5t ompl ]Ep(l ]plxlp)Ep(g kp[)\lp)dng

4
P P D
La symétrie en résulte immédiatement. Reste l'invarian . En revenant a

la caractérisation de 1{1 donnée au § 7.7, il faut voir que :
P A

i) gp A(M)Ej est une fonction sur Qp invariant par translation par 1
’
p

ii) le support de S (ME, est contenu dans |A| z .
P,A ip PP

On va montrer d'abord i) sur la base de la formule :

v _ Aa ,2_ ) Aa .2
Sp’)\(M)Ejp(E) -£ % |5056 - 7551t Smpl IEip(Z)dz
o]

Si |mb|pr =1, c'est évident. On suppose |mb|p <1 et, donc, |a|p =1

puisque az-mb2 = 1. L'égalité (a+1)(a-1) = mb2 implique que E%% ou

5 S trouve dans lp : c'est clair pour p # 2. Pour p =2, lLe nombre
1

ou a+1 est de norme 1/2.

On suppose que |a—1|2 = 1/2. L'autre cas se traite de la méme fagon.

a+1

bonc, |5 , = 2|b|2. Si [b|2S1/2, le résultat est évident. Si |b|2 =1,

comme m est sans facteur carré, |m|2 vaut 1/2 ou 1 et, donc,

a1
mb 2

mb

s s + .
<1. Ceci étant, on suppose que 3—1-52p. L'autre cas se traite de
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la méme fagon. Pour u elp, on a :

Aa 2_ ) Aa 2
§EE(€+U) - EE(E+U)Z * 55 2
_la 2 _ a+1 _ ,at1
= 5B ——{(z+u) + ———4z+ ) +A———£ A——Bzu
. . a+1 at1
Si Az elp et AE elp, on voit que A———{u x——Ezu elp

En faisant le changement de variable 2z ->z+u, on obtient i) modulo 1ii).

Pour montrer ii), on va distinguer deux cas :

ler cas : 3EL—EZ . Dans ce cas :
— " 2mb " p

b4 _ - . AE_ 2
SD’A(M)Ejp(E) = cp’x(n){' x[szg mb(z” |A | YE+ (z+3p|)\|p)]dz
p
= ¢, x| L oI+ BZpe Il )2 f 2|32 22 Y -—g)z dz
p,A 2mb p Zmb 2mb mb
p
_ Aa _ A
= ... [ % = p|>\|p Eg)z}:z
P
_ A Aa . 2] Aa. _A
=c, (M)!——Ezmb -"E{Jpl | *+ 25, lep)}z Goip |A| 755

. . e | <1 :
Si AE tlp, comme IaJpAIA[plp |aJp|p-< , ona

A _ A _
EBglp = IEE£| = .|A£|p> 1 car |mblp$

122 1al, !,

Ce qui signifie que §p >\(M)Ej () = 0. D'ou i) dans ce cas.
’
p

avec nelN et € =0ou 1.

s Aa
2éme cas : EEE“’p' On pose |2mb|

On a :
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Aa 2 A
£'§. 552 * (—] IAI - —=£)2]dz
p
- Aa 2, AQa; _A Aa_ 2n+2e 2
- zgz/pme £n+e * 26> *bip A | EFE)Z:Ii[Zmb P ot
P Cuc2z + 255 Il - %B{)]du
_ ~nh=€ Aa 2 Aa. _
=P ) zlzm-2+(mblpﬁ1—t>£)z[
n+e 2
zel/p p
n+e A
x[ (-—z + E |A|p ?n—EE):[du
=p " 7 x[ia 2, g Il - 82 "*e(ﬁiz j I -2
nt Lgmb mb’p b’p'"'p  mb
2¢el/p
On suppose que Ag ¢Zp. Mais, |)\azlp <1 et |Aajp|A[p!p <1, donc,
n+e Aa -n—e AE - n
[p"e 2, 4+ 22 pIAIp w2 o IGgl, = o 128l >

sauf, éventuellement, pour p = 2. Mais, dans ce cas, A étant un entier

: ) s e -
pair, |£|2 >2 et donc |2£[2 >1. Il s'en suit que Sp,A(M)Ejp(g) = 0.
D'ol ii). D'ou le Lemme.
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ABSTRACT

Let G be a Tinear algebraic group defined over Q with Lie algebra g. We,
first , develop a Mackey's little group theory for the adele group GA and, then,
a reductive little group theory.This isanalogous to Duflo's machinery, in the local
case, and uses the, so called by him, forms on g of unipotent type. This allows
to give a decomposition of LZ(GA/GQ), generalizing the Moore's one in the unipo-
tent case, and reducing the central decomposition to the reductive case. As conse-
quences, we establish that the discrete part is a sum, with finite multiplicities,
of unitary irreducible restricted infinite tensor product representations of GA
and, if p denotes the measure giving the central decomposition of the continuous
part, the set of factor representations of GA’ whose restriction to GR is a multi-
ple of a given irreducible representation, is a w-null set. Moreover, when G is
an irreductible solvable group, there is no multiplicity in the discrete part.

As usually, we obtain, from these informations, some ones on the decompo-
sition of LZ(GR/GZ), especially when we have strong approximation. We give, in the
last chapter, some examples which illustrate the machinery used.

Independently of the adelic work, we prove that a necessary and sufficient
condition for the discrete part of LZ(GR/GZ) to have only finite multiplicities is
that any decomposable torus in G centralizes the unipotent radical, modulo, of
course, the condition that the center of the irreducible component of G is aniso-
tropic. This is a global analogous result to the Lipsman's one, in the local case,
concerning the CCR property.
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