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Y. FELIX

ESPACES FORMELS ET II-FORMELS

yves FELIX ¥

I - DEFINITIONS ET EXEMPLES

A chaque C.W.-complexe I-connexe de type fini X, on peut associer canoni-
quement 2 modéles minimaux. Le premier LX’ dit de Quillen ([Q]), est une a.l.d.g.
(algébre de Lie différentielle graduée) (L(V),d) vérifiant V = s_]ﬁ;(X;Q) et
H*GL(V),d) = w*(ﬂx) ® Q . La différentiel}e d se décompose sous la forme
d = d2 + d3 + ... ol di(V)(: I}(V) . [l}(V) : crochets de longueur i]. d2 munit
1'espace vectoriel dual @V)# d'une structure d'algdbre isomorphe a ﬁ*(X;Q). Le
second modéle, My » construit par Sullivan ([Su]), est une a.d.g.c. (algébre diffé-
rentielle graduée commutative) (AZ,d) vérifiant z* =|n*(X) ® Ql#et H*(AZ,d) =
H*(X;Q). De nouveau, la différentielle d se décompose sous la forme
d = d2 + d3 + ... od di(Z) C AiZ [AiZ : mots de longueur i]. d2 munit (s-!Zﬁ
d'un crochet qui en fait une algébre de Lie graduée isomorphe a n*(QX) 8 Q.

Ces deux modéles sont reliés par les foncteurs C et L de Quillen ([Q],
[B—L]). Si (A,d) est une algébre différentielle graduée commutative de type fini,
L(A,d) désigne les primitifs de la cobar construction sur la coalgébre duale.

L(A,d) = (IKS—IA#),d). si (L,3) est une a.l.g.d. , C(L,d) désigne l'algébre des

cochaines sur L .

C(L,9) = (A(sth),d)

(*¥) Chercheur qualifié F.N.R.S.
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ESPACES FORMELS ET II1- FORMELS

PROPOSITION.- Il existe des quasi-isomorphismes

(AZ,d) —C(L(V),d)
(L(V),d) —— L((AZ,d))

Pour plus de détails, le lecteur est invité a se réferrer 3a [Su], [Q], [H], [B—IJ,
[M—N] ou [FZ] .

DEFINITION.- Un espace X est dit formel (resp. m—-formel) s'il existe un quasi-

isomorphisme OVX > (H*(X;Q),O) (resp. Ly > (w*(QX) ® Q,0)).

PROPOSITION.- [M-N][Su] . Les conditions suivantes sont &quivalentes :

1) X est formel,

2) LX a une différentielle purement quadratique,

3) Ly — L (X30),0) .

De fagon duale, les conditions suivantes sont équivalentes

1') X est w—formel,
2") 47X a une différentielle purement quadratique,

3") My AR C(m (2X) 8 Q, 0)

Un espace formel est entiérement défini par sa cohomologie, un espace m-formel

par son homotopie.

EXEMPLES D'ESPACES FORMELS.

a) Les variétés kialheriennes compactes connexes Eﬂ.
b) Les sphéres, les espaces K(Z,n), tout wedge et produit d'espaces formels,
toute somme connexe de variétés formelles de méme dirmension.
c) Tout squelette d'un C.W.-complexe formel instable ; tout retracte d'un espace
formel.
d) Tout espace dont la cohomologie est le quotient d'une algébre symétrique

libre par une suite régulidre de relations (nombreux espaces homogénes [SQ]).

EXEMPLES D'ESPACES n-FORMELS.

1) Les sphé&res, les espaces K(Z,n), tout wedge et produit d'espaces mw-formels.
2) Les étages de Postnikov d'un espace mw-formel.
3) Tout espace obtenu en rajoutant une cellule & un espace mw-formel X le

n-1

long d'une application f : S - X telle que 1l'application induite X £, X % e

soit surjective en homotopie rationnelle.

4) Tout espace dont 1'homotopie est quotient d'une algébre de Lie libre par une
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Y. FELIX

suite 'réguliére'" de relations [;xemple : S3 vV Sg V'S

i 3 u; e? “k’)z e? s w = [a[b,c]|],

cw
w, = [E,[b,c]]. ] . Une suite de relations o dans une algébre de Lie L est

dite réguliére, ou un ensemble fortement libre [An], si les 2 conditions suivantes

sont vérifiées
1) UL D Q<0Li>

2) UL = Q<ui) * U(L/(ai)) comme espace vectoriel gradué.

Dans fAn], D. Anick donne des critéres explicites pour qu'une suite soit

fortement libre. Ainsi par exemple la suite

i\
o

o = laay ad™'x[x,y],[x.y]] n

est une suite fortement libre dans L(x,y). L'espace Si ' S3 U\ en) est un

n q
n

espace T-formel.

DEVELOPPEMENT DE L'EXEMPLE 3.

La détermination de ces applications f a fait l'objet d'une étude
plus générale de J.M. Lemaire ([Lé]). Le probléme posé était le suivant : soit

X un C.W.-complexe, o = sP > X une application continue. Sous quelles conditions
a-t-on n*(cu) ® Q= n*(X) ® Q/(a) ? Pareille situation correspond 3 un "meurtre"

(celui de la classe o), 'parfait" (tuer la classe o ne fait apparaitre aucune

nouvelle classe d'homotopie).Le premier exemple de meurtre parfait est did & Labute.
PROPOSITION [Lé] .— Si on rattache 3 un wedge de sphéres impaires une cellule le
long d'une application non rationnellement homotope & zéro, on a toujours un

crime parfait.

Dans [Le] et dans EAi], le lecteur int&ressé& peut trouver des critéres

explicites pour qu'un meurtre soit parfait.
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ESPACES FORMELS ET I1- FORMELS

II - AUTOMORPHISMES DE GRADUATION

Soit H wune a.g.c. Les automorphismes $t de H définis par wt(x) = tlxlx R

xeH, teqQ {0, +1} s'appellent les automorphismes de graduation de H.

THEOREME.- ([Su], [sh]).

Soit X un C.W.-complexe nilpotent de type fini, alors les propositions sui-

vantes sont équivalentes

1) X est formel ,

2) ]t e Q \N(0, £ 1) avec ﬁt réalisable par un automorphisme de Xo .

3) Le morphisme canonique Aut(Xo) - Aut H(XO;Q) est surjectif.

III - LE PRINCIPAL OUTIL : LE MODELE BIGRADUE D'HALPERIN-STASHEFF ([H—S])

Le modéle bigradué d'une a.g.c. H est une résolution de H par une a.d.g.c.
libre (AZ,d) dans le sens de Tate-Jozefiak [Jo|. (AZ,d) est une a.d. bigraduée

(Z= ® Z ) munie d'un quasi-isomorphisme p : (AZ,d) - (H,0) et vérifiant
p20
1) H (Az,d) =0

P >2 p+1
2) d(Zm) C (A Z)n—l

L'étude de ce modéle permet d'établir diverses propriétés des espaces formels

([B-5]).

Propriété 1 : Tous les produits de Massey définis et d'ordre supérieur 34 3 sont

nuls.

Propriété 2 : L'homomorphisme de Hurewicz
ﬂ*(X) ® Q — H*(X;Q) a pour image les primitifs de

H*(X;Q) pour sa structure de coalgébre.

Propriété 3 : La suite spectrale d'Eilenberg-Moore de la fibration X - EX + X

E, = ExtH(Q,Q) _— H*(QX;Q) collapse au terme E2 .

Si maintenant (A,dA) est une a.d.g.c. de cohomologie H , alors il existe une

différentielle D sur AZ et un quasi-isomorphisme ¢ : (AZ,D) - (A,d,) vérifiant

D=4d+ izz d; o di(Zp) i (Az)p_i .

Pareil modéle s'appelle un modéle filtré de (A,dA).

Les déformations d; "représentent' les opérations cohomologiques d'ordre supé-
rieur. Un exemple illustrerait mieux ce propos. Soit (AZ,d) 1le modéle bigradué

de H(s3vs3vs8 HE0) I
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Y. FELIX

2, a,b,u la] = |p] =3 , |ul = 8

2
ZI Ys Vs Vo Vg dy = ab , dvl = au , dv2 = bu , dv3 =u
Z z . dz = ya .

ya est un cocycle représentant le triple produit de Massey <a,b,a>. Dans
(AZ,d) , il est nul. Dans (AZ,D) oG D =4d + d2 avec dzz =u, il n'est plus
nul. Il est rendu cohomologue & u. (AZ,D) est en fait le modéle filtré de 1l'espace
3 3 8

U
Sa \Y2 Sb 2 e .

Point de vue dual : Une construction du modéle bigradué et de modéles filtrés

d'une algébre de Lie m a été faite par Oukili avec des résultats similaires [ou].

IV - OBSTRUCTIONS A LA FORMALITE

Soit H wune a.g.c. et (AZ,d) son modéle bigradué. Soit X un espace de

cohomologie rationnelle H et (AZ,D) un modéle filtré de X.

PROPOSITION [H—S]. - X est formel ssi il existe un isomorphisme ¥ : (AZ,d) <« (AZ,D)

de la forme ¥ =1+ + ¢, + ... o wi(zp) c (n

Ecrivons D = d + d2 + d3 + ... ol di(Zp) C (Az)p—i .

d2 est une dérivation de AZ commutant 3 d. L'existence d'un 1 vérifiant

YD = df entraine que d, =d ﬂ] - ﬁl d .
Considérons 1'algébre de Lie graduée Derg(AZ). d 1la munit d'une différentielle
N
q par d(8) = de - (—1)Ie od . d est un cocycle de cette algébre de Lie. S'il

2
existe un f, il doit &tre cohomologue & zéro.

1 n
dy=d ¥, -9 d<==> [dz] 0 dans H,(Der(Az),d)

[dz] représente la premiére obstruction Ol(X) 3 la formalité de X.
¥ -y
Si [dZ] =0, alors X admet un modéle du type (AZ, e ! De ]) avec
¥ -0, 1 v .
e De =d + d3 + ... . La classe [d3] dans H3(Der(AZ), d) fournit une

seconde obstruction 02(X). On obtient de cette fagon une suite O (X) d'obstruc-

tions naturelles, ne dépendant pas des choix antérieurs ([Fl],[H—S ).

Leur étude permit d'exhiber de nombreux critéres de formalité ([H—S], [M—N],

[s-s], [F1], [P],...) . Citons en deux :
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ESPACES FORMELS ET 1I1- FORMELS

Critére 1 : ([H-S]) Si X est un C.W.-complexe n-connexe et de dimension

< 3n+l , alors X est formel.

Critére 2 : ([M—N]) Si X est une variété n-connexe de dimension < 4n+l ,

alors X est formel.

Ces obstructions ont été construites de deux autres fagons. La premiére est due
3 Lemaire et Sigrist ([L-S]) et se fait comme suit : soit H wune a.g.c. Notons
LH = L(H,0) un modéle de Quillen de l'espace formel de cohomologie H. LH=(L(V),d )
Tout espace X de cohomologie H admet un mo@éle Lx de la forme
Ly = (L(V), d, +dy +d, + ...) od d,(NC hw). d, est une dérivation de L(V)
commutant 3 d,. C'est donc un cycle de 1'a.l.d. (Derg(ld(v),[ ,dé]). Les classes
[di] EH;ll (Der (I&V)),[ ,d2 fournissent une suite d'obstructions ad la formalité,

de la méme fagon que ci-dessus.

Par le méme principe que [H—S], Stasheff et Schlessinger ont construit une

nouvelle suite d'obstructions en travaillant sur 1'algébre C(L(H,0)) = (A L(V),d)
. . s 1

([s-s], [Ta]). Ces obstructions appartiennent & 1'espace H >2(Der C(L(H,0))).

L'existence d'un quasi-isomorphisme bigradué (AZ,d) > C(L(H,0)) montre
([S—S]) que les obstructions du premier et du troisiéme type sont les mémes. Quant
aux obstructions du second et du troisidme type, un simple calcul sur le foncteur C
montre qu'elles sont les mémes.

La meilleure fagon de décrire ces obstructions consiste finalement i introduire

les cohomologies de Hochschild et de Harrison de H & coefficients dans H, [:nw]
Hosch(H,H) et Harr(H,H). Hosch(H,H) désigne la cohomologie du complexe

Hom(8P H, H) —>> Hom(eP*! &, H) —> ......
af(r, © ... 8 = £ X . X
(, Ap+l) A (Az -] ® Ap+|) + s f(x,; 8 ... 8 Xp Aigp vee Ap+|)
+ f(A] ® ... 8 Ap) Ap+1 .
- L i - |Ai|“
[H = idéal d'augmentation de H , A = (-1) Ai]

La cohomologie de Harrison est celle du sous-complexe
Homs(@p i, H — Homs(9p+] H, H — ......

ol 1l'indice s signifie que les applications linéaires s'annulent sur les décompo-

sables du shuffle produit.

Munissons 1'élément hI ® ... 8 hp du degré (Z |hi|) - p+l . Le complexe de

Harrison se décompose en sous complexes
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Homg(ep H, H) — Hom:+](8p+] H, H — ...

dont la cohomologie se notera Harrp_l’q(H,H) .

A partir des isomorphismes Homg(eP ", H) = Der;g](L(ﬁ)) on montre facilement

que le complexe de Harrison est isomorphe au complexe. (Der (L(ﬁ),[-,dé]).

. . i+
Les obstructions Oi(X) appartiennent donc aux espaces Harr® 1’I(H,H).

N
PROPOSITION I.- Si le(Der(AZ), d) = Harraz’](H,H) = 0 , alors tout espace de

cohomologie H est formel, on dit alors que H est intrinséquement formelle.

La réciproque n'est pas vrai : il se peut que H soit intrinséquement formelle
et que Harraz’l(H,H) # 0. Un exemple est donné dans [FI] :
5 23 5 23 14 - 14 _ . . P
(S7 x 8°7) # (S” x s°7) # (5(2)) ol S(Z) désigne le second espace produit réduit
de James de SIA.

Sur une extension k algébriquement close de Q, les perturbations d3 + d4 +...
du modéle de Quillen forment une variété algébrique V sur laquelle opére un groupe

algébrique G = Aut H x G2 ol G2 est le groupe des automorphismes de IL(V) de la

forme 1 + &l + &2 + ... ol ﬂi(V)CZ 1}+I(V). Le quotient V/G représente l'espace

des différents types d'homotopie de cohomologie H. ([L-S], [S-S], [F]]).

PROPOSITION 2.-

22,1 . . .
a) Harr”"’ (H,H) est isomorphe au quotient au point 'espace formel' de 1l'es-

pace tangent 3 Zariski 4 V par l'espace tangent 4 l'orbite de 1'espace formel.

b) si Harr*’z(H,H) = 0 alors la variété V est lisse et Harr*’l(H,H) =0

ssi H est intrinséquement formelle.

c) L'espace formel est rigide ssi H est intrinséquement formel.

Pour plus de détails sur cette variété, le lecteur est invité a se référer a
[L-s], [s-s], et [F1].
La cohomologie de Harrison se plonge dans la cohomologie de Hochschild [Bar].
*
m Harr™ (H,H) —> Hosch® (H,H) .
En utilisant cette injection, Tanré a pu démontré que les espaces pm/pn sont
intrinséquement formels [Ta]. Ce second anneau est appelé par Gerstenhaber ([Ge])

e e s s s *
1'anneau infinitésimal de H. Gerstenhaber montre que Hoschl’ (H,H) mesure les

déformations infinitésimales de la loi d'algébre de H.
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ESPACES FORMELS ET 1I1- FORMELS

* . _ . f e e e
Hosch (H,H) mesure en fait les déformations infinitésimales de la différen-

tielle du modé&le d'Adans-Hilton de 1'espace (H,0)
u L(4,0) .

L'injection (1) envoie toute déformation infinitésimale du modéle de Quillen sur la
< . N . . 1,1

déformation correspondante de son algébre enveloppante. En particulier Hosch ’

mesure les déformations infinitésimales quadratiques de la différentielle. On

retrouve et on généralise ainsi le résultat de Gerstenhaber.

V - TYPE D'HOMOTOPIE : CONSéQUENCE FORMELLE DE LA COHOMOLOGIE

Si X est un espace formel de cohomologie H, alors son algébre de Lie d'homo-

topie rationnelle ﬂ»(ﬂx) ® Q est isomorphe 3 H(L(H,0)).
n*(QX) ® Q peut également se calculer comme suit

7, (0X) 8 Q = P(H(9X 3 Q) = P(Ext,(Q,Q) .

. . o 1 5
Cette algébre EXtH(Q,Q) contient une sous-algébre EXté )(Q,Q) , algébre envelop-

pante de 1'algébre de Lie engendrée par les générateurs fermés du modéle de Quillen.

Cette algébre Exté])(Q,Q) se calcule comme suit [R]. Soit m 1'idéal maximal H'.
1 2. #

Ext (Q,Q) = T((m/m")") / (I)

oi I est 1'idéal bilatére engendré par 1'image de 1'application

(mz/m3)# — (m/mz)# 8 (m/mz)# duale de la multiplication .
PROPOSITION.

[Lo]
4

Si m =0, alors il existe un espace vectoriel gradué V tel que T(V) soit

une sous-algébre de Hopf de EXCH(Q,Q) et que

Bxe (Q,Q =Ext () (Q,0) @ (W comme Ext (" (0,0

module 3 gauche et T(V) module a droite.

nn(X) ® Q est encore isomorphe & 1'espace vectoriel (Zn)# ol (AZ,d) dési-
gne le modéle bigradué de H. Halperin et Stasheff &tablissent alors la formule

suivante :
© © -3 -n? dim Zg
Vo (@im BP) tP = ¢ (1-(-D)F F) PYOT
p=0 r=2
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d'oli 1'on peut tirer une approximation du rayon de convergence R de H*(QX;Q).

R < inf {lzil z; parcourt les zéros de la série de Poincaré de X}. [F-T] .
En particulier, si X est de dim n , alors

R ¢ [dim HO(X;Q)] /"

VI - HOMOTOPIE DES ESPACES m-FORMELS DE CATEGORIE FINIE

Peu de choses connues,citons seulement :

PROPOSITION.- Si X est un espace n-formel de catégorie finie et si a € ﬂzx(X)

est non nul, alors [a,u] est aussi non nul.

VII - LES €.
e 1

Notons €. = dim Z.
i i

€

dim Z = dim m/m2 .
o o

€ dim Z, = dim H,(H ® AZO) .

1 1

Les résultats principaux actuellement connus sur les e; sont les suivants

PROPOSITION 1.- [F-H]

Si X est un espace formel et si n*(X) ® Q < » , alors € = 0O pour i 3 2.

. * . - . . o . s
Autrement dit, H (X;Q) est le quotient d'une algébre libre par une suite réguliére

de relationms.

PROPOSITION 2.- [Koszul] e, =0 ==>¢. =0 i3 2

2 i
PROPOSITION 3.- Si H = HP®'" et si e, ., =0 pourun i3 1, alors e, = 0.
En particulier ¢, = 0 ==> ¢, = O.

3 2

PROPOSITION 4.- ([F—T]) Si €y # 0 , alors il n'existe qu'un nombre fini d'ei—nuls.

Conjecture : Si un e, =0 i> 2, alors €; =0 pour iz 2

Cette conjecture est équivalente & dire que 1'application p : Z# > (Zo ® Zl)#
est injective sur le sous—groupe des &léments de Gottlieb.
Une conjecture plus forte (Jacobson [Ja]) veut que p soit injective sur le

centre.

Probléme dual. Soit (IL(V),d) 1le modéle bigradué d'une algébre de Lie .

104



ESPACES FORMELS ET I1- FORMELS

Notons g = dim Vi . Il peut se faire que €, # 0 et € = 0 i>n, n

arbitrairement grand et dans ce cas ej #0 pour j £ n .

Question : si €, = O est-ce que e, = 0 i>227?

VIIT - ALGEBRES A DUALITE DE POINCARE

L'existence de la dualité de Poincaré sur la cohomologie d'un espace augmente
le caractére formel et T—formel de cet espace. Nous n'en donnerons pour preuve que

les deux théoré@mes suivants :

THEOREME 1. [St] (Formalité de 1'application d'attachement).
a) Si X et Y sont deux espaces de dimension n vérifiant la dualité de
Poincaré , si X" et Y™ ont méme type d'homotopie, alors il en est de méme

de X et de Y.

b) Soit (L(V),d) 1le modéle de Quillen d'un espace & dualité de Poincaré,

alors la différentielle du générateur de degré maximal est quadratique.

s . . . <
COROLLAIRE.- Si X est une variété de dimension n et si X T oest formel,

alors X est formel.

THEOREME 2. (n-formalité de 1'application d'attachement). (%)

Si X est un espace formel i dualité de Poincaré, si dim m/m2 > 1

=y . -1 . .
(m = H (X;Q), et si £ : s"T 5 X' est 1'application d'attachement de la classe
fondamentale (X' = X<n), alors :

—_ Al

N (X =7 (X") / ()

2) n*(X') = ﬂ*(X) * w*(s“") comme espace vectoriel gradué.
Remarques : 1) Ce théoréme fournit un exemple de '"meutre parfait'" au sens vu
au § 1.

2) w*(X') contient toujours une sous-algébre de Lie libre.

COROLLAIRE 1.- Si dim m/m2 > 1 et si X' est formel et mw-formel, alors X est

formel et w-formel.

COROLLAIRE 2.- Si X et Y sont deux variétés formelles et m-formelles, alors il

en est de méme de leur somme connexe.

COROLLAIRE 3.- B&ﬁﬂ Les variétés m-connexes de dimension < 3m+l sont

m-formelles.

(%) cf. aussi Avramov conf. ibid.
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COROLLAIRE 4.- P(H, 9X',t) = P(H, 0X ,t) . [r - 2 P(H, ©X, tj]" .

Ce corollaire 4 permet de calculer facilement P(H* QX,t) quand X est une

. . N n+
intersection compléte de r hypersurfaces dans C ¥ . En effet dans ce cas

X<2n LY SZ v pn_l(¢) . ([Ne] [BaJ).

o

Démonstration du théoréme : Dans [Av], Avramov montre que si X est un espace
pair

formel, si dim m/m2 > 1 et si H(X;Q) = H (X;Q) vérifie la dualité de Poincaré,

alors :
H(9X') = H_(0X) ® T(s" 2 H. 9X)
* * * °

(on montre facilement que 1l'hypothése H = pParr peut &tre supprimée).
Il en résulte que la suite spectrale d'homotopie rationnelle de la cofibration
n-1

S + X' -+ X collapse au terme E, et donc que n*(X') 8 Q~ n*(X) ® Q est
surjectif.
Probléme : L'hypothése de formalité dans ce théor@me 2 peut-elle &tre enlevée ?
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