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PROBLEMES D'EQUIVALENCE ET GEOMETRIE SYMPLECTIQUE
par

Paulette LIBERMANN

A mon '"vieux" camarade Georges REEB,

en témoignage d'une longue amitié .

Ce travail (qui reprend, en les précisant et en les complétant, des
résultats exposés dans des articles antérieurs [14]) traite, dans une premiére partie,
du probléme d'équivalence locale dans les variétés symplectiques feuilletées, puis
dans une seconde partie, du probléme d'équivalence locale des systémes de Pfaff non
complétement intégrables considérés comme sous-variétés du fibré cotangent (muni de

sa structure symplectique canonique).

Dans la premiére partie nous démontrons par des méthodes d'algébre exté-
rieure des théorémes classiques (Darboux, Jacobi-Lie-Carathéodory)et celui, peut-
8tre moins classique, d'Elie Cartan qui généralise les précédents : si l'on se donne

sur une variété symplectique (M,Q) un feuilletage & tel que

1° le crochet de Poisson de deux intégrales premiéres soit une intégrale
premiére,

2° la forme induite par (0 sur les feuilles soit de rang constant, il
n'existe alors qu'un seul modéle local (le rang de & et le rang de la forme

induite étant donnés).

Par contre si l'on se donne une paire de feuilletages lagrangiens sup-
plémentaires (G-structure de type fini), on obtient un invariant qui est la courbure

.

de la connexion canonique associée & cette structure.
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P. LIBERMANN

Dans la deuxiéme partie nous reprenons (cf [13]) la théorie des systémes
dérivés au sens d'E. Cartan [3] interprétée au moyen du tenseur de structure de
J. Martinet [19] . Ceci permet d'aborder le probléme d'équivalence des feuilletages
§  sur une variété symplectique qui sont symplectiquement transitifs mais ne véri-
fient par la propriété 1° ci-dessus.

Ensuite nous montrons qu'étant donné un systéme de Pfaff S , de rang
q 5 sur une variété N , le rang en ¢ € S de la forme d g (ot 8y est la
forme induite sur S par la forme de Liouville §) est égal & 2q + rang (5 @)
(6 étant le tenseur de structure) ; la considération du rang de d 8g permet
d'interpréter 1l'invariant d'Engel, de trouver de nouveaux invariants pour le pro-
bléme d'équivalence, de donner une majoration pour la dimension des variétés

intégrales de S .

Enfin nous reprenons sous une forme simplifiée 1'étude des idéaux
basiques [13] permettant de déterminer les ''variables indépendantes" ; le sous-
fibré engendrant 1'idéal basique est appelé polarisation relative par analogie
avec 1'étude de P, Molino [ 20] .

Des résultats voisins de ceux de la premiére partie ont été obtenus par
C. Marle [17], dans le cadre des variétés de Poisson ; C. Marle [18] a également

traité le probléme d'équivalence du voisinage d'une variété de rang constant.

I. Sur les variétés symplectiques feuilletées.

On désignera par M une variété paracompacte, connexe, de dimension
m , par 0M le fibré vectoriel de rang nul, de base M , par TM et T¥M les
fibrés tangent et cotangent & M , par 23 (q = 1404e,m) l'ensemble des champs

de q-vecteurs, par Gk(M) (k = Oyeeeym) 1l'ensemble des k-formes différentielles

m
et par G(M) = & Gk(M) 1'algébre extérieure de M ,
k=0

1, Formes induites sur les variétés feuilletées.

Soit E un sous-fibré vectoriel de TM , de rang m=-p ; alors son
annulateur E° (ensemble des l-formes s'annulant sur E) est un sous=fibré vec-

toriel de T*M , de rang p .



PROBLEMES D’EQUIVALENCE

Toute k-forme différentielle 1T sur M induit une section Ng de
k

A E¥ (que nous appelerons E-forme) : 1 &tant considérée comme une section du
, .k - 4
fibré £a(TM s R) des formes k-linéaires alternées, nE est la restriction de

-

k
m a sa(E; R) ; la E-forme Mg est la composée de T et de la projection de

k k
A TM sur A E¥ , c'est-i~dire encore, en désignant par g 1'idéal engendré par

E° , la E-forme Tg est la classe de T dans 1l'algébre quotient G(M)/g .

Le choix d'un sous-fibré vectoriel F , supplémentaire de E dans TM
k
identifie E¥ & F° et g, a4 une section de A F° : & la décomposition

T*M = F° & E°

.

correspond une bigraduation de G(M) et ﬂE s'identifie 4 la composante “(o,k)
de bidegré (o,k) de la forme 1T .

lorsque E est complétement intégrable (ce que nous supposerons dans la suite de
ce paragraphe), nE est une forme différentielle le long de E au sens de

P, Molino [20] et la restriction de “E a chaque feuille est la forme induite par

T sur cette feuille,

Dans ce cas, dans le voisinage U de chaque point x de M, on

1 1 m 1 P
peut choisir des coordonnées locales (x ,...,xp,yp+ yeeesy ) telles que (X ,.09% )

soient des intégrales premiéres du feuilletage & défini par E ; on obtient ainsi,
au moyen des axt et dy® une bigraduation de 1'algébre extérieure G(U) et une

décomposition

d= d1+-d2 avec (d1) = (dZ) =0,

ol d, (resp. d)) est la différentielle par rapport aux dx* (resp. dy?) .

Si les traces des feuilles sur U sont contractiles (on dira alors que

U est contractile le long des feuilles), un lemme de Poincaré généralisé affirme

qu'une forme dz-fermée est dz-exacte. Ainsi si sz =0, ona:

Y=dyp=dp-dp .
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On en déduit que si la différentielle d'une forme Y appartient &
1'idéal & engendré par E° , alors Y est la somme d'une forme exacte et d'une
forme appartenant & 2 ; en effet si Y appartient & g , alors dY¥ appartient
a 95 si ¥, de degré k , n'appartient pas & 2 , cette forme Y est de bidegré
(o,k) et d2Y est de bidegré (o,k+1) ; d¥ appartient alors 8 § si et seule-
lement si

d2\1'=o et ‘1’=dp_,-d1p. .

s

Soit ¢ wune forme fermée appartenant 3 § ,de degré k=2 ; si 1l'ouvert U est
contractile, on a ¢ = d\ ; de plus, si U est contractile le long des feuilles,
d'aprés ce qui précéde \ est la somme d'une forme exacte et d'une forme v appar-

tenant & § c'est-a-dire
1 1
A =dp = 0 A dx = ee. =aP AP

on en déduit :

PROPOSITION 1, Soit E un sous-fibré complétement intégrable de TM , de rang

s

m=-p , ¢ une forme différentielle fermée de degré k= 2 appartenant i 1'idéal g

engendré par E° § alors tout point de M admet un voisinage U dans lequel on

peut écrire :

o|U=ax'adal+ oos + axPA daP

N 1 c 2 N 2
ou x ,...,xp sont des intégrales permiéres indépendantes du feuilletage et

al,...,ap sont des (k= 2)-formes.

Remarquons que dans l'ouvert U 1la restriction de d2 aux formes de

bidegré (o,k) (k=0,ees,m=p=-1) représente l'opérateur de cohomologie

k k+1
dE 1 GM)/ - GM)/g qui envoie A E¥ dans A Ex (cf [20]).

2. Sur quelques propriétés des variétés symplectiques et des variétés de Poisson.

A, Soit (M,Q) wune variété symplectique de dimension m = 2n ; on
désignera par la méme lettre b 1'isomorphisme : TM —» T¥M (défini pour tout
X€EM et tout Vv E€ TxM par b(v) = -i(v)ﬂx) et 1'isomorphisme de Zl(M) sur
Gl(M) tel que

b(X) = -i(X) Q
k

cet isomorphisme b s'étend 2 23(M) et son inverse # s'étend & AM) ;

en particulier on obtient un champ A de bivecteurs non dégénérés (ou champ de
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PROBLEMES D’EQUIVALENCE

Poisson) défini par
A= 4qQ

et I'ona: Q(#¢ , #Y¥) = A (p,¥) pour tout couple (p,¥) de formes de Pfaff.

On définit 1'orthogonalité dans TM et ZI(M) (resp, dans T*M et
GI(M)) au moyen de Q((resp. A) . Ainsi deux formes de Pfaff orthogonales
(Mep,Y¥) = 0) sont encore dites en involution.

Pour tout sous-fibré E de TM , on définit

orth E= U orth E. ,

XEM X

ou orth Ex ={ve ™ ; Q(uy,v) =0 pour tout u € E} ; orth E étant de rang
constant est un sous-fibré vectoriel de TM .

On définit de m8me, au moyen de N , le sous-fibré vectoriel orth(E°)

de TM , On a :

b(E)
#E°

(orth E)° , b(orth E) = E°
orth E s #orth(E°) = E s

d'ou
orth (E°) = (orth E)°

1'orthogonalité étant relative & A dans le premier membre, relative 3 ( dans le
deuxiéme membre.

Rappelons que E est isotrope si QE =0 c'est-d-dire si Ec orth E

(ou encore E° D orth E°), E est co-isotrope si Q 0 c'est-3-dire si

E D orth E (ou encore E° c orth E°) ; E est 1ag§§:él§; s'il est isotrope et
co-isotrope (par suite E est de rang =n) ; E est symplectique si en tout point
Qg est non dégénérée (ce qui est équivalent & E N orth E = OM) ; dans ce dernier
cas on a :

™ = E® orth E .

Remarques : 1°) le sous-fibré E (de rang 2n-p) est coisotrope si et seulement
si son annulateur est engendré localement par une famille ((pl,...,(pp) de formes
de Pfaff lindairement indépendantes et en involution (c'est-3 -dire deux 3 deux en
involution).

2°) Si E et E sont deux sous-fibrés crthogonaux de TM (c'est=

1 2
a-dire E1 C orth E2) tels que E, n E,=0y,ona:
O ok (R + Xy Yy +Y,) =0Qp (X,Y,) +Qp (X,,Y,)
1 2 1 2
ol X1,Y1 (resp. X2,Y2) sont des sections de E1 (resp. E2) ; en particulier si

E est un sous-fibré symplectique de TM , on a :
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0 =0Q(2,0) * %0,2)

2 2
ol 0(2’0) (resp. 0(0,2)) est une section de A E° (resp. A orth E°) ,

3°) Soit E un sous-fibré vectoriel quelconque de TM ; alors
EN orth E et E+ orth E sont respectivement isotrope et co-isotrope. Si l'on

considére les décompositions

E=EN orthE®F
orth E=EN orth E® H ,
on vérifie que EN orth E , F et H sont deux & deux orthogonaux et d'intersection

0M ; les sous-fibrés F , H et F@® H sont symplectiques.,

B. le crochet de Poisson de deux fonctions f et g est défini par

{£;8} = A (df,dg) ;

les fonctions f et g sont dites en involution si df et dg 1le sont.

En posant : X = # df , Xg= 4 dg , ona (cf[12]) :

[Xf,Xg] = # d{f,g} .

Le crochet de Poisson satisfaisant 1'identité de Jacobi définit sur
G°(M) une structure d'algébre de Lie,

Plus généralement A. Lichnerowicz [ 16] a défini sur une variété M

une structure de Poisson par la donnée d'un champ A de bivecteurs de rang constant

.

2q satisfaisant une condition équivalente & la suivante : le crochet de Poisson
{f,g} = A (df,dg) vérifie 1'identité de Jacobi.

Le noyau de N (c'est & dire l'ensemble des 1-formes ¢ telles que
A(p,w) = O pour toute 1-forme w) est un sous-fibré vectoriel de T*M , de rang
m - 2q (ot m = dimension de M) ; A. Lichnerowicz et C., Marle ont montré que ce
noyau est complétement intégrable.

Si m= 2q , on démontre que la forme () obtenue par dualité est fermée.

Inversement C, Marle [17] a montré qu'étant donnée une application
{ese} ¢ GO(M) x Go(M) - Go(M)

satisfaisant les trois conditions :

1°) le crochet est antisymétrique

20) pour f € G°(M) , 1'application g-— {f,g} est une dérivation
de G°(M)

3°) le crochet vérifie 1l'identité de Jacobi ,
il existe alors sur M un champ A de bivecteurs (de rang non nécessairement

constant) tel que :
{f,8} = N\ (df,dg) .
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3. Feuilletages symplectiquement complets et symplectiquement réguliers.

A. Soit (M,Q) une variété symplectique, E un sous-fibré complétement
intégrable de TM , de rang 2n-p . Un systéme d'intégrales premiéres indépendantes
(fl""’fp) du feuilletage € défini par E est dit complet [24] si le crochet
de Poisson de tout couple (fi’fj) d'intégrales permiéres est une intégrale premiére
(ou est constant ). Un feuilletage € , de dimension 2n-p , sera dit symplectique-
ment complet, si au voisinage de chaque point x de M , il est défini par un
systéme complet de p intégrales premiéres indépendantes. Par exemple, d'aprés la

remarque de 1.2 , un feuilletage co-isotrope est symplectiquement complet.

LEMME FONDAMENTAL. Soit sur une variété symplectique (M,2) un sous-fibré vectoriel

E de TM , complétement intégrable ; pour que E définisse un feuilletage symplec-

tiquement complet, il faut et il suffit que le fibré vectoriel orth E soit égale-

ment complétement intégrable.
Démonstration : E est symplectiquement complet si et seulement si au voisinage

de tout point de M , il est défini par des intégrales premiéres (fl""’fp)

satisfaisant les conditions :

(a) d{fi,fj} = A df (iy] = 1yeeesp)

conditions équivalentes &

k
(b) [X s X ]=Z)\..X H
fi fj ij fk

d'autre part, comme # (E°) = orth E , les champs de vecteurs Xf,...,Xf
1

engendrent orth E localement et (b) exprime que orth E est complétement

intégrable.

COROLIAIRE 1, Si le sous-fibré vectoriel E définit un feuilletage symplectiquement

complet, il en est de m€me de orth E .,

COROLLAIRE 2, Si E définit un feuilletage coisotrope, alors orth E définit un

feuilletage isotrope.

Remarque : Si E définit un feuilletage isotrope, orth E n'est pas nécessairement

complétement intégrable.

B. Nous abordons maintenant le cas des feuilletages définis par un
sous=-fibré vectoriel E tel que QE soit de rang constant ; dans ce cas
E N orth E étant de rang constant est un sous-fibré vectoriel et 1l'on démontre
qu'il est complétement intégrable (méme si orth E n'est pas complétement intégra-

ble). Pour un feuilletage isotrope ou coisotrope, la forme QE est de rang constant ;
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il en est de m€me pour tout feuilletage symplectiquement transitif c'est-a-dire tel

que le pseudogroupe des symplectomorphismes locaux laissant invariant le feuilleta-
ge soit transitif,

On dira qu'un feuilletage symplectiquement complet (défini par un sous=-
fibré vectoriel E de TM) est symplectiquement régulier si la E-forme QE est

de rang constant.

PROPOSITION 2. Si un sous-fibré vectoriel E de TM définit un feuilletage &

symplectiquement régulier, il en est de m8me des sous-fibrés orth E , E orth E
et E+ orthE .

Démonstration : le sous-fibré E + orth E = orth (E N orth E) est co-isotrope ; en
raison du lemme fondamental et de ses corollaires, il suffit de montrer que
E + orth E est complétement intégrable. Pour cela on utilise les propriétés des
structures de Poisson énoncées dans le paragraphe 2.

Si le feuilletage € est régulier au sens de la théorie des feuilletages
(c'est-a-dire si 1'espace N des feuilles est une variété, la projection
m ¢t M= N étant une submersion), alors € étant symplectiquement régulier induit
une structure de Poisson sur N : le crochet de Poisson sur M se projette sur
N et induit un champ AN de 2-vecteurs de rang constant ; le noyau KN de AN
est complétement intégrable ; il en est de méme de n*KN = E° N orth E° = (E+ orth E)°
qui est le noyau de la restriction de A= #Q & E°X uE

Dans le cas général, au voisinage de chaque point le feuilletage &
est régulier ; en utilisant une projection locale, on démontre que E°( orth E°
est encore le noyau de la restriction de A a E°X M E° et est complétement
intégrable.
Remarques : 1°) 1'étude précédente montre que lorsque le feuilletage € est
symplectiquement régulier, la restriction de A & E°X_ E° définit une structure

M
de Poisson transverse

2°) 1la régularité symplectique, qui implique 1l'existence de plusieurs
feuilletages, impose des conditions topologiques strictes & la variété M ; par
exemple nous verrons que si le feuilletage symplectiquement régulier est symplecti-
que, la variété M est localement difféomorphe & un produit de variétés symplecti-
ques.P. Dazord [ 5] a étudié les feuilletages pour lesquels [E N orth E, orth E]
est contenu dans E + orth E ; les feuilletages symplectiquement réguliers vérifient

cette condition.

4, Théorémes de Carathéodory-Lie-Jacobi et théoréme de E. Cartan.

En utilisant le lemme fondamental on va démontrer un théoréme classique
relatif aux feuilletages co-isotropes, ce qui donne notamment une démonstration du

théoréme de Darboux.
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THEOREME 1, ( Caratheodory-Jacobi-Lie). Soit sur une variété symplectique (M,Q) ,

de dimension 2n , une famille (fl""’fp) (p < n) de fonctions en involution,

telle que dfl,...dfP soient linéairement indépendantes en x € M . Le point x

admet alors un voisinage U dans lequel sont définies des fonctions (fp+1""’fn’

gl,...,gn) telles que la famille (f1’°'°’fn’g1”'°’gn) constitue un systéme de

coordonnées canoniques c'est-i-dire

O|U=df1/\dg1+...+dfn/\ dg_

Démonstration : Les différentielles dfl,...,dfp sont linéairement indépendantes
dans un voisinage U de x ; elles définissent un feuilletage co-isotrope &
(associé & un sous-fibré vectoriel E de TU') ; ona : orth Ec E, d'ou

orth (E°) D E° ; par suite toute intégrale premiére du feuilletage défini par
orth E (ce fibré étant complétement intégrable d'aprés le lemme fondamental) est
en involution avec fl""’fp ; parmi ces intégrales premiéres, il y en a au moins
) telle que df1 A eee A dfp A df

une (notée f # 0 dans un ouvert U"C U ;

p+l p+l

en continuant ce processus un nombre fini de fois, on obtient une famille

(fl""’fn) en involution dans un ouvert U"' c U" , telle que :
Qlumt =df, A0+ e+ dE NG .

En appliquant la proposition 1 , on obtient le théoréme dans un voisinage Uc U"',

COROLLAIRE, Si (fl""’fp) sont des intégrales premiéres indépendantes d'un

feuilletage co-isotrope (de rang 2n-p), dans un ouvert U' , il existe alors un

ouvert Uc U' tel que :

QU =df; A dgg + eue t dE A dg, +T

oud la forme m est une forme fermée de rang 2(n-p) satisfaisant la relation :

n=-p
s A df1 A dg1 A eee A dfp A dgp +0 .
Remarque : Si 1l'on part d'une fonction arbitraire H , sans point critique dans
un ouvert U' , d'aprés le théoréme 1, il existe U c U' tel que :
Qlu=dinA dg, + eoo + df A dg

et 1'on obtient le théoréme de Darboux (une autre démonstration utilisant les

techniques d'algébre extérieure a été donnée dans [11] .

PROPOSITION 3. Soit sur une variété symplectique (M,Q) de dimension 2n un sous-

fibré symplectique E de TM , de rang 2n- 2k , définissant un feuilletage

symplectiquement régulier. Alors tout point x de M admet un voisinage U dans

lequel on peut écrire :

alu=q, +q,
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k n
avec Q,= T df Adg , Q, = T df , A dg,
Ve s e T 2 ey A

ol (f1’°"’fk’g1""’gk) sont des intégrales premiéres du feuilletage défini par
E, (fk+1,...,fn,gk+1,...,gn) des intégrales premiéres du feuilletage défini par
orth E ,

Démonstration : & la décomposition
™ = E® orth E ,

correspond une bigraduation de 1'algébre extérieure G(M) au moyen des intégrales
premiéres des feuilletages définis par E et orth E et une décomposition
2 2
d = d1 + d2 avec (dl) = (dz) =0,
Nous avons vu au paragraphe I.2 que () se décompose en

@ =00,0) * %0,

en égalant 3 O chacune des composantes homogénes de dQ , on vérifie que
Q(Z,O) et Q(O,Z) sont a la fois dl-fermees et dz-fermees. La forme 0(2,0)
(resp. Q(O 2)) est donc basique relativement au feuilletage € (resp. &)
s’
c'est-a-dire appartient & 1'algébre extérieure engendrée par les intégrales
N [ A -
premiéres de & (resp. &) . Localement Q(Z,O) (resp. 0(0,2)) est 1l'image réci

2n-2
proque d'une 2-forme fermée définie dans un ouvert U de 'RZP (resp. RP)

3
on achéve la démonstration en utilisant le théoréme de Darboux.
Le théoréme 1 et la proposition 3 sont des cas particuliers du théoréme

suivant, df & E. Cartan [4 p. 125] .

THEOREME 2 (E. Cartan). Soit sur une variété symplectique (M,Q) , de dimension

2n , un sous-fibré E de TM définissant un feuilletage symplectiquement régulier

est

€ , de rang 2n-p , tel que la E-forme QE soit de rang 2s ; alors Qorth E

de rang 2q = 2(p+s-n) . Pour tout x € M, il existe un voisinage U _admettant

des coordonnées locales canoniques fl""’fp’gl""’gp-Zq
dfl,...,dfp engendrent E°|U H df2q+1,...,df engendrent E° N orth (E°)\U H

’hl""’hZS telles que

df2q+1""’dfp’dh1’""thS engendrent orth (E°)|U c'est-a-dire :
alu = dfy A dfy+eeet dfzq_l A df2q+ df2q+1/\ dg, +eeut dfp/\ dgp_zq +
+ dh1 A dh2+-...+vdhzs_1 A thS

Démonstration : 1°) Si E est co-isotrope, on utilise le théoréme 1 ; si E est

N

isotrope, on applique ce théoréme & orth E

52



PROBLEMES D’EQUIVALENCE

2°) si E est symplectique, on est dans les conditions d'application
de la proposition 3

3°) Dang le cas général, d'aprés la proposition 2 , E 4 orth E définit
un feuilletage co-isotrope de dimension p=-2q ; en vertu du corollaire du théoréme

1, il existe un ouvert U tel que

Qlu=df +1

2q+1 A dg1 +eoe + dfp A dgp_

2q
ol f2q+1""’fp sont des intégrales premiéres indépendantes de ce feuilletage
co-isotrope et T une forme de rang 2q+2s .

En restreignant au besoin U , on peut trouver dans cet ouvert des
fonctions Fl,...,qu (resp. Hl,...,st) qui sont des intégrales premiéres du
feuilletage € défini par E (resp. du feuilletage & défini par orth E) , et

telles que (Fl""’FZq’f2q+1’""fp’Hl""’HZS’gl""’g _ ) constituent un systéme

P-2q
de coordonnées locales. Conme T est fermée et vérifie

LN ] d
mA df2q+1 A dg1 A A dfp A gp_zq
au feuilletage de co-dimension 2q + 2s admettant Fl""’FZq’Hl""’H

# 0 , cette forme T est basique relativement
omme

2s € -
intégrales premiéres ; il existe donc une submersion P de U sur un ouvert U de

R2q+25 et une 2-forme fermée @ , dans kif , de rang 2q+2s , telle que mM=P* @ ;
les différentielles dFl""’dFZq (resp. dHl""’dHZS) engendrent un supplémentaire
de (E° N orth E°)|U dans E°|U (resp. orth (E°))|U ; d'aprés la troisiéme remar-
que du paragraphe I.2 , ces supplémentaires sont les annulateurs de deux sous-fibrés
symplectiques de TM| U ; la projection P induit sur T deux feuilletages
symplectiques supplémentaires symplectiquement réguliers et l'on peut appliquer a
® , puis & m la proposition 3 .

Un feuilletage symplectiquement régulier € , de dimension p , tel
que le rang de Q soit égal & 2s sera dit de genre (p,s) .

Du théoréme de E. Cartan, on déduit :

COROLIAIRE. la structure définie sur une variété symplectique (M,Q) par un feuil-

letage symplectiquement régulier est plate (ou intégrable) c'est-a-dire localement

N

2 2
équivalente 3 la structure type, de méme genre, dans R°" (muni de sa structure

symplectique canonique).

Un feuilletage symplectiquement régulier est donc symplectiquement
transitif.

Remarques : 1°) lorsque le rang de la E-forme QE n'est pas constant, on a
toutefois : rang QE - rang Q orth E = 2|n-p| .

Si le feuilletage € est encore symplectiquement complet, on obtient
localement par projection le long des feuilles une structure de Poisson dont le
champ de Poisson n'est pas de rang constant, situation étudiée par C. Marle [17] .

Nous reviendrons sur cette question dans un article ultérieur.
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2°) 1le cas d'un feuilletage symplectiquement transitif qui n'est pas
complet sera abordé dans la partie II de ce travail,

3°) Dans [14] , nous avions fait la conjecture suivante : étant donnée
une sous-variété W de (M,Q) telle que le rang de la forme Q induite sur W
soit constant, tout point x de W admet-il un voisinage U dans M muni d'un
feuilletage symplectiquement régulier tel que la composante connexe de x dans
WN U soit une feuille ? Cette propriété résultait d'un théoréme de Weinstein
[ 23] dans le cas d'une sous-variété lagrangienne et d'un théoréme de A. Lichnerowicz
[16] dans le cas d'une sous-variété symplectique. Cette conjecture a été démontrée

dans toute sa généralité par C. Marle [18] .

5. Sur les couples de feuilletage lagrangiens,

Les résultats précédents peuvent s'interpréter intuitivement de la
maniére suivante : le pseudogroupe des symplectomorphismes contient suffisamment
de transformations pour que deux feuilletages symplectiquement réguliers de méme
genre soient localement équivalents.

Il n'en est plus de m€me si l'on se restreint i une G-structure de
type fini (ol G est un sous-groupe du groupe symplectique).‘Par exemple si

G = Un s, on a les structures presque k#hlériennes ou si G = Un (groupe des matrices
A O .
( ) ol A€ GL(n,R) et EA est sa contragrédiente ),on a les structures presque

o ta

parakfhlériennes [ 10] définies par la décomposition

™ = El D E2

ol E1 et E2 sont des sous-fibrés lagrangiens.

Alors qu'il existe toujours des structures presque k#hlériennes subordon-
nées 3 une structure symplectique, une variété symplectique peut ne pas admettre
de sous-fibré lagrangien (par exemple la sphére SZ) . S'il existe un tel sous-
fibré E1 , il admet des supplémentaires lagrangiens (Weinstein [ 23]) car en
chaque point x 1l'ensemble des supplémentaires lagrangiens de (El)x est muni
d'une structure d'espace affine.

On peut associer canoniquement une connexion & une structure presque

kihlérienne ou presque parak#hlérienne [10] ; la torsion est l'obstacle & 1'intégra-
bilité de la structure presque complexe sous-jacente dans le premier cas, a

1'intégrabilité des sous-fibrés E1 et E2 dans le deuxiéme cas ; si la torsion

.

est nulle, la courbure est l'obstacle & la platitude. Plus précisemment, dans le

cas presque parak#hlérien , la forme (Q s'écrivant au moyen d'une trivialisation :

n s <1
Q=T ol Aol
=
avec la convention j' = j+ n, on a
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: n
a’ = £ ol 4+
. i
i=1
) (3 =14eeeyn 5 j' =3+ n),
' n it ' '
dod’ = ¢ 0w A wi, + 1
i'=mt+1
. .
ol les formes de connexion wi et wi, vérifient les relations
i i
w; +-wi, =0 ,
les formes de torsion s'écrivant :
j_ i k! 1! ' _ vk 1
T_ZAk'l'w AW , T —ZAklu)/\u) .

Pour que le champ E, soit complétement intégrable, il faut et il

: 1
suffit que les T  s'annulent ; les identitéds de Bianchi montrent alors que les

formes de courbure Qg induisent des formes nulles sur les variétés intégrales de
E. : on en déduit que les feuilles d'une feuilletage lagrangien sont localement

1
affines (cf [10]), résultat démontré autrement par Weinstein [ 23] .

Pour que la forme () puisse s'écrire localement
n . 11
Q= ¢ dx) A X’
=
. .
il faut et il suffit que la courbure et les formes de torsion TJ . TJ s'annulent.
On dira alors, suivant la terminologie d'Arnold, que les deux feuilletages sont

canoniquement conjugués.
Si 1'on a un couple de feuilletages lagrangiens supplémentaires, avec

une courbure non nulle, la forme (} s'écrit localement au moyen des intégrales

premiéres (xl,...,xn) et (yl,...,yn) de ces deux feuilletages :
n
Q= T a
i,j=1

i i
1j dx” A dy .
Il existe alors un ouvert U dans lequel est définie une fonction

différentiable S (que l'on peut appeler fonction génératrice du couple (EI’EZ))

telle que : 2
=95

a,. n N
i3 axlaxJ
En effet, soit @ telle que dwW =0 ; en utilisant la proposition 1 ,

on a ¢
n n N

w=dF - I A, dx' =d6- T M & ;
i=1 =1 3

on en déduit, en posant S =F - G
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n 1 n 3
ds= 3 A\; &+ E T\jdy H
=1 =1
par identification, on obtient :
s 2Ty %

a]._j 3 1 —. 3
3y 3% 3xdx?

cette propriété est a rapprocher d'une propriété analogue pour les structures
k#hlériennes .

Si les fonctions a]._j dépendent seulement des intégrales premiéres de
1'un des feuilletages (de vy ,...,yn par exemple), alors la courbure est nulle ;
en effet on a :

noooi i i

Q= ¥ dx A® avec 0 =

i=1 j

dyj o

™ s

ai.
1 J

Les formes el vérifient les relations d2 9i

de Gallissot [ 8]); d'autre part par hypothése d1 et =0 3 par suite les @

I

0 (d'aprés un résultat
i

sont fermées.

Ce résultat est utile pour obtenir des variables "action-angle'" [2] .

II. Sur le probléme d'équivalence des systémes de Pfaff

non_complétement intégrables.

1, Systémes dérivés et invariant d'Engel.

A. Soit S un systéme de Pfaff de rang q sur une variété connexe de dimension
n: S est un sous-fibré vectoriel de rang q de T*N ; le fibré F associé a
S est le sous-fibré vectoriel de TN dont S est l'annulateur ; inversement F
peut 8tre considéré comme l'annulateur de S dans TN , Par suite le dual du
fibré quotient T*N/S s'identifie &8 F et T¥N/S s'identifie & F* ,
Dans un article antérieur [13] , pour étudier le probléme d'équivalence
des systémes de Pfaff, nous avons rattaché la notion de systéme dérivé au sens de

N

Elie Cartan & celle de "tenseur de structure" de J, Martinet [19] , obstacle &

1'intégrabilité du systéme S;ce "tenseur" est le morphisme de fibrés vectoriels
2
8 2 S=> A (T*N/S)
%ﬁ § = Pod , d étant la différentiation extérieure et P 1la projection de
A T*N sur A (T*N/S) : pour une section w de S , 6w est encore la réduction
de dw mod. 1'idéal § engendré par S ; comme T*N/S s'identifie &3 F* ,

5w est encore une F-forme au sens de I.1 .

Si § est de rang constant, son noyau 81 est un fibré wvectoriel,

systéme dérivé de S au sens de E. Cartan. On dit que S est totalement régulier

si les systémes dérivés successifs sont de rang constant ; on obtient ainsi une
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suite strictement décroissante

S =8SDS8, D eeeDS
o 1 r

de sous=-fibrés vectoriels de T¥N ; le sous=-fibré S, (dont le rang peut éventuel=-
lement 8tre nul) est le plus grand sous-fibré vectoriel de S qui soit complétement
intégrable.

Pour les sous-fibrés de TN associds aux Si , on a la suite croissante

F =FCF,C s CF
o 1 r

ol pour 1 = l,eee,r 4 Fi est engendré localement par les sections locales de

Fi , et les crochets de couples de sections locales de Fi 1 (c£[22]) .

B. Exemple : Soit M une variété symplectique, de dimension m= 2p , E un
sous-fibré vectoriel,de rang m-q , de TM définissant un feuilletage € symplec~
tiquement transitif mais pas nécessairement symplectiquement complet(au sens de
la partie I) .

L'annulateur S du fibré F = orth E est totalement régulier en

raison de la transitivité ; on a les suites de sous-fibrés vectoriels :

F=orth ECF c...cFr s

1
§D 8, «eaDS8_
E:)orthF1=# 81:)...‘:)orthFr=# S,

Les sous-fibrés orth Fl,...,orth Fr sont complétement intégrables et

orth F. définit un feuilletage symplectiquement régulier.,

En effet, soit dans un voisinage U de x € M des coordonnées locales
(f1’°"’fn) telles que f1""’fq soient des intégrales premiéres de & . les
formules (a) et (b) de I.3 deviennent

4 o

(a") d{f ,f}= T A, df, + T A, df

U e Mk gy 1@
(1 (X ,X. 1= s x‘;j X, + T xij Xe .

i Y k=1 k a=q o
D'aprés une remarque précédente, le systéme dérivé F1 est engendré

dans U par les X et les [X_ ,X_ ] ; par suite b(F,) =(orth F ,)° est engen-
fi fi f, 1 1

dré dans U par les dfi et les d{fi’fj} 3 ainsi orth F, est complétement

intégrable ; meme raisonnement pour les systémes dérivés suicessifs ; comnme F_
est complétement intégrable, F. et orth F définissent des feuilletages symplec-
tiquement réguliers.

On obtient ainsi le processus utilisé par E. Cartan [4 p; 125] pour

obtenir un feuilletage symplectiquement complet (il suppose implicitement la
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transitivité) : on "ajoute" aux intégrales premiéres initiales leurs crochets de
Poisson et ainsi de suite jusqu'd ce que les crochets de Poisson ne soient plus
indépendants des intégrales premiéres du dernier systéme obtenu.

De 1'étude précédente on déduit des conditions nécessaires d'équiva-
lence locale pour deux feuilletages symplectiquement transitifs mais non symplecti-

quement complets.

C. Pour tout systéme de Pfaff S transitif, on introduit également 1'invariant
d'Engel (cf [3]) ; c'est le plus petit entier s tel que, g désignant 1'idéal

engendré par S , on ait :

(40)5*1 = 0 mod. g

pour toute section locale w de S . On démontre (voir Gardner [7] et

J. Dieudonné [6]), les inégalités :
2s< c=-q< (qg+1)s ,

ol g et c sont respectivement le rang et la classe de S . On rappelle que
c=-q est le rang du plus petit sous-fibré H de T*N/S tel que &§(S) soit a
valeurs dans i H .

Dans le cas non transitif, on définit s(x) en chaque point et 1'inva-
riant d'Engel est 1'entier

s = sup s(x) .
XEM

2, Systémes de Pfaff considérés comme sous-variétés d'une variété symplectique.

A. Soit © 1la forme de Liouville sur le fibré cotangent T*N . Un systéme de
Pfaff S , de rang q , sur la variété N , de dimension n est une sous-variété
de dimension n+q de la variété symplectique (T*N,d@) .

la considération des formes eS et (de)S = des induites par ©
et do sur S va permettre une interprétation des notions introduites en II.1
et 1'introduction de nouveaux invariants pour le probléme d'équivalence (voir

1'exemple & la fin du paragraphe).

PROPOSITION 4, Soit S un systéme de Pfaff de rang q , sur la variété N . Pour

tout ¢ € S, le rang de dBg en ¢ est dgal a
2q + rang (8¢9)

(ot & est le tenseur de structure défini en II.1).

Avant de donner une démonstration de cette proposition, nous allons

en déduire les corollaires suivants :

58



PROBLEMES D’EQUIVALENCE

COROLLAIRE 1, Le rang de la forme d@g vérifie 1'inégalité

rang des < 2q+2s ,

(o s est l'invariant d'Engel de S) ; l'ensemble des points ¢ de S pour

lesquels rang dg_ (p) = 2q est le systéme dérivé de S .
gsque s ®

COROLLAIRE 2. Pour que le systéme S soit complétement intégrable, il faut et il

suffit que S soit une sous-variété co-isotrope de (T*¥M,d@) .

En effet, S est complétement intégrable si et seulement si § est
de rang nul c'est-a-dire deS de rang 2q ; or dim S = n+q , la codimension S
dans T*M est égale & n-q ; on a rang dog = (rtq)-(n-q) ; d'aprés la partie I,

S est co-isotrope.

COROLLAIRE 3, Pour que le rang de do g Soit constant sur le complémentaire de la

section nulle de S , il est nécessaire que le systéme dérivé soit de rang nul ou

coincide avec S (dans ce dernier cas la condition est suffisante car S est

complétement intégrable).,

Remarque : sur la section nulle, le rang de d@ g est égal & 2q .

Démonstration de la proposition : Soit T : T*N » N la projection canonique et

Tg la restriction de w a S .

Soit & : U x r" —*rr-l(U) une trivialisation locale de T*M définie
par un champ (wl,...,mq,wq+1,...,u)n) de co-repéres tel que (wl,...,u)q) constitue
une base du module des sections de S au-dessus de U (d'ol une trivialisation
g8 UX Rq—*ngl(U)).

L'expression locale de la forme de Liouville © dans Tf-l(U) est

alors :

n
i
0= A, w ’
i=1
et la forme es induite sur TT;I(U) s'écrit
d i
es= z )\iu) H
i=1
on a @
q i 4 4
do, = L dA,Aw + T A, dw .
S . i i
i=1 i=1
On peut écrire :
q < n
i
do” = I wJ/\w;+ z a:l'B (.ooz/\u)B (1 =1,000sq) ,
= o8 =qtl

ol les (n;' définissent une connexion dans S et les Ti =3z a;'B u)B A wB la
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N

torsion de cette connexion (obstacle & 1'intégrabilité de S) ; d'ou

des=®1+®2

avec q q i .
9, =L (dA, =% %;w) Ao
a i

.

Dans ngl(U) , identifié &3 U x rY au moyen de QS , les formes
d)\j sont linéairement indépendantes de wl,...,wn (donc linéairement indépen-

dantes des u);' ) ; on en déduit :

rang (des) rang @, + rang ©

2
2q + rang () du)1 + eee +2_do?) mod.
1 q

=2q+rang(}\16w1+...+)\q6wq) .

. -1
Soit x€ U et ¢ € Sx='rrsfx);ona:cp=

=M,

aj u)J (x) c'est-a-dire

)\j=aj ; donc S =

= M,a

aj s w3 (x) , d'ou :
q X
rang d6g (p) = 2q + rang (T a, s§wl) = 2q + rang(s Q) .
1
B, Cette étude montre que le rang de des ((p) est égal &3 2q + 2(k-1) si et
seulement si (dg) k € g et (deo) k-1 49 .
Ceci conduit & considérer les opérateurs 6k (coincidant pour k =1

avec le tenseur de Martinet) définis de la maniére suivante : le morphisme
2k

851 5o A (TMV/S)
est le composé o d on qu; = (dq))k et PX est la projection
2k 2k K k
A (T*N) - A (T*N/S) ; & ¢ est encore la classe de (dg) dans 1'algébre quotient
e /g .

Le noyau de ék est défini par

k k

ker 5 ={p € S ; (do) € J} ,
d'ou K

ker § = {¢@ € S ; rang des(cp)s 2q+ 2Ak-1)} .

2k
Ce noyau ker 6k coincide avec le noyau de l'opérateur 6k : S- AS,

introduit par Y. Haraguchi [9] , défini localement par

kw=(dm)k/\ m1/\ e A0

Supposons que les Gk soient de rang constant sur N ; on obtient une

&

(k)

suite S = ker Sk de sous-fibrés de S dont les fibres sont des variétés

algébriques
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MW s cs@c...cssD_5

1 ’

ol §, est le premier systéme dérivé et s 1'invariant d'Engel de S .

S

Pour chacun des systémes de dérivés S, (si ceux-ci sont des fibrés

vectoriels c'est-3-dire si les tenseurs de structure successifs sont des rang

constant), on obtient également des suites

(s,+1)
(1) (2) i
= e - S .
Si Si+1 c Si C eee C Si ;
Exemples : On considére dans ]R7+m les systémes de Pfaff S et ¥ , de rang 5 ,

définis respectivement par les formes (wl, cee ,ms) et (61, ves ,ms) , satisfaisant

les relations :

, dw1 = w4/\ u)6+w3/\w7 dFJ1=U>4/\tD +(53/\ﬁ)7
a0’ = o A o 40P A a’ =gt Ao -w AT
du;3 = w5 A w6 d(‘n')3=m5/\"6

(s) 5, 7 () 45 7
do =0 Aw dD =" AD
dw5=w6/\u:7 d(T:5=(T>6/\m7

Pour chacun de ces systémes, le premier systéme dérivé est de rang &4 ;
. 1 2 3 4 1.2 _3_4
S1 (resp. 21) est engendré par ® ,w ,» ,w (respe @ B o0 s ) 3 S2 (resp. 22)

, 1 2 1 _2 PR
est de rang 2 , engendré par ® et w  (resp, ® et ® ). On vérifie que S
et ¥ ainsi que leurs systémes dérivés sont de classe constante et que pour ces
=1 et =2 .
1 ’ 52
En utilisant 1'étude précédente nous allons montrer que ces systémes

systémes les invariants d'Engel successifs sont : s=1, s

ne sont pas localement équivalents ; coome s = s, =1 , on n'obtient pas de nouveaux

1

invariants pour S et S1 (resp. T et }:1) s par contre si l'on considére 82

et 22 , pour le premier, da n'est pas de rang constant car

Sy

ol+e®NZ=0 , (e -oH?=0

et ker 62 est le couple de deux droites ; pour le deuxiéme, do. est de rang

£,

constant sur le complémentaire de la section nulle car 1'équation ()\1 an’ +X, dmz)2 =0
n'a pas de solution réelle non nulle.

Nous reviendrons sur ces exemples.,

C. Nous allons déduire de la proposition 4 et des inégalités de Gardner (cf. II
(cfo II. 1) :

PROPOSITION 5. Soit sur une variété N , de dimension n , un systéme de Pfaff S ,

de rang q , transitif, d'invariant d'Engel s , N une variété

intégrale du systéme S ; la dimension v de 7 vérifie alors les inégalités :

C =
\an-s-qsn-q-zl—_l_—i1 H
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en particulier si c=n, on a (inégalité de Goze [9]) :

< q(n-q)
q+1

\Y

Démonstration : On peut supposer que 7 est une sous-variété de N (sinon on se
limite & un voisinage U de chaque point de N pour lequel 77N U est une sous-
variété de U) .

Comme Trs est une submersion, 11;1(72) est une sous-variété de S, de
codimension n -y ; les formes induites sur N par ®w et dw (ot @ est une
section de S) étant nulles, la forme (d es)ﬂ induite par des sur ngl('fl) est

nulle ; le rang de des étant inférieur ou égal & 2q+ 2s , on doit avoir

n-y = q+s ; on achéve la démonstration en utilisant les inégalités de Gardner.

3. Systémes de contact. Polarisations relatives et idéaux basiques.

A, Soient V et W des variétés de dimensions p et q , N =J1(V,W) la
variété des 1-jets réguliers dans V dans W ; la "forme de relévement" |, sur
N s'exprime, au moyen de coordonnées locales (xi,ya,y?) dans un ouvert de
J1(V,W) comme la suite des q-formes u)l,...,u)q ou :

a

P .
-z ya. dx’ (a=1,e04,q9) ;
=1

o =dy

cette "forme" y est caractérisée par la propriété suivante : une section ¢ de
N au-dessus d'un ouvert U de V est une application j1f (ot £ est une
application de U dans W) si et seulement si g%y =0 .

la forme | définit un systéme de Pfaff C de rang q , sur N appelé

N . s . a
systéme canonique ou systeme de contact, engendré localement par les formes w .

. p
On a : daw® = T dy* A axd .
=1

On vérifie que sur la variété Co (complémentaire de la section nulle
dans C) le rang de la forme 46, (ol 8, est la forme induite par 6 sur C)
est constant et égal & 2(q+p) (car l'invariant d'Engel s = p) . Donc le systéme

dérivé S1 coincide avec S . D'autre part dim Co = dim C = (p+q+pq)+q «

Pour que Co soit une sous-variété symplectique de T*M , il faut que
q=1 . 0n a alors une structure de contact (au sens usuel) sur N et l'on retrouve
les résultats d'Arnold [1] qui désigne par symplectifide de N 1la variété Co .

Remarquons qu'alors la projection CO - N est une fibration principale.

I

p+q+pq ; les variétés inté-

&éﬂ_;;%) ; ce sont les fibres de

la fibration o X B ¢t N=» Vx W , ot o et B sont les applications source et

Pour q quelconque, on a : dim N=n

it

grales de dimension maximum sont de dimension pq

but.
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Inversement Y. Haraguchi [9] a montré qu'étant donnée une variété N'
de dimension n = p+q+pq sur laquelle est défini un systéme de Pfaff S' de rang
q » de classe n , munie d'une feuilletage local de dimension pq dont les feuilles
sont des intégrales de S', ce systéme S' est localement équivalent au systéme de

contact C sur la variété N = J1(V,W) .

B. On définit de m&me un systéme de contact d'ordre k sur la variété

N = Jk(V,W) des k-jets réguliers de V dans W (avec N1 = N) au moyen de
N k N k PP

la forme de relévement y ; ce systéme de contact C  est défini localement par

les '"composantes' de cette forme :

P .
u)a = dya - ya,‘ dxd (a=1,404,q)
=1
a a P a s s .
w,=dy, - T y,_ dx (3s3gseeesdyq = Lseeesp)
J J s=1 Js -
p
a a a s
w. . = d}’j A - Y. j s dx ’
Jl'..Jk-1 1-.0.Jk_1 =1 Jlotoq k=1
les ya.1 ,...,ya.‘ . étant symétriques par rapport aux indices inférieurs ;
js Jqeeesdyy s
on a 3 p
i = £ oA ad
=1
p
al= 3 o A&’
QJ s=1 is
' P
d(.Da = N dya A de .

jlooc-jk_l s=1 Jl....jk-l S

On désigne encore par o : N -V et B : N - W les applications

k k
source et but et l'on note orll:_i la projection Nk - Nk-i .
Le i-éme systéme dérivé cy (i =1,40e,k=1) est le fibré (ozl; j.)*Ck-i ,
, k=i .
image réciproque du fibré C P

Soit K =a*(T*V) le sous-fibré de T*Nk , image réciproque de T¥V
et soit dans 1'algébre extérieure G.(Nk) 1'idéal X engendré par K (c'est-d-dire

encore par «a*G(V)) ; le sous-fibré K wvérifie les propriétés suivantes :

a) KN ck=oN

(fibré de rang nul de base Nk) ,
k

b) les sous-fibrés K et C @K (m= 1,0005k) sont des systémes de

Pfaff complétement intégrables.,
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Remarques : 1°) les variétés intégrales de K , contrairement i celles de ckox

ne sont pas intégrales de Ck
2°) les variétés intégrales de Ck ® K sont les fibres de la fibration

@xB :N - VxW.Mais pour k> 1, onn'a plus 1'équivalent du théoréme de

Y. Haraguchi.

Un systéme d'équations aux dérivées partielles d'ordre k sur V , &

valeurs dans W , est défini par une sous-variété Rk de Nk telle que la restric-
tion o« de o a Rk soit une submersion ; la forme de relévement pk s induit sur
sur R une forme de relévement p = i*uk (ou i est l'injection R - Nk) H
P définit un systéme de Pfaff Sk sur Nk qui vérifie encore les propriétés
a) et b) .

Une solution { de Rk (c'est-a-dire une application f d'une ouvert
U de V & valeurs dans W telle que jkf soit une section de Rk au~-dessus de
U, d'ou (jkf)*pk = Q) définit une sous~variété jkf(U) de Rk ; cette sous-
variété (appelée graphe de jkf) est intégrale du systéme Sk ; elle est de dimension
p = dim V ; de plus, elle est transverse aux variétés intégrales de H = KF\T*Rk s
c'est=a~dire aux fibres de la submersion aRk .

Ceci nous conduit & désigner le sous-fibré H de T*Rk sous le nom de

polarisation relative , par analogie avec la notion de polarisation introduite par

P, Molino [21] ; dans la situation étudiée par celui-ci, on associe & 1'équation
aux dérivées partielles (équation de Korteweg=De Vries) un systéme différentiel
extérieur engendré par des 2-formes ; la polarisation P est un champ d'éléments
de contact qui sont & la fois intégraux du systéme différentiel extérieur et trans=-

verses aux graphes des solutions du systéme d'équations aux dérivées partielles,

C. Plus généralement soit sur une variété N , de dimension n , un systéme de

Pfaff S totalement régulier. On dira que S admet une polarisation relative H

s'il existe un sous-fibré vectoriel H de T*N vérifiant les propriétés

a) HN s = ON

b) les sous-fibrés H , S® H ainsi que S, ®H (pour i = 1,..4,r)
sont complétement intégrables

c) H est minimal au sens suivant : tout sous-fibré vectoriel de H
possédant les propriétés a) et b) coiIncide avec H .

Par définition méme, chacun des systémes dérivés Si admet H comme
polarisation relative.

L'idéal ¥ engendré par H sera dit basique (dans [13] la notion

d'idéal basique ne suppose pas que H soit nécessairement complétement intégrable).

PROPOSITION. Soit 90 1'idéal engendré par S , 91 1'idéal engendré par le systéme

dérivé Si ;5 on a alors :
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dyj c9j+)i (3 = 0p1,000,1)

dg, c g, + 9, N¥ =101 .

La premiére relation résulte de la compléte intégrabilité de S@® H et Si ®H;
la seconde se déduit de la relation de dgi c 91-1 qui exprime que Si est le
(cf [13]) .

systéme dérivé de Si1

Remarques : 1°) Comme toute section de S appartient 4 1'idéal engendré par
S@® H , les feuilles du feuilletage défini par S ® H sont des variétés intégrales
de S , contrairement i celles de H , ce qui justifie la terminologie., Mé&mes
remarques pour les systémes dérivés Si .

20) Si pour toute section @ de S5, ona : dw€ g+ (35:)2 (ot (3‘)2
est le carré de 1'idéal M), alors le systéme caractéristique g de S colIncide
avec S@® H et S est de classe constante q+ h ol h=rang de H . Les

inégalités de Gardner (II 1 C) deviennent :
2s s h< (q+1)s .

. k . PP
Pour les systémes de contact C , le systeme caractéristique est

distinct de CkGB K (c'est-a-dire c=-q> h) .

Question : Pour un systéme de Pfaff S admettant une polarisation relative H ,
de rang h , existe-t-il des variétés intégrales de ce systéme dont la dimension
est comprise entre n-(q+h) et n- q-%} ? On a vu que pour le systéme de
contact d'ordre 1 ces deux nombres sont égaux.

la recherche de 'variables indépendantes'" par rapport auxquelles on peut

prolonger un systéme conduit & la notion de polarisation relative au voisinage d'un

point.

Pour qu'un systéme de Pfaff soit localement équivalent & un systéme de

contact d'ordre k= 1, ou a un systéme induit par un systéme d'équations aux

dérivées partielles, il est nécessaire qu'il admette une polarisation relative

au voisinage de chaque point.

Remarquons que m&me dans le cas d'une polarisation relative globale,

celle-ci n'est pas nécessairement unique, comme le montre 1'exemple de 1'équation

de Pfaff de r20H1 définie par la forme o = ax’+% yidxi=d(x°+z yixi) -z xldy
1

1 1

D, Exemple de systéme n'admettant pas de polarisation relative (Kumpera Ruiz

i

25]). On considére le systéme défini dans R’ par les formes

w1=dx1-x2dt N w2=dx2-x3dt N w3=dt-x4dx3 5

4 3 5 4
on a, en posant @ =dx , w =dx :
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5

4 4
dw1=-<n2/\ (w3+xu)) s dw2=-w4/\w3 s dw3=—w Au)a .

Dans [13] , nous avons introduit la notion de tenseur de structure

réduit pour un systéme de Pfaff totalement régulier : pour toute section « de
. re . . 2 P
Si (i=1,404,1) , 6, w est la réduction de dw mod 9i + 9i-1 N (,?o) 5 on vérifie

: . . re .
que si S admet une polarisation relative alors 61 et 51’. coIncident. Dans
red

1l'exemple considéré ici, le tenseur 62 est de rang 1 , alors que 62 est de
4 4
rang 1 si x # 0 et derang O si x = 0 ., On remarque que dans un ouvert tel
4 N
que x # 0, le systéme est engendré par wl,mz et u)3 = dx3-—1—4 dt : c'est un
X

"systéme de contact' .

Exemples de systémes admettant une polarisation relative. Les systémes

S et ¥ définis en II 2B admettent une polarisation relative H définie par le
systéme complétement intégrable engendré par w6 et 0)7 (resp. ® 6 et 0'57) ; en
effet on a d((,o6 A 0)7) =0 et d(m6 A u.'r7) = 0 . Le systéme caractéristique g
(resp. ; coincide avec S @® H (resp. T @ H) .

Par différentiation des relations (S) , on obtient dw6 A w5 =0,
d.o7 A 0)5 =0 ; (d'ou du)6=w5/\ 96 s Ch)7=u)5/\ 97) ; de la différentiation des
premiéres relations, on déduit : 96= o, 97= 0.

Si l'on pose u)6 = -dx1 , u)7 = -dx2 s on vérifie que le deuxiéme systéme

dérivé S, est équivalent au systéme de Pfaff.

2
ml = dzl-pi dx1 - p; dx2
wZ = dzz-p; dx1 - p: dx2

induit par le systéme d'équations aux dérivées partielles

Y -CRR UL Y
= ’ =T 1
Bxl sz axz axl
ce qui conduit 3 un systéme hyperbolique.
On démontre de m&me que pour le systéme I , on a : da'»6=o , d<'1')7=0

le systéme T, est équivalent au systéme de Pfaff induit par les équations de

Cauchy=-Riemann
2zt 22l 22l _ @2
= ’ =="70 ’
ax1 axz axz axl

conduisant & un systéme elliptique.
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