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ARCHITECTURE DES FEUILLETAGES DE CLASSE C2

Gilbert HECTOR

Soit (M,F) un feuilletage de codimension | sur une variété& compacte M. On dé-

finit une suite croissante {Mp}p€N de sous-ensembles fermés saturés par :

i) M0 est la réunion des ensembles minimaux de F ;

ii) Mp_ étant défini pour p > 1, l'ensemble MP—MP_l sera la réunion des ensem-

1
bles minimaux (non nécessairement compacts) du feuilletage induit par F dans M—Mp.

Les feuilles contenues dans Mp—Mp_l seront dites de niveau p. En classe C”, on

a alors les deux propriétés remarquables suivantes :

a) si M-M # @ alors M -M 0
p-1 p p-l

b) 1'ensemble saturé U M est dense dans M.
peN
Cette répartition des feuilles par niveaux définit 1'architecture du feuilletage.

On va voir qu'elle est reliée a la fois au type topologique des feuilles et 3 leur
type de quasi-isométrie.

De fagon précise, toutes les métriques riemanniennes sur M &tant équivalentes,
une feuille L de (M,F) est munie canoniquement d'une métrique riemannienne défi-
nie 3 quasi-isométrie pr&s. La croissance de la feuille L est un invariant de ce
type de quasi-isométrie.

Le but de 1'exposé sera alors de décrire la corrélation qu'il y a pour une
feuille L d'un feuilletage de classe C2 entre :

i) 1'espace des bouts de L (i.e. le type topologique de L),
ii) la croissance de L (i.e. son type de quasi-isométrie),
iii) le niveau de L (qui décrit 1'immersion j : L » M).

Dans cet exposé, nous nous proposons de donner une vue d'ensemble sur une théo-
rie qui regroupe des résultats d'auteurs divers (Cantwell - Conlon, Dippolito,
Duminy, Hector, Nishimori, etc..), &chelonnés sur une dizaine d'années. Le travail

n'est ni exhaustif, ni original et vise plus & décrire qu'a démontrer. Il se compose

243



G. HECTOR

de trois parties : la structure par niveaux est décrite au §.1, le rapport entre
niveau, croissance et bouts est étudié au §.2. Dans §.3, on donne un apercgu (trés

partiel) sur les techniques utilisées.

1) ARCHITECTURE GLOBALE.

Les premiers résultats sur l'architecture globale des feuilletages de codimen-
sion 1, de classe CZ, se trouvent dans [Hel] et [He3|. Une &tude analogue (mais
conduisant 3 des résultats notablement différents) a &té faite de fagon indépendan-
te par P.R.Dippolito en classe c® (voir [Di]). Dans la présentation ci-dessous, on

fait jouer un rdle essentiel 3 la notion de "minimal local".

Pour simplifier, nous nous restreindrons aux feuilletages transversalement
orientés ; toute feuille aura donc un c6té droit et un cdté gauche. En outre, sauf
au début du paragraphe 1.1, les feuilletages considérés seront supposés de classe

. 2 A
au moins C°, et les variétés seront compactes.

l1.1.~ Minimaux - Minimaux locaux.

Soit donc F un feuilletage de codimension | sur une variété M. Nous commen-
gons par quelques rappels.

1.1.1.- Type des feuilles.

i) les feuilles de F se répartissent en trois types :
(1) feuilles propres i.e. ouvertes dans leur adéhrence ;

(2) feuilles (localement) denses,

(3) feuilles exceptionnelles i.e. ni propres, ni localement denses.
Par exemple une feuille fermée dans M est propre. Une feuille L de F est tota-

lement propre si son adhérence L dans M est une réunion de feuilles propres.

ii) Une feuille L € F est propre si et seulement si pour toute transversale fermée
® a F, l'intersection 6 N L est un ensemble de points isolés. Si 6 N L est un

ensemble de points isolés & droite (resp. 3 gauche) on dira que L est semi-propre

3 droite (resp. 3 gauche). Parmi les feuilles exceptionnelles il en est qui sont

semi-propres, d'autres non.

iii) Une feuille L est exceptionnelle si et seulement si pour toute transversale

fermée 6, 1'intersection 6 NL est un ensemble de Cantor.

On rencontre des exemples de tous ces types de feuilles parmi les feuilletages

de T2 ou S3.

1.1.2.- Minimaux de (M,F).
i) On appelle minimal de (M,F) tout ensemble minimal (pour 1'ordre) de la famille
des fermés saturés de (M,F), ordonnée par inclusion. Un tel ensemble est bien siir

connexe.
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ii) on vérifie aisément qu'un fermé saturé M de (M,F) est minimal si et seule-
ment si on a M =1 pour toute feuille L contenue dans M. Une telle feuille

est alors également qualifide de minimale.

iii) Toutes les feuilles d'un minimal sont de méme type, d'oll une répartition des
minimaux en trois types :

(1) une feuille fermée.

(2) la variété M (si toute feuille de F est partout dense),
Dans ce cas on dira que F est minimal.

(3) un minimal exceptionnel,réunion de feuilles exceptionnelles.

On notera qu'un minimal exceptionnel contient au moins deux feuilles semi-propres

exceptionnelles.

iv) On peut construire des exemples de minimaux des trois types 3 1'aide de champs
de vecteurs de classe C] sur le tore T2 (voir en particulier [De]). Le premier
exemple de minimal exceptionnel (compact) de classe C” est dfi 3 R. Sacksteder

(voir [Sa 1]) .

(v) le théoréme de Sacksteder (voir [Saé]) dit que tout minimal exceptionnel com-

. 2 . . . R
pact d'un feuilletage de classe C~ contient une feuille 3 holonomie lingaire non

triviale.

1.1.3.- Le centre de (M,F)
i) On note respectivement C(F), E(F) et Z(F) 1la réunion des feuilles fermées,
des minimaux exceptionnels et de tous les ensembles minimaux de (M,F). On a bien

sir Z(F) = C(F) U E(F). C'est le centre de F.

ii) On montre que C(F) est fermé (voir par exemple [Ha]) et que E(F) est une

réunion finie. Bref, C(F), E(F) et Z(F) sont des fermés saturés de (M,F).

jii) Si M est compacte, l'ensemble des fermés saturds de (M,F) est inductif et
donc par application du lemme de Zorn on obtient Z(F) # @.
Par contre, on construit dans [He 3] des feuilletages (de classe c”) de &> sans

aucun minimal.

1.1.4.~ Minimaux locaux.
i) Soient U un ouvert saturé de (M,F) at FU le feuilletage induit par F
dans U. Un minimal de FU sera appelé un minimal local de F.
ii) Par exemple dans le feuilletage classique R de Reeb sur 83, toute feuille
planaire est fermée dans le complémentaire de la feuille torique. C'est donc un

minimal local de R. Des minimaux locaux des deux autres types peuvent s'obtenir en
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faisant un tourbillonnement de Reeb le long d'une transversale fermée qui coupe un
minimal.
iii) On notera que méme si M est compacte, mais F seulement de classe c® i1

pourra arriver que Z(FU) soit vide pour certains ouverts saturés de (M,F).

Pour palier d l'inconvénient signalé en 1.1.4. iii), on se restreint aux feuil-

2 _ . .
letages de classe C°. En effet on démontre le résultat suivant :

PR . . 2 caz
1.1.5. Théoréme : Soit F un feuilletage de classe C sur une variété com-

pacte M. Pour tout ouvert saturé U on a :

i) Z(FU) # @. De plus C(FU) est fermé dans U et E(FU) est une réunion finie.

Bref, Z(FU) est fermé dans U.

ii) tout minimal exceptionnel de FU contient une feuille 3 holonomie linéaire non

triviale.

L'affirmation ii) est une généralisation, en fait immédiate, du théoréme de

Sacksteder (voir [Hel]). Le point i) découle d'une description fine de 1'holonomie

d'une feuille semi-propre (voir §.3).

1.2.- Feuilletages de classe C2 : niveaux, hauteur:

" . 2
On supposera désormais que M est compacte et que F est de classe C°.

1.2.1.- La suite centrale de (M,F)-On appellera suite centrale de (M,F) 1la

suite croissante {Mp}pdN de fermés saturés définie par :

i) M= z(F),
ii) M -M =Z(F.) ol U = MM our > 1.
) MM v, P p-1 P P
On étend aux "ensembles feuilletés" la notion d'ensemble minimal. Alors, par

une démonstration analogue 3 celle de 1.1.5, on obtient :

1.2.2.- Proposition.

i) M = \UM_ est égal d M;
w
pelN
ii) Toute feuille L de M - (g Mp) est minimdle dans M - 0; Mp)
En particulier toute feuille de M-(uU Mp) est localement dense ou exceptionnelle
(mais pas semi-propre). P

Cette proposition permet de poser les définitions et de démontrer les résultats

suivants :
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ARCHITECTURE DES FEUILLETAGES

1.2.3.- Niveaux des feuilles-hauteur du feuilletage.

i) Considérons la famille ordonnée :

= .L..CMC ... C = M.
Z(F) MO C M1 C Mn Mw M

Une feuille L € F est de niveau & et on écrira o = niv(L) si :

LC Mamais L4 MB pour B < a.

Plus simplement une feuille de niveau w sera encore dite de niveau infini.

ii) On définit la hauteur de F par :

ht(F) = sup niv(L).
LeF

Alors ht(F) est soit finie, soit égale 3 w.

iii) Une feuille totalement propre est de niveau fini.

Les feuilletages que 1l'on rencontre habituellement sont bien siir de hauteur
finie. Dans [He j, on a construit divers exemples de feuilletages de hauteur infi-
nie. Il faut noter encore qu'en classe c® on peut construire des feuilletages

de hauteur &gale 3 n'importe quel ordinal dénombrable.

1.2.4.~ Théoréme de structure (voir [He ). Soit F un feuilletage de classe

2 tz. 2 :
C” sur une variété compacte M et T un feuilletage transverse 2 F.

Il existe p € N et pour toute composante connexe V de M—Mp, il existe

L e F et une application différentiable

¥ : LxI >~ M

qui vérifie les conditions suivantes :

i) ¢ est un difféomorphisme de L x ]0,1[ sur V ;

ii) W*T est le feuilletage vertical de ILxI et w*F est tangent au bord de LxI.

Ce théoréme signifie.que quitte & négliger les feuilles de niveau < p, le feuille~-
tage F se décrit a 1'aide de groupes de difféomorphismes de [0,]].

En particulier, on a :

1.2.5.- Corollaire. Tout feuilletage transversalement analytique est de hauteur
finie.

Nous terminons cette premi&re partie par une série de problémes ouverts ; leur
solution permettrait une description compléte des feuilletages de classe Cz, du

point de vue des niveaux.
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1.2.6. Problémes : Soit (M,F) de classe 02 avec M compacte.
i) soit M un minimal exceptionnel de (M,F). Est-il vrai que M-M a un nombre
fini de composantes connexes ? (Ce n'est pas vrai pour un feuilletage de classe c®
ni probablement pour un feuilletage de classe Cl).
ii) Existe-t-il un feuilletage F de classe C2 dont toutes les feuilles soient
exceptionnelles ? (il existe en classe c¢® voir [He 3]).
11i) Considérons F0£2(M) 1'espace des feuilletages de classes C2 sur M. (suppo-
sé non vide). Montrer que pour une topologie convenable, 1l'ensemble des feuilletages

de hauteur finie est dense.

2) ARCHITECTURE LOCALE : CROISSANCE ET BOUTS.

Dans cette deuxiéme partie, nous décrivons la corrélation qu'il y a, pour une
feuille L de (M,F), entre son niveau, son type de croissance et la profondeur de
son espace de bouts. Ici encore nous supposerons que M est compacte et que F est

de classe C2.

2.1.- Croissance des feuilles d'un feuilletage.

2.1.1.- Croissance des fonctions.

. . <1z + . . .
i) Soient f et g deux Eléments l'ensemble de C(R ) des applications crois-
+ s A . P . .
santes de R dans lui-méme. On dit que £ est dominée par g s'il existe des

réels positifs a,B,xo tels que :
f(x) ¢ a g(Bx) pour x 2 X -

Si p est la relation d'équivalence associée a ce préordre, 1l'ensemble quotient
+ . . .
C(R)/p est muni naturellement d'une relation d'ordre (partiel) ¢ . La classe

d'équivalence de f mnot@e croiss(f) s'appelle le type de croissance de f.

ii) Ce type de croissance f est dit

(1) polynomial de degré n [resp. exactement polynomial de degré n]

s'il existe un polyndme p de degré n tel que :

croiss(f) < croiss(p) [resp. croiss(f) = croiss(p)].
(2) exponentiel si :

croiss(f) > croiss(exp).

On montre par exemple que deux polyndmes ont le méme type de coirssance si et seu-

lement si ils ont le méme degré.
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2.1.2. Type de quasi-isométrie - Croissance des feuilles.

i) Deux métriques riemanniennes g, et g, sur une variété N sont

équivalentes s'il existe k > O tel que pour les normes correspondantes, on a :
1
E[|VH2 < HVH1 < k||v||2 pour tout v e T (N).

La classe d'équivalence de g, définit le type de quasi-isométrie de la variété

riemannienne (N,gl). Par exemple, toutes les métriques sur une variété compacte

sont &quivalentes.

ii) Soit alors (N,g) wune variété riemannienne. Si B(xo,r) est la boule de cen-
tre x € N et rayon r (relativement 3 g), on montre que le type de croissance
de la fonction

+ +
tR >R

Y(g,xo)
r - vol B(xo,r)

ne dépend pas de X mais seulement du type de quasi-isométrie de g. On 1l'appelle

le type de croissance de (N,g).

iii) En particulier, soit L une feuille d'un feuilletage (M,F). Si M est com—
pacte toutes les métriques sur M sont &quivalentes et donc il en est de méme pour
les métriques induites sur L. Le type de croissance correspondant est noté

croiss(L) ; c'est le type de croissance de L (considérée comme feuille de F).

Par exemple, les feuilles planaires du feuilletage de Reeb ont une croissance liné-

aire (i.e. exactement polynomiale de degré 1).

Les résultats ayant trait 3 la croissance sont diis 3 des auteurs divers. Nous
les énongons dans un ordre qui ne correspond pas nécessairement 3 1'ordre de démons-

tration :

2.1.3.- Résultats de croissance - Soit F un feuilletage de classe C2 sur

une variété compacte M.

i) Pour toute feuille L de F on a :

croiss(L) g croiss(exp).
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-~

ii) Toute feuille d'un minimal (local) exceptionnel est 3 croissance exponentielle.

(se déduit d'un résultat de Plante (voir [P]) et de 1.1.5 ii)).

-~

iii) Une feuille totalement propre est 3 croissance exactement polynomiale de degré n

si elle est de niveau n. (cf. [C.C3)

iv) Une feuille semi-propre est 3 croissance polynomiale si et seulement si elle est

totalement propre ; si elle n'est pas totalement propre, elle est 3 croissance expo-

nentielle.

(v) Soit Ll une feuille de niveau fini. Si Ll C EZ on a croiss(Ll) < croiss(Lz).

En particulier toute feuille de niveau infini est & croissance non polynomiale.

2.1.4.- Exemples. Dans [He 4], on décrit un feuilletage (M,F) de classe c

ayant :

(1) Pour chaque n € N une feuille & croissance exactement polyno-
niale de degré n.

(2) des feuilles 3 croissance exponentielle ;

(3) une famille non-dénombrable de feuilles ayant un type de croissance

non-exponentiel et non-polynomial deux & deux distincts.

En procédant de fagon analogue, on peut construire des familles de feuilletages
ayant des feuilles localement denses de niveau fini qui sont 3 croissance non-expo-

nentielle et non polynomiale comme en (3) ci-dessus.

2.1.5. Problémes

i) Est-il vrai que toute feuille 3 croissance polynomiale est en fait & croissance

exactement polynomiale ? [C'est vrai pour les feuilles a croissance au plus lingaire].

ii) Plus généralement, caractériser les types de quasi-isométrie sur une vari&té L
. ~ 5 . . 2 c ez
qui peuvent &tre obtenus & 1'aide d'un feuilletage de classe C sur une variété

compacte admettant L comme feuille.

Py

2.2.- Bouts d'une variété.

i) Soit L une variété. Une suite {En}naN de sous-variétés fermées connexes de

L définit un bout de L si on a :

1) E [« En pour tout n et () En =¢ 3
nelN

(2) aEn est compact.
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Deux suites {E_} et {E'} définissent le méme bout € si pour tout n il
n nelN p pelN
existe p tel que
E DE' .
n P
Dans cette situation, on écrit ¢ = (En) = (E;). L'ensemble Bt(L) des bouts de L

est vide si et seulement si L est compacte.

ii) Si € = (En) est un bout de L, la suite {Bt(En)}neﬂ définit un systéme fonda-
mental de voisinages de €. Muni de la topologie correspondante Bt(L) devient un
espace compact totalement discontinu qui s'identifie 3 un sous-espace fermé de 1l'en-
semble de Cantor. A son tour L= L1l Bt(L) est muni d'une topologie d'espace com-
pact compatible avec les topologies de L et Bt(L). On dira que E est la compac-

tification de L par les bouts.

css n . .
iii) Par exemple, R~ a un ou deux bouts suivants que n > 1 ou n = 1. Soient N
une variété compacte et K C N une partie compacte totalement discontinue. Alors

pour L = N-K, on a :
n
Bt(L) =K et L =N.

I1 ne faudrait toutefois pas croire que le compactifié par les bouts d'une variété
soit toujours une variété ; ce n'est pas le cas par exemple pour une surface de gen-

re infini.

2.2.2.- La filtration centrale de Bt(L) - Profondeur de Bt(L).
i) On définit la filtration centrale {Bt(“)(L)} de Bt(L) par :

a8 w)

Bt(L)

- é:l Bt(B)(L) si o est un ordinal limite ;

) B

(o~

. . ) .
- 1'ensemble dérivé de Bt 1 (L) si non.

ii) Il existe un ordinal transfini = tel que

* Bt("+l)(L) - Bt(")(L).

Le plus petit = vérifiant la propriété (%) est appelé profondeur de Bt(L) et
1'ensemble Bt(")(L) s'appelle le stabilisé de Bt(L). Par exemple, Bt(L) est de
profondeur O [fesp. l] si c'est un ensemble de Cantor [resp. un ensemble fini].
Pour tout ordinal dénombrable m il existe une surface L telle que Bt(L) soit
de profondeur 1.

Nous appliquons maintenant les concepts précé&dents aux feuilles d'un feuilleta-

ge F sur une variété compacte M, pour lesquelles on généralise les notions bien
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connues d'ensembles a-limite et w-limite des champs de vecteurs.

2.2.3.- Ensemble-limite d'un bout.

i) Soient L une feuille de (M,F) et € = (En) un bout de L. On montre que si

En est 1'adhérence de En dans M, alors M En est un fermé saturé connexe non
nelN
vide de (M,F). On 1'appelle 1l'ensemble-~limite de L suivant le bout €. On le note

e=-1im(L).

ii) Si F est de classe Cz, on montre qu'il existe une feuille F telle que :
e-1lim(L) = F.

iii) De (ii) on tire 1'idée de niveau d'un bout € par niv(e) = niv(F). A partir

de cette idée on introduit toute une typologie des bouts (que nous ne développerons
pas ici). On remarquera simplement que niv(e) = niv(L) si et seulement si

e=1lim(L) = L. En général, on aura donc :
niv(e) < niv(L).

iv) Dans 1'exemple de [HeA], si on désigne par Ln la feuille de niveau fini n,

alors il existe un bout ¢ de Ln tel que :

e—llm(Ln) = Ln—l

On verra au §.2.3 que si F est sans holonomie 3 feuilles denses, alors, pour toute
LeF et tout € € Bt(L), on a :

e=1im(L) = M.

Le premier résultat dans la liste ci-dessous est extrémement important et typi-

que de la classe C2 3 i1 est di a G. Duminy.

2.2.4.- Résultats sur les bouts en classe Cz.

i) Soit L une feuille semi-propre exceptionnelle telle que L est un minimal de
(M,F). Alors Bt(L) est un ensemble de Cantor.
ii) Pour toute feuille semi-propre exceptionnelle L, la profondeur w de Bt(L)

est finie et le stabilisé Bt(n)(L) est un ensemble de Cantor. En particulier,

Bt(L) n'est pas dénombrable et = est &gal 3 niv(L).

Remarquons que pour les feuilles totalement propres il y a donc &galité@ entre

le niveau, la profondeur des bouts et le degré de croissance (voir aussi Bm 3]).
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Enfin remarquons que, 3 l'aide des mémes techniques, on montre qu'un groupe de

difféomorphismes analytiques de Sl qui laisse un Cantor invariant a un Cantor de
bouts. Les théorémes de Stallings (cf. [St]) permettent alors de décrire la struc-
ture algébrique de tels groupes.

Signalons pour finir deux probl&mes ouverts :

2.2.5.~ Problémes.
i) Pour une feuille de niveau infini, y a-t-il corrélation entre son type de

croissance et l'espace de ses bouts ?

ii) Essayer de montrer par ce type de méthodes qu'il existe une surface non-compacte
. A . . 2 . 2
qui ne peut &tre feuille d'aucun feuilletage de classe C~ sur une quelconque varié-

té compacte M.

2.3.- Les feuilletages minimaux de classe CZ.

Rappelons qu'un feuilletage (M,F) est minimal si toutes ses feuilles sont

partout denses. On a donc

niv(L) = 0 pour toute feuille L e F et ht(F) = 0.

Nous distinguons deux cas :

2.3.1.- Feuilletages minimaux définis par une forme fermée. Soit (M,F) un

feuilletage sur une variété compacte défini par une forme fermée w.

i) Il existe un flot transverse qui &change les feuilles. Il s'ensuit qu'elles

sont toutes difféomorphes 3 une méme variété L et ont méme type de quasi-isométrie.
ii) La classe de cohomologie de w définit un homomorphisme :
Im : nl(M) > R.

1'image de Iw est un sous-groupe de type fini de R donc il existe r € N tel que
imI %2°, on appelle r 1le rang de w. La minimalité de F implique que 1l'on a

w
rx 2.

iii) Le théoréme bien connu de Tischler permet alors d'approcher  par une forme

fermée § telle que °
(1) @ définit une fibration p : M » Sl s
(2) il existe un revétement galoisien
q:L~>F

dont le groupe des automorphismes est isomorphe 3 Zr_l [od F désigne la fibre
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(compacte) de p].

iv) De la situation de revétement ci-dessus on déduit alors par des arguments classi-

ques que :
(1) croiss(L) est exactement polynomiale de degré (r-1),

(2) L a un ou deux bouts suivants que r > 2 ou r = 2.
Par exemple, en dimension 3, ceci permet de caractériser les surfaces L qui

peuvent &tre feuilles d'un feuilletage minimal défini par une forme fermée (voir

[cc2).

2.3.2.- Cas général. Soit (M,F) un feuilletage minimal de classe C2 sur une

variété compacte.

i) si F est sans holonomie, il est topologiquement conjugué a un feuilletage Fw

défini par une forme fermée w. La conjugaison est un difféomorphisme et une quasi-
isométrie en restriction & chaque feuille. Les résultats de 2.3.1. s'étendent donc

sans difficulté.

ii) Si F est a holonomie non triviale, on montre comme en 2.1.3. i1i) que toute
feuille est 3 croissance exponentielle. Par contre les feuilles ne sont plus homéo-

morphes entre elles et il n'y a aucun résultat connu quant 3 leurs espaces de bouts.

3) APERGU TECHNIQUE : HOLONOMIE DES FEUILLES SEMI-PROPRES.

Soit (M,F) wun feuilletage de classe C2 sur une variété compacte M. On choi-
sit un feuilletage transverse T et on construit un pseudo-groupe d'holonomie glo-
bale P de F défini sur 1'axe Q d'un recouvrement bidistingué U (Q est la réu-
nion d'un nombre fini de T-plaques,une pour chaque ouvert appartenant a U)

(voir [H.ﬁ]). Pour toute feuille L € F et tout x € Q N'L, le pseudo-groupe d'iso-

tropie Px de P au point x  est le pseudo-groupe d'holonomie de L en X . Le
o .
groupe des germes en X, des €léments de Pxo est le groupe d'holonomie de L au

sens usuel .

La description de 1'architecture de F repose alors sur 1'étude des pseudo-
groupes d'holonomie des feuilles de F. Parmi celles-ci, les plus importantes sont

les feuilles semi-propres pour lesquelles on a le résultat fondamental suivant :

3.1.- Lemme : Soient L une feuille semi-propre et X € L N Q. Il existe un

voisinage compact V de X dans Q et une suite {gn}ndN qui engendre P tels que

i) Pour tout n, g, est défini sur V,

ii) la suite {g'} tend uniformément vers 1 sur V.
—_— n nelN
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3.2.- Remarques et Notations.
i) Pour u € V on note Px (u) 1l'orbite de u par l'action de P, sur V. Une

o
telle orbite est un point fgxe si on a Px (u)={u}. Elle est cyclique s'il existe

g€ Pxo tel que Pxo(u) = {gn(u)}neN . La’relation d'équivalence sur V dont les

classes sont des orbites de Px est ouverte.
o

ii) Pour simplifier, identifions V a [—1,+1] avec x = 0. Par restriction de

Pxo E [b,l] (resp. [}1,0]) on obtient le pseudo-groupe d'holonomie P; (resp.

_ o

Py ) de L adroite (resp. @ gauche). Par passage aux germes il définit le groupe
ol —

d'holonomie & droite (resp. i gauche) de L. On a bien sir :

P; (u) pour u e [0,1]
o
P (W =
o —-—
Px (u) pour u € [—],O].
o

Les notions de minimal, minimal local etc.. introduites au paragraphe 1.2 pour les

feuilletages valent en fait pour les relations d'&quivalence ouvertes en général.

+ . o s
3.3.- Minimaux d'holonomie . Soit alors p 1la relation d'équivalence sur [b,l]

.. . +
associée 3 1'action de Px .
(o)

i) On déduit de 3.1. que p+ possé&de un minimal (local) dans lo,1]. on dira que

c'est un minimal d'holonomie (3 droite).

.

ii) Un minimal d'holonomie est de 1'un des quatre types suivants :
(1) un point fixe ou (1 bis) une trajectoire cyclique ;
(2) 1'ensemble ]0,1] ;
(3) un minimal exceptionnel.

cos cqs . 2 .
iii) Utilisant fortement le fait que P; est de classe C°, on montre (voir [He 2])

o e + . o ]
que par restriction de Px 3 un intervalle [O,n] convenable le cas (3) ci-dessus
o)
se raméne 3 (1 bis). On obtient alors une des trois situations suivantes :

(1) il existe une suite décroissante {xp} de points fixes qui con-

verge vers O.
(1 bis) il existe une orbite cyclique s'accumulant sur O ; celle-ci

permet de construire un morphisme de pseudo-groupes :
n .
Ko > {g }neN (cf. 3.2. 1))
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qui par passage aux germes définit un homomorphisme de groupes :

HL : nl(L,xo) > Z .

Considéré comme une classe de cohomologie sur L, on obtient par 3.1. ii) que

H e Hé(L,Z) est @ support compact.

. +
(2) toutes les orbites Px (u) pour u e |0O,n] sont denses dans
o i
]O,UJ.
iv) On a bien siir une situation analogue avec 1'holonomie & gauche. On notera toute-

fois que si par exemple L est semi-propre 3 droite mais exceptionnelle, alors tout

minimal d'holonomie 3 gauche est soit un point fixe, soit une orbite cyclique.

L'importance des considérations précédentes apparait dans la construction géomé-

trique suivante :

3.4.- Interprétation géométrique — Soit (ﬂt) un flot transverse 3 F.

i) Pour toute feuille L de F, 1'application
¢ : LxR~>M
(x,8) > ¢ (x)

. * .
est transverse & F et le feuilletage ¢ F sur LxR transverse aux verticales est

un déploiement de F au voisinage de L au sens de [H.H.].

ii) La variété L (identifiée 3 Lx{0}) est une feuille de ¢*F qui a un groupe et
pseudo-groupe d'holonomie isomorphes 3 ceux de L considérée comme feuille de F. Il

. L. * o .
est alors clair, que Px caractérise ¢ F au voisinage de L (cf. [Ha]).
o
iii) En particulier, si L est semi-propre dans F, on déduit de 3.3. iii) que pour
. . * . . . .
le feuilletage induit par ¢ F dans LX[b,+m[ on a 1'une des trois situations sui-
vantes :

(1) quitte & faire un changement de paramétrisation dans la direction

verticale, il existe une suite décroissante {tp}pdN de limite O telle que
. *
L x {tp} est une feuille de ¢ F.

. * 242 2
(1 bis) il existe une feuille F ¢ ¢ F et une sous-variété fermée F

de F 3 bord compact, telle que la projection verticale :
q: F0 +L

est un "semi-revétement cyclique" de "semi-groupe d'automorphismes" N. (le prototype

s s N + . s
d'une telle situation est donné par la restriction @ R de 1l'application exponen-

1
tielle exp : R > S7).
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(2) toutes les feuilles voisines de Lx{0} sont localement denses.

iv) On a bien s{ir une situation analogue dans LX]-W,O] avec la restriction que 1'on
ne peut avoir la situation (2) du cdté oli L est exceptionnelle (comme feuille de

F).

3.5.- Utilisation.
i) En généralisant & la situation de semi-revétement des arguments qui sont bien con-

nus dans le cas des revétements , on montre que :

(1) les fonctions croissance YL et Yp de L et F0 introduits
.= . o]
ci-dessus sont liées par une relation du type :
+
Yp (r) = r.yL(r) avec r eR .
o
(2) pour les profondeurs ™ et L de Bt(L) et Bt(Fo) on a :
o
= + 1.
e L 1

ii) Les résultats d'architecture locale portant sur les feuilles de niveau fini sont

alors obtenus par 1'@tude du comportement de ¢ quand on le restreint & Fo.
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