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SUR L'ORIENTATION DEFINIE PAR UNE FORME DE

PFAFF DE CLASSE MAXIMALE

F. VARELA

1e - Dans cet exposé, je voudrais faire une remarque sur le comportement
par C°-perturbation, de l'orientation définie par une forme de Pfaff de classe
maximale sur Rn .

Cette remarque est inspirée dans le fait suivant : "Pour un difféomor-

phisme f de Rn , le signe du jacobien de f est C°-stable" .

2. - Soit maintenant ® une forme de Pfaff de classe deux sur R2 , clest-

a-dire :
dov = f(x,y) dx AN dy avec £ > 0 partout.

La formule de Stokes montre que si ®W' est de classe deux, et C°-proche a

alors dw' définit la méme orientation que celle de dw .

Par contre, dans R2n+1 on a la propriété suivante : (n > 1)

PROPOSITION 1, - Soit w = x1dx2+...+ x2n_1d x2n+dx2n_'_1 la forme de contact de

2n+1 . Alors dans tout C°-voisinage de w , il existe une forme

Darboux sur R

de Pfaff w' vérifiant :

n 2
w' A faw']” = -x% A [aw]™ A nombre réel domné.

Pour le prouver, il suffit de prendre :

W' = X . d X +ees X d
19 ¥ on-1d Xont 33035 30%, ) @ Xon-1¥ 3p(Kop_g3:%p, o) x5
ol a, et a 2sont des fonctions analytiques sur R2n+1 vérifiant :
a) aj + ag < w
2
b da, Ada, =\
) da 2 4 X3 M X p

Remarque 1. Les fonctions a, et a, sont données par :

2 = Hang0 Xpn 5) c0s N gl g0 %y, )

25 = £0gn g0 Xpqp) sin 2 9Xon 37 *pn-p)
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-1
1 Xy ot X, )
f=w§(1+e2n3 2n-2

avec 3
Xop gt x2n_2) (x2n_3+1) (1]

g = w-1—(x2n_3+ X2n_2)(1 +e

COROLLAIRE 1. L'ensemble des formes de contact qui définissent la méme orienta-
2n+1

tion sur R n'est pas C°- ouvert pour n2 2 .,

Remarque 2. Le méme argument montre que la forme :

= x1d x2- x2d x1+...+ x2H_1d x2n— x2nd x2n_1

peut s'approcher C° par w' telle que :

faw]® = A%[aw]® (nz2)

3

Remarque 3. On considére sur R2 X S la forme de contact :

= x1d x2— x2d x1+ w3

ou m1, wz, w3 est une base de 1-formes invariantes sur 33 « Le champ de

Reeb associé, a toutes ses orbites fermées, par conséquent ne peut pas s'exprimer
globalement sous la forme de Darboux.

1
La forme =xd x. - x,.d x_ +® X w ou t
a W 1@ Xpm Xpd X+ Wt a1(x1, 2) w, +a, (x1, x2) 5 (pour a, e
3, voir remarque 1) est aussi de contact et d'orientation opposée & celle de W .

3) En dimension trois, on a la

3

PROPOSITION 2. On considére sur R la forme de contact w = xdy +dz . Alors

si w' est aussi de contact et suffisamment C°-voisine de w , on a :

w' A dw' = fdx A dy A dz

avec f >0,

Remarque 4. On peut supposer W' = a1dx + (x-+a2) dy + dz ou a, et a2 sont

"petits" .

Remarque 5. Soit @ une forme de Pfaff, et soient X, Y, Z des champs de
vecteurs globaux et indépendants tels que w(X) = w(Y) = 0, 0(Z) = 1 . Alors
on a @

w A do(x,Y,z) = w([x,Y]) .

Si on applique cette remarque a la forme ' , et aux champs de vecteurs
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3 3 d
X=§-a1$;Y=g};-(x+a2)3;; Z=3

on obtient :

w' Aw'(X,Y,2) = - £ %

ol f est donnée par :
d

[x,Y] = £ 5

Remarque 6. Soient P, et *t les groupes & un paramétre engendrés respecti-
2}

- xgl « On a alors pour t =1 :

o)
vement par 5; B Z

y
Yqo ¢_1° W+1° qu1(0!0v0) = (0101'1)

La proposition 2 résulte maintenant du :

. o) <] <) o)
LEMME., Soient X = =t £ 32 et Y= 3y +935; des champs de vecteurs complets

dans l'espace R et soient Py et Wt les groupes & un paramétre engendrés

A 9
par X et Y respectivement. Alors la condition : [x,Y] = £ 3, avec £>0

implique, que pour tout t > 0

ot(O) =V_,09_0 ¥ 0¢ (0,0,0) =1 e, avec A >0

Remarque 7. Soit H = { 9 5o Vv 40 _ 3o ¥ o wt (0,0,0) : t, [0 1]} . De

1'hypothése [X,Y] = £ 3— avec £ >0, on dédult qu'il existe un nombre ration-

nel h suffisamment petit, tel que pour tout point P € H on ait :
-P = = A r > .
Uh(P) P=y_,0¢,0V0q (a1,a2,a3) A ey avec A 0

Démonstration du lemme : Il suffit de le montrer pour t =1 .

Soit X wun entier tel que Xh = 1 et considérons le point 01(0) . Nous pro-
cédons par induction sur X . Pour K = 1 , le résultat est trivial. Pour X = 2

la proposition signifiée GZh(O)-(O) =\e avec A > 0 o Pour le montrer,

3
nous effectuons la construction suivante :

soit P, = RN (0) ; d'aprés le choix de h , le point

= - = > H
P, =9_0¥0q o v_h(P1) est tel que P,- P, h1 e, avec 11 0;

comme les courbes intégrales du champ X qui passent par P1 et P2 sont dans

un méme plan vertical, le point

avec A, >0,

P3 = W_ho th(Pz) vérifie P3- oh(O) = k2e3 5

Ainsi, on a :
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P- (0) = (P,- 0,(0)) + (0, (0) - (0)) = (+1,) e,
Le m@me raisonnement permet de voir que le point :
Py =4_0 ¥ 00 ,09,0 ¥,0 @0 @0 wh(PS) vérifie :

P4— P3 = X4e3 avec K4 >0

You - = - ~ - . . .
d'od P, (0) (P4 P3) + (P3 (0)) = (n +A* X4) ey« Les relations antérieures
montrent que P4 = Uzh(O) .

On obtient le lemme en appliquant la construction antérieure au point c(k—1)h(0) .

COROLLAIRE 2. L'ensemble des formes de contact qui définissent la méme orientation

sur une variété de dimension trois est C°-ouvert.

Remarque 8. Soit w = x2dy + dz sur R3 . La proposition 2 montre qu'une telle
forme ne peut pas s'approcher au sens C° par une forme de contact, c'est-a-

dire la surface X =0 est "rigide" .

Par contre, en dimension cing, dans toute C°-voisinage de la forme :
H H

2
= d
[V x1 dx2+ x3 x4+ dx5

il existe une forme de contact. Il suffit de prendre :

2
" - a X
w' = x1 dx2+ x3dx + dx5+ 1d 3+ a2dx

(pour a, et a, voir remarque 1) o Ainsi 1l'hyperplane x, = O n'est pas

1 1

rigide.
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