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QUELQUES QUESTIONS DE GEOMETRIE EN RETROSPECTIVE

par

W.T. van Est

Cette conférence ne prétend que passer en revue, de maniére trés incompléte,
quelques développements en géométrie, qui, a mon avis, font ressortir clairement
qu'en histoire de mathématiques, on peut tracer certaines lignes d'évolution, pour
ainsi dire des "fils rouges", qui relient des travaux anciens aux travaux plus
récents. Souvent des mathématiciens d'orientations les plus diverses y ont apporté
leur contribution sans qu'ils aient toujours été conscients des racines lointaines
du probléme envisagé.

Certes le théme n'est pas nouveau. Les mathématiciens prennent de plus en
plus conscience de la valeur de l'histoire des mathématiques comme complément sou-
haitable & c6té des mathématiques artisanales. Mais en méme temps une telle prise
de conscience ne peut se faire que si les mathématiciens eux-mémes s'occupent de
l'histoire de leur science. *) A cet égard le livre de Felix Klein[30]sur 1'his-
toire des mathématiques au dix-neuviéme siécle est 1'un des exemples les plus
célébres.

Cependant mon but est beaucoup plus modeste. J'ai choisi un théme qui me
semble revétir une importance centrale dans les mathématiques du dernier siécle et
du ndtre, notamment celui du "passage du local au global", dans le but d'y apporter
quelques illustrations prises du domaine de la géométrie, théme général de ces
Journées.

Tout d'abord je vous rappelle qu'une bonne partie de l'analyse et de la géomé-
trie différentielle du dix-neuviéme siécle est d'une nature locale en ce sens que
tel ou tel résultat n'est vrai qu'en restreignant convenablement le domaine envisa-
gé. De telle nature est la plupart des résultats qu'on trouve par exemple dans les
livres de Goursat sur les équations aux dérivées partielles et le probléme de Pfaff
([201, [21], [22]). Tels sont les résultats sur les groupes de transformations
dits de Lie, d'ailleurs intimement l1iés aux EDP du premier ordre ([33]). Tels
sont beaucoup de résultats en géométrie différentielle classique qu'on trouve dans
"Darboux" ([81]).

Bien siir, on savait fort bien a l'époque qu'il fallait recoller les morceaux

*) Voir p.ex. le texte de la conférence de André Weil lors du congrés de Helsinki
[551].
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locaux pour dresser le tableau global, et des résultats globaux ne manquent pas

tout & fait, mais dans le souci d'analyser en premier lieu une situation générique
on fut souvent amené a se restreindre au local.

Peu d peu vers le terme du siécle on commence & franchir les limites du local
dans le désir d'obtenir une vue d'ensemble de tel ou tel phénoméne. C'est par exem-
ple l'objectif clairement avoué de Poincaré lorsqu'il écrit [38]: "... Rechercher
quelles sont les propriétés des équations différentielles est donc une question du
plus haut intérét. On a déja fait un premier pas dans cette voie en étudiant la

fonction proposée dans le voisinage d'un de ses points du plan. Il s'agit aujourd'

hui d'aller plus loin et d'étudier cette fonction dans toute 1'étendue du plan. ..."

A présent cette tendance se poursuit toujours trés activement accompagnée de
deux phénoménes satellites, & savoir une profusion d'études sur toutes sortes de
singularités, et le développement des méthodes dites de topologie algébrique. Quant
a4 la topologie algébrique elle se définit, & mon sens, comme l'art de décrire une
structure globale obtenue par recollement de morceaux simples de maniére d ne plus
faire intervenir le choix particulier de l'assemblage. Et l'emploi des méthodes
combinatoires, loin d'étre une maladresse de la part des premiers chercheurs, est
plutdt profondément fondé dans la nature du probléme. De plus on peut s'attendre &
ce que tout domaine de mathématiques ol 1l'on rencontre des problémes de passage du
local au global comporte sa propre topologie algébrique. L'exemple simple suivant
pourra élucider ceci.

Une surface compacte de Riemann peut se concevoir comme un assemblage de dis-
ques unitaires qui sont des "morceaux simples" tant du point de vue de la théorie
d'une variable complexe que du point de vue de la topologie différentielle réelle.
Cependant pour le topologue différentiel la surface se caractérise complétement en
tant que surface compacte orientable par son premier nombre de Betti. L'analyste en
variables complexes, tout en constatant que la moitié de ce nombre n'est autre que
la dimension complexe de l'espace des formes de Pfaff holomorphes, a besoin, en
plus, de la connaissance des périodes de ces formes pour aboutir & une caractérisa-
tion du point de vue complexe. Cela montre que la topologie algébrique complexe
est plus compliquée que la topologie algébrique des variétés réelles.

Pour en venir au théme de mon discours, je voudrais commencer par discuter un
probléme de la géométrie différentielle *) que j'ai baptisé pour la circonstance
probléme de Serret-Frenet, bien que cette dénomination soit un peu abusive.

Comme on sait un triédre de Serret-Frenet glissant le long d'une courbe gauche
permet de définir la courbure k(s) et la torsion T(s) en fonction de la lon-
gueur d'arc s. Le probléme se pose dans quelle mesure la courbe est déterminée

par ces deux fonctions.

0
*) Ici on se met dans la catégorie C .
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De méme en théorie des surfaces le probléme se pose dans quelle mesure une
surface est déterminée par la premiére et la seconde forme quadratique.

On connait la réponse: Dans les deux cas la courbe respectivement la surface
est entiérement déterminée par ces données & un déplacement prés. Cette réponse
affirmative repose sur le théoréme d'existence locale des solutions d'un systéme
différentiel intégrable et comporte en plus un passage du local au global qui se
fait ici sans difficulte.

Néanmoins le probléme n'est pas épuisé. Pour cela reprenons le probléme dans
la réformulation due 4 Elie Cartan en tant que probléme en théorie des groupes de
Lie, et passons en revue, a cet effet, trés briévement la théorie élémentaire des
algébres et groupes de Lie en dimension finie.

Rappelons qu'une structure d'algébre de Lie sur un espace vectoriel L peut
se donner ou bien par un crochet de Lie [ , ] sur LXL ou bien par un opérateur
de cobord d sur l'algébre extérieure L*A de son dual, le lien entre d et
[, ] étant donné par la formule dw(x,y) = w(lx,y]), w € L*, X,y € L.

A

*
A tout sous-espace M c© L on associe l'idéal extérieur IM = AM AL od
* *A
AM désigne l'annullateur de M dans L . Réciproquement tout idéal I =A AL ,
a

*
o AcL est un sous-espace, n'est autre que IM oi Mc L est l'espace des

zéros de A.

Pour que M soit un idéal il faut et il suffit que dAM c AM A AM . Dans ce
cas (Ah,d) s'identifie & (L/) " ,d) .

Pour formuler le troisiéme théoréme de Lie (ou plutét sa réciproque) en termes
de L*A, définissons pour la circonstance la notion de L -variété comme un

couple (V,) od V est une variété connexe, L est une algébre de Lie et

*A * *
@ : L >0 (V) )est un morphisme d'algébres différentielles, tel que pour tout
* * * * %k
v € V on ait dim L = dim (@(L ))V = dim TV . ) Autrement dit, en choisissant
*
une base wl,...,wn de L et en posant w(wi) =T, On exige qu'en tout v € V
*
les formes de Pfaff Tl,...,rn définissent une base pour 1l'espace cotangent Tv,
et que de plus dri =% I Cszj ATy ou les coefficients cik sont les constantes
ik

de structure qui interviennent dans les équations de Maurer-Cartan
ik
ﬁwi =% £ 3w, A W -
ik t3
La définition de L -morphisme de Lie-Cartan se définit de maniére évidente,
et 1l'on constatera que tout L -morphisme est automatiquement une application &tale.
Réciproquement, étant donnée une application étale f : W -V, V é&tant munie

*A * *

d'une structure de L -variété ¢ : L -0 (V) , W, £ o) est une L -variété,
*

*) Comme d'habitude Q (V) désigne l'algébre des formes différentielles sur V.

*%) La formulation en termes de L est évidente. Cependant nous insistons par
la suite sur la formulation-ci.
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et f est un L -morphisme. En particulier il en est ainsi si £ est un revéte-
ment ou un plongement ouvert.

Les L - isomorphismes locaux f : U->U' odi U et U' sont des ouverts de
V, constituent un pseudogroupe T simplement transitif, i.e. tout germe d'un

v
élément de T est entiérement déterminé par le couple (source, but) et tout

v
couple (VO’VI) € V x V est un couple (source,but) pour un tel germe.

Une L-variété V sera dite transitive si le groupe GV des L - isomor-
phismes V = V agit transitivement sur V ; dans ce cas l'action de GV est sim-
plement transitive.

En choisissant un point d'origine Yo dans une L -variété transitive V, on
obtient un paramétrage du groupe abstrait Gv par l'application bijective
g - g(vo) , ce qui rend GV de Lie; dans ce cas w(L*A) s'identifie a 1'algébre
de Maurer-Cartan des formes invariantes & gauche sur GV.

Le troisiéme théoréme de Lie sous forme locale n'affirme que l'existence d'une
L -variété pour toute algébre de Lie L, tandis que la version globale du théoréme
affirme 1l'existence d'une L -variété transitive.

Avant de continuer la discussion du probléme de Serret-Frenet constatons qu'on
a ici un premier exemple du passage du local au global qui comporte de la topologie
algébrique non-triviale.

En effet E. Cartan a montré comment on peut passer de la version locale & la
version globale grdce au fait que le second nombre de Betti d'un groupe de Lie

*)

simplement connexe est nul (voir § VI de [5]).

Revenons maintenant & la discussion du probléme de Serret-Frenet. Le choix
d'un repére orthonormé le long d'une courbe ou d'une surface établit un plongement
p de la courbe/surface V dans l'espace R des repéres orthonormés de 1l'espace
euclidien. Or R est une L -variété transitive, oi L représente ici l'algébre
de Lie du groupe des déplacements euclidiens. En identifiant L*A 4 l'algébre de
Maurer-Cartan sur R des formes GR-invariantes, on obtient une représentation
p* : L*A - Q*(V) . Comme Cartan a fait remarquer le probléme de Serret-Frenet se
raméne pour une bonne partie au probléme dans quelle mesure le plongement p est
déterminé par le morphisme p*.

Cela donne lieu au probléme suivant un peu plus géné€ral.

*) Cette démonstration géométrique semble &tre tombée dans l'oubli, du moins les
textes courants sur les groupes de Lie (méme Bourbaki) n'en font aucune mention.
On se sert d'habitude du théoréme d'Ado qui est démontré par voie algébrique.
Cependant la démonstration géométrique de Cartan fournit en méme temps une base

d'une démonstration géométrique d'Ado ([ 13]) sans utiliser la décomposition de
Levi, ingrédient indispensable dans toutes les démonstrations algébriques.
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Etant données une L -variété transitive R associée a une algébre de Lie L,
et une représentation @ : L*A - Q*(V) ol L*A est identifiée & 1'algébre de
Maurer-Cartan sur R des formes GR-invariantes, et V est une variété abstraite,
dans quelles conditions existe-t-il une application f : V > R telle que ¢ = f*,
et dans quelle mesure une solution éventuelle f est-elle déterminé&par @°?

*
Pour discuter en détail ce probléme choisissons une base w ,...,mn de L

et posons T, = w(wi) . Dans V x R on considére maintenant l; systéme d'équations
de Pfaff

(1) TSy i=1,...,n.
Puisque ( est un morphisme d'algébres différentielles, les équations dérivées

(1a) dri = dwi
sont une conséquence de (1). C'est dire que (1) est un systéme complétement inté-
grable et définit, de ce fait, un feuilletage F de codimension n transverse aux
fibres verticales v X R, v € V. Autrement dit, pour toute feuille F 1la pro-
jection p, sur Y induit une application étale F -V, et les applications

Py Pr .

locales f : U —— F —— R, Ucv, pR étant la projection sur R, satis-
font & 1'équation f* = (p . Réciproquement toute solution locale £ du probléme
définit une plaque de F.

Observons que le groupe GR induit dans V X R un groupe de translations
verticales, noté G, qui conserve les formes w, et Ti et, par conséquent, le
feuilletage F.

Puisque GR opére de maniére simplement transitive sur R, il s'ensuit que
pour une plaque donnée P les G -transformées de P constituent une partition
de p;l(pV(P)) . De cela il découle que V x R dans la topologie feuilletée est
un revétement galoisien de V (par rapport a pv), dont les feuilles sont les
composantes connexes. Par conséquent pour chaque feuille F, F —— V est en-
core un revétement galoisien de V & groupe de Galois G(F) c G.

Puisque G permute transitivement les feuilles entre elles, G(F) subit une
conjugaison en passant 4 une autre feuille.

Evidemment les applications locales f : U >R, U étant un ouvert de V,
définies par F se recollent en une application globale f : V- R ssi F —E!» v
est un homéomorphisme, ou, autrement dit, ssi G(F) est trivial.

En choisissant un point de base vo dans V, et un point x au dessus VO,
tout lacet ) basé a vy se reléve en un chemin XX a point initial x qui est
situé dans la feuille Fx passant par x . L'opérateur ny qui associe & x
1l'autre extrémité de Ax ne dépend que de la classe d'homotopie [A] de X, et
n:[A]- n, est un homomorphisme de wl(v,xo) dans le groupe H de toutes les

permutations de la fibre Yo X R qui commutent & G.
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n sera appelé morphisme de périodes et n(‘ll’l(V,xo)) c H sera dit le groupe
des périodes. Un raisonnement simple bien connu montre que n(wl(v,xo)) est iso-
morphe & G(F) (bien qu'il n'existe pas en général 4d'isomorphisme canonique, 1l'in-
détermination étant une conjugaison éventuelle), d'od 1l'on obtient le critére:

L'équation f* =@ a une solution f : V » R ssi le groupe des périodes

n(ﬂl(V,xo)) est trivial. Dans ce cas la solution f est déterminée & un facteur

d gauche € G_ prés.

En prenant pour R 1la droite réelle et pour L*A 1'algébre différentielle
engendrée par la forme w= df invariante par rapport aux translations, 1'image
P(w) , pour tout morphisme @ : L*A g Q*(V) , est une forme fermée. Réciproquement
toute forme de Pfaff fermée sur V est l'image de w par rapport & un morphisme
convenable @ . Dans ce cas le critére ci-dessus se réduit au critére pour 1l'exac-
titude d'une forme fermée.

Par analogie, dans le cas général, un morphisme @ : L*A 4 Sl* (V) sera appelé

cocycle de Serret-Frenet 4 valeurs dans l'algébre de Lie L.

Une fois reconnu ce que c'est qu'un cocycle de Serret-Frenet, des exemples
foisonnent.

Prenons le tore 'I‘2 privé d'un point *® et muni d'un point d'origine O .
Soient Tl, Tz deux formes de Pfaff fermées dont les classes de cohomologie con-
stituent une base pour la cohomologie de de Rham HcliR(Tz —{o}) . Alors le couple

Tl, T2 constitue un cocycle de Serret-Frenet & valeurs dans l'algébre de Lie com-
mutative de dimension 2. Cela fournit un morphisme n : vvl(T2 - {=}, 0) ->R2 , et
les périodes forment un réseau P1 dans R2

Puisque T2 - {»} a cohomologie triviale en dimension 2, il existe une forme

de Pfaff T3 telle que dT3 = 'rll\‘r2 . Maintenant le triple 11, 'r2, 'l:3 définitun

cocycle de Serret-Frenet a valeurs dans 1'algébre de Lie dite de Heisenberg. Il enrésulte
un homéomorphisme de périodes n : " (T2 -{}, 0) > H, oi H désigne le groupe de Heisen-

2
berg. Le groupe des périodes P_ se projette surPl par le morphisme H - R~ associé & 1'in-

2

clusion {ml,w,)} C{wl,w ,w3}. D'autre part P, est déterminé & une conjugaison prés. Par

2

conséquent l'intersection P20 de P2 avec le centre de H est bien détermi-

née par le choix de = c'est le grou des périodes secondaires.
1% pe

1IT2lT3 i
11 A 1'3 et 12 A T3 étant des formes fermées on trouve des formes ‘r4,‘r5

telles que d'r4 = Tl A ‘r3, cl'l'5 = ‘r2 A T3 , ce qui fournit un cocycle de Serret-

Frenet 4 valeurs dans une algébre de Lie nilpotente de dimension 5. En bref on
retrouve la théorie d'homotopie réelle de Sullivan pour le groupe fondamental [53].
Le méme raisonnement se tient pour une courbe algébrique de genre 2 ou l'on

a choisi une base 1,,T pour les formes holomorphes, tandis qu'on peut choisir

172

=0, 1, =0, T_ =0, etc. On retrouve les périodes quadratiques ([23]) et

T3 4 5
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les périodes d'ordre supérieur.

La théorie des feuilletages qui intervient dans l'analyse du probléme de Serret-
Frenet, fournit un autre exemple du passage du local au global.

Rappelons que sur une variété de dimension n 1la solution d'un systéme com-
plétement intégrable d'équations de Pfaff de rang constant se présente localement,
en choisissant des convenables coordonnées locales, comme une lamination d'une
n - cube ouvert par des (n-q) -—plans paralléles 4 une de ses faces. La le probléme
se pose de décrire une structure globale qui résulte d'un recollement respectant la
lamination de telles "briques laminées”.

Le probléme comporte deux aspects. D'une part il y a l'aspect purement géo-
métrique ol 1l'on cherche & relier la géométrie de V & la géométrie du feuilletage.
D'autre part, si le feuilletage est donné par un systéme de Pfaff complétement in-
tégrable, il y a le probléme de relier les propriétés analytico-algébriques du
systéme 4 la géométrie du feuilletage.

Comme on sait ce sont Ehresmann et Reeb ((11], [40]) gqui ont abordé ce
probléme les premiers, probléme qui s'est avéré depuis de dimensions gigantesques.

Ce n'est pas l'occasion ici de passer en revue tout le développement de cette
théorie - 4 cet égard on pourra consulter [16 ] et [31] - mais pliitot d'indiquer
quelques problémes de base qui sont illustratifs pour le théme que nous discutons.

Alors qu'une brique laminée est fibrée par les feuilles, il n'en est pas ainsi
pour une variété feuilletée comme des exemples de trajectoires de systémes dyna-
miques montrent clairement.

Cependant regardons la question de plus prés dans le cas le plus simple, celui

du plan. La figure 1 suggére deux exemples classiques de feuilletage qui ne sont
SEEEZQ" 'sszzéégszzé
’l ‘\/

a

fig. 1.

pas des fibrations

L'importance de ces exemples a été méconnue longtemps. Je vous signale en
curiosité que ces exemples ont mis Brouwer [3] sur la bonne voie pour formuler la
version correcte de son théoréme de translation (dont la premiére version était
erronnée) .

En se rendant compte pourquoi ces exemples ne sont pas des fibrations on est

amené 4 considérer l'espace de base, i.e. l'espace des feuilles, qui s'avére une

variété non séparée de dimension 1. Or dans la théorie ordinaire des variétés
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fibrées on ne considére que des variétés de Hausdorff. Néanmoins comme Whitney

[57] a fait remarquer les exemples indiqués sont toujours des fibrations localement
triviales si 1l'on admet des variétés non séparées sur le méme pied que celles de
Hausdorff. En effet tout feuilletage du plan n'est autre qu'une fibration au-
dessus d'une variété simplement connexe de dimension 1 (éventuellement non séparé€e) .

Ce point de vue a été repris dans [ 18] et [28] pour discuter certains phéno-
ménes d'un plan feuilleté.

Voild une situation simple qui montre déjd que la théorie des feuilletages
comporte sa propre topologie algébrique (tant qu'on range les fibrations dans ce
domaine) .

Dans l'analyse du probléme de Serret-Frenet le feuilletage qui intervient est
transverse a une fibration. Puisque tout feuilletage du plan admet un feuilletage
orthogonal, il en est ainsi pour les feuilletages du plan. Cependant la fibration
de Hopf de S3 n'admet pas de feuilletage transverse, d'ol la question s'il existe
un feuilletage sur S3 . C'est Reeb, comme on sait, qui s'est rendu compte claire-
ment comment la partie centrale de la figure la fournit la clef pour la construc-
tion du feuilletage de s3 dit de Reeb [40].

L'importance de 1l'exemple réside surtout dans son caractére révélateur pour la
géométrie des feuilletages. En effet peu d'exemples en mathématiques ont suscité
tant de travaux qui s'occupent de tel ou tel aspect de l'exemple.

Taut d'abord on a le fait remarquable que l'exemple n'admet pas de version
analytique, d'oli la question: Est-ce une coincidence ou une nécessité? Le théoréme
de Haefliger [24] qu'un feuilletage analytique de codimension 1 sur une variété
compacte entraine pour celle-ci un groupe fondamental d'ordre infini, montre que
les feuilletages analytiques comportent leur propre topologie algébrique.

Deuxiémement, 1l'exemple de Reeb posséde une feuille compacte alors que les
autres feuilles sont des plans:. d'old la question: faut-il qu'il y ait une feuille
compacte? Le résultat de Novikov [ 37] que tout feuilletage de codimension 1 sur

une variété compacte simplement connexe a trois dimensions comporte une "composante

de Reeb" apporte la réponse. Cependant il reste toujours des choses & mieux
comprendre & cet €gard. On y reviendra plus loin.

Les feuilles non compactes ne sont qu'd un seul bout, d'ol la question: Comment
la structure de l'ensemble des bouts des feuilles non-compactes, est-elle liée a

la structure de l'ensemble des feuilles compactes? C'est Reeb lui-méme qui a appor-
té une premiére réponse a la question [44] en montrant que si les feuilles non-
compactes d'un feuilletage de codimension 1 sont toutes propres *) et & un seul bout
*) Rappelons qu'une feuille est dite propre si la topologie induite coincide avec

sa topologie de variété et est dite exceptionnelle si elle n'est ni propre ni loca-
lement dense.

20



QUELQUES QUESTIONS DE GEOMETRIE

alors la réunion des feuilles compactes constitue un ensemble connexe. Malgré des
généralisations ultérieures ([10], [43]) la question est loin d'&tre épuisé€e comme
témoignent des travaux qui continuent toujours de paraitre.

De toute fagon pour le cas général les questions suivantes se posent tout natu-
rellement. Quelle est la position d'une feuille dans la variété ambiante? Dans
quelles conditions existe-t-il une feuille compacte? Comment la topologie de la
variété ambiante détermine-t-elle la topologie des feuilles?

Quant & la premiére question c'est le phénoméne de feuille exceptionnelle *)
qui a attiré 1l'attention, surtout pour les feuilletages de codimension 1 transver-
ses & une fibration ([45], [49]) et dans ce cas un tel phénoméne (dans la catégorie
Cw!) semble &tre 1lié 4 la nature du groupe fondamental de la variété. Pour le cas
général des feuilletages de condimension 1, un résultat de Rosenberg-Roussarie
[48] montre que le phénoméne de feuille exceptionnelle est moins rare qu'on ne
pourrait croire.

Quant a l'existence de feuilles compactes on ne dispose que de peu de théorémes
généraux dont le théoréme de stabilité de Reeb avec ses généralisations et raffine-
ments ([40], [12], [54]) et le théoréme de Novikov sur l'existence d'une composante
de Reeb sur une variété compacte simplement connexe de dimension 3 sont les plus
connus. Le phénoméne décrit par ce dernier théoréme constitue en méme temps un

exemple de l'influence de la variété ambiante sur la topologie des feuilles.

Passons maintenant 4 la question de quelle maniére les propriétés analytiques
géométriques d'un systéme d'équations de Pfaff pour un feuilletage F sur une
variété W sont lies & la géométrie de F .

Restreignons-nous au cas de codimension réelle 1. Dans ce cas, en supposant
que F soit transversalement orientable, on peut supposer que F est donné par
une seule équation de Pfaff w =0, ol w est une forme partout non-nulle.

Observons qu'on a ici encore un exemple du passage du local au global. En
effet localement un feuilletage de codimension 1 se décrit par une équation du type
dz =0, oG 2z est une coordonnée locale. L'hypothése de l'orientabilité trans-
versale permet de choisir les équations locales de telle fagon que 1l'on passe de
l'une a l'autre en multipliant par une fonction réelle positive. En prenant le
logarithme, les multiplicateurs de transition définissent un cocycle & valeurs dans
le faisceau des fonctions C°° (pour le cas Cw) ou celui des fonctions analytiques

pour le cas analytique. Lanullité du premier groupe de cohomologie de W & valeurs

dans chacun des deux faisceaux (voir [ 6 ]) permet de recoller les équations locales.

*) cf. la note précédente.
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Réciproquement si le feuilletage est donné par une équation w =0, il est
forcément transversalement orientable.
La condition d'intégrabilité w A dw = 0 implique l'existence d'une forme

globale w, telle que dw = w, A w. Ici, comme précédemment, w, se construit

par recollement des formes locales, toujours en s'appuyant sur la nullité du groupe

de cohomologie signalé ci-dessus. La relation dw = wy A w donne lieu & 1'équa-

tion dml A w=0, oubien dw1 = m2 Aw. Cela montre que la restriction de w1

4 une feuille F est une form fermée. Comme Reeb a fait remarquer [40] la classe

de cohomologie de wllF ne dépend que du couple (F, F) . Le multiplicateur de

. P P < (A
l'holonomie lin€aire associée & un lacet A dans F s'avére e ) avec

m(A) := IA w, o, ce qui donne pour w une interpretation comme un invariant géomé-

trique du feuilletage. '

De plus dwl = w2 A w montre que Yy := w1 A dw1 est une forme fermée, et
Godbillon-Vey ont montré que la classe de cohomologie [y] de Yy ne dépend que de
F. L'interprétation de [y] semble se clarifier de plus en plus. Par exemple
s'il n'y a pas de feuille ressort, [yl =0 ([291); [yl mesure 1'holonomie

"diffuse" concentrée dans les feuilles ressort ([9 ]).

En dérivant de nouveau l'équation dwl =, A w, on établit l'existence d'une
forme globale w, telle que
= + .
dw2 w3 AW w2 A w1
En continuant, onobtient toute une suite w,,w de formes de Pfaff telle que

4’5" "

dm3 = w4 Aw+ 20, A ml

3
dw4 = ws Aw + 3m4 A m1 + 2w3 A w2
de = w6 Aw + 4w5 A wy + 5w4 A w,

k! o .
dwk = iEj aij w, AW, aij =Ty (i-3) (voir [19D).
i+i=k+1

*A
D'autre part soit M 1'algébre de Maurer-Cartan engendrée par les éléments

T,T assujettis aux relations

0’1"
dro = 11 A To
d11 = T2 A TO
drz = T3 A TO + T2 A T1

d = I a,, T, AT
Tk i>j 1]
i+j=k+1
*A
L'algébre de Lie M_ associée & M = est celle des champs de vecteurs formels
sur R [19].
*A *
Le morphisme ¢ : M- Q (W) défini par @ : Ti - wi est donc un cocycle de

Serret-Frenet a4 valeurs dans M.
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Considérons tout d'abord le cas oi ker ¢ est de codimension finie et est en-
gendré, en tant qu'idéal, par ses éléments de degré 1. Cela répond au cas ou ¢ est
en effet un cocycle & valeurs dans une sous-algébre L c M de dimension finie.

I1 n'y a essentiellement que trois cas, et la L -variété transitive simplement
connexe V s'identifie alors & l'espace GV =: G de l'un des trois groupes
G (:= GV) suivants:

le groupe des translations de R ;

le groupe affine de R qui conserve l'orientation;

le revétement universel de SL(2, R) .
Dans chacun de ces groupes TO = 0 définit une fibration de G suivant les classes
a4 gauche d'un sous-groupe analytique B, 1l'espace G/B étant une droite réelle.

En remontant au revétement universel W de W, le morphisme @ : M:A - Q*(W).
se reléve en un morphisme a : M:A d Q*(W) , et l'on obtient un application
? : G >V telle que E* = % . De plus E est une application d'entrelacement
par rapport d'une part & l'action du groupe fondamental H, et & 1'action de GV
d'autre part. C'est-a-dire, il existe un morphisme Wg : H > GV , tel qu'on ait
f oh = W¥(h) o f pour tout h € H.

Puisque E*(To) = G(TO) = G, et que w est non-nul partout, il s'ensuit que
les feuilles de F (le relevé de F) sont les images réciproques par rapport a
3 des fibres gB . De plus f induit une application étale de la structure trans-
verse de F dans la droite réelle G/B, d'ou il s'ensuit que la structure trans-
verse est celle d'une variété. Autrement dit: 1'espace des feuilles W/f est une
variété de dimension 1, éventuellement non séparée, et f induit une application
étale E/f : ﬁ/f - G/B, qui commute aux actions respectives de H et de G sur
W/f et G/B.

Supposons que la feuille FeF soit invariante par rapport & h € H, et soit

A un lacet dans la feuille correspondante F qui se reléve en un chemin )\ dans

F de maniére que h(X(O)) = i(l) . Alors localement dans un voisinage du point
E/? de V/? , l'action de h-1 s'identifie (par projection de la structure trans-
verse) a l'holonomie du lacet XA . D'autre part 1l'action de h_1 sur ;/? cor-

respond par E/? a l'action de %¥(h-1) sur G/B. Donc en remontant a W et

en appliquant E/? , l'holonomie du lacet A correspond & l'action d'isotropie

de Wf(h) ; o8 h e H représente un élément qui correspond & A\ .
D'autre part les formes SI/E, 52/5, ... permettent de "développer" le chemin
A dans la fibre gB qui correspond & F, i.e. de trouver le chemin f o A.
Wg(h) est alors 1'élément de G qui porte £ o X (0) sur t o X (1) . Autrement
dit, les restrictions & ; des formes Ji , i 21, et par conséquent la restric-
tion des formes wy a4 F, permettent de reconstruire l'holonomie de la feuille F .
Cela souléve la question dans quelle mesure on peut trouver, dans le cas géné-

ral, un M_-espace V tel que F soit 1l'image réciproque d'une fibration princi-
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pale de V par rapport & un sous-groupe B c GV . De toute fagon le cas particu-
lier ci-dessus laisse entrevoir que les formes w, (i 2 1) permettront de recon-
struire l'holonomie dans une certaine mesure. Nous revenons sur cette gquestion

plus tard.

En observant qu'en général le pull-back d'une forme de Pfaff non-nulle partout
peut avoir des singularités, tandis que la condition d'intégrabilité w A dw =0
est conservée, la théorie des feuilletages conduit de maniére tout & fait naturelle
4 étudier des formes de Pfaff & singularités qui satisfont 4 la condition d'intégra-
bilité. Il est donc peu étonnant que la thése de Reeb contienne des résultats a
cet égard. Ceux-ci ont servi de base pour des recherches ultérieures, et des con-
férences & ce colloque témoignent de 1l'activité dans ce domaine.

D'autre part la méme observation a conduit Haefliger [24] & introduire la
notion de T - structure justement pour inclure les "feuilletages & singularités”.

Faut-il encore dire que la condition w A dw = 0 conduit aussi & envisager le
cas opposé ®w A dw # 0 partout, qui est celui de contact pour la dimension 3, et

d'autres structures ([34], [47]) ?

Aprés avoir fait ce petit tour d'horizon de quelques problémes en théorie
globale des feuilletages, je voudrais revenir & une question qui s'est déjd posée
au début: Dans quelle mesure un feuilletage est-il une fibration, ou, plus modeste-
ment, quelle est la bonne notion d'objet de base tel qu'on puisse considérer les
feuilles comme les "fibres" d'une "projection" ?

Pour l'instant cela parait comme une préoccupation d'ordre philosophique plutdt
que d'intérét pratique. Quoi qu'il en soit, 1'histoire des mathématiques semble
apporter évidence que l'introduction d'une convenable notion de quotient permet
souvent de distinguer les propriétés du "quotient" de celles du "diviseur" et de
les relier aux propriétés de l'objet "factorisé". Un exemple classique pourra
suggérer qu'une telle préoccupation n'est pas entiérement dépourvue d'intérét.

Rappelons a cet effet une méthode de Poincaré pour montrer l'existence d'une
orbite fermée dans le cas d'un systéme dynamique, et mettons-nous dans le cas le
plus simple ol les trajectoires constituent une famille réguliére de courbes qui
admet une section globale P, i.e. une section connexe qui rencontre chaque trajec-
toire au moins une fois. Soit T : P - P 1l'application de retour, alors la re-
cherche des trajectoires closes se réduit a l'étude des points fixes et périodiques
de T. Or le couple (P;T) constitue en quelque sorte un atlas qui peut servir
de description pour la structure transverse.

Cependant dans la plupart des cas on ne dispose que des sections locales, comme
c'est déja le cas pour les feuilletages du plan. Néanmoins en faisant correspondre

les points de section d'une méme trajectoire, on obtient un atlas qui décrit la
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variété de base (en général non séparée). L'article de Haefliger et Reeb [28]
utilise cette structure transverse pour lire la-dessus des propriétés du feuille-
tage. De méme la structure transverse d'un feuilletage du 2 - tore se décrit comme
la variété de base V d'un feuilletage du plan munie d'un groupe abélien G d'ho-
méomorphismes & deux générateurs, cela détermine dans unelarge mesure le type de

V et l'actionde G ([2]).

Ces exemples €lémentaires montrent qu'une bonne notion de quotient pourra
s'avérer utile dans des questions concrétes.

Le théoréme de Seifert [52] sur 1'existence d'une trajectoire close dans un
perturbé du feuilletage de Hopf (= fibration de Hopf) sur S3 fournit un autre
exemple intéressant.

Dans ce cas 1la il n'existe pas de section globale non plus. Procédons néan-
moins dans la fausse hypothése qu'il en existe une. La perturbation €tant supposée
assez petite, la section peut @tre choisie en sorte qu'elle soit & la fois une
section du feuilletage de Hopf et son perturbé. En conséquence elle est une sphére
52 et 1l'application T pour le perturbé est proche de l'identité. Selon
Lefschetz, T aura un point fixe, et, par conséquent, la perturbation laisse sub-
sister une trajectoire close.

Malheureusement le raisonnement s'effondre complétement & cause de la fausseté
de l'hypothése. Cependant cet échec devrait inciter d'autant plus & se construire
la bonne notion de structure transverse pour sauvegarder autant que possible 1'idée
de Poincaré. C'est exactement ce qu'a fait Reeb [ 46] sans pour autant définir
formellement la notion de structure transverse. Il se construit deux disques
transverses aux deux feuilletages et tels qu'il forment une section compléte. Pour
le feuilletage de Hopf T est l'identité. Pour le second feuilletage 1l'écart
de T de l'identité se mesure grosso modo par un champ de vecteurs sur chacun
des disques. *) L'hypothése qu'il n'y ait pas de trajectoire close dans le pertur-
bé s'exprime par la non-nullité de l'écart. Dans ce cas on obtient 1l'identité
x(Sz) +I =0 od x( ) désigne la caractéristique d'Euler et I désigne 1l'index
de Seifert (voir aussi [41], [42]). En montrant que I = 0 on aboutit au résultat.

Signalons entre parenthéses une remarque de Reeb dans ce papier sur la diffé-
rence entre la notion de "petite perturbation" en théorie des perturbations singu-
liéres et celle qui intervient dans le théoréme de Seifert. C'est peut-&tre un
premier signe avant-coureur de l'intérét au non-standard - théme important de ces
Journées - qui se développera plus tard.

Revenons & notre sujet. Les exemples font constater que, dans le cas général,

il vaut mieux remplacer la notion de section globale connexe munie de l'application

*) En général la seconde application 1t n'est définie que sur un sous-ensemble
ouvert de chacun des deux disques.
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de retour par celle d'atlas transverse. C'est un "atlas" dont les cartes sont des
sections partielles, leur réunion étant une section compléte,et dont le pseudo-groupe des
changements de carte est celui de l'holonomie. C'est de nouveau une situation ol
1'on se construit un objet global a partir de morceaux €lémentaires. Tout naturel-
lement on est amené & définir une notion d'équivalence d'atlas, et l'objet global
associé ne devrait pas changer essentiellement en passant 4 un atlas équivalent.
Une précision de ces idées, éventuellement sous des hypothéses supplémentaires, a
été entreprise par toute une série d'auteurs ([1 1, [2 1, [36], (391, [26], [27]).
De toute fagon la description d'un tel objet devrait comporter une topologie algé-
brique convenable.

Un premier pas dans cette direction a été fait par Godbillon dans sa thése
[17] od il introduit le complexe singulier quotient par rapport & une feuilletage.
A une légére modification prés sa construction se traduit en termes d'un atlas
transverse. Dans l'hypothése supplémentaire de "relévement d'homotopies" cela lui
permet de relier l'homologie de base et celle de l'espace total.

Plus tard une notion de cochomologie de de Rham, dite cohomologie basique, pour
l'atlas transverse d'un feuilletage a été introduite et discutée par plusieurs
auteurs (voir p.ex. [[35], [50]); c'est toujours un domaine d'études qui retient
l'attention.

Dans une autre optique, notamment celle d'une discussion de phénoménes d'"in-
tégrabilité homotopique" Haefliger a été amené & introduire la notion d'espace
classifiant BI' pour un groupoide topologique T ([25], [4 ]). En particulier
le groupoide FA des germes des changements de carte d'un atlas généralisé A
admet un classifiant BFA . Ce qui importe, c'est que son type d'homotopie ne change
pas si l'on passe & un atlas équivalent ([27], [51]). Cela fournit des invariants
du type de topologie algébrique pour l'objet global.

Dans une approche plus naive on a introduit une notion de groupe fondamental
et de groupes d'homotopie d'ordre 2, qui s'avérent identiques a ceux de BI‘A
(C141, [15]).

Quoi qu'il en soit, les approches mentionnées contribuent tous & une topologie
algébrique de l'objet global associé & un atlas.

Souvent des propriétés de nature analytique se reflétent dans la topologie
algébrique. Tel est le cas par exemple pour l'atlas transverse d'un feuilletage
de codimension 1 gqui admet une mesure transverse (voir p.ex. la conférence de
Godbillon); Hector m'a esquissé, il y a quelques mois, une approche du théoréme
de Novikov dans ce cadre; les travaux de Connes (voir p.ex. [7 ]) établissent
des liens étroits entre la topologie et 1l'analyse de la structure transverse.

Tel est aussi le cas pour un atlas analytique de dimension 1 ; on retrouve pour
son groupe fondamental des théorémes & la Haefliger par des arguments intrinséques

qui ne font intervenir aucun feuilletage.
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Comme conséquence de ces théorémes, on trouve que la droite réelle R, munie
du pseudo-groupe PT des difféomorphismes locaux analytiques, est une sous-variété
d'une variété analytique connexe et simplement connexe A qui admet un groupe
transitif GA d'automorphismes, tel que tout élément maximal T € PT s'obtient
comme la trace sur R d'un g € GA 4 la propriété g(R)n R # ¢ .

w - : <
Remarquons que le passage de P1 a GA peut-étre envisagé comme un exemple

du passage du local au global analogue au passage d'un groupe de Lie local a4 un

groupe global. *)

Une fois de plus il s'avére qu'il faut faire appel & une proprié-
té d'acyclicité en dimension 2 signalée par Cartan dans sa démonstration géomé-
trique du troisiéme théoréme de Lie, bien que cette propriété soit cachée cette
fois dans un critére de Malcev qu'on utilise.

Cela donne l'occasion de revenir une derniére fois sur les cocycles de
Serret-Frenet sous forme d'une question.

Le groupe GA admet une structure analytique dans le sens qu'on peut définir

de maniére tout a fait classique la notion d'une famille analytique d'éléments de

GA 4 un nombre fini de paramétres. Dans ce sens la multiplication dans GA
s'avére analytique. Cela permettra probablement d'interpréter 1'algébre M:
comme 1'algébre de Maurer-Cartan sur GA , d'ol la question: Dans quelle mesure
peut-on interpréter un feuilletage de codimension 1 sur une variété simplement
connexe comme le pull-back de la fibration de GA suivant les classes a gauche
du sous-groupe d'isotropie de l'origine de R ?

Le feuilletage de Reeb n'admettra pas une telle description (autrement sa
structure transverse serait une variété). Cependant peut-on espérer que les
feuilletages analytiques de codimension 1 admettent une telle description ?

Voild revenus les mots clef du début, cocycle de Serret-Frenet, démonstration

de Cartan, feuilletage de Reeb. Mon discours est bouclé.

En terminant je constate que, fortuitement ou non, j'ai souvent puisé dans
l'oceuvre de Reeb pour illustrer le théme un peu vague de mon discours. Qu'il m'ex-
cuse, et ce d'autant plus que c'était l'occasion de parler géométrie pliitot que
"philosophie". En effet peu de l'esprit géométrique Reebien a transpiré. Qu'il
trouve néanmoins dans ce colloque l'expression de l'estime de tous ceux qui le

connaissent en géométre et en ami!

*) En effet l'analogie correcte serait celle du passage d'un pseudo-groupe de Lie
de type fini & un groupe global de transformations. Ce passage a €té discuté en
détail par Mlle Paulette Libermann [32].
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