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A P P E N D I N C E 

UNE INTERPRETATION PLUS TOPOLOGIQUE 

DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME DE BIRKHOFF 

par A. FATHI 

§ 1. Quelques rappels de topologie. 

Notion de gauche et de droite. 

Si M est une variété orientée de dimension 2 et a un arc orienté dans M, 

i.e. un plongement a: [0,l]-»M, on peut définir la droite et la gauche de a 

dans un voisinage de a(]0,l[). Une des façons de le faire est, à l'aide du 

théorème de Schoenflies, de prolonger otl]0,l[ en un plongement ouvert 

oc : ]-l,l[x]0,l[-*M tel que oc|{o}x]0,l[=al]0,l[ . Si ex préserve 1' orienta

tion, la région oc( ]0, l[ x ]0, l[ ) est dite à droite de a et a(]-l,0[x]0,l[) 

est dite à gauche de a- Il est facile de voir que si a' est un autre prolonge

ment de a, les notions de droite et de gauche définies par a' coïncident avec 

celles définies par a. 

- 1 0 1 

a 

gauche droi te 
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A. FATHI 

Si a: H M est un plongement d'image fermée qui disconnecte M, on sait 

que M-a a deux composantes connexes ; on peut les distinguer par le fait que 

l'une est à droite de a et l'autre à gauche-

Notion de transversalité-

Soient a: [0,l]-»M et a' : [0,l]-*M deux arcs plongés. Supposons que 

t, t ' 6 ]0, l[ vérifient m = a(t) = a(t'), nous dirons que m est un point d'inter

section transverse, si on peut trouver pour e assez petit un homéomorphisme 

H de ]t-e,t+e[x ]t'-e,t'+e[ sur un voisinage de m dans M, tel que 

H|Jt-e,t+e[ x {tf } = al]t-e,t+e[ et H|{t}x]t'-e,t'+e[ = a' l]t'-e,t'+e[ . 

H 

4 ^ , 

a * 

On peut voir, à l'aide du théorème de Schoenflies, qu'il est équivalent 

de dire que pour e assez petit a ' ( ]t '-e, t ' +e[ ) f] a( [0, l] ) = m et que l'un des 

deux ensembles a'(]t'-e,t'[), a ' ( ] t ' , t ' + e[ ) est situé à droite de a et 

l'autre à gauche. 

Nous dirons que a' traverse a de gauche (resp. droite) à droite (resp-

gauche), si c'est a'(]t'-e',t'[) qui est situé à gauche (resp. droite) de a-

Les arcs a et a' seront dits transverses si tous leurs points d'intersec

tion sont transverses, ceci recouvre aussi le cas ou a et a' sont disjoints. 

§ 2. Homéomorphismes déviant les verticales et théorème de Birkhoff. 

1 * 
Considérons un homéomorphisme H de l'anneau A = IT x [0,<»[ sur lui-même. 

Nous dirons que H dévie les verticales, si pour tout 0, 0' dans IT1 , l'arc 
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APPENDICE - THÉORIE DE BIRKHOFF 

H( {0} x [0,oo[ ) est transverse à {0'}x[O,»[, i.e. si l'image de toute vertica

le est transverse aux verticales. 

Munissons A de son orientation naturelle, et orientons une verticale 

{9)x[0 ,œ[ par l'orientation naturelle de [0,»[. On peut voir que l'image par 

H d'une verticale traverse toutes les verticales qu'elle coupe dans le même 

sens. On dit que H dévie les verticales à droite (resp. gauche) si l'image 

d'une verticale par H traverse une verticale de gauche à droite (resp. droite 

à gauche). 

H 

H dévie la verticale à droite. 

Remarques : 1) Si H conserve l'orientation et dévie les verticales à droite, 

alors H * dévie les verticales à gauche. 

2) L'homéomorphisme H dévie les verticales si l'image d'une 

verticale est localement le graphe d'une application de TT* dans [0,œ[. 

3) La définition donnée ici de dévier les verticales est plus 

large que celle donnée dans le chapitre I. 

Théorème de Birkhoff : Soit H un homéomorphisme de A conservant l'orienta

tion et déviant les verticales. Supposons que U soit un ouvert relativement  

compact de A et homéomorphe à A = ÏT̂  x [0,<»[ . Sa U est invariant par H 

(i.e. H ( U ) = U ) et est contenu dans l'ensemble non-errant de H, alors la fron

tière de U est le graphe d'une application continue de TT1 dans [0,»[ . 
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La démonstration du théorème occupe le reste de l'appendice. 

On peut supposer sans perte de généralité que H dévie les verticales à 

* 1 

droite. Comme U est un ouvert de A homéomorphe a TT x [0,a>[ , par le théorème 

de l'invariance du bord d'une variété, on a Vz>T£^x[o] le bord de A. 

On pose V = {(0,t) I V- t' € [0,t],(e,t')€U}, c'est-à-dire que V est le 

sous-ensemble de U formé des points de U accessibles dans U par les vertica

les. Il est facile de voir que V est ouvert et connexe car il contient 

TT^xfo). Notre but est de montrer V = U. 

Lemme 1 : Soi t a un arc compact c IT* d ' extrémi tés 9̂  et . Si_ (8^»t) 

et (e 2,t)ÇV e_tax{t}cU alors U3ax[0,t]. 

U-

K O CL 

!T1x{t] 

Démonstration : Notons C la courbe simple formée par 

ax(0 ] u ( e 2)x[0 , t]Uax ( t ) u { e i)x[0 , t ] (voir figure). Par hypothèse CcU. 

De plus A-C est formé de deux composantes connexes dont l'une des deux est 

l'intérieur de ocx]0,t] et l'autre est non bornée. Puisque U est homéomorphe 

à TT* x[0» œ[ et qu'il est relativement compact, on a que A-U est connexe et 

non borné . Comme CcU, i 1 en résulte que A-U est contenu dans la composan

te non bornée de A-C et par conséquent U contient la composante bornée qui 

est 1'intérieur de a x ]0,t] . • 

Si X est un sous-ensemble de U, nous noterons Fr^(X) (resp. Ad^(X)) la 
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frontière (resp. l'adhérence) de X dans U, pour pouvoir la distinguer de 

celle de X dans A qui sera notée FrA(X) (resp. Ad^(X)). 

Lemme 2 : Fr^(V) est une sous-variété de dimension 1 constituée d'un cer

tain nombre de segments verticaux disjoints (i ̂  Ici) : 

S. = (e.îxlt.^.t .^C avec « X t . ^ t . ^ . On_a (e.,t. ( 1) et (Q. , t. ^ 2>€FrA(U). 

De plus (dans un voisinage de dans U) un des cotés de S., dans U est conte

nu dans V et l'autre est contenu dans le complémentaire de V. En particulier 

V U Fr^(V) est une sous-variété de codimension 0 dans U . 

Démonstration : Soit (0,t) £ Fr^(V ) ; sa composante connexe dans Un{0}x[O,œ[ 

est de la forme { © J x J t^t^ C avec 0<t^<t 2<°°, puisque (0,0) Ç V et que U 

est borné. De plus (0,t^) et (8,tg)€ Fr^(U), et aucun point de { © î x j t ^ t ^ 

1 0 

n'est dans V. Soient a un arc de TT qui contient 0 dans son intérieur a et 

e>0 tels que W = a x ] t-e, t+ e[ C U, on a bien sur J t-e, t+ e[ c ] t ̂  , t̂ [ » et donc 

[0 } x ]t-e,t+e[ est dans le complémentaire de V. Si (0',t')6Wf|V, on a par 

définition { 0 ' ) x ] t-e, t+e[ C V , donc Vf|W est constitué d'une famille 

de segments verticaux [0' ] x ]t-e,t+e[ , qui contiennent [0}x]t-e,t+e[ 

dans leur adhérence, en particu lier [e)x]t-e,t+e[cFru(V). Il en résulte que 

Fr^(V) fi {0} x ]t^,t2[ est ouvert dans { © I x J t ^ t g C , il est aussi fermé car 

{0}x]t^,t 2[aU et Fry(V) est fermé dans U. Par connexité de ]t ,t2[, on a 

Fr[J(V) 3 f 0} x ]tt,t2[ . Le lemme 1 montre que si (9,t) et (9',t')£WnV alors 

V contient [9,9']x]t-e,t+e[, où [ 9 , 9 ' ] est le sous-arc de a d'extrémités 9 

et 9 ' . Il en résulte facilement que V couvre exactement un des deux cotés de 

{0 } x ] t-e, t+e[ dans W. • 

Si les Ŝ  sont les segments donnés par le lemme 2, on a Fr^(V) = U S. . 
i€l 1 

Comme U est homéomorphe à lT*x[0,«[ , chaque Ŝ  coupe U en deux régions, 11 une 

1 2 
homéomorphe à T£ x[0,»[ et l'autre à H , nous notons h\ celle des deux qui 

2 
est homéomorphe a F . On a Ad^(H) = (J Ŝ  , et VnAdjj(H^)=0 car V est con-

43 



A. FATHI 

nexe et contient le bord de U, c'est-à-dire TT1 x {0} . 

Lemme 5 : On a U = V U ( U Ad (H.)). 
i€I U 1 

Démonstration : Soit x jÉ V (J ( U Adn(H.)), x£U, si un tel x existe. On a 
tei 1 

x^AdyCV), donc par connexité de U, on peut trouver un arc a d'extrémités x et 

y avec yÇAd^Cv) et tel que a ne rencontre Ad^CV) en aucun autre point. Il est 

clair que yÇFr^(V), il appartient donc à un S. . Comme 

a - {y}cU - Ad^(V ) cr U - S i et que H. [JS. UV, couvre un voisinage de y, on 

obtient que le connexe a - ycH. et donc H. , ce qui est absurde. • 

Lemme 4 : Les R\ sont deux à deux disjoints. En fait les HL sont les compo

santes connexes de U - Ad^(V). 

Démonstration : Les H\ sont ouverts, donc ouverts dans U-Ad^(V). Ils sont 

aussi fermés dans U-Ad^V) car Fr^hV ) = S A c AdyCV ). • 

Lemme 5 : Les Ad^(H^) sont les composantes connexes de U-V . 

Démonstration : Ces ensembles sont fermés ctans U donc dans U-V. Ils sont 

ouverts dans U-V car VlJAdy(H^) contient un voisinage de Fr^(H^) par le 

lemme 2. • 

Nous distinguons deux types de régions suivant que se trouve à 

droite ou à gauche de Ŝ  (qui est orienté puisque vertical). Nous noterons 

D^ . . . D^ . . . les régions qui se trouvent à droite de leur frontière et 

G^ ... - • « celles qui se trouvent à gauche de leur frontière. On pose 

D = U D. et G= U G. . 
î î 
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Remarque fondamentale : Un chemin partant de ïï x {o} et contenu dans U ne 

peut entrer dans une région du type (resp. ) qu'en transversant la pre

mière fois sa frontière de gauche à droite (resp. droite à gauche). 

Lemme 6 : On a AdTT(D) = U AdTT(D. ) , et AdIT(G) := U AdIT(G. ) . 
U U 1 U U 1 

Démonstration : Montrons par exemple que UAd^(D^) est fermé dans U. Son 

complémentaire est VU ([J Ad^(G^)) qui lui est ouvert par le lemme 2 . • 

Lemme 7 : On a H(V) D AdlJ(Gi ) = 0 • De même H~
1 (V ) f) Adu(Di ) = 0 par échange  

de droite et gauche. 

Démonstration : Si (v,t)£V, l'arc H(v,s), 0 £ s ̂  t, part du bord de U, 

est entièrement contenu dans U et traverse les verticales de gauche a droite 

par la remarque fondamentale i1 ne peut jamais entrer dans Ĝ  . • 

Corollaire 8 : On a H~^(Ad^(G))cAd^(D) U Ad^(G). 

Lemme 9 : On a H~1(AdlJ(G) ) (1 Ad^D) = 0. De même H(Ad^{D) ) n Ad^G) = 0 . 

Démonstration : Par le corollaire 8, et le fait que les AdIT(D.), AdT1(G.) 

~i U i U j 

soient deux à deux disjoints et connexes, ̂ i H * ( Ad^ ( G . ) ) f] Ad^ ( D^ ) / 0, alors 

— 1 — 1 
H ( Adjj (G . ) ) c Adjj (D̂  ) . Puisque H (Fr^(G.)) est transverse aux verticales 
et FrIT(D. ) est verticale, on a nécessairement H (FrtT(G . ) ) f! D. / 0 . Il en U i U j i 

résulte que H (V)flD^^0. Ce qui est impossible par le lemme 7. • 

Lemme 10 : On a H"1(AdlJ(G)) cG . De même HUd^D)) CD . 

Démonstration : Par le corollaire 8 et le lemme 9, on a 

H (Adjj(G) ) c Ady(G). 
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Le fait que H (Ad^(G))cG résulte alors aisément du fait que H~ (Fr^(G)) 

est transverse à FrIT(G) qui est verticale. • 

Lemme 11 : On a U = V . 

Démonstration : En effet, si FryV/0, alors soit D/0 soit G/0. Dans le 

premier cas D-H ^(Ad^(D)) serait formé de points errants et dans le second 

cas G-H(Adjj(G)) serait formé de points errants. Remarquons que si D est non 

vide, alors D^H ^(Ad^D)), car, par exemple, U est connexe et différent de D. 

Même raisonnement si G est non vide. • 

Fin de la démonstration du théorème de Birkhoff : Il suffit de voir que la 

1 1 

projection TT x[0,»[-. U est injective sur FrAU (la surjectivité résulte 

aisément du fait que U est relativement compact et contient IT^xfO}) . Soient 

alors deux points (0,t^) et ( 8 ^ 2 ) 6 Fr AU. Supposons que < . Puisque 

V=U, on obtient que {©jxft^tr,] est inclus dans Fr^U . Comme H conserve 

l'orientation et dévie les verticales à droite, un point proche de 

V * 2 - -

(0 , ^ — ) e"t situé à gauche a une image qui est au-dessus de Fr^U et ne 
«, -1 peut appartenir donc a U, puisque V= U . De même en utilisant H on voit qu' 

V * 2 
un point proche de (0 , ) et situé a droite ne peut pas appartenir a U . 
Ceci est contradictoire avec le fait que {9]x[t 1,t p]cFr AU . • 
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