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MORPHISMES ANALYTIQUES STRATIFIES SANS ECLATEMENT
ET CYCLES EVANESCENTS

par

C. SABBAH

Introduction

On considére dans ce travail un morphisme analytique £ : X - Y, propre
ou non, entre deux espaces analytiques réduits. Si dim Y > 1, méme si ce morphisme
est plat, on ne peut pas, en général, définir les cycles évanescents de f en tout
point de X par la méthode de Milnor. Ccmsidérons 1l'exemple suivant

2
£ : ¢3 - ¢ défini par f(x,y,z) = (x2—y2z /1Y) -

e mcrphisme f est plat, et pourtant on n'a pas de "fibration de Milnor" & l'origi-
ne de 62. et si, par analogie au cas d'une singularité isolée, on considére, pour
0O < n << e, le morphisme :
£ B€ n f (B \{O}) - Bn \ {0}, ou B (§esp .B ) est une boule de rayon € assez
petit (respn) centree a l'origine de ¢ (resp ¢ ), on remarque que ce n'est pas
une fibration, puisque certaines fibres sont connexes et d'autres pas. L'ensemble
des points de Bn\{o} ol la fibre (qui est lisse) de ce morphisme n'est pas trans-
verse a BB€ est donc non vide, et de plus n'est pas analytique complexe. Le
germe de cet ensemble & l'origine dépend aussi de €. On remarque enfin que si €
est le faisceau constant sur Ua,n = B n fl (Bn), le faisceau (flU )& n'est pas
analytiquement constructible sur Bn. &M

L& D. T. a remarqué ({L]) que si un morphisme analytique f admet une
stratification de Whitney analytique complexe, qui vérifie la propriété Af de Thom
(cf.[Th],[H3], ou § 1), on peut, & 1l'aide du premier lemme d'isotopie de Thom-
Mather, définir les cycles évanescents de f en tout point de X . Plus précisément,
si {(X ),(Y )} est une telle stratification, et si Xy € X, il existe €’ et pour

B

n Bn soit une fibration topologique localement triviale

0< e < e ’ il existe n > O tel que, pour chaque strate Y de Y, le morphisme

B, n f (Y NBy) > ¥

B B

(B, et B, sont des boules ouvertes centrées en x_ et f(xo)). be plus , si on
=1 i
pose Ue n = Be nft (Bn), les faisceaux Rl(flUe ) 4& sont analytiquement construc-
Al

’
tibles sur Bn, et si €' < g, alors, pour n'<n assez petit, on a

286



MORPHISMES SANS ECLATEMENT ET CYCLES EVANESCENTS

Ri(f|U€l'n')*g_= Ri(flue'n)*g B

Ceci résulte du deuxiéme lemme d'isotopie de Thom-Mather.
Quand un morphisme satisfait ces derniéres propriétés en tout point de X, on dit,
suivant [D], qu'il admet une théorie des cycles évanescents. On voit donc que si
un morphisme admet une stratification analytique complexe vérifiant les conditions
de Whitney et de Thom, il donne lieu & une théorie des cycles évanescents.
Nous répondons ici positivement & un probléme posé par P. Deligne ([D]) :

Supposons le morphisme f : X - Y propre. Il existe une modification
m™: ¥ oY telle que le morphisme £ :xx ¥ - ?; image inverse de f par T ,
admette en tout point de X une théorie ges cycles évanescents.

En fait, nous répondons & la question reformulée dans le cadre des

stratifications par Lé D. T.

Définition : Soit £ : X - Y un morphisme analytique entre espaces réduits, muni
d'une stratification analytique complexe 8 . Nous dirons que (£,%) est sans
éclatement si la stratification de Y satisfait les conditions de Whitney, celle

de X satisfait la condition Af de Thom, et si de plus la restriction de celle-ci

au-dessus de chaque strate de Y satisfait les conditions de Whitney.

Cette terminologie recouvre une situation un peu différente de celle
envisagée par R. Thom ({Th]), dans la mesure ol nous ne supposons pas tout &
fait que la stratification de X satisfait les conditions de Whitney. Par contre,
nous verrons que la condition que nous utilisons est stable par changement de
base. Bien entendu, un morphisme analytique stratifié sans éclatement défini comme
ci-dessus est passible du deuxiéme lemme d'isotopie, et par conséquent admet une

théorie des cycles évanescents.

Théoréme 1 : Soit f : X - Y un morphisme propre entre espaces analytiques réduits
de dimension finie, et soit £ une stratification C-analytique de f. Il existe un

. ~
morphisme T: Y - Y, composé d'une suite propre d'éclatements, et une stratifica-

. 2 [~ ol
tion C-analytique de f : X § Y - Y , image inverse de f par T , compatible avec ¥,

et tels que (E,g) soit sans éclatement.
La démonstration de ce théoréme, qui peut &tre considéré comme un théoréme

de finitude, repose de maniére essentielle sur le théoréme d'aplatissement

d'Hironaka ([Hl]) et le critére donné par Hironaka pour la condition de Thom
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C. SABBAH

([H2] Th.1 § 5, voir aussi § 1).

Quand le morphisme n'est pas propre, on utilise les résultats de [H3] et

[H.L.T.] pour démontrer la conjecture formulée pour un morphisme non propre :

Théoréme 2 : Soit £ : X = Y un morphisme entre espaces analytiques réduits, yo
un point de Y et L un compact de fl(yo). Soit -8% (resp. 6;) une stratification
¢-analytique de X (resp. Y). Il existe une famille finie de morphismes

T Y, Y (1 < i <m), chacun étant composé d'un nombre fini d'éclatements
locaux , compléte au-dessus d'un voisinage U de Y s un voisinage V de L dans X,
et, pour chaque i, une stratification €-analytique <§ de fi : Vi Ind Yi, image

inverse de f|v par T , compatible avec d; et d;, tels que, pour chaque i,

(firdg) soit sans &clatement.

La démonstration du théoréme 2 est analogue a celle du théoréme 1.

Reprenons 1l'exemple donné plus haut : si (u,v) sont les coordonnées de
¢2, 1'image inverse par f de la parabole u = sz est un parapluie de Whitney
(complexe) d'équation x2 - yz(z + A) = 0. Le manche est l'axe des z, et le
sommet le point de cet axe de coordonnée z = -A. On voit alors que pour stratifier
f avec la condition de Thom, il faut que chaque point de l'axe des z soit une
strate, ce qui est impossible. On a un phénoméne d'éclatement caché. Considérons
alors l'éclatement T : Ez - ¢2 de l1l'idéal (u,vz) dans ¢2, de sorte que les
transformées strictes des paraboles u = sz coupent le diviseur exceptionnel en
des points distincts. Le morphisme ?ﬂ image inverse de f par m , admet alors une
stratification qui en fait un morphisme sans éclatement.

Je tiens & remercier particuliérement Lé D. T. pour son aide et ses
encouragements; de méme B. Teissier, M. Merle, M. Giusti, J. P. G. Henry,

D. Trotman pour les nombreuses conversations que j'ai eues avec eux. Je remercie
aussi P. Deligne pour les remarques qu'il m'a faites. Je remercie enfin Michéle
Lavallette pour la frappe du manuscrit.

Remarque : Nous avons annoncé dans une note (cf.[s]) des résultats analogues avec

une condition plus forte e la condition A_., la condition W.. La démonstration que
qu £ £ q
nous avions donnée du critére analogue a celui de [H2] est incorrecte. Les

résultats que nous donnons ici sont donc un peu plus faibles que ceux annonces

dans [s].
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1. La modification de Nash relative

(1.1) Soit £ : X -» Y un morphisme entre espaces analytiques complexes réduits,
tel qu'il existe un ouvert de Zariski dense de X ou la fibre de f est de dimension

d. Soit Xo 1l'ouvert de Zariski dense de X ol le faisceau Q; des 1-formes différen-

d
des d-plans dans le tangent de Zariski de la fibre de £ ([G]). On a un morphisme

tielles relatives est localement libre de rang d, et soit G (Qé) la grassmannienne

1 1
propre et surjectif g : Gd(Qf) -+ X, et g : g (x°) » x° est un isomorphisme.
Soit vf la restriction de g a X' = §1(X°) c Gd(ﬂé)' C'est une modification propre
de X qui a la propriété universelle suivante : un morphisme h : T - X

se factorise par v_ si et seulement s'il existe un morphisme surjectif

£
*x 1
h Qf - i:» O dans un faisceau localement libre de rang 4, dont le noyau a un

support nulle part dense dans T.

Remarque : On peut montrer que pour tout point x de X, il existe un voisinage
. -1
U de x dans X et un idéal cohérent 3 de C%, tels que le morphisme vf : vf (Uu) » U

soit 1'éclatement de 1'idéal § dans U (cf.[T3]).

Fixons maintenant xg € X, et choisissons un plongement local relatif

du germe de f en X, ¢

N+1
(X,xo)c___y(Y.yo) x (€ ,0)
£

(Y.yo)

On fixe aussi des représentants assez petits de ces germes. On définit, suivant

une suggestion de M. Merle et J. P. Henry, le morphisme conormal :

Tf H Cf(x) -» X de la maniére suivante :

N+1 . o o v  N+1
Soit Pvf ¢N+1) le projectif des hyperplans de € . Soit Cf(X )X x P (C )

-1
1l'ensemble des couples (x,H) tels que H O Txf (£(x)).

On pose Cf(x) = Cf(xo) X X Pv(¢N+l) et T est la restriction de la premiére
projection.
Remarque : Contrairement a la modification de Nash, le morphisme Tf n'est

o \ .
pas une modification, sa fibre au-dessus de X étant de dimension N-d. De plus,

il n'est pas intrinséque et dépend de l'installation choisie.
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(1.2) vVariétés polaires locales relatives

Si D,_, est un plan de codimension d-k+1 dans Mlo<k<a),

Pk(f'xo'Dd—k) est par définition 1l'adhérence dans X de l'ensemble des points

x € x° on dim[TX[fl(f(x)) nxin Dg_x] = k, et on note de la méme maniére le
germe de cet ensemble en X On note Pk(f,xo) un germe de variété polaire obtenue
pour un plan "générique" (cf [L.T] ,[T1],[T2]). On peut montrer que

Pk(f,xo) est de codimension k dans X, ou vide.

En fait, seuls nous intéressent les ensembles suivants :
I () = {x € X/P, (£,%) # ¢} o<k<a.

On remarque que Zo(f) = X.

Ces ensembles sont bien définis, car la multiplicité en x de Pk(f,x)

E 3
ne dépend que du morphisme £ : @ _>(9X
x

(cf£.{T_J). Ils sont analytiques
Y, £(x) . [r,] v

fermés dans X.

On a alors (voir [T3]) :
HoxET(H = aim vl >k

2) x €I () e ain rgl(x)>N-d+k.

(1.3) La condition Af de Thom

Soit £ : X - Y un morphisme entre espaces réduits, ou X est équidimen-

tionnel, et f génériquement & fibres de dimension 4. Soit M un ouvert de Zariski
dense de X, lisse, tel que flM soit de corang constant d. Soit N une sous-variété
analytique localement fermée de X, contenue dans X\ M, sur laquelle £ est de

corang constant. On dit que (M,N) satisfait la condition A_ de Thom en x € N, si

£

pour toute suite de points x_ € M, avec lim X = x, on a, quand les limites
n no+o B

existent

lim T [fl(f(x )) N Ml oT [fl(f(X)) n NJ.
X n X

n - o n

On dira que le morphisme f admet une bonne stratification s'il existe une strati-
fication analytique complexe (Xa) de X\ M, telle que, pour tout o, (M'Xa)

vérifie la propriété Af.
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Exemples :

- Si Y est une courbe lisse, f admet une bonne stratification ([H2])

- Par contre, si dim Y > 2, et méme si f est plat, f n'admet pas nécessairement
une bonne stratification :

Lé D. T. a donné l'exemple du germe de morphisme suivant :
3 2
£ : (¢7,0) » (¢7,0) avec f(x,y,z) = (xz-yzz,y)

P. Deligne ([D]) a donné un exemple de morphisme propre et plat :

F : XX X> ¢2, avec F(xl,xz) = f(xl) + f(xz) oad £ : X - ¢2 est l'éclatement de
l'origine.

- H. Hironaka a donné ([Hz]) une condition suffisante pour que f admette une

bonne stratification.

Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante pour que f admette une
bonne stratification et retrouver le critére de H. Hironaka. La démonstration

est essentiellement identique & celle de [H2] th. 1 § 5.

1.3.1) Théoréme : Soit £ : X - Y un morphisme entre espaces analytiques réduits
On suppose X équidimensionnel, et f génériquement & fibres de dimension d. On a les
conditions équivalentes :

1) le morphisme f admet une bonne stratification

2) Pour tout k, 0 < k € 4, les fibres du morphisme fIz sont de dimension

k
<4 - k.

Démonstration :

1 =2 5i le morphisme f admet une bonne stratification, il est & fibres de

dimension pure d. Soit (M,(X )) une bonne
stratification de f. Si k = corang f| , et si k=>4 - k +1, alors pour

x € x , on a P (f£,x) = ¢ En effet, si D est un plan assez général de codimension
4 - k+1 < k o D est transverse & T [f (£(x)) N X ] dans ¢N +1 ( on a considéré

un plongement local de X dans un ouvert de ¢N+1) et donc transverse &

Ty[fl(f(y)) N M] pour y € M voisin de x, d'aprés A.. Par suite Pk(f,x) =¢ .
Autrement dit, on a Zk n X, = $sik=24d- ka+1; et l'ensemble Zk ne coupe au
plus que des strates Xa ol le corang de f est < d-k, ce qui prouve 2).

2 =1 Supposons la condition 2) satisfaite. Il suffit, pour montrer que le
morphisme f admet une bonne stratification, de montrer que pour tout sous-ensemble
analytique fermé N de X, il existe un sous-ensemble analytique fermé S nulle

part dense dans N tel que (M,N\ S) vérifie Ag.
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On rerarque d'abord que l'ensemble des points de N au voisinage desquels
(M,N) satisfait Af est un ouvert de Zariski de N. Il suffit donc de montrer que
cet ensemble est non vide. Le probléme est alors local sur N.

Fixons comme plus haut une installation au voisinage de X € N. On suppo-
se que (f(N),xo) est un germe de sous-variété lisse de Y. Puisque les fibres de
f sont toutes de dimension 4 (car X = Zo), on peut choisir des représentants
des germes X et Y de sorte que f(X) soit analytique fermé et équidimensionnel
dans Y. On choisit alors un morphisme fini q : (f(X),yo) s (¢p,0) ol p = dim £(X),

de sorte que qlf(N) soit de rang maximum en Yo

Remarquons alors que :

. le couple (M,N) satisfait Af si et seulement s'il satisfait Aq £
o

LIS S S =
. On a l'égalité Tf Tq o f

. 1l'hypothése 2) est satisfaite pour q e f.

Ceci nous permet finalement de supposer que Y est lisse et f est ouvert, ce que

nous ferons dans la suite. On supposera aussi N fermé dans X.

Lemme : Avec cette hypothése, si de plus codime(N) < 1, et si toute composante
irréductible de TEI(N) c cf(x) se surjecte sur N, le couple (M,N) satisfait la

condition A_.

f
_ v, N+1
En effet, notons Cf(N) = {(x,H) EN X P (C )/H D Tfo(x)}.

1

Alors le couple (M,N) satisfait la condition A_ si et seulement si T; (N) < cf(N).

£
H. Hironaka a montré ([HZ]) que si codimY £f(N) <1, il existe un ouvert de Zariski

o
dense N de N tel que le couple (M,No) satisfasse la condition A Soit I' une

£
composante de Tgl(N). Comme I' se surjecte sur N, l'ensemble I°=:Tn Tgl(Np)
est dense dans [ , et on sait que r° < Cf(N).

Par suite on a T Cf(N), ce qui prouve le lemme. U

lLemme : Supposons l'hypothése 2) satisfaite. Si toute composante de T;l(N) se

surjecte sur N, le couple (M,N) satisfait la condition Af .
L'hypothése 2) est équivalente au fait que, quitte & oublier un ensem-
ble quasi-fini sur Y (= Zd(f)), les fibres du morphisme f ¢ T_ : Cf(x) - Y sont

4
toutes de dimension N.
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Soit T : ¥ » Y 1'éclatement de £(N) dans Y. On a T L(£(N) = £(N) x P}

sir = codime(N). Le diagramme des transformés stricts par T

T ~
~ ~ ~
c, () £ L% £ L9
t’Bc ! lm ln
L(x)
X Y
f 7 7
T
£ f

est aussi celui des produits fibrés réduits, puisque les morphismes f et f o Tf

sont ouverts.

1 ~ T~ ~
T = = i
De plus on a £ TEI et Cf(X) Cf(x), et aussi
~-=1 r-1 =1 -1 -1 r-1
N) =N XP = X
(N) ’ w, (T, (N)) T, (N) P .
Si toute composante de (N) se surjecte sur N, toute composante de @ 1(T—II(N))

se surjecte donc sur o (N), et le lemme précédent montre que le couple
1 —_
M), ® 1(N)) satisfait la condition A%a Par suite le couple (M,N) satisfait

la condition Af, ce qui prouve le lemme. 0O

Le théoréme (1.3.1) se déduit maintenant du lemme précédent. U

(1.3.2) Corollaire (Hironaka) : Supposons que la condition suivante soit réali-
sée :3)Il1 existe un sous-ensemble analytique F de X, & fibres de dimension nulle,
tel que, pour tout point x € X \F, et tout point x' € v (x), on ait

dimx,(f o V) (f{x)) = d.

Alors le morphisme f admet une bonne stratification.

En effet, si on note Zﬂ = {x € xldim v (x) > k} , la condition 3)

implique que les fibres de fIZ' sont de dimension < d - k pour O < k < 4.
k
On a remarqué plus haut que Zk c Ei et la condition 2) du théoréme est satisfai-

te. O
Remarque : La condition 2) s'avére plus aisée & vérifier dans la pratique.
Exemples :
2 2 2
- Pour le morphisme f : c3 -+ ¢ avec f(x,y,z) = (x -y z,y), la variété polaire

Pl(f,O,D) a pour équation 2ax + by2 = 0, pour a et b généraux, si D est un plan
d'équation aX + cY + bZ = O. Pour tout plan D, l'ensemble Pl(f,O,D) contient
1'axe {x = y = 0}. Ceci montre qu'en tout point x de cet axe Pl(f,x) n'est pas

vide. L'ensemble 21 a donc une fibre de dimension 1.
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- Pour le morphisme F : X x X - ¢2 décrit plus haut, on peut voir que l'ensemble
22 contient la diagonale A c P1 X I>1 , ol P1 C X est 1l'exceptionnel.
L'ensemble 22 n'est donc pas fini sur ¢2, et le morphisme F n'admet pas de
bonne stratification.

- Si X et Y sont deux variétés lisses connexes, dim ¥ = n et dim X = n+l, si f est
propre et surjectif,et si le lieu critique de f est de codimension 2 dans X, le
morphisme f admet une stratification de Thom (tout couple de strates incidentes
satisfait la condition de Thom) si et seulement s'il est de type singulier fini,
c'est-a-dire si et seulement si le lieu critique est fini sur Y. En effet, dans ce
cas d = 1, et l'ensemblie Zl est égal au lieu critique.

(1.4) Changement de base

~ :
(1.4.1) Lemme : Soit M : Y - Y une modification, et soit £ : X = Y uyn morphisme

génériquement de dimension relative d.

~ . s
Le transformé strict f de f est génériquement de dimension relative 4,

~ s
et la moditifcation de Nash vg relative & £ n'est autre que le transformé strict

~
Vf de vf par T

~ ~
Démonstration : Il existe par hypothése un ouvert de Zariski dense Y1 de Y et un
ouvert Y1 de Y tels que le mecrphisme T : Y1<» Y, soit un isomorphisme. On consi-
i

dére le diagramme commutatif des transformés stricts

———— X

I

<>
Ky e de—— X >

—3> X
A
£ lf
— Y
m
~ ~ ~ ~ ~ . .
Soit X = X § Yet f : X > Y le morphisme induit par la deuxiéme projection. Alors
on a Gd(Q%) = Gd(gé) x %([G]). D'autre part on a un morphisme surjectif
X

Ql,-a Qi donné par l1l'application cotangente & 1l'injection i : % » %¥. on a donc une

£ £ .
immersion fermée au-dessus de X :

) 1
Gd (Q%) C-——de(Q'fV) £

\/
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~

x X' de § x X' ol on pose X, =% 1(Y ). Mais
X g txo T EI T T
Gd(nf)lﬁ’ Posons X! = v, (Xo), od Xo est

>

L'espace %' est 1'adhérence dans

A A 1
X x X' est fermé dans X x G.(R.)
X x d f

1l'ouvert de Zariski dense de X ou vf est un isomorphisme. L'ensemble ﬁl x xé est
X

alors un ouvert de Zariski dense de X' contenu dans Gd(Q%), ce qui montre le

lemme. O

Conséquence : Supposons par exemple le morphisme f propre. Il existe alors une

suite propre d'éclatements de Y, notée T: 2N Y, telle que le transformé strict

~
f de f admette une bonne stratification. On a en effet

(1.4.2) Théoréme ([Hl], th. 4.4) : Soit f : X » Y un morphisme propre, on suppo-
se l'espace Y réduit. Il existe une suite propre d'éclatements T : ?'4 Y, qui est
un isomorphisme en dehors de Sl(f),fermé de non platitude de f dans Y, tel que le
transformé strict f de £ par T soit plat.

On rappelle qu'une suite propre d'éclatements est une famille totalement
ordonnée (éventuellement infinie) d'éclatements au-dessus de Y, finie au-dessus de

tout compact de Y.

~
Si on choisit la modification 7 : Y-—Y telle que le transformé

strict de £ o v_. soit plat, on voit que £ oo Vf est 4 fibres de dimension pure

£
A

d, d'aprés (1.4.1). On peut appliquer le théoréme (1.3.1), qui montre que f

admet une bonne stratification. Dans les paragraphes 2, 3 et 4, nous montrerons

qu'il existe une modification T de sorte que le morphisme ¥ admette une strati-

fication vérifiant la propriété Ag (pour tout couple de strates incidentes).

(1.4.3 Lemme : Soit £ : X - Y un morphisme analytique entre espaces analytiques

réduits, ol X est équidimensionnel, et £ o V_ & fibres de dimension pure d. Soit

£
T < X un sous-ensemble analytique fermé, partout de dimension relative d. Soit
|\);1(T)I1 la réunion des composantes irréductibles de IVEI(T)| dont 1l'image
par vf est une composante de T. Alors la restriction vf : v ;1(T)|1 - T est

la modification de Nash relative & f|T .

Démonstration : On considére le diagramme commutatif suivant :

T'L_>Gd(
\\

A%
fIT £

. 1 -1
ni:lT)c__md(Qf) IT(—=oI\)f (T) |

\Y)

T

295



C. SABBAH

Soit U =T \(F U F ), ou F1 désigne le fermé de T au-dessus duquel vfl n'est

pas un 1somorphlsme, et F_ l'image des composantes de |v (T)I qui ne sgnt pas

2
dans | vf (T)|1 . L'ouvert U est un ouvert de Zariski dense de T, et l'assertion

de [H ], th. 1 § 5, se traduit ici par IV )] = -1

Ve (U). On en déduit le
|T

lemme. O

Remarque : Soit h : Z » Y un morphisme analytique entre espaces réduits . Sous
les hypothéses de (1.4.3), on obtient : dans le diagramme commutatif des produits

fibrés réduits

le morphisme Vv_ : |X x Z] = |X x Z| est la modification de Nash relative au
Y 1 Y
morphisme fz : |Xx x Z| » 2 . Il suffit en effet d'appliquer le lemme (1.4.3) a
Y
XXZ,YXZ,fXIdZetT=|X><Z|.

Y
(1.4.4) Définition : Soit £ : X » ¥ un morphisme génériquement de dimension rela-
tive d. Nous dirons que f satisfait la propriété H si :

a) e morphisme f est ouvert,

b) les fibres du morphisme f o Vet X' - Y sont toutes de dimension d.

La propriété H est universelle :

(1.4.5) Corollaire : Si le morphisme f vérifie la propriété H, et si h : 2 » Y
est un morphisme analytique, Z étant réduit, alors le morphisme fz : X x 2zl » 2
Y

vérifie aussi la propriété H.

Démonstration : Si (Yl)1 €1 désignent les composantes irréductibles de Y,

1l'espace XIY est équidimensionnel, puisque f est ouvert, & fibres de dimension 4.
i
Si f est la restriction de f & I ;, le morphisme f ,z vérifie la propriété H

d'apres ce qui précéde, et le falt que f z est aussi ouvert.
I

Remarque : Le fait que le morphisme f soit ouvert sera utilisé avec le lemme

suivant :
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(1.4.6) Lemme : Soit f : X » Y un morphisme ouvert entre espaces analytiques
réduits. Soit xo un ouvert de Zariski dense de X tel que, si Y f(x ), pour
tout y € Yo ' fl(y) n x soit dense dans f (y) N X (propriété I). Pour tout
morphisme analytique h : S - Y, S étant réduit, et tout sous-ensemble analytique
fermé Z de S, pour lequel il existe un ouvert de Zariski dense Z contenu dans

(Y), on a

X x 2 = (XX 2
Oy o ( Y )red.
£ 1 iété x = x .
En effet, la propriété I montre que X0 y Zo , (X 3 Z)red , , puisque
o o

-1
Z ch (YO). Par suite, toute composante irréductible de (X ; Z)red autre que

Xovg Zo a une image contenue dans Z\Zo' Comme ZO est dense dans 2, et que le morphisme
f : X X 2 - 2 est ouvert, on en déduit que'x X Z2 = (X % 2) . 0

z Y oy o y red

Remarque : Si h est une modification de Y, le lemme montre que le transformé

n
strict £ de f par h est encore ouvert.

2. C-partitions et C-stratifications d'un morphisme analytique propre.

Dans ce paragraphe, f : X - Y désignera un morphisme propre entre espaces
analytiques complexes réduits de dimension finie. Tous les espaces seront munis de

leur structure réduite.

(2.0) Remarques préliminaires

Soit & = {(xa)'(YB)} une stratification analytique de £ :
pour toute strate Xa de X, il existe une strate YB de Y telle que f(Xu) = YB
et £ : X - YB est une submersion. Soit h : S - Y un morphisme analytique, et
soit (S ) une stratlflcatlon de S, compatible avec celle de Y, c'est-a-dire que
pour tout B, h (YB) est une union de SA . On peut construire une partition

naturelle de X ; S , formée des parties xa ; SA , pour SA c h_l(f(xa)).

Comme f : X = f(Xa) est une submersion, ces parties sont des sous-variétés de
X X S . Est-ce que cette partition est une stratification de X X S ? La réponse
pegt étre négative, comme le montre 1l'exemple suivant ¥

Soit f : 52 - ¢2 1'éclatement de l'origine de cz, stratifié par 52\ P1
et :IP1 a la source, et ¢2\ {0} et {0}au but.Le morphisme h est 1l'identité de ¢2,et on
raffine la stratification de ¢2 en ¢2\D, p\{o}, {0}, oi D est une droite passant
par l'origine. Alors (i Vo {o}), F (p\lo}) et P! ne forment pas une stratifi-

cation de ¢2.

297



C. SABBAH

Cependant, il résulte facilement du lemme (1.4.6) que si la restriction de
f a4 1l'adhérence de chaque strate est ouverte sur son image, et si la stratifica-
tion vérifie la propriété I donnée dans ce lemme, la partition naturelle précédente
est encore une stratification de X ? S . Comme la démonstration du théoréme 1
utilise beaucoup de changements de base, il est utile d'introduire ces deux pro-
priétés dans la récurrence. Cependant, on doit aussi, dans cette démonstration,
rendre une stratification compatible avec une famille de fermés. Il se peut alors
que certaines composantes connexes de X& ; SA définissent des strates différentes.
Malheureusement, il n'est pas vrai que si un morphisme f : X =» Y est ouvert, la
restriction & une composante irréductible de X sa restriction, fi : xi-+ f(xi), le
soit aussi. C'est pourquoi dans la suite, nous introduisons la notion technique
de C-stratification, qui se comporte bien par changement de base et par raffine-
ment.
(2.1) On appellera C-partition (C-analytique) de X (par rapport a f) une famille
localement finie (Xa) de parties de X telle que :
- Toute partie Xa est localement une sous-variété analytique fermée de X, ia et

Xu \ Xa sont analytiques fermés dans X.

- Les composantes connexes de X ont la méme dimension.
o

- L'image f(xa) est un ouvert de Zariski lisse et connexe de f(xa) (qui est donc
irréductible) .
- f(Xa) est un ouvert de Zariski lisse et connexe de f(i&) (qui est donc irréducti-
ble).

1'application f : Xy f(Xa) est une submersion.

~ La famille des composantes connexes des parties X est une partition de X.
o]

Remarquons que deux parties Xu et XB peuvent avoir des composantes connexes en
commun. Une partition (analytique) de X est une C-partition de X telle que la
famille (Xa) soit aussi une partition de X.

Une C-stratification de X est une C-partition de X pour laquelle on a la
condition de C-incidence suivante : étant donnés deux parties Xa et XB , si XB’i

est une composante connexe de X _ , et si X n X # @ , alors X
o

8 B,1i Bri

Y, on utilisera uniquement la notion de stratification analytique complexe

c i . Pour
(¢

(cf[Hz],[V] par exemple), et on supposera les strates connexes. Une C-partition de
f est alors la donnée d'une C-partition (Xa) de X et d'une stratification (YB)

On a de méme la

de Y telle gque, pour tout Xa , 11 existe Y avec f(Xa) =Y

B B -
notion de C-stratification de f. Enfin, on dira qu'une C-partition (Xu) est C-com-
patible avec un sous-ensemble Z de X si ce sous-ensemble est réunion de composantes

connexes des parties X .
a
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On introduit les propriétés suivantes pour une C-partition (Xa) de X :

I. Pour toute partie Xa' et tout y € f(Xa), fl(y) n Xa est dense dans fl(y) n i&
(cf. lemme (1.4.6)).

IIk:Pour toute vartie Xa de dimension relative =>k., et toute partie xy' si X

est une composante connexe de X , et si X , N X # @, alors X . c X .
Yoi a Y,i o

Yoi
’ ’

Hf: Pour toute partie xa de dimension relative > k,

k — —
a) le mo~phisme fli‘ : xa - f(xa) est ouvert.
o ' _ . . 2 N
i H X .
b) le morphisme f o Vg x& - f(Xa) a toutes ses fibres de dimension dlmf o
. $ : > : :
Afk : Pour toute partie xa , telle que dlmfxaff k, et toute partie XY , si XY,i
est une composante connexe d t si on a (= alor
P e XY' et si on xY,i X,r alors le couple (xa'xY,i)

satisfait la condition Af .
On dira enfin qu'une C-partition du morphisme f satisfait la propriété
Wi si, pour toute partie Xa' avec dim

i f(X = f , et X
si on a f¢( Y) (XY) e

conditions de Whitney.

X > . .
X, k, et toute partie XY' avec dimfxY =k,
< Xa , alors le couple (Xa'x i) satisfait les

Y.i Y

Remarques
. Si une C-partition (Xa) de X vérifie I, et si X est une composante connexe xa,
-1 ! - -1 —
= f(X £ X ., =1 nx . .
en a f(xa,i) f(Xa) et pour tout y € £( a,i)' (y)Nn a i (y) o, i

En effet, puisque f(ia) est irréductible, et f(Xa i) est ouvert dans f(xa), on a
’
f(Xa i) = f(Xa). Le morphisme f : xa,ilf(Xa)

- f(Xa) est donc surjectif, et ses
d'aprés I. S'il existe y € f(xa) tel que

fibres sont toutes de dimension dimf Xa

1 ; :

£ (y) N X , soit vide, c'est que X , N X n'est pas vide pour une autre
1 a,1 o,y

composante xa de xa. Ceci est impossible, puisque Xa est localement une sous-
’

variété fermée de X.

. Une C-partition satisfaisant IIO est une C-stratification.

(2.2) Raffinements d'une C-partition

Soit h : S » Y un morphisme analytique entre espaces réduits,soit Oﬁzune

C-partition de X, et (SB) une stratification de S compatible avec les fermés
f(i ) et f(ia)\f(xa) (c'est-a-dire que 1l'image inverse de chacun de ces fermés par h
o]

est une union de strates de S).

(2.2.1) Lemme : On suppose que la C-partition (Xa) vérifie I.
1) Les sous-ensembles Xa ; Se et la famille (SB) forment une C-partition de fs

vérifiant I (ou fs : X ; S -+ S est l'image inverse de f par h).

2) Si de plus (Xa) vérifie IIk et Hf a), il en est de méme de cette C-partition
k

3) Si de plus (Xa) vérifie Hf b) (resp. Af ), 11 en est de méme de cette C-partition.
k k
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1) D'aprés la compatibilité de la famille (SB),les sous-ensembles Xa ; SB sont des
sous-variétés analytiques lisses de |X X S| , d'adhérence et de frontiére analytiques
Y

fermés dans |X X S}.
Y

On voit de méme que le morphisme fs : X XS8,- SB est une submersion, et que la

a Y "R
famille des composantes connexes des parties xa X SB est une partition de
Y
IX 5% Sl.
Y —_— -
On a fS(xa X SB) = SB , car c'est un ensemble analytique fermé dans 1l'ensemble
Y

irréductible §B et qui contient un ouvert de SB a cause de la propriété de

submersion.

On a aussi fS(xa ; SB) = SB . En effet fS(Xa : SB) est un ouvert de SB .
. -1 =1
Si z € SB et si on a X, X SBflfs (z) = @, alors, en posant y = h(z), £ (¥) N xa
Y
est vide ce qui est contradictoire avec le fait que y appartient & h(SB). De méme,
S
o

la propriété I est satisfaite, car I pour (xa) implique que f;l(z) n x x 8
Y

est dense dans f_l(z) nx xs donc dans f—l(z) X XS, .
s oy B s a, B

2) Si la famille (xa) vérifie II, et H a), le morphisme f : Xa - f(xa) est

k fk
ouvert pour dimfxa = k. Par suite on a Xa ¥ SB = xa ¥ %3 (1.4.6). Mais on a
X = U X our X. , N X et S =U s our S, N S . L'ensemble
o . Y.ip Y,i a#¢' B s s R $ B#¢
Y,1i
X, . x S, est une union de composants connexes de X X S, , et par suite la
Yoy 8 Y Y [

propriété IIk est vérifiée. De méme la propriété H a) est vérifiée.

£
k
3) La propriété Hf b) est satisfaite grdce a (1.4.5).
k N+1
On considére un plongement local X &—3Y X B
£
Y

On a un plongement local X X S¢S X BN+1
Y

ol

S

et on voit que la condition A est satisfaite puisque c'est une condition rela-

£

S
tive qui s'exprime dans ¢N+1. o
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(2.2.2) Lemme : Soit {(Xu), (YB)} une C-partition de f satisfaisant les
propriétés I, IIk, Hf a), et wi . Soit h : S = Y un morphisme analytique, et
k

(SA) une stratification de S compatible avec la stratification de Y. La C-parti-

tion naturelle de fs satisfait encore les mémes propriétés.

Démonstration : On utilise le fait (cf.[v] remarque 3.7) que les conditions
de Whitney se conservent par un changement de base transverse a la restriction

de f & chaque strate. O

(2.2.3) Lemme : Soit £ : X -» Y un morphisme propre entre espaces analytiques
réduits de dimension finie. Soit (Z]J) une famille localement finie de sous-espaces
analytiques fermés de X. Il existe une partition A de X, compatible avec (ZU)'

et vérifiant TI.

Démonstration : Soit Xi une composante irréductible de X, et Ci(f) le lieu
critique de fl . Soit F1 le fermé analytique de f(xi) formé des points tels que

la fibre de flx1 soit de dimension = di + 1, avec di = dim xi - dim f(xi)'

i
Soit F, le fermé analytique de f(xi) formé des points tels que la fibre de

Ci(f) u [Xi N Sing X] soit de dimension = di.F2 est d'intérieur vide dans f(xi).

Soit F , pour tout Y tel que xi & Zu , le fermé de f(xi) formé des points

tels que la fibre de ZU n Xi soit de dimension =2 di .

soit U = £(X,) \ [sing £(x;) U F UF, U ( t‘ Fu)] s et soit

_ 1 i 1 Xx.n z)J.
Xi,‘o—f (U)ﬂ[xi\(Ci(f)U (XiﬂSJ.ng X) U (3 i u)]

On pose X' = X \ (U Xi ), qui est un fermé analytique de X, et :en a dim X' < dim X.
’

On applique le lemme par récurrence a X' et a la famille (Zu N X'), et on a le
résultat en considérant les parties de X', et les parties xi o - o
’

Oon dira qu'une C-partition de X est C-compatible avec une famille locale-

ment finie de fermés (Z ) de X si la partition de X associée (formée des composantes

u
d t tibl i n z = c Z .
connexes des Xa) est compatible avec (Zu), autrement dit Xa,i u # 0 Xa,i u
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(2.2.4) Lemme : Soit f : T - Y un morphisme analytique propre entre espaces
réduits de dimension finie. On suppose qu'il existe une famille localement finie
(TA) de fermés analytiques de T, telle que T = UTA , et que, pour chaque A, TA
soit partout de dimension relative k. On suppose aussi que le morphisme

£ : Tk - f(TA) vérifie la propriété H. Soit (ZU) une famille localement finie
de sous-ensembles analytiques fermés de T.

Il existe une C-partition ®de T, C-comvatible avec (Zu),et vérifiant les

propriétés I, IIk , kaet Afk

Démonstration : Par récurrence sur dim T.

On peut supposer que pour ) # ), ?\ ¢ T y - On peut supposer aussi que f(Tk) est
irréductible. Par suite, T) est équidimensionnel. Soit A ={X /dim Ty, est maximum} .
Pour X € A, et Tk,i une composante irréductible de Ty, soit CA (f£) le lieu criti-

que de £l . Soit F, , le fermé de £ (T,) (= £(T ))forme des points tels que
T>\ i A, A X,
r
la fibre de CA i(f) n (TA 4 N sing T) soit de dimension = k. FA ; est d'intérieur
’ r r

vide dans f(TA)'

Pour chaque TA . non contenu dans ZU(XEA), soit FA i,u le fermé de

1 r+r

f(TA) formé des points tels que la fibre de TA i n ZU soit de dimension = k.
’
Pour tout A € A , soit :

Uy = £(T)\ [sing £(T)) U [)\,';Jj(F)\,'j u (%FA,’, )) U ('i "f(T y\ £(Ty,))]]

la réunion étant prise pour les A' tels que f(TA') = f(TA)' et pour les A" tels

que £(T,,) # £(T,).

On voit donc que si on a f(TA) = f(TA')' on a aussi UA = UX' , et sinon
Uy n f(TA“) = @.
On pose TA,o _— (U ) N [T \ UT N sing T) U Ck(f) U ( L"u(zu n T i)]] pour A € A.

X est un ouvert de Zariski dense et lisse de TA' C-compatible avec (Z ) et le mor-
I
phisme f : 1& Uy est une submersion. D'autre part, pour tout y € Uy f (y) n TX

est dense dans fl(y) n TX' puisque f (y) N \ TA ) est de dimension < k.

On pose T' = T \ (Aé AT o)'

Les composantes connexes des TA o A € A, forment une partition de T \ 7' o
’

si on a TA . n Ty, #@ pour A et \' € A, alors aussi Tk,i = Tk',j .

,i,0 ;3,0
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i = i = n = n =T .
Par suite U)\ U)\' , et on voit que T)\,i,o T)\,o Tl,i T)\',o A5 A", 5.0
On considére sur T' une partition & (par rapport & fIT,) vérifiant I, compatible
< .=l _
avec les fermés Ty \ T)\,o (A €M), avec les fermés f (R)\) ou Ry = f(T)\)\ Uy, et

telle gque pour toute partie I < T)\ \ T)\ o le couple (T)\ O,I‘) vérifie A_. Ceci
r

£
’
est possible, d'aprés l'hypothése faite sur fo\))\ : T)'\ - f(T)\)' et (1.3.2) pour
A et d'aprés (2.2.3) pour I.
Soit U =}\'éj'_A U>\ . On a T'lU = )\‘é’A (T)\ \ T)\,O)IU , puisque si )\"ﬂ A,
f(TY) NU=¢ . Onpose T =T| , o0 R= U R, = £(T) \ U.
A R AEA A

T" est une union de parties de @, par construction, ainsi que T' IU, et toute
partie conteriue dans T.l[} est de dimension relative < k.

On considére sur T" la famille des T)\IR' et les T)\“ (a" ¢ A), qui vérifie
les propriétés du lemme d'aprés (1.4.5). On applique la récurrence & T", muni de
cette famille, et de la famille de fermés ZU N ™ e T, T\ I, pour toute partie
I' de ‘QT" , et on obtient le lemme . O
(2.2.5) Corollaire : Soit f : X - Y un morphisme analytique propre, entre espaces
réduits de dimension finie, et soit (T)\) une famille localement finie de fermés
analytiques de X, telle que, pour tout A , T)\ soit partout de dimension relative
k, et £ : Tk - f(TA) vérifie la propriété H.

Soit ‘S = {(Xu) B (YS)} une C-partition de f vérifiant les propriétés

I, IIk+1' ka+1, Afk+1 ’ Wk+1. On suppose de plus que toute partie Ka de dimension

relative k est contenue dans un fermé T>\ .

Il existe alors une C-partition de f, C-compatible avec /.f, et vérifiant

riété '
Lles propriétés I, IIk, Hf , Af et wk .
k k
Démonstration : On pose T = U T)‘ .
A
Assertion : Pour toute partie Xa , avec dimea 2 k+1, il existe une partition de

- -1
xcx n T, en parties telles que, si dimfl" 2 k, le couple (xaﬂ £ C(£(M)),D
satisfait les conditions de Whitney.
Si cette assertion est montrée, on considére sur T les fermés suivants :
X X i di <k
- Xy nT, et (X, \ fa) nr, si dlm,fxa

. les fermés ' et I\ T , pour toute partie ' construite dans l'assertion.
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Il existe, d'aprés le lemme précédent, une C-partition de T compatible avec les

fermés, et vérifiant I, IIk, ka et Afk .

On considére sur X la C-partition suivante ' :
- sur T , c'est la C-partition précédente

- Pour toute partie Xu avec dim Xa = k+1, xa\ T est une partie de €'.

f

(on remarque que Xa N T est d'intérieur vide dans xcx , et que £(X '\ T) = £(X )).
a o

- Pour toute partie Xa avec dimfxa < k, et Xot non contenue dans T, il existe,

d'aprés (2.2.2) une partition de Xa, compatible avec les fermés X N T,X \ X et
_ o o a

(xot \XOL) N T, vérifiant I. XOL est alors une union de parties : elles sont par
définition dans <C'.

On vérifie que <§' satisfait les propriétés I, II

, H_ , A .
£ £
k k

On considére une C-partition © de f construite par raffinement de la stratifica-

k

tion de Y a partir de <¢' (voir lemme (2.2.1)).
La C-partition © satisfait les mémes propri:étés. Montrons qu'elle satisfait w};.
. W];+1 est satisfaite : une partie de dimension relative = k+1 de T s'écrit

-1 ' 3 ' .
(X(x\T) nft (Y)\) avec dim xot 2 k+1l et Y! c f(xot)'

£ A

poncsi TEG , A€ET, dim T > k+2 et dim A > k+1, si £(I) = £(8),

et si Aj cT ' Aj étant une composante de A , on pose

= -1 J = -1 J
F-—(Xa\ T) N £ (Y)\), A—(X_Y\T)ﬂf (YA)'

On a donc f(X ) = f(X) etsi A,c X ,,onaX .cX .
Y Y J Yed Yol a

Par suite ()(0'.,)(Y j) satisfait les conditions de Whitney par hypothése, et

’

(r, Aj) satisfait W d'aprés le lemme (2.2.2).

. I1 reste & considérer le cas ou dimfI‘ 2 k+1 et dimfA =%k, £(I') = £(A), et

Aj cT. On a encore T = (xa\'T) n f"l(Y>'\ ), avec dimf X, =2 k+1. Coome AcrT,
il existe une partie 4§ construite dans l'assertion 1, telle que Aj c A .
Comme ((Xa AT N f_1 (£E(MN)) ,A) satisfait les conditions de Whitney, il en est
de méme de ((Xu \'T) N f_1 (f(Y)'\ ), AN f—l (YX)) d'aprés le lemme (2.2.2),

et donc aussi de (I, Aj) , puisque Aj cADn f—1 (Y)'\), ce qui finit la preuve du
corollaire.

Démonstration de 1l'assertion :

Nous allons montrer qu'il existe une C-partiion de T)\ , C-comptatible avec les

parties )-(a n T>‘ (dim xa > k+1) ,vérifiant la propriété I, telle que, pour toute

£
partie T de dimension relative k contenue dans icx N T, et toute composante
connexe l"j de ' , le couple (xa n f-l(f(l")), I‘j) vérifie les conditions de

Whitney.
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La démonstration se fait par récurrence sur dim TA .
On construit UA comme dans le lemme (2.2.4), et on sait qu'il existe un fermé
nulle part dense S de X N T, tel que (X, N f_l(UA), X N T\ S) vérifie les
conditions de Whitney.

Soit F le fermé de f(T)\) formé des points tels que la fibre de S soit de

dimension 2 k.

On pose I' = (TA °\ s) N f-l(UA \F) et on continue la récurrence comme
r

dans le lemme (2.2.4). O

3. Démonstration du théoréme 1

Soit f : X = Y un morphisme analytique propre comme au § 2, et soit Tg

une stratification analytique de f.

(3.1) Proposition : Il existe une suite propre d'éclatements T : ¥ - Y et une
~ ~
C-stratification é? de F:xx¥-7 , image inverse de f par T , C-compatible avec
Y

s A+ et W',

5, et satisfaisant les propriétés I, Hf £

Remarque : Il résulte du lemme (2.2.1) que pour tout morphisme h : § - ¢ et toute

stratification de S compatible avec celle de ?2 la C-partition naturelle de

~
fs : ¥ X 5 - s est une C-stratification vérifiant les mémes propriétés.

Y

(3.2) Démonstration de la proposition (3.1)

On montre que si f admet une C-partition vérifiant les propriétés I,

o . . . ' <
IIk+1' Hf Af et ﬂk+1' il existe une suite propre d'éclatement de Y, et une
k+1 k+1 »
C-partition de 1l'image inverse f de f, C-compatible avec la précédente, et qui
vérifie I, IIk, Hf Af et W£ . I1 suffit pour cela de montrer que les hypothéses
k k

du corollaire (2.2.5) peuvent étre satisfaites aprés éclatement de Y. Si k = O,

on obtient la proposition, et si k = dimX , les propriétés IIk+1' Hf ,Af et W£+1
k+1 k+1

sont vides. La propriété I est vérifiée a l'aide de (2.2.3) et (2.2.1).

Soit 4 une C-partition de f vérifiant les propriétés I, IIk+1' Hf ’
k+1

A et W' .
frrt k+1
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(3.2.1) On peut raffiner la stratification de Y, de sorte que la C-partition

naturelle obtenue vérifie de plus :

IIIk : Pour toute partie Xu de dimension relative k, il existe deux espaces

analytigues Fa et F& (non nécessairement réduits) et un diagramme commutatif

X' ¢« L, F'
o o
v l 1‘x
[0 o
X F c X
o > To
T
£(X) = £(F)
o o
ot les fléches horizontales sont des immersions fermées,avec i& f(xa) = (E&k(xa))red

et ;& est réunion de composantes irréductibles de F' , et tel que fo Aa soit

a,red
plat, & fibres de dimension pure k au-dessus de f(Xa).

Pour réaliser III on considére les sous-espaces analytiques suivants :

kl
= £(X T =X .
Sa,o ( a) a,o o
Plus généralement, si on a défini Sa i et Ta i’ qui sont réduits, avec
’ ’
_ £ a : . . P .
Sa,i f(Ta,i)’ e Ta,i e dimension relative générique k, on pose
vV o, T, =>T_ | est la modification de Nash relative a f .
Q,1 a,i a,i T .
o,i
s! . est le fermé de non-platitude de foVv_ ., : T' ., » F(T_ ,) =58 ., et
o ,i+1 - o,i o,i o,i o,i
— =1
. = f(X )N s' . T . =X_ N £ (s .
Sa,1+1 ( a) o,i+l " To,i+l o (ga,i)

Soit (ZA) une stratification de Y, compatible avec les fermés Sa i
14

(dimf Xa = k), et compatible avec la stratification de Y.

t A, il i a i c s .
Pour tout A, il existe et i tel que ZA f(Xa) n (Sa,% a,i+1)

On pose S = f(Xa) nie._ .\s ), qui est un ouvert de Zariski dense de S

o,i o, i+l o,i’

T . est réduit, et £ o v ., : T' . - T - S est plat, a fibres de
a,ilsS o,i a,11S a,ilsS

dimension pure k.

On pose Fa,l = Ta,i le.

Alors Fa,klzx = Ta,ilzk , et X&,AIZA = (ia n ?I(ZA))red d'aprés la
propriété I. Par suite i&,Xlzx = (i& n EI(S)le)red = (xa n El(s) zl)red =
(Ta,i z)\)red = (Fa,klzx)red , d'aprés I.

On pose aussi F&,A = T&,i zx et Xa = va,i . .

o, A

D'aprés (1.4.1), i& X est réunion de composantes irréductibles de (F' et

’ a,k)red'
par construction f ¢ Xu est plat a fibres de dimension pure k au-dessus de ZA .
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(3.2.2) La propriété IIIk étant satisfaite, soit Y('Q') la réunion des strates de Y
de dimension < . On considé@re la suite propre d'éclatements de Y suivante :
mo=1Id .
y ~s
Si on a défini ﬂlz Yl - Y, qui est une suite propre d'éclatements, tous
centrés au-dessus de Y(g'-l), on considére toutes les parties Xa de X avec

di = i = +1.
im_ %} k, et dim f(Xa) 2+1

On considére les transformés strictes par m, : F et X F' et X' .
p 2 Lo 2% 270 Y Ll

Ils vérifient encore II:[k puisque 'ITJL est un isomornhisme en dehors de

-1 Q=
TTQ’ (Y( 1)) . Il existe , d'aprés (1.4.2) une suite propre 4d'éclatements

. ~ ~ — -1 (9,) =
n5L+1,SL : YZ+1 - YSL , tous centrés au-dessus de nR, (Y ), telle que le transformé

~s

~
i o 5 { o )\ : '
strict par 1TJ&+1,IL de ?JL )‘a,l noté f}L+1 o,L+1 2+1F0L > f2+1(

241 xa) soit plat
(et & fibres de dimension pure k).

D'aprés le diagramme commutatif de IIIk, et d'aprés (1.4.4),

fort F op1¥a STICRTIRLON

Srifi iété H. m =TT m et‘rr:;—)Yseran our
vérifie la propriété H. On pose +1 q ° 241,18 2 p

£ = dim Y.

(3.2.3) Soit (Z)\) une stratification de ?, compatible avec celle de Y, et avec
1'image inverse de tous les centres d'éclatements.
On considére la C-partition naturelle de . 8- S?’, qui vérifie I,

IIk+1, Hf A et W' Nous allons montrer qu'elle vérifie aussi les hypothéses

k1 Tyo4q k+1
du corollaire (2.2.4). On considére une partie de dimension relative k de X. Par

-1
construction, il existe une partie Xot de X et une strate ZA cm (f(Xa)) telle

que cette pariie soit Xoc ; Z)\. On suppose que dim f(x(‘g = L. Posons )T{Z =X )3; %, .
On note GIL : XR, - X le morphisme faisant commuter le diagramme
i}
~
X X
¥ £ et a, =0 : X - X
2. ' o Tdimy, 8 2
~
Y —» Y
. m
—_— . 1 1
Alorson a O car 2, © T (£(X))).
Xa; ) (!Lxcx)red ! A a
-1 ~ - - .
Remarquons 1'égalité d, ( g u)red = (.QXOL ;-ly)red" Par construction, le morphisme
~ -— s - .
£y 1 X, = £y (oK) verifie la propriété H. D'aprés (1.4.4), si on pose

-1, = & it PRI .
= le morphisme f : T - £(T ) vérifie aussi la propriété H.
T 9 X)) req’ p o o
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On peut donc utiliser (2.2.5) avec cette famille (T ), ce qui prouve la proposi-

tion.

Remarque : Soit f : X - Y un morphisme C-stratifié sans &clatement.
On peut, comme dans le démonstration du deuxiéme lemme 4d'isotopie de Thom-Mather
([M]), construire une famille de tubes sur X contrélée au-dessus d'une famille
de tubes contrdlés. sur Y. On en déduit la trivialité topologique locale du
morphisme f le long des composantes connexes des C-strates de X.

On en déduit aussi que la partition de X formée des composantés connexes
des C strates de S, et la stratification de Y forment une stratification de f .

Ceci prouve le théoréme 1.

4. Le cas local

La différence avec le cas propre consiste dans le fait que 1'image d'un
ensemble analytique n'est pas en général anglytique. Nous utiliserons le théoréme
d'aplatissement local de [H.L.T] pour réaliser la condition H, et aussi pour

rendre analytique 1'image d'un ensemble analytique.

(4.1) Les définitions de (2.1) doivent étre un peu modifiées.Dans la suite,
f : X » Y désignera un morphisme analytique entre espaces analytiques réduits (de
dimension finie).

On appellera C-partition (analytique) de X (par rapport & f) une famille
localement finie (Xa) de parties de X telle que :
- Toute partie Xa est une sous-variété analytique localement fermée de X, et
ia et i& \Xa sont analytiques fermés dans X.
- les composantes connexes de Xa ont la méme dimension
- flxa est de corang constant
- la famille des composantes connexes des parties X est une partition de X.

Les notions de partition de X, ou de C-stratification de X sont alors
inchangées. Une C-partition de f est la donnée d'une C-partition (Xu) de X, d'une

stratification (Y,) de Y telles que : pour touto,il existe B avec f(xa) cyY

B B

Nous considérons les propriétés suivantes pour une C-partition de X :

II : Pour toute partie Xa , avec dim =k,

k fxa
a) f(xa) est un fermé analytique de Y, et f(Xa) est un ouvert de Zariski dense,
et lisse de f(§&).

=1 = =1
b) Vy € f(Xa) B NX, =1y NX

c Pour toute partie X six .NX X .cX.
) p Y Yol a#(é '
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Hf et Af sont comme en (2.1). Pour une C-partition de f, {(Xa),(YB)} , on aura
k k

IIk : la C-partition (Xa) vérifie IIk a),... d) et de plus

a)bis : si dlmfxa > k, il existe YB tel que f(xa) =Y

g

Wﬁ est comme en (2.1).

(4.2) Remarque

- Soit (Xa) une C-partition de X vérifiant II . Soit y£,€ Y, et L un compact de

k
fl(yo). Soit V un voisinage ouvert de L dans X. Si V est assez petit, il existe un
voisinage ouvert U de Yq dans Y, tel que la trace de la C-partition (Xu) sur

l'ouvert Vv N fl(U) soit une C-partition vérifiant II

£f:vDN fl(u) - U.

x pour le morphisme
En effet, on choisit V assez petit pour que xa NV # @ pour un nombre fini

de Xa. Il suffit alors de montrer l'existence de U pour chaque partie Xa.

Si dimfxa;?k, £(v N ?a) est un ouvert de f(ia), et £(v N Xa) est un ouvert de

f(Xa), d'aprés II, a). Soit U un voisinage ouvert de Yo tel que

k
un f(Xa) < £(V ﬂxa) et u N f(Xa) cfw N Xa)’

=1
Alors II, a) est vérifiée pour X, N vNneE(U.siy€eunNn f(xa),

- - = - -1 -

fl(y) n Xa = fl(y) n X, + et donc fl(y) n X, N Vv est dense dans £ (y) N Xy nv .
Ceci donne IIk b). IIk C) est alors évidente. La remarque est aussi valable pour
les autres propriétés de (4.1).

(4.3) Raffinements d'une C-partition

Soit (Xa) une C-partition de X, vérifiant IIk et Hf a), et soit
k

X 2k, £(X) et
_ fa o
f(xa) \ f(xa) sont analytiques fermés dans Y. Soit (SB ) une stratification analyti-

h : S - Y un morphisme analytique, S étant réduit. Si dim

que de S, compatible avec les fermés h—l(f(iﬁ)) et h_l(f(ia)\ £(x )) pour

: >k. Si di < _ s e s : oA
dlmfxa/~k Si dlmfxa k, xa SB est une sous-variété de X x S. Si dim X < k,

v fa

on stratifie chacun des xa SB . On obtient ainsi une C-partition naturelle de

<X X

X x S.
Y

1(4.3.1) Lemme : Dans ces conditions,"la"C-partition naturelle de X x § vérifie
Y
encore IIk et Hf a) et avec (SB), c'est une C-partition de fs : X ; S = S vérifiant

II, et H a).sikde plus (Xa) vérifie A

X £ b)), il en est de méme de cette

(resp. H
£
k fk k
C-partition.

La démonstration est la méme que celle de (2.2.1). D
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(4.3.2) Lemme : Soit £ : T - Y un morphisme analytique, entre espaces réduits de

dimension finie. On suppose qu'il existe une famille finie (Tk) de fermés analytiques

de T telle que T = U TA , et que pour chaque A , TA soit partout de dimension rela-

tive k et £(T.) soit analvtique fermé dans Y ,On suppose que le morphisme

£ : TA - f(TA) vérifie la propriété H. Soit (ZU) une fami}le finie de sous-ensembles
(Yo). Il existe un

2

analytiques fermés de T. Soit yo € Y et L un compact de f

voisinage U de yo dans Y, un voisinage V C f_l(U) de L dans T, et une C-partition

_15 de T N V, C-compatible avec (Zu N V) qui vérifie les propriétés IIk' Hf et Af .
k 13

La démonstration de ce lemme est identique & celle du lemme (2.2.4) si

on utilise le résultat ci-dessous :

(4.3.3) Lemme : Soit f : X - Y un morphisme analytique, Yq € Y et L un compact
-1 _

de £ (yo). On suppose que dimxfl(yo) < k en tout point x € L .

Pour tout voisinage assez petit U de Y tout voisinage assez petit V de

L, l'ensemble F des points de U ou la fibre de £ v N fl(U) est de dimension =2 k

est contenu dans un fermé analytique de U. Si f est génériquement de dimension rela-

tive <k, ce fermé est d'intérieur vide dans U.

Démonstration : Soit VO un voisinage ouvert de L tel que pour tout x dans V,
;=1 . A : .
dlmxf (f£(x)) < k. Soit Uo un voisinage ouvert de Yo tel qu'il existe des ouverts

Vi dans V, et des morphismes finis

Py Ri

L B
1 [e] X

v
fl
U
o
L, L,

< A . 1
les ouverts Vi étant en nombre fini, et B * est un polydisque de € - avec

L. = dim fl(yo) n V. Soit I = {i/Ri = k}. Si U et V sont assez petits pour que
fl(U) nvecdu fI(U) n Vi alors pour y € U si fl(y) N V est de dimension = k
i

il existe i € I tel que fl(y) n Vi soit de dimension = k. Mais, i étant fixé,

F,o= {y € Uo/dim fl(y) nv, > k} est analytique fermé dans U et Fc (UF) NuU.
i

Si de plus f est génériguement de dimension relative < k, alors, pour Uo et

Vo assez petits, les sous-ensembles Fi sont d'intérieur vide . O
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(4.3.4) Corollaire : Soit £ : X » Y un morphisme analytique, entre espacesréduits,
Yg € Y et L un compact de fl(yo). Soit (Tk) une famille finie de fermés analytiques
de X, telle que pour tout A , TA soit partout de dimension relative k, f(TA) soit
analytique fermé dans Y, et f : Tk - f(TA) vérifie la propriété H .

soit 8 = {(Xa)'(YB)} une C-partition de f
vérifiant les propriétés II , Af
k+1 k+1
toute-vartie xa de dimension relative k est contenue dans un fermé TA .

k1’ Hf et W£+1 . On suppose de plus que

Il existe alors un voisinage ouvert V de L, un voisinage ouvert U de Yor et

une C-partition G de f|v n 54<U) , C-compatible avec «le n fl(U) , vérifiant les

propriétés 1T, B, Af et Wﬁ .
L k k

Démonstration : Elle est analogue a celle de (2.2.5)

(4.4) Démonstration du théoréme 2

(4.4.1) Proposition : Soit £ : X - Y un morphisme analytique entre espaces
analytiques complexes réduits, Yo € Y et L un compact de fl(yo). Soit (Xa) (resp
(YB)) une stratification analytique de X (resp.Y). Il existe une famille finie de
morphismes ﬂi : Yi > Y (1 <i<m), chacun composé d'un nombre fini d'éclatements
locaux, compléte au-dessus d'un voisinage U de y0 dans Y, un voisinage V de L
dans X, et pour chaque i, une C-stratification analytique <%.de fi : Vi - Li,

image réciproque de f y par ﬂi, C-compatible avec (Xa) et (Y,), et vérifiant les

B

propriétés I, Hf B Af et W'.

i i

Remarques :

- Dans ce paragraphe, on renvoie & [H3]et [H.L.T] pour les définitions. Rappelons
qu'un éclatement local est le composé 0 o i, od i est 1l'inclusion d'un ouvert dans
Y, et g 1l'éclatement d'un fermé analytique de cet ouvert. On dit que la famille
(ﬂi) est compléte au-dessus de U si pour tout compact K de U il existe un compact

n
K, de Y,, pour chaque i, tel que Kc U m, (K.).
i i i jop 101
- Nous montrerons comme au § 3 l'existence d'une C-partition vérifiant IIO, Hf Ag

o
et W; , ce qui impliquera la proposition. °©

- On a comme au § 3 la stabilité des propriétés par changement de base
- Bien que les morphismes fi ne soient pas propres, les stratifications obtenues
sont analytiques complexes, et pas seulement sous-analytiques.

- Nous supposerons que les stratifications (Xa) et (Y,) sont finies.

B
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(4.4.2) Démonstration de la proposition (4.4.1)

On montrera que si f admet une C-partition vérifiant II H ' Af et W£+1,on

’
k1 fk+1 k+1
peut trouver les ﬂ et 1; de (4.4.1) tels que <f soit une C-partition de f satis-

faisant IIk, Hf ,Af et Wk.Sdtdonc f : XY, y' € Y, L un compact de f (y ), et

4 une C—partltlon ge f, finie, et satisfaisant les propriétés IIk+1' Hf v Af

et Wyyq® K+l Tk

Fixons une étoile e au-dessus de Y, de point marqué Y, dans Y (cf.[HB]).

Nous dirons qu'une suite d'éclatements locaux (Wi+1 ’ ﬂ r U, i El)1 >0 ! contenue

dan b : '
s e, ou Wi Wl+1 - Ui est 1l'éclatement de Ei' ferme analythue de Ui' et
Ui est un voisinage de Yy dans Wi, Y,y étant le point marqué e dans Wi' est k-permise
si :

1) IEiI est nulle part dense dans Ui

: i : .
2) si on note E° 1l'image inverse dans Ui des centres Ek' pour k < i,
i -] ~ i
=T o...oﬂ 1’ xl =X X Yi , W Xi - X le morphisme au-dessus de Wl, alors,

Y

~
quitte & remplacer Xi par un voisinage ouvert assez petit de Li =L x {yi}: pour
Y

toute partie Xa de dimension relative k de 1i on a une des deux possibilités :

- - i
. Notons Xa i le transformé strict de Xa par T .
’

X i . =3 et £, : X .= f,(i .) vérifie la
Alors fi(xa,i) est analytique .fermé dans Ul i o, i 1 %o, 1
propriété H. 1
—i~ .
i ' i = i, .
. Si ce n'est pas le cas, soit Fi,a 0} (xa)llEi\ ot
Alors, si F 0 n'est pas vide, fi(Fi a) est analytique fermé dans lEiI et le
’
morphisme f : F, o - fi(Fi 0") vérifie la propriété H. Remarquons que la premiére
1, [;

propriété s'énonce comme la deuxiéme , si on fait Ei = Ui'
(4.4.3) Lemme : Il existe une suite finie d'éclatements locaux k-permis, contenue

& 1 e 2) soit satisfait avec
dans e, notée (Wi+1, n ’ U . E, )o <i<m' telle qu )
Em+1 = Um+1

Avant de démontrer le lemme, voyons comment on obtient la proposition
. e o m+1
(4.4.1). On a, pour chaque étoile e, un morphisme T : Ye-—,Y (noté dans le
lemme). Il existe un voisinage Ve de Le dans ﬁ;, tel que, pour tout i < mt+l, et

tout o , le morphisme de gauche dans le diagramme commutatif
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F X ¥ — 3 F,
i, o ¥ e i,o
£,
1
@ e F, N—— s E (F, )
i i i,a “e i i,a
i

vérifie la propriété H (d'aprés (1.4.4)). Un argument analogue & celui de [H.L.T.]
th 4, permet de ne considérer qu'un nombre fini d'étoiles pour obtenir une famille
compléte.

Pour une telle étoile e, considérons une stratification de Ye compatible
avec celle de Y et avec les images inverses de tous les centres d'éclatements, et
considérons une C-partition de fe obtenue & partir de & comme dans (4.3.1). Elle

vérifie encore II r H A et W' .
k+1 fk+1 ’ fk+1 k+1

Montrons qu'elle vérifie aussi les autres hypothéses du corollaire (4.3.4) :
une partie I' de dimension relative k est contenue dans un sous-ensemble Xa X ZX ’

si (ZA) est la stratification de Ye, et on a dimfxa = k. Soit i tel que ZA soit

contenu dans 1'image inverse de Ei’ et pas dans celle de Ek pour k< i. Alors

i —
X ZX est contenu dans l'image inverse de , et xa § Z, est

o} ®lig,\ B x

contenu dans l'image inverse de F, i n'est autr u F X Y .
g i,o © W e que | io ¥, eI

On choisit donc comme famille (TX) la famille des images inverses de
F, et les hypothéses de (4.3.4) sont satisfaites, ce qui montre la proposition.D

1,0

Démonstration du lemme (4.4.3) : Elle suit essentiellement celle de [H.L.T] th.3.

On fixe une étoile e de point marqué yo dans Y. Soit (Xu) les parties de dimen-

a€A
sion relative k de 1? dans X. On va définir, par récurrence sur i, une suite d'éclate-
ments locaux dans e W e T .

e | i+17 Yir Ty El)i >0
pour O < i' < i .On a donc un diagramme du transformé strict

. On suppose qu'on a défini la suite

'<4——:T—-N

Soit ¥y le point marqué de e dans Wi' Pour définir Ui et Ei’ on considére d'abord

les espaces suivants
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° _ .
Pour tout o € A, Ta i est le transformé strict de Xa par ﬂi. Si on note El 1'image

’
inverse dans W, de tous les centres d'éclatements Ei' pour i' < i,

o 1= -1
= i . X" .
ma,i @ (xa)lwk \el Soit L; le compact £, (y) N (@ X W)

Bi g; i n'est pas vide, c'est un sous-ensemble analytique de xi' a fibres de
r’

dimension générique k. Soit v; i la modification de Nash relative & fi ° , et
r
o 0_1 o' Ta,i
= T < .
Lai = Va, 1% " Tg,1) € To,y

O P
Soit P i le germe (en yi) de platificateur de fi ° Va i au voisinage du
’

compact L i (cf.[H.L.T]) - On choisit un ouvert U, de sorte que PZ ; soit
I ’
représenté par un sous-espace analytique fermé de U, .
o o o N .0, o +
soit P; = 0 P° et Q= (U.\P) NP, .
i GA€A 0,i i i i i

Si on a défini ces sous-espaces jusqu'a l'indice j-1, on pose

oo x|

VJ . est la modification de Nash relative a

a,i (IQi |\E) ! a,i
i j-1 3 e
f . :
i! 3 Ta,i - IQi | , et Pa,i est le (germe en vy de) platificateur de
a,i

j j 37t j
fi 0 va,i au voisinage du compact La,i = va,i (Li n Ta,i)' On pose
J_ J J_ J-1 J J
P = N p. . ,et Q;=(lg; I\P) NP
i 4ea ot i i i i

On a les propriétés suivantes :

B] j-1 j-1

a) i< |Q | et IO | est d'intérieur vide dans lO |.
+

b) Posons Qi1 = U;. Soit j(i) l'entier tel que IQJ(l)I # 9 et IQJ(l) 1| =@ .
Ona -1<3j(i) <dim Y . Qj(l)+1 =@ , et si Pj(l)+1 # @ , alors

P?(l)+1 IQ](l) et po%%m:ifiig“métphlsme T:'(l)+1 nd |Qi(l)| est plat en tout point

1

de LJ(1)+1, et dans un voisinage de ce compact, est & fibres de dimension pure k.
il existe o dans A
j (1)+ = +_J(i)+ +1
si Pg(l) - @ , alors |/ tel que P;(;) 1. @ , donc Lj(l) =¢ , et
’
j(1)+1 ;
T i = @ . Si on choisit un voisinage Vl assez petit de L dans X , On voit
Qr

J(l)I

donc que pour tout espace E c U de support IQ 1 eclatement de Ei dans Ui

est k-permis , pourvu que 3(1) # -1, c'est-a-dire que IEiI soit d'intérieur vide

dans Ui .

c) si j(i) = -1 , soit o € A tel que l'une des deux possibilités précédentes soit
satisfaite. On pose A' = A \ {a}, et on recommence la construction. Si on obtient
toujours j(i) = -1, la suite d'éclatements construite convient.
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d) on peut donc supposer, quitte & diminuer A, que j(i) = 0. Soit I i3 1'idéal

de Qi dans GL pour O < j < j(i) . Rappelons le résultat suivant ([H ] lemme 3.2):
i

Etant donnés deux sous-espaces A et B d'un espace analytique Z, et U un ouvert

relativement compact de Z, il existe un entier ao 2 1 tel que, pour tout a = ao,

on ait : si O est 1'éclaté de 1'idéal 1, + Ig de (% , alors en tout point ¥ € ¥\ X

x'étant le transformé strict de A, 1l'idéal IA(9G'§ est localement inversible.
by

Soit alors aj(i) l'entier associé gu :?uPle (I 5(i)-1" Ii,j(i))'
85 (1y-1 35900HE 3 (T sy p 0 Ty gyt T4 te.. st solt
as (g a; s 1
.= +[... + 1) 1@ .
I =L o % [I. [...+ [Il j(i)-1 Ii,j(i)] ]

I, est un idéal de C% qui définit un sous-espace fermé Ei de Ui' de support
s i
IQi(l)I. L'éclatement de Ei est donc k-permis, d'aprés b).

e) Soit PR W, - U 1'éclatement de E dans U ’ et soit y, le point marqué

i+1 i+1
par e dans W, I On peut alors con51derer la sulte (Ta +1) dans un voisinage ouvert
' -
Vi+1 de Li+1 au-dessus d'un voisinage ouvert Ui+1 de Yir-
R AL _ ) 2 c s
(4.4.4) Lemme : Soit IQ,I le transformé strict de lQiI par ﬂi, pour -1 < £ < j(i).
AR
1) si Yi1 € IQiI , alors au voisinage de y, j4p T O @
+1
a) Tz . est le transformé strict de TR % .
o,i+1 o,1i
b) |Q% | est le transformé strict de |Q%|
i+1 i
af-1 AL
2 i € < 2 <3
) osiy, ., €197 TN I/ (0< & <3(i))
a) si de plus ¢ 8%, i1 existe a € A et un point de L* a
P Yiet i e n poin e o, i+ ou
: . L -1 [ ]
L] .
1l'inclusion (fi+1° va,i+1) (yi+1) c____;fi o Va,i) (y;) est stricte.
b) si de plus y, € 32 alors lPl | = Iﬁ | au voisinage de et
i+l i’ i+1 g Yivr 7
2 2-1 AR—
IPi+1| est un voisinage de y, 141 dans |Qi+1| = IQi |.
Par suite Qi+1 =@ et J(i+l) < 2-1< j(i) -1 .

Démonstration : Elle se fait par récurrence sur % . On suppose le lemme vrai

AL
pour £ - 1 . Soit vy, 141 € IQiI. Alors yi+1 € I 1 I et au voisinage de Yie1’
Al-1 -1
197 = 1000
1 b) =1 a) : En effet, si I§£| IQR | au voisinage de y on a
i i+l i+l '’
241 Q1" i1 AL+
. = W X +1 = X =
o, it 0 o agf, net* O X laghin et T T
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Démonstratdion de 1 b) : Comme £ < j(i), E. est nulle part dense dans IQf_'I , et
2 2
1]
d'aprés (1.4.1), £ +1o v i1

est le transformé strict par 'n de fio \)a it
Par construction, en tout point de QR' 1|\ 1% I , l'idéal I’is 2(9|Q
’ .
i

- 1I est locale-
ment inversible comme O g1 -module pour un certain entier r : cela résulte de
IQ |
la remarque d). Il en est donc de méme de I Rq A!l 1 . D'autre part,

= © , suni
11'2 I + Iﬁ dans Ui, et 1l'éclaté de 11,2, dans Ui est la réunion

R _ : 2 - _ -
disjointe des transformés stricts de Pi et lQi’ 1| \Pi dans cet éclaté.

\ Af-1 AL P f s < s
Par suite Q. "I\ I_Qil est la réunion disjointe des transformés stricts

|1’5i'| \ Iéll et (IQi—ll \ Pi)' Ceci montre qu'en tout point de
Af-1 2 AL ' vias : . ;
19 Q A} |f’ ~|Q l\ IPiI » c'est 1'idéal I © qui est localement inversible
P, 2-1
i Ig)i+ |

comme (© g-1 ~module .

IQi+1 !

On en déduit, en utilisant un argument analogue a celui de [H 1, Lemme
4.4.5 , que si Yy, € |i3 | , on a IP | = IP au voisinage de vy, .

i+1 i+1

Finalement, si Y € IQiI , la remarque précédente et le fait que IQiI c Iﬁf:l

montrent que Iéiﬂl = Is'\z{bl au voisinage de Yier *
2) a) Ssivy,, , € 5 I\IP | , les remarques précédentes montrent que I , @ ,_
i+l Pl IQR, 11
i i+1
est localement inversible au voisinage de Yiet® Il existe donc G €A tel
que I o soit localement inversible en y, (on a I = I I )
g 1oL it P o€ P
Pa,i %41 i o1
et le résultat découle de [H.L.T] th. 2'.
. 32 2
2) b) si Y41 €IP_I , alors IP, 1I = IP | au voisinage de y. i1’ et comme
Al . .
. Ceci montre 2) b) . O
Yi41 ¢ IQiI ’ IP | est un voisinage de vy, i+1 dans IQi+1I ec ) b)
Fin de la démonstration de (4.4.3).
Nous allons montrer que, pour i assez grand, j(i) = -1.

Si c'est faux, on a j(i) 2 O pour tout i, et la suite d'éclatements est infinie car
# @ pour tout i. Pour tout i 2 O, soit {&(i+1,i) l'entier £ tel que

€ léll \ |62’+1| . 0Ona-1<2(i+1,i) € j(i) - 1 € dim Y pour tout i.

yj_+1
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Soit L = min{ 2/ il existe un nombre infini de i avec &(i+1,i) = &}.
Il existe alors i° >0, tel que L = min{%/3i > i avec L(i+1,i) = &}.

Pour tout i 2 i, j(i)-1 =2 L, et le lemme montre gque T2+;+1 est le transformé
L+1 ! AL+1
. . . Sy = .
strict par "i de Ta,i . Pour i tel que £(i+1,i) L, Y1 f Pi , sinon 2)b)
montre que j(i+l) < L < j(i)-1, ce qui est impossible puisque L < j(i+l) =~ 1.
+
On en déduit que si TZ 1+1 n Li n'estpas vide, 1l'inclusion de 2) a) est stricte,
’
+
pour au moins un o € A. Pour i assez grand, TE 1 n Li est vide, et par suite
r

+
!QE 1|= @, donc j(i) < L, ce qui est contradictoire avec L < j(i) - 1 .

5. Le cas analytique réel

On se place dans la méme situation qu'au § 4. On ne considére cependant
que la catégorie des espaces analytiques complexifiés d'espaces analytiques réels,
les morphismes étant aussi des morphismes complexifiés de morphismes analytiques
réels. Le but de ce paragraphe est de montrer que les constructions du § 4 restent
aussi a l'intérieur de cette catégorie. En particulier, les morphismes Fi du
théoréme (4.4.1) sont des complexifiés de morphismes analytiques réels, et les

C-stratifications ‘Ji sont invariantes par conjugaison.

(5.1) On imposera donc aux C-partitions de (4.1) de vérifier la condition supplé-
mentaire :
chaque C-strate Xa de X (ou de Y) est invariante par conjugaison de 1l'espace ambiant.
Dans ces conditions, (4.3.1) reste vrai dans la catégorie considérée. Si
on montre (4.3.3) dans cette catégorie, on voit simplement que (4.3.2) et (4.3.4)
sont vérifiés.
pPour montrer (4.3.3), il suffit de montrer le résultat suivant :
soit £ : X » Y (dans la catégorie considérée), et x € X. Pour tout voisinage assez
petit V de x, il existe un voisinage U de f(x) tel que, si k = dimxfl(f(x)), 1'ensem-
ble F des points y de U tels que dim fl(y) = k est analytique fermé dans U et inva-
riant par conjugaison.

I1 suffit en fait de trouver une situation de paramétrisation locale, ¥
\'4

fl

U

invariante par conjugaison, ce qui est possible. En effet, l'ensemble W = (V) est

étant fini,

[0)
— " 5UXB

alors invariant par conjugaison, et on peut le définir par des fonctions analytiques

réelles, fl""'fp' dans U X Bk . F. n'est autre que le sous-ensemble de U défini
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par les fonctions fi("b) b € Bk, i € {1,...,p}, et est donc invariant par

conjugaison.

(5.2) On imposera aux éclatements k-permis de (4.4.2) d'étre de centre invariant
par conjugaison. On peut faire les deux remargques suivantes :

- si f : X - Y est dans la catégorie considérée, le platificateur local aussi
(cf.[H.L.T.]).

- De méme, la modification de Nash relative v_ : X' - X est aussi dans cette

£
catégorie. En effet, si on note OX et 0, les conjugaisons de X et Y, de sorte qu'on

=

a OY o f o CX = f, le faisceau Qé est aussi muni d'une conjugaison au-dessus de

UX , de méme que la grassmannienne Gd(Qé). De plus, le morphisme naturel
g : Gd(Qé) - X vérifie Oy 9 ° OGd = g.
Par suite X' est invariant sous l'action de UG , et vf vérifie
Ve =<& ° vfo OX' . L'involution CX' se décrit simplemeng : on associe a toute limite

de tangents aux fibres de f la limite prise sur les points conjugués dans X.
A l'aide de ces deux remargues, on voit que les centres d'éclatements de
(4.4.2) sont encore k-permis dans la catégorie considérée. Le théoréme (4.4.1) est

donc vrai dans cette catégorie . O
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