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POLYNÔMES DE BERNSTE IN-SATO 

ET COHOMOLOGIE EVANESCENTE 

par B. MALGRANGE 

1. INTRODUCTION. 

Soient X une variété analytique complexe lisse et connexe, et 

f une application holomorphe non constante X — (C ; on désigne comme 

d'habitude par O (ou #x ) le faisceau des fonctions holomorphes sur 

X , et par 3 (ou £ ) le faisceau des opérateurs différentiels linéaires 
X -1 sur X , à coefficients dans O ; on pose aussi X(t) = f (t) , t€Œ . 

Rappelons rapidement la définition de "faisceau des cycles éva-

nescents le long de X(0) " (Deligne, [Dl ) : soit i l'injection {0} (C ; 

soit (T un revêtement universel de <T , et j l'application évidente 

<E — <T ; on pose X = Xx CE , et on considère le diagramme 
Œ 

X(0) - - X j X* 

f f f 

{0} i - (C 

On pose alors RY(Œ_*.) = i^Rj-Œ^*. ; c'est un complexe de 
X X 

faisceaux (dans la catégorie dérivée) sur X(0) , que nous appellerons 

"faisceau des cycles evanescent s le long de X(0)" (par abus de langage ; 

en fait le "vrai" faisceau des cycles evanescent s est le complexe R$ 

défini par le triangle . . . ^ <T„/m-- RY — R$ . . . ; voir ÍD1 ; 
A(U) 
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B. MALGRANGE 

nous examinerons ce complexe au § 6). L'action de la monodromie sur 

(E induit un automorphisme de RY qu'on notera T . Soit x € X(0) ; 

il est facile de voir que l'espace (Fpy^,T) est isomorphe au p-ième 

groupe de cohomologie de la fibre générale du "tube de Milnor" de centre 

x , muni de l'action de la monodromie (loc.cit.). L'objet de cet article 

est de construire un Jfr -module holonome L , à singularités régulières, X 
porté par X(0) , et muni d'un automorphisme T tel qu'on ait un iso-

morphisme (DR(L)tll, T) (RY,T) . On a posé ici, comme d'habitude 

DR(L) = RHom - (<3__, L) ; rappelons que, avec des notations évidentes, 
X 

un représentant canonique de DR(L) est le complexe de de Rham 
(Fpy^,T) 

La construction de L est liée de façon étroite au "polynôme 

de Bernstein-Sato", ou "fonction b " ; le résultat précédent éclaircit 

donc la relation entre ce polynôme, et la monodromie de la fibration de 

Milnor. Dans [Ml], [M2], [M3] , j'avais obtenu des résultats partiels 

dans ce sens ; en fait, dans [M3l, se trouvait déjà l'idée essentielle de 

la démonstration par complétion formelle que je donne ici, mais je n'en 

avais alors tiré qu'un résultat partiel. 

Lorsque ce travail était en cours d'achèvement, j 'ai pris connais­

sance d'une lettre de A. Beilison à P. De ligne qui annonce des résultats 

plus généraux dans le même sens, pour (C^ remplacé par un faisceau 

pervers quelconque sur X , résultats obtenus en collaboration avec 

J. Bernstein. Plus récemment, M. Kashiwara m'a informé qu'il avait 

aussi des résultats analogues à ceux de Beilinson-Bernstein. 

2. SORITES SUR LES EQUATIONS A SINGULARITES REGULIERES. 

Soit (E,v) un espace vectoriel à connexion sur le corps 

K = (C{t}[t 1] (une variable), à singularité régulière ; soient un 
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POLYNÔMES DE BERN STEIN-SATO ET EVANESCENCE 

disque pointé de centre 0 et a un point de D . Soient encore V 

le système local des sections horizontales de E sur D , et (va»T) 

la fibre de V en a munie de l'action de la monodromie ; si l'on rem­

place a par ar Ç]0,aJ , (V , ,T) est canoniquement isomorphe à 
a 

(V ,T) , ce qui permet de définir le foncteur de "monodromie1', ou de a 
"cohomologie evanescente" (E,v)^(V ,T) . Ce foncteur peut encore se 

a 
représenter de deux autres manières. 

(2.1) On prend dans E un réseau A stable par td fô = ̂ -) tel 

que les valeurs propres \^ de l'action de td dans A/tA vé­

rifient : X^-X^ £ Z-{0} ; alors, il est classique (Fuchs, 
Frobenius) que (V ,T) est isomorphe à (A/tA, exp(-2nitd)) . a 

Dans la suite, pour la commodité, on choisira une fois pour toutes 

l'unique réseau A tel que les valeurs propres X^ de l'action de t^ 

dans A/tA vérifient -1 <ReXi ¿ 0 . 

(2.2) Soit Ê l'espace des sections de classe de Nilsson de E sur 

un revêtement universel D de D , i.e. les sommes finies 

d'expressions de la forme e tŒ(logt)P , a € Œ , e € E . 
^ ~ ~ ^»P 

Notons \|Í(E) le complexe de de Hham E —- E . Alors, on a : 

i) ^(E) = 0 ; 

ii) ijf°(E) =- A/tA ; de plus, E , donc t(E) est muni naturel­

lement d'une action de la monodromie, (par logt logt + 2TTÍ) . 

Alors, cette action coincide sur A/tA avec la précédente. 

Etablissons rapidement ce résultat : tout élément de Ê s'écrit 

d'une manière et d'une seule S e ta(logt)P , avec 0 £ Re a < 1 ; 
~k a,p a»P 

pour k 6 Z , notons A l'ensemble des expressions du type précédent 
k 

avec V(a,p) : e € t A , et considérons l'application 
ct,p 

A /A • A /A ; 

on vérifie immédiatement les propriétés suivantes : 
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B. MALGRANGE 

a) pour k ^ 0 , cette application est bijective ; 

b) pour k = 0 , son noyau est isomorphe à A/tA , et son 

conoyau est nul ; de plus, les deux actions de la monodromie 

considérées coincident. 

Par passage à la limite, on en déduit les assertions analogues à 

i) et ii) pour \|f (E> , E le complété formel de E ; d'autre part, le 

théorème de comparaison usuel, joint à un argument de limite inductive, 

montre que le morphisme naturel t|f(E) -*- i|f(E) est un quasi-isomorphisme. 

Ceci démontre l'assertion voulue. 

3. LE POLYNOME DE BERNSTEIN-SATO. 

Reprenons les notations du §1, soit xÇ X(0) , et soit s une 

indéterminée ; rappelons d'abord le théorème suivant dû à Bernstein [B] 

dans le cas polynomial et à Bjork [Bj] dans le cas analytique. 

THÉORÈME .3.1. - n existe P € 3 ls] et B € <C[s] , B ^ O , 

tels qu'on ait PfS = B(s)fS~" . 

L'ensemble des B £ (Etsl tel qu'il existe un P vérifiant 

l'équation précédente forme manifestement un idéal de <Cfs] ; le géné­

rateur unitaire de cet idéal,qui sera noté bx , s'appelle le polynôme de 

Bernstein-Sato de f au point x . 

Il est plus commode d'écrire la formule précédente de la façon 

suivante (voir [M2l, [K]) : soit tDl le faisceau sur X x Œ des fonc­

tions méromorphes à pôles sur f =t , et posons N = 3tf/0v ~ ; notons, 

comme d'habitude, par ô(t-f) la classe de -—- dans N ; alors l'éga-
s+1 s lité P(x, d ,s+l)f =?B(s+l)f s'écrit aussi : 

P(x,a ,-tdjtô(t-f) = B<-taf)ô(t-f) ; 
x t ï» 
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posons alors M = AJ t à J ô(t-f) c N ; de l'égalité cp(t)6(t-f) = cp(f)ô(t-f) 

et de la formule de Leibniz, on déduit que M est stable par l'action de 

O (à noter qu'il n'est pas en général stable par a ) ; de plus, la 

définition de b^ signifie ceci : 

(3.2) bx est le polynôme minimal de l'action de H^.) sur (M/tM)^ 

Dans [KJ , il est démontré que M/tM est un A_-module holo-

nome ; dans [K-K2] , il est indiqué sans démonstration qu'il est à sin­

gularités régulières au sens de [K- Kl] . J'admettrai ce point, qui, 

d'ailleurs, ne me servira pas de manière essentielle. 

Pour résoudre le problème posé dans l'introduction, une idée 

naturelle serait d'établir un isomorphisme 

(DR(M/tM)[l],exp(-2nitôt)) =- (RY,T) ; 

malheureusement ce résultat n'est pas toujours vrai, parce que les zéros 

de b peuvent différer d'un entier non nul. Voici un contre-exemple : 
n 2 prenons X = un voisinage de zéro dans <T , et prenons f = Ex^ ; on 

a kQ(s) = s(s+~-l) ; prenons alors n pair ^ 4 : sur M/tM , 

est diagonalisable de valeurs propres 0 et (^-1) , donc exp(-2nitdt) 

est l'identité ; si donc le résultat énoncé était vrai, la monodromie agirait 

trivialement sur le complexe R¥ au voisinage de 0 ; en regardant l'in­

terprétation de la variation en termes de RY [D], on en déduirait qu'elle 

est nulle, contrairement à la formule de Picard-Lefschetz. Ea fait, dans 

cet exemple, le polynôme minimal de T sur RY est égal à (T-l) . 

La même difficulté se rencontre déjà à une variable, pour un 

vectoriel à connexion (E,v) à singularité régulière : si A est un ré­

seau de E stable par tb^ , et si deux valeurs propres de l'action de 

tdt dans A/tA diffèrent d'un entier non nul, il peut arriver que 

(A/tA, exp(-2nitdt)) ne représente pas la monodromie. On remédie clas­

siquement à cet inconvénient en décalant A de manière à faire coïncider 

les valeurs propres en question. On va procéder ici de la même manière. 
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B. MALGRANGE 

Soit j&f a ^XxŒ le sous-faisceau des opérateurs différentiels 
de la forme p(x,t,d ,td+) ; il est visible que M est cohérent sur Jfr1 . 

X - 1 - 1 Appelons "réseau" un sou s-.#'-module cohérent M* de M[t ] = N[t ] 

qui vérifie, pour k, Z £ Z convenables : tkM a M' a t̂ M ; comme 

t M/t M est isomorphe en tant que ^-module à M/tM (Faction de 

tdj. étant décalée de € ), on voit facilement que t W t 1 ^ , et MVtMf , 

sont encore holonomes et à singularités régulières sur Jfr . 

LEMME 3.3. - Il existe un réseau unique, qu'on notera M1 dans 

toute la suite, qui possède la propriété suivante : pour tout 

x Ç X(0) , les valeurs propres X de l'action de tdt sur 

(M/tM') vérifient : -1 < ReX £ 0 . X, u 

(Remarquons qu'il n'y a pas lieu de se préoccuper des points 

(x,t) avec t f(x) , puisqu'alors M = N = 0 , ni non plus des points 

(x,t) avec t = f(x) ^ 0 , puisqu'en un tel point on aura M' = M = N , 

et M'/tM' = 0 ). 

Sous réserve de démontrer l'unicité, il suffit de construire M' 

localement ; par le théorème (3.1), on peut alors supposer que tb^ admet 

un polynôme minimal sur M/tM ; soient a et b Ç R tel que les raci­

nes de ce polynôme X vérifient a £ ReX ^ b ; choisissons alors 

k et € € Z tels qu'on ait b+£ £ 0 , a+k > 0 ; il est clair que M' 

doit vérifier t M c M' e et que M s'obtient de la manière 

suivante : 

On décompose t^M/t^M = P suivant les sous-espaces P^ sur 

lesquels (ta -X) est nilpotent, et l'on prend M' 
1 ReX>-l X 

(la cohérence des P̂  sur J& résulte de ce que t'a est un endomor-
£ k X 

phisme de t M/t M en tant que 3 -module). Le théorème est alors le 
.X 

suivant : 

THEOREME 3.4. - (DR(M'/tMT)fl], exp(-2rrit^)) est isomorphe 

à (R¥,T) . 
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Remarque 3.5. - En fait, le choix particulier de la condition 

-1 < Re\ £ 0 est sans importance ici (on aurait pu prendre aussi bien 

n'importe quelle section de <T — (E/2E ) ; ce choix est cependant naturel, 

pour de nombreuses raisons ; on en verra une au § 6 ; une autre est le 

rôle que joue ce réseau dans l'étude de la (ou des) structure (s) de Hodge 

mixte (s) de la cohomologie évanescente dans le cas des singularités iso­

lées ; voir à ce sujet l'exposé de F. Pham et fVa2]. 

Une dernière raison, dont j'ignore dans quelle mesure elle a ou 
non un lien avec la précédente (1), est la suivante : si X(0) est à croi­
sements normaux, i.e. si f s'écrit localement sous la forme 
m.i iftn 

x„ . . . x , alors on a M = M' comme on le voit en calculant le po-1 n 
lynôme de Bernstein-Sato de f , ce qui est immédiat. Dans le cas géné­

ral, il est démontré à partir de là dans [Kl que les zéros de b sont 

(rationnels) et < 1 ; autrement dit les valeurs propres de l'action de t^ 

sur M/tM sont > -1 , donc on aura M c M1 . 

4. PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 3.4. 

Les complexes considérés ici sont des complexes de faisceaux sur 

X identifié à Xx [0] <z XxCT (au besoin, on restreint à X les faisceaux 

sur Xx (C ). 

(4.1) Posons M f t " 1 ] / ^ ' = M , M = M ® [Ec ta(logt)P} , avec 
P P P < r a , q X 6 / J 

c G <T , 0 £ Rea < 1 f P € IN ; posons, comme au §2 a,q 
~ tôt ~ 

f(M ) = le complexe [M —•M 1 . 
P P P 

Comme au §2, on voit que le système projectif {̂ (Mp)} est essentielle­

ment constant dès que p ^ 1 , et égal à M'/tM' ; d'autre part, l'action 

de la monodromie sur i|f(M ) (p^O) coincide avec l'action de exp(-2nitd.) 
P t 

sur M'/tM' . 

(1) Il me paraît possible que le jacobien d'une désingularisation ait un 
rapport étroit avec la structure de Hodge mixte d'une singularité 
isolée ; voir à ce propos fVall et [Va2l. 
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-1 ~ -1 ~ -1 
(4.2) Considérons de même le complexe i|r(M[t 1) = {.Mit ] —^Mft ]] : 

l'application évidente Mft"1!—^{Mp} donne une flèche t(Mft"1l)—^M'/tM' 

Le point suivant consiste à calculer \[f(M[t *]) ; pour cela, re­

prenons les notations de l'introduction, et soit Nilss^ le faisceau sur X 

construit ainsi : soit x € X(0) , U un voisinage ouvert de x dans X , 

et soit TftU) l'espace des fonctions sur j *(U) qui sont de classe de 

Nilsson, (i.e. de détermination finie et à croissance modérée) le long de 

X(0) ; on pose Nilss = lim 7?(U) ; on obtient ainsi un faisceau sur 

X(0) , qu'on prolonge par 0 sur X-X(O) . Un élément de Nilss. 

x € X(0) s'écrit comme une somme Ea (x)fa (logf)^ a € (C , q Ç IN , 

a € 0V (voir fDj). a,q X,x 

LE MME (4.2.1). - On a ^(Mft"1!) = 0 , et ^(Mft"1]) = Nilssf 

Il est facile de voir que f est inversible dans M[t = N[t *1 , 

et que l'application naturelle N[f *1—*~N[t *1 est bijective ; d'autre part, 

tout élément de N (en un point (x, 0) , x Ç X(0) ) s'écrit d'une manière 

et d'une seule l a (x)ôP(t-f) a € Ov , donc tout élément de N[t 1] P' P X,x _x 
s'écrira de la même manière, avec ici a Ç Ov [f 1 ; un élément de 
~ _i p X,x 
Mit ] s'écrira donc d'une manière et d'une seule 

Ea (x,t)ôP(t-f) avec a (x,t) - Ea (x)ta(logt)q , p py p,a,q 

p,q 6 IN, 0 £ Rea < 1 , a 6 0V [f"1] . 
p,a,q X,x 

On a 
ta Ea (x,t)ôP(t-f) - r-^£ôP(t-f) + Ea 6 P+1 (t-f) t p dt p 

donc, en filtrant Mit 1 par "p" , on trouve que tô induit un iso-

morphisme de gr(M[t 1̂  sur gr(M[t )̂p+1 î on en déduit immédia­

tement qu'on a i|r°(M[t *1) = 0 , et ^(Mtt *1) = Mit *J ; ce dernier 

espace s'identifie à Nilss^ par l'application 

a(x)ta(logt)qô(t-f) ^ aMf^lcgf)** ; (moralement, cette application est 

l'intégration Ju(x,t)ô(t-f)dt = u(x,f) ). 

250 



POLYNÔMES DE BERNSTEIN-SATO ET EVANESCENCE 

Il est évident que l'isomorphisme obtenu commute à l'action de la 

monodromie ; reste à vérifier que c'est bien un isomorphisme de Dx 

modules ; je laisse ce dernier point au lecteur. 

(4.3) Les constructions précédentes donnent un diagramme 

(4.3.1) *<Mhf1]) t*(M )} (p*l) 

R I f 
Nilssff-1] ^ M'/tM' 

Considérons maintenant le complexe de de Rham DR(X ) = (Oj^,d) . 

D'après Deligne [D], on a ï**ĵ DR(X*) = RY , et l'injection naturelle 

DR Nilss. — r*J\. DR(X*) est un isomorphisme ; par conséquent, en pre-i * 
nant la cohomologie de de Rham de (4.3.1) on obtient une flèche 

(4.3.2) R¥ —• DR(M'/tM'[l]) . 

De plus, cette flèche commute à l'action de la monodromie (i.e. 

à l'action de T sur RY , et de exp(-2nit^.) sur M'/tM' ). L'énoncé 

précise du théorème (3.4) est le suivant. 

THEOREME (4.3.3). - La flèche (4.3.2) est un isomorphisme. 

Compte-tenu des constructions précédentes, ce théorème est la 

conséquence de la proposition suivante, qui sera démontré dans le prochain 

paragraphe. 

PROPOSITION (4.3.4). - Pour p * 1 , l'application 

DR\|f(Mft~*] ) —• DR\|f(M ) est un quasi-isomorphisme. 
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5. DEMONSTRATION DE (4.3.4). 

(5.1) Soit x un point de X(0) , et U une boule fermée de X de 

centre x et de rayon assez petit. Comme les foncteurs et "DR" 

commutent, et comme d'autre part le système projectif { (̂M )̂) est 

constant pour p ^ 1 , il suffit de démontrer que, pour p >> 0 , l'appli­

cation naturelle 

tH^OJ.Mlt-1)) — *H£R<U,MP) 

est un quasi-isomorphisme pour tout k^O (on écrit pour l'hyper-

cohomologie). Considérons alors la suite exacte 

0 —*-tPM' —Mt t *] — M p — 0 ; en prenant la suite de cohomologie 

correspondante, on trouve une suite exacte : 
(5.1.1) 0 ^ H ^ U . M f t ^ D / A p — H^R(U,Mp) — Bp— 0 

avec A = im{H*L(U,tPM') — H*L (U^ft"1]} et p DR DR J 

Bp = ker{H^(U,tPM') -HJ^ffJ.Mrt"1])} . 

La proposition sera conséquence des trois assertions suivantes : 

(5.1.2) HÎLjU.Mft"1!) est fini sur (T{t}[t_1l , et l'action ô. dans cet 
Uti t 

espace est à singularité régulière. 
(5.1.3) A est un réseau de (U.Mft"1] ) . 

p DR 

(5 1.4) Le système projectif tBp} est essentiellement trivial (i.e. il 

existe q tel que, pour p » 0 , l'application B p ^ B p soit 

nulle). 

(5.2) Montrons d'abord comment on déduit le résultat de ces assertions. 
Tout d'abord, on a évidemment A = tA ; les deux premières asser-

tions, jointes à la répétition des arguments du § 2 montrent alors que, pour 

p » 0 , on a : 
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*°HDR(UlM[t"ll)/AP = t ^ K ^ . M r r 1 ! ) 

et ^ H ^ O J . M l t ^ D / A = ^H^t^Mf t"1 ] ) = 0 

en appliquant i|r à la suite exacte (5.1.1), on trouve alors une suite exacte 

0 — ^ ^ ( U , Mit"1!) — t°H£R(U,Mp) — A p — 0 

et un isomorphisme 

ty^H^ (U, M ) ^ B . y DR p Y p 

L'assertion (5.1.4) permet alors de conclure, pourvu qu'on prouve que les 

systèmes projectifs {^^¿(11,M )} sont constants pour p » 0 . Pour 
Uxv p 

établir ce dernier point, considérons la suite exacte 
0 — t̂PM/tp+1Mf —• M „ — M —• 0 ; on en déduit une suite exacte p+1 p 
de cohomologie 

H^R(U,tPM./tP+1M.) ^ H^R(U,Mp+1) JL,£R<U,Mp) 

JU b ^ V . ^ 1 * ) - . . . . 

Lés valeurs propres X de l'action de td^ sur (tPMf/tP+1Mr) 

vérifient p - l < R e \ £ p ; i l e n est donc de même pour 

(U, tPM'/tP+1Mr) , et donc aussi pour Im a et Jm y ; donc 

t^flma) = i|f*(IuiY) = 0 , (i=0,l) ; le résultat s'en déduit aussitôt en 

appliquant \|> aux suites exactes 

0—Ima—H^R(U,Mp+1) — I m p — 0 , et 

0 — Im 3 — H^R(U, Mp) — Im y — 0 . 

(5.3) Reste à démontrer les assertions (5.1.1 à 3). Il est probable 

qu'on pourrait le faire directement par désingularisation. Toutefois, on va 

employer ici une autre méthode, qui consiste à se ramener aux assertions 

analogues pour la cohomologie de de Rham relative , assertions qui sont 

démontrées dans Hamm [H]. Les deux premières assertions sont 
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démontrées dans fM3l par ce procédé ; pour la commodité du lecteur, 

on va reproduire ici une version simplifiée de leur démonstration. 

Rappelons d'abord comment on ramène l'étude de DRMFt à 

celle de la cohomologie relative (ceci n'est rien d'autre que le calcul 

classique de la cohomologie de de Rham relative par résidu). On consi­

dère le complexe <^/T»dx/T) défini par = Q^ff^ l /d fA^f f '1 ] , 

la différentielle d , étant définie par passage au quotient à partir de 
~ ( 1 \ la différentielle usuelle ; on envoie 0* ,„.[-11 dans Mtt ] ® 0* ,d 

X/T V ov x ; 
par a (cxAdf)® 6(t-f) . A 

PROPOSITION (5.3.1). - L'application précédente, restreinte à 

X(0) , est un quasi-isomorphisme. 

Plaçons-nous en x € X(0) ; un élément de Mit"1]®:!?, en x 
k D -1 

s'écrit E u ^ ô (t-f) , avec <\ É 0 ^ xff 1 > et la différentielle s'écrit 
k k k+1 d(u>k®ô (t-f)) =do)k<Si6 (t-f) - (dfAuy^ô (t-f) ; en filtrant par le degré 

en k , on trouve que le gradué associé est le complexe Q f̂f muni 

de -dfA. 

LEMME (5.3.2). - Ce dernier complexe est acyclique. 

En effet, au voisinage de x , df ne s'annule pas en dehors de 

0 ; le Nullstellensatz montre alors qu'il existe € € IN et des a. £ Oy 
i af -E h tels qu'on ait f = Ea. -— , ou encore, en posant Ç = f Ea -— : 1 oX. 1 oXi 

1 k -1 Ç(f) = 1 . Soit alors a 6 O ff ] , avec df Aa = 0 ; on a .X, X 
0 = î (dfAa) = a-dfAi^a (i^ le produit intérieur par Ç ) ; d'où le 

lemme. 

Du lemme précédent, on déduit par un raisonnement classique que 

le complexe [Mit *1 ® d| est quasi-isomorphe au sous-complexe des 
l ox x ) 

éléments de la forme (aAdf) <8> ô(t-f) , c'est-à-dire au sous-complexe 
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(Qv/rrf -1] ,d . ) ; on va rappeler ce raisonnement, dont on aura à utili-

ser des variantes dans la suite : soit uu = S uu. ® 6 (t-f) , avec duu = 0 ; 

on a en particulier df Auup = 0 , d!oû uu = df An ; en considérant 

uu + d(TT®6 (t-f)) on se ramène au cas où € est remplacé par €-1 , 

et finalement au cas où ou = uu ® ô(t-f) ; on a alors dfAuu = 0 , d'où 

uu = df A a ; ceci montre que l'application o 

Hk+1<VT-Vx)-Hk(Mlt"1,cf fix<d) 

est surjective ; l'injectivité se démontre de la même manière. Cela dé­

montre la proposition. 

Faisons maintenant les observations suivantes : 

(5.3.3) L'isomorphisme obtenu envoie la différentielle de Gauss-Manin v 

de Hk(Q* /r_) sur la différentielle d+ de H^Mft"1! ; 

on laisse la vérification au lecteur (ou on le renvoie à [M2l 

s'il est paresseux). 

(5.3.4) Posons V = X(0)nu ; comme Mft"1] (restreint à t = 0 ) est 

nul sur X-X(O) , on a (U.MlV1! ) = H*̂  (V.Mtt"1]) . Les 

résultats précédents donnent donc un isomorphisme de <D{t}[t 1 

vectoriels à connexion : Hk(V,S^,T) =- H^U.Mft"1) ) ; l'asr-

sertion (1.2) résulte alors de [H] , prop. 1.2.8 et H.3.5. 

(5,4) Démontrons maintenant l'assertion (1.3). Observons d'abord ceci : 

comme V est un fermé de Stein, et comme MTt est une limite 

inductive de faisceaux -cohérents, H** (U.Mtt"1]) = H*L(V.Mtt"1]) 

est le k-ième groupe de cohomologie du complexe T ^ M f t " 1 ! ^ Q^j ; 

de même H (V,0^T) est le k-ième groupe de cohomologie de 

r(V,0^^,) ; la même remarque vaudra aussi pour les autres groupes 

d'hypercohomologie qu'on aura à considérer dans ce paragraphe. D'autre 

part, dans les assertions (1.3) et (1.4), on peut remplacer U par V , 
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ce qu'on fera désormais. 

Pour démontrer (1.3), il suffit de démontrer que l'image A de 
k k -1 H (V,M) dans H (V,M[t 1) est un réseau. Désignons alors par 

^X/T,C*X/T^ le comPlexe ^x/dfAOx , muni de la différentielle rela­
tive ; d'après [Hl , prop. 1.2.8, l'image A' de ~^(V,Q"/rr) dans 

k-1 

H (V,Q . ) est un réseau (1) ; d'autre part, via l'isomorphisme (3.1), 

on peut considérer A comme un sous-ensemble de H (V,Q^^,) , et 

il est d'ailleurs immédiat qu'il contient A' ; tout revient donc à démon­

trer le lemme suivant : 

LE MME (5.4.1). - Il existe € ^ 0 tel qu'on ait t ^ A c A ' . 

En reprenant directement au niveau des complexes la démonstra­

tion de l'isomorphisme (3.1), on se ramène à démontrer le résultat sui­

vant : 

LEMME (5.4,2). - Il existe £ tel que toute classe de cohomo-

logie de H (V,M) soit représentée par une forme 
L)ïx 

T u) e ôp(t-f) , m € r(v,oîS . 
p ^ P p x 

D'après [KJ, M est un Jfr -module cohérent (et même sous-

ho lo no me) ; quitte à rétrécir U , on peut en prendre une bonne filtration 

{̂ M} au voisinage de U ; on filtre alors le complexe F(V, DRM) par 

€r(V,DRM) : 0 - r ( V , ? M ) ^ r ( v , e + 1 M - T ^ M £t%)-~0 

Les M sont cohérents sur Ov ; pour démontrer le lemme, il suffit 

donc de voir que l'injection ^r(V,DRM) — T(V,DRM) est un quasi isomor-

phisme pour % assez grand ; ceci résulte du lemme suivant. 

(1) Via l'identification de ^^»^x/T^ avec *a cohomologie relative de 

la fibration U (T , cette assertion peut aussi se démontrer par un 
argument de positivité des exposants caractéristiques ; voir [M3]. 
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LE MME (5.4.3). - Pour € » 0 , gr^r(V,DRM) est асу clique. 

Comme V est un compact de Stein, et que la flèche grd = 6 

commute à l'action de , il suffit d'établir l'assertion analogue au ni­

veau des faisceaux ; or, gr M est cohérent sur gr.# = O-Jç 1 
Ô Л 1 П (Çi=ë>r4— ) » e* ferM,Ô) n'est autre que le complexe de Kbszul i ox» 

к 
K(Ç,grM) , avec Ç = (Ç § ) ; les faisceaux de cohomologie H (grM,ô) 
sont donc cohérents sur g r ^ , et annulés par les ç. ; il en résulte 

к 1 
aussitôt qu'on a H (gr^M,6) = 0 pour € 2£> 0 , ce qui est l'assertion 
cherchée. Ceci établit l'assertion (1.3). 

Remarque (5.4.4). - Il est facile de préciser quel est le réseau A^ 
dans HÎI (V.Mrt"1]) ; en effet, d'après la définition de M' , les valeurs OR 
propres de l'action de t^ sur A /A ,„ doivent nécessairement vérifier * * t p p+1 
p - l < R e X £ p ; A est donc l'unique réseau qui possède cette propriété. 

(Malheureusement, cette propriété ne suffirait pas à déterminer A^ a 

priori, si l'on ne savait pas déjà que c'est un réseau ; d'où la démonstra­

tion qui précède). 

(5.5) Reste à démontrer (1.4). Désignons par B (resp. B') le noyau 

de l'application H* (V,M) — H* A(V,M[t ^1) 

(resp. H V ^ ^ ) ^ H V . O ^ ) ) ; en envoyant O ^ f - l ] dans 
M ® Q* par a aAdf <8> ô(t-f) on obtient un diagramme commutatif de 

°X X 
suites exactes 

0 - B' Hk(v,tVT) H V , S x / t ) 

0 —+- B - H £ ; v , M ) H^^V.Mft"1]) 

et la dernière flèche verticale est un isomorphisme. 

L'assertion (1.4) revient à démontrer ceci : il existe g ^ 0 tel 
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qu'on ait t B = 0 ; d'après Hamm, loc. cit., l'assertion analogue est 

vraie pour B' ; tout revient donc à démontrer ceci. 

LE MME (5.5.1). - Il existe ^ :> 0 tel qu'on ait t ^ c l m B ' 

D'après (4.2), tout élément de B' se représente par un (ju de 
la forme 2 iw <S> ôP(t-f) , u) € r(V,Q^+1) , avec £n indépendant de 

(ju ; on va voir, en adaptant la démonstration de (3.1) que, pour » 0 

indépendant de ou , t^4uu est cohomologue dans rfv,M <8> 0* ) à un n 

k 
de la forme df A a ® ô(t-f) , a 6 T(V,Q^ . 

De dcu = 0 , on déduit en particulier qu'on a df Auj =0 ; donc 
(lemme (3.2)), il existe £_ tel qu'on ait t u)„ = dfAP , avec 

3 € r(V,0 ) ; d'autre part, pour tout 8^0 , t ^ ( t - f ) appartient à 

M car on a t ôt = tdt(tdt-1)... (tdt~ 8+1) (appliquer les deux membres 

à tS pour s'en convaincre) ; par conséquent, on a : 
89-l €9-l t k \ 

t Z P®ÔZ (t-f) Ç T V,M ® a I ; 

€3-»-£2-1 €3+89-1 f *2~1 €2~1 \ en remplaçant t iw par t uu + dit 3<8>ô (t-f)l , on est 

ramené au cas où 8 est remplacé par €0-l ; d'où, par récurrence, 

l'assertion. 

Pour démontrer le lemme on est donc ramené au cas où u) est 

de la forme df Aa ® 6(t-f) ; comme duj = 0 , on a dfAda = 0 , dfoù 

t °da = dfA$ ; la classe de f a dans r(V,fiv/T) est donc un cocycle, 

dont l'image dans r k+1 
v, M <g> rfL 

£3 
est égale à - t m ; ceci établit le 

lemme, et termine la démonstration. 
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6. LE FONCTEUR R$ ET LA VARIATION. 

N.B. Les résultats de ce paragraphe ne figuraient pas dans l'exposé à 
Luminy et ont été obtenus ultérieurement lors de la rédaction. 

(6.1) Rappelons d'abord rapidement la construction de Deligne du fonc-

teur R$ (voir [D],'exposé 13, n°1.4). On considère sur un espace X 

un triplet (F,G,K) où F et G sont des complexes de faisceaux sur 

X munis d'une action de 2K , l'action sur F étant triviale, et où K 

est un morphisme équivariant F G ; on désignera dans la suite par T 

l'action du générateur de Z ; un tel complexe est toujours homotope à 

un complexe (F',G',K') tel que K' soit injectif et que la suite exacte 

0 -*F' — Gf — cokerK' —0 soit scindée degré par degré (il suffit par 

exemple de remplacer G par la somme de G et du cône de F ) ; 

l'automorphisme T - l de G' induit 0 sur F' , donc provient d'un 

morphisme V : coker K' — G' , qui est par définition la variation. 

En faisant passer cette construction aux catégories dérivées, et 

en l'appliquant à la flèche K : <CY/m —* RY provenant par i* de l'ap-

plication évidente (Cx -*Rj*Œ^* (notations de l'introduction), on trouve 

un triangle distingué 

... ^ « Л и . Х М -Ü- ... 

et un morphisme "variation" V : R$ — RY . Pour la relation avec la va­

riation au sens de Lefschetz, dans le cas d'une singularité isolée, voir 

IDÌ. 

Je me propose ici d'expliquer brièvement comment on peut repré­

senter R$ (et les flèches U, V ) en termes de ^modules. Une idée na-

turelle serait d'étudier le micro localisé M de M sur l'ensemble 

(x, t=0, p = 0 , T) , la microlocalisation étant liée de façon essentielle à des 

foncteurs de type R§ (c'est un point que plusieurs personnes semblent 

avoir aperçu récemment de manière plus ou moins indépendante ; une pre­

mière idée dans ce senst à savoir la relation entre microfonctions et va­

riation à la Lefschetz, est due à Pham, Maisonobe et Rombaldi ; voir [Pî). 

259 



B. MALGRANGE 

Toutefois, je ne poursuivrai pas ici dans cette direction, et je partirai de 

la représentation de RY obtenue au paragraphe précédent. 

(6.2) Si L est un g, -modules, on note ôp(L) le foncteur "coho-

mologie de de Rham de L par rapport à t ", i.e. le complexe L — ^ L ; 

on continue à noter "DR" le complexe de de Rham par rapport à x ; 

enfin, comme au §4, on restreindra les constructions à X = Xx(0] c XxŒ . 

Prenons en particulier L = N = _Ô(t-f) I v ; comme au 
déf xxG x 

lemme (4.2.1), on voit qu'on a ôp°N = 0 , et ôp*N = O * n , i.e. 
A| X(U) 

(5 sur X(0) et 0 ailleurs. Par suite, on a un isomorphisme x 
(DR)(ôp)N[l] - <T . 

Pour représenter la flèche K : Œv/m RY par un morphisme 
* -1 -1 de complexes de ^-modules, plongeons N dans Nft ] = M[t ] , (il 

est facile de voir que N est sans t-torsion), et posons NP = tPM'ON . 

Tout d'abord, il est clair que K se représente par le foncteur DR(.)[l] 

appliqué à la flèche 6p(N) — \|j (Nft *]) qui est définie par le diagramme 

N Ntr1] 

N —-—• Nft ] 

où "id" est l'injection évidente, et "t" cette injection suivie de la mul­

tiplication par t . On va filtrer ce morphisme comme au §4. 

LEMME (6.2.1). - On a M' c N . 

En effet, pour k >̂ 0 , on a e N ; soit alors m un 
k_ k k_ élément de M' + N/N ; d'une part, on a t m = 0 , d'où d t̂ m = 0 , 

ou encore ( t^ +1).. (t^ +k)in = 0 ; d'autre part, comme m provient 

d'un élément de M' , il vérifie une équation p(tdt)m = 0 , les 

racines de p étant de partie réelle > -1 ; donc m = 0 . 
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On a donc N = M1 , N = tMT . D'autre part, on vérifie im­

médiatement que les applications 
N/N1N 

x 

N/N 

N/N1N 

x 

N/N0/ 

N W > 

M 
N"VNC 

son; des quasi isomorphisme s pour tout k ^ 0 . 

(Utiliser le fait que td^ , resp. , est bijectif sur NK/NK+1 , pour 

k ^ 0 , resp. ) ; d'autre part, en raisonnant comme au §5, on 

voit que l'application 

ft 

dv 

t 

<N/Nk+1\ 

k 
N/N 

devient un quasi isomorphisme pour k » 0 quand on lai applique "DR" 

On voit alors finalement, utilisant les constructions du §4 que la flèche 

Œ RY provient, par DR(.)fH , du morphisme de complexes 
A(U) 

k : K* — K* défini par le diagramme 

(6.2.2) 
rfV*1 
d 

.N'VN0 

id̂  

t 

'№/Nr 
tôt 

s dd f 

Ici, il faut faire agir T trivialement sur le premier complexe, et de 

la manière qu'on a déjà vue sur le second ; par contre, la cohomologie 

du second complexe, qui est concentrée en degré 0 , vaut №/N^ muni 
de T . Il est alors clair que (R$,T) est représenté, via DR(.)f2] , 
par le complexe simple K* associé au complexe double (6.2.2), muni 

de T et que la flèche RY —• R$ est représentée par la flèche évidente 

N /N = ker(ta , №/N ) - i - K* [Il . o i t $ 

LE MME (6.2.3). - On a HX(K* ) =0 pour i î 1 , et 
(H (K*),T) = (N~ /№,T) ; de plus, u est égal à - \ 
N ^ N 1 - N - 1 / № . 
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Il suffit de traiter le cas où l'action de T sur №/N* est nil-
potent (en effet, sur les composantes isotypiques correspondant à des 
valeurs propres ^ 0 , l'application à est bijective et le résultat est 
évident). On peut alors aussi remplacer N /N par l'ensemble des 

o 1 o 1 
sommes Sn^(logt)^ , np€N°/N . 

Le complexe K* s'écrit 

О - * ìf/Kx N /N © N"/Nx if/N4 - ~ 0 

avec 6(a) = (dt<x,a) , 6'(P,Y) = -tp + T ^ T Y • 

On vérifie tout de suite que la cohomologie de ce complexe est 

nulle en degré 0 et 2 ; d'autre part un 1-cocycle s'écrit 

( 3 , Y = 2TYk(logt) ) , Yk€N /N , avec tdTY = tp ; on trouve que Y a 

nécessairement la forme suivante : 

Y = 
x+ 1 qd 

LJ :— 
n l̂ nl 

(ta/"1 [tp)(logt)n 
n>0 

M)n. 
ni 

tôt)nYo(logt)n . 

Par conséquent, l'application (B,Y) (-*-(PfY<)) est 11116 bljectlon des 

cocycles sur (N /N ) x (NVN ) . L' image des cobords dans cette bijec-

tion est l'ensemble des paires ( p , Y ) vérifiant t p = t a Y > ou encore 
O ^ t o 

P = \ \ î Par suite, le quotient, i.e. H (K*) est bien isomorphe à t o ~ $ 
N ' V N 0 . 

Ecrivons l'action de T sur H^K») . Sur la paire (P,Y) , T 

opère par T0 = g , et 

TY = 
d + 2 e 
• "I (t 

n t 

n-1 1(tp)(logt+2Td)n 
x + 1 

nJ 
i t ) n Y o a o g t + 2ni)E 

donc sur la paire correspondante (P»YQ) » T opère par 

T ( P , Y O ) = (P » Tv +vp) , avec 

(6.2.4) vp = 
x + 1 2d 

ïl"1(tp)(2ni)n 
n l̂ n! 

et v vérifie la relation 

(6.2.5) p = ô vP + TP . 
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En particulier sur la paire ((3,Yo = 0) , T agit par 
T(3,0) = (3,vp)~ (T3,0) donc l'action de T sur H^K*) est bien celle 

— — $ 
qui est indiquée. 

Enfin, un cocycle de la forme (0,y) , Le. provenant d'un co-
cycle de K* correspond à la paire (°»YQ) i ou encore à la paire 
(-d y,o) , ce qui établit le dernier résultat. 

THEOREME (6.2.6). - La paire №/N* z£t N^/N0 avec 

u = - à , v défini par (6.2.3), représente, via DIR(.)[l] 
1 U 

la paire RY ^ R$ . 
V 

(Remarquer que la définition de v garde un sens si tp n'est 

pas nilpotent). 

Seule l'assertion relative à v et V n'a pas été démontrée ; 

sur la partie unipotente, elle résulte des calculs précédents et de la défi­

nition de V . Pour les autres composantes aucun calcul n'est nécessaire : 

la construction que l'on devra faire pour définir directement la variation 

au niveau des complexes K* et K* donnera nécessairement un vf : 
1 i 1 N /№ — №/N vérifiant v'u = T -1 sur N /N , e t uv' = T -1 sur 

N^/N0 ; comme u est ici bijectif, l'une de ces deux relations suffit à 

établir qu'on a v' = v . 

(6.3) L'ensemble des résultats précédents s'interprète de façon plus 

naturelle si l'on utilise la spécialisation de Verdier (voir son exposé dans 

ce même volume). Je me contenterai ici de dire quelques mots sur ce 

sujet en renvoyant les détails à une publication ultérieure. 

Soient X une variété analytique complexe, et Y une hyper-

surface, non nécessairement lisse de X ; notons par le fibre vec­

toriel de rang 1 défini par le diviseur Y , et par NY = EY|Y le 

fibre normal de Y ; le "faisceau spécialisé de <CV le long de Y ", 
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au sens de Verdier, est un complexe de faisceaux sur (donc aussi, 

si l'on veut, sur E ) que je noterai RY (C ) . Dans le cas où Y a 

une équation globale f = 0 , on peut identifier EY à XxC et NY à 

Yx<E ; on peut voir alors en utilisant les calculs précédents qu'on a un 

isomorphisme (dans une catégorie dérivée convenable) 

RY (<C ) *̂ DR(grN)fll , le foncteur "DR" étant ici pris par rapport à 

x et t ; on a posé, bien sûr, gr N = © N/N . On peut voir que 

cette formule condense pratiquement toutes les informations obtenues pré­

cédemment. 

Dans le cas général, en prenant des équations locales de Y , et 

en examinant la manière dont grN se transforme lorsqu'on change de 

carte, on fabrique un ^-module holonome L , homogène par rapport 

à la fibre en un sens convenable, et vérifiant DRE (L)[l] =« RY (<C ) . 

7. REMARQUES DIVERSES. 

Soit x € X(0) , et bx le polynôme minimal de l'action de 

(-tdt) sur M'/tM' (=№/N1) au point x ; posons bx(s) = Il (s-X^) et 
B'(T) = n(T-exp(2TTi\.)) ; comme on a 0 £ ReX. < 1 , il est clair que 

Bx(T) est le polynôme minimal de l'action de T sur (M,/tM')x . 

PROPOSITION (7.1). - Bx est le polynôme minimal de l'action  

de T sur RY au voisinage de x . 

Cela résulte aussitôt du fait que, sur les ^-modules holonomes, 

le foncteur "DR" est fidèle (parce qu'il est fidèle sur les ^-modules 

holonomes, voir fKKlJ ou f MéJ, et parce que £^ est fidèlement plat 

sur ^x ). 

Le théorème de monodromie se lit alors de la manière suivante. 
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PROPOSITION (7.2). - Les zéros de sont rationnels ir Kl , 

et de multiplicité <> n - dim X 

Soit X X une désingularisation de X(0) au voisinage de x , 

et posons f = fou . Désignons par M,M',RY, etc., les objets analogues 

à M,Mr,Ry, etc. , avec f remplacée par f . Soit x Ç n 1(x) , et sup­

posons que, dans des coordonnées convenables f s'écrive, au voisinage 

de x , sous la forme gxn ...x ; un calcul immédiat (et bien connu) 
1 n 

montre qu'on a, au voisinage de x : 
b(s) = | s s -

1 
mi 

. . . 
n - 1 

m. ; 
donc on a M' = M (cf. rem. 3.5), et d'autre part, l'assertion de la 

proposition 7.2 est vraie pour b_ (=k~) î donc elle sera encore vraie 

pour b i , le polynôme minimal de M/tM au voisinage de n 1(x) . 
n A(x) 

La proposition résulte alors du lemme suivant : 

LEMME (7.3). - b^ divise ° i 

Ceci résulte immédiatement de (7.1) et du fait qu'on a (Deligne, 

loc. cit.) m = Rn^R? . 

A noter que ce lemme pourrait être utile par lui-même dans des 

calculs explicites. 

Quant à la relation entre les zéros de b et ceux de b' , elle 

est la même que celle qui existe à une variable, entre les zéros de l'action 

de -tdt sur A/tA et A'/tA' , A un réseau de E stable par tôfc 

(notations du n°2), et A' le réseau canonique, i.e. celui qui vérifie 

-1 «É Re X < 0 , x une valeur propre de tdt , à savoir la suivante : 

a) si X est racine de b^ , et X +j (jÇ^) les racines cor­

respondantes de b , on a : 

sup mult(X+j , b ) £ mult(X,b' ) <. £ mult (X+j , b ) 
j x x j x 
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b) la multiplicité de \ dans b1 est égale à la "multiplicité 

stable" (en un sens évident) de \ - k dans le polynôme mi­

nimal de (-tdt , (M/t€M)x) , 0 « k « l . 

Je laisse la vérification de ces deux assertions au lecteur. 
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