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POLYNOMES DE BERNSTEIN-SATO
ET COHOMOLOGIE EVANESCENTE

par B. MALGRANGE

1. INTRODUCTION.

Soient X une variété analytique complexe lisse et connexe, et
f une application holomorphe non constante X — € ; on désigne comme
d'habitude par O (ou OX) le faisceau des fonctions holomorphes sur
X, et par 5 (ou .BX) le faisceau des opérateurs différentiels linéaires
sur X , A coefficients dans & ; on pose aussi X(t) = f_l(t) , tea.

Rappelons rapidement la définition de '"faisceau des cycles éva-
nescents le long de X(0) " (Deligne, [Dl) : soit i Il'injection {0} — @ ;
soit @* un revétement universel de €* , et j I1'application évidente
@ —~c ; on pose )?* =X 2([: a , et on considére le diagramme

X(0) A xd x*

lf lf lf
1 d;*

{o}__.q;._j__

On pose alors RY(GJ)..(*) = i* Rj_*dt},_(* ; c'est un complexe de
faisceaux (dans la catégorie dérivée) sur X(0) , que nous appellerons
"faisceau descycles évanescents le long de X(0)" (par abus de langage ;
en fait le "vrai'" faisceau descycles évanescents est le complexe R#$

+1

défini par le triangle — RY — R} ——~ ... ; voir [DI] ;

. - GX(O)
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B. MALGRANGE

nous examinerons ce complexe au § 6). L'action de la monodromie sur
¢* induit un automorphisme de RY qu'on notera T . Soit x € X(0) ;
il est facile de voir que l'espace (Rp‘l’x,T) est isomorphe au p-iéme
groupe de cohomologie de la fibre générale du "tube de Milnor'" de centre
x , muni de I'action de la monodromie (loc. cit.). L'objet de cet article
est de construire un .BX-module holonome L , 2 singularités réguliéres,
porté par X(0) , et muni d'un automorphisme T tel qu'on ait un iso-
morphisme (DR(L)[11,T) >~ (RY,T) . On a posé ici, comme d'habitude

DR(L) = RHom OX,L) ; rappelons que, avec des notations évidentes,

byl
un représentant canonique de DR(L) est le complexe de de Rham

(Q' ® L,v)
X
C}X

La construction de L est liée de fagon étroite au '"polyné6me
de Bernstein-Sato", ou 'fonction b " ; le résultat précédent éclaircit
donc la relation entre ce polyndme, et la monodromie de la fibration de
Milnor. Dans [M1], [M2]), [M3], j'avais obtenu des résultats partiels
dans ce sens ; en fait, dans [M 31, se trouvait déja 1'idée essentielle de
la démonstration par complétion formelle que je donne ici, mais je n'en

avais alors tiré qu'un résultat partiel.

Lorsque ce travail était en cours d'achévement, j'ai pris connais-
sance d'une lettre de A. Beilison 4 P. Deligne qui annonce des résultats
plus généraux dans le méme sens, pour (DX remplacé par un faisceau
pervers quelconque sur X , résultats obtenus en collaboration avec
J. Bernstein. Plus récemment, M. Kashiwara m'a informé qu'il avait

aussi des résultats analogues i ceux de Beilinson-Bernstein.

2. SORITES SUR LES EQUATIONS A SINGULARITES REGULIERES.

~

Soit (E,v) un espace vectoriel i connexion sur le corps

K = (I?{t}[t—ll (une variable), & singularité réguliere ; soient D" un
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POLYNOMES DE BERNSTEIN-SATO ET EVANESCENCE

disque pointé de centre 0 et a un point de D* . Soient encore V

le systéme local des sections horizontales de E sur p* , et (Va,T)
la fibre de V en a munie de 1'action de la monodromie ; si i'on rem-
place a par a'€10,a] , (Va"T) est canoniquement isomorphe 2
(Va,T) , ce qui permet de définir le foncteur de '"monodromie', ou de
""cohomologie évanescente'" (E,v)+— (Va,T) . Ce foncteur peut encore se

représenter de deux autres maniéres.

2.1) On prend dans E un réseau A stable par t3 (a=%) tel
que les valeurs propres )‘i de l'action de td dans A/tA vé-
rifient : xi-xj ¢ Z-{0} ; alors, il est classique (Fuchs,
Frobenius) que (Va,T) est isomorphe 4 (A/tA, exp(-2mitd)) .

Dans la suite, pour la commodité, on choisira une fois pour toutes

1'unique réseau A tel que les valeurs propres ), de l'action de tat

i
dans A/tA vérifient -1 <Re)\i <0 .

(2.2) Soit E Il'espace des sections de classe de Nilsson d¢e E sur
un revétement universel D° de D" , i.e. les sommes finies
' : a P T
d'expressions de la forme ea pt (logty” , o€ , ea p €E .

Notons ((E) le complexe de de Rham E t—a-l:f . Alors, on a :

p Ve =0 ;
ii) wO(E) >~ A/tA ; de plus, E , donc {(E) est muni naturel-

lement d'une action de la monodromie, (par logt —logt +2mi) .

Alors, cette action coihcide sur A/tA avec la précédente.

Etablissons rapidement ce résultat : tout élément de E s'écrit

d'une maniére et d'une seule 2° ea pt("(logt)p , avec 0<Rea <1 ;

N ’

pour k€ Z , notons T\k I'ensemble des expressions du type précédent
avec V(a,p) : e, p Etk/\ , et considérons 1'application

~k ~k+ ~k,~k
pkopk o, gkgka

on vérifie immédiatement les propriétés suivantes :
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B. MALGRANGE

a) pour k # 0 , cette application est bijective ;

b) pour k=0, son noyau est isomorphe & A/tA , et son
conoyau est nul ; de plus, les deux actions de la monodromie

considérées coihcident.

Par passage 4 la limite, on en déduit les assertions analogues 2
i) et ii) pour \Il(ﬁ) s l:i le complété formel de E ; d'autre part, le
théoréme de comparaison usuel, joint & un argument de limite inductive,
montre que le morphisme naturel y(E) — llt(ﬁ) est un quasi-isomorphisme.

Ceci démontre 1'assertion voulue.

3. LE PO LYNa ME DE BERNSTEIN-SATO.

Reprenons les notations du §1, soit x € X(0) , et soit s une
indéterminée ; rappelons d'abord le théoréme suivant d@ i Bernstein [ B]

s

dans le cas polynomial et 4 Bjork [Bjl dans le cas analytigue.

THEOREME.3.1. - Il existe P ¢ blsl et Beclsl, B#O,
tels qu'on ait Pf° = B(s)fs'-1 .

L'ensemble des B € C€ls] tel qu'il existe un P vérifiant
1'équation précédente forme manifestement un idéal de C€l[s] ; le géné-
rateur unitaire de cet idéal,qui sera noté bX , s'appelle le polynéme de

Bernstein-Sato de f au point x .

I1 est plus commode d'écrire la formule précédente de la fagon
suivante (voir [M 2], [K]) : soit M le faisceau sur X x € des fonc-
tions méromorphes 4 pdles sur f =t , et posons N :Woxm ; notons,
comme d'habitude, par &(t-f) la classe de t—fl: dans N ; alors 1'éga-
lité P(x, ax,s+1)f5+1=B(s+1)fs s'écrit aussi :

P(X.ax,—tat)tb(t—f)=B(—tat)6(t_f) .
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POLYNOMES DE BERNSTEIN-SATO ET EVANESCENCE

posons alors M = .DX[tatlb(t-f) c N ; de l'égalité o(t)d(t-f) = (f) 5(t-f)
et de la formule de Leibniz, on déduit quen M est stable par l'action de
(67 (3 noter qu'il n'est pas en général stable par at ) ; de plus, la

XxC
définition de bx signifie ceci :

3.2) bx est le polyndme minimal de 1'action de (-tat) sur (M/tM) *,0) °

Dans [K] , il est démontré que M/tM est un .Bx—module holo-
nome ; dans [K - K2], il est indiqué sans démonstration qu'il est a sin-
gularités régulidres au sens de [K - K1]. J'admettrai ce point, qui,

d'ailleurs, ne me servira pas de maniére essentielle.

Pour résoudre le probléme posé dans l'introduction, une idée

naturelle serait d'établir un isomorphisme
(DR(M/tM)[l],exp(—ZTﬁtat)) ~ (RY,T) ;

malheureusement ce résultat n'est pas toujours vrai, parce que les zéros
de b peuvent différer d'un entier non nul. Voici un contre-exemple :
prenons X = un voisinage de zéro dans o , et prenons f = in ; on
a bo(s) = s(s +%-1) ; prenons alors n pair 24 : sur M/tM , tat
est diagonalisable de valeurs propres 0 et (%—1) , donc exp(-Znitat)
est 1'identité ; si donc le résultat énoncé était vrai, la monodromie agirait
trivialement sur le complexe RY au voisinage de 0 ; en regardant 1'in-
terprétation de la variation en termes de RY [D], on en déduirait qu'elle
est nulle, contrairement a la formule de Picard-Lefschetz. En fait, dans

cet exemple, le polyndme minimal de T sur RY est égal a (T—1)2 .

La méme difficulté se rencontre déja i une variable, pour un
vectoriel & connexion (E,v) & singularité réguliére : si A est un ré-
seau de E stable par tat , et si deux valeurs propres de 1'action de

t3, dans NA/tA différent d'un entier non nul, il peut arriver que

t
(!\/tl\,exp(—antat)) ne représente pas la monodromie. On remédie clas-
siquement A cet inconvénient en décalant A de maniére 3 faire coihcider

les valeurs propres en question. On va procéder ici de la méme maniére.
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Soit B' < & le sous-faisceau des opérateurs différentiels

de la forme p(x,t,a:,ta‘:) ; il est visible que M est cohérent sur 5'.
Appelons '"réseau" un sous-£'-module cohérent M' de M[t_ll = N[t-ll
qui vérifie, pour k,2 € Z convenables : tkM c M c teM ; comme

teM/t‘Z M est isomorphe en tant que .8 -module &4 M/tM (I'action de
td, étant décalée de £ ), on voit fac1lement que t M/tlHVI , et M'/tM',

t
sont encore holonomes et A singularités régulidres sur .bx .

LEMME 3.3. - Il existe un réseau unique, qu'on notera M' dans

toute la suite, qui posséde la propriété suivante : pour tout

X € X(0) , les valeurs propres ) de l'action de tat sur

(MVtM')x 0 vérifient : -1 < Re) <0 .

(Remarquons qu'il n'y a pas lieu de se préoccuper des points
(x,t) avec t # f(x) , puisqu'alors M = N = 0 , ni non plus des points
(x,t) avec t = f(x) # 0 , puisqu'en un tel point on aura M'=M =N ,
et M'/tM' =0 ).

Sous réserve de démontrer l'unicité, il suffit de construire M'
localement ; par le théoréme (3.1), on peut alors supposer que tat admet
un polyndme minimal sur M/tM ; soient aet b € R tel que les raci-
nes de ce polyndme ) vérifient a < Re)\ < b ; choisissons alors
ket 2 € Z tels qu'on ait b+2 <0 , a+k >0 ; il est clair que M'
doit vérifier teM c M' c tkM et que M’/tkM s'obtient de la maniére

suivante :

On décompose teM/tkM =P suivant les sous-espaces P)\ sur

lesquels (td, -\) est nilpotent, et 1'on prend M'/tkM = @ P
t Re)>-1 A
(la oohérence des P)\ sur 19 résulte de ce que ta est un endomor-

phisme de t M/t M en tant que A -module) Le théoréme est alors le

suivant :

THEOREME 3.4. - (DR(M'/tM')[l],exp(~2nitat)) est_isomorphe
a (RY,T) .
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Remarque 3.5. - En fait, le choix particulier de la condition
-1 < Re) < 0 est sans importance ici (on aurait pu prendre aussi bien
n'importe quelle section de @ — C/Z ) ; ce choix est cependant naturel,
pour de nombreuses raisons ; on en verra une au §6 ; une autre est le
rdle que joue ce réseau dans 1'étude de la (ou des) structure(s) de Hodge
mixte(s) de la cohomologie évanescente dans le cas des singularités iso-

lées ; voir 2 ce sujet l'exposé de F. Pham et [Va2].

Une derniére raison, dont j'ignore dans quelle mesure elle a ou
non un lien avec la précédente (1), est la suivante : si X(0) est 4 croi-
sements normaux, i.e. si f s'écrit localement sous la forme
xinl...x;nn , alorsona M =M comme on le voit en calculant le po-
lyndme de Bernstein-Sato de f , ce qui est immédiat. Dans le cas géné-
ral, il est démontré a partir de 12 dans [K] que les zéros de b sont
(rationnels) et <1 ; autrement dit les valeurs propres de 1'action de tat

sur M/tM sont > -1, donc on aura M c M'

4. PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 3.4.

Les complexes considérés ici sont des complexes de faisceaux sur
X identifié 3 X x {0} € XxC (au besoin, on restreint & X les faisceaux
sur XxC).

-1, ,.p v a P
4.1 Posons Mt ]J/tM'=M_ , M =M ®{Zc t (logt , avec
(4.1) / o o o & { a,qf (ost) }

caqed,', 0<Rea <1, pée N ; posons, comme au §2

~ t ~
W(Mp) = le complexe [Mp—at>Mp] .

Comme au §2, on voit que le systéme projectif {lll(Mp)} est essentielle-
ment constant dés que p=1, et égal &4 M'/tM' ; d'autre part, l'action
de la monodromie sur ¢(Mp) (p20) coihcide avec l'action de exp(—2nit3t)
sur M'/tM' .

(1) Il me paraft possible que le jacobien d'une désingularisation ait un
rapport étroit avec la structure de Hodge mixte d'une singularité
isolée ; voir & ce propos [Vall et [Va2l.
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- ~ -1t
“.2) Considérons de méme le complexe Y(MIlt 1}) = {MIt 1] —t>M[t 1]} ;

I'application évidente mit™h ——>{Mp} donne une fldche W(M[t'll)—>M'/tM' .

Le point suivant consiste i calculer W(M!t_ll) ; pour cela, re-
prenons les notations de l'introduction, et soit Nils.sf le faisceau sur X
construit ainsi : soit x € X(0) , U un voisinage ouvert de x dans X ,
et soit 7(U) l'espace des fonctions sur -j-l(U) qui sont de classe de

Nilsson, (i.e. de détermination finie et & croissance modérée) le long de

X(0) ; on pose Nilssf,x =[1]19%1( 7N(U) ; on obtient ainsi un faisceau sur

X(0) , qu'on prolonge par 0 sur X-X(0) . Un élément de Nilssf’x s

X € X(0) s'écrit comme une somme Zaa’q(x)fa(logf)q a€EC, gq€EN ,
(voir [DI]).

aa,q € GX,x

LEMME (4.2.1). - ona it =0, et Vel = Nilss, .

Il est facile de voir que f est inversible dans M[t-ll = N[t—ll s
et que l'application naturelle N[f-11—>N[t_11 est bijective ; d'autre part,
tout élément de N (en un point (x,0) , x € X(0) ) s'écrit d'une maniére
et d'une seule Zap(x)ép(t-f) L GOX,x , donc tout élément de N[t‘ll

s'écrira de la méme maniére, avec ici ap € OX x[f—ll ; un élément de
ﬂl[t_ll s'écrira donc d'une maniére et d'une seule

Zap(x,t)ép(t—f) avec ap(x,t) = Eap cxyq(x)to'(logt)q ,

’

P,q€EN, 0s< Rea <1, ap,a,qeox,x[f-ll
On a :
p %3p .p p+l
tatZap(x,t)6 (t-f) = Z—a—t—-é (t-f) + Zapé (t-f) ;
donc, en filtrant ﬁ[t—ll par 'p" , on trouve que td, induit un iso-

t

morphisme de gr(ﬂllt_llp sur gr(ﬂ[t—ll) ; on en déduit immédia-

ptl

1

tement qu'on a WO(M[t-ll) =0, et \yl(M[t- 1) = ﬂ[t_ll ; ce dernier

0
espace 8'identifie a Nilssf par l'application
a@t™ (logt)s(t-f) — a)f (g H)? ; (moralement, cette application est

1'intégration __[u(x,t)&(t-f)dt = u(x,f) ).
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Il est évident que l'isomorphisme obtenu commute 3 1'action de la
monodromie ; reste A vérifier que c'est bien un isomorphisme de .Bx-

modules ; je laisse ce dernier point au lecteur.

4.3) Les constructions précédentes donnent un diagramme

@.3.1) ylt™ {W(Mp)} (p=1)

! I

Nilssf[ -1] .....~ M'/tM'

Considérons maintenant le complexe de de Rham DR(}}*) = (Qﬁ*’d) .
D'aprés Deligne [D], on a T*LDR()E*) = RY , et l'injection naturelle
DR Nilss —~1*7,DR(X*) est un isomorphisme ; par conséquent, en pre-
nant la cohomologie de de Rham de (4.3.1) on obtient une fléche

4.3.2) Ry — DR(M'/tM'[1]) .
De plus, cette fleche commute & 1'action de la monodromie (i.e.
3 l'action de T sur RY , et de exp(—21'ritat) sur M'/tM' ). L'énoncé

précisédu théoréme (3.4) est le suivant.

THEOREME (4.3.3). - La fléche (4.3.2) est un_isomorphisme.

Compte-tenu des constructions précédentes, ce théoréme est la
conséquence de la proposition suivante, qui sera démontré dans le prochain

paragraphe.

PROPOSITION (4.3.4). - Pour p 2 1., l'application
DRyMIt 1)) — DRY(M) est un quasi-isomorphisme.
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5. DEMONSTRATION DE (4.3.4).

5.1) Soit x un point de X(0) , e¢ U une boule fermée de X de
centre x et de rayon assez petit. Comme les foncteurs '"y" ‘et "DR"
commutent, et comme d'autre part le systéme projectif {!l;(Mp)} est

constant pour p =1, il suffit de démontrer que, pour p>> 0 , l'appli-

cation naturelle
-1 k
VHE (U, MIE™ ) — VS, M)

est un quasi-isomorphisme pour tout k=0 (on écrit Hk pour 1'hyper-
cohomologie). Considérons alors la suite exacte
0 ——tpM' —_— M[t-ll —_ Mp —= 0 ; en prenant la suite de cohomologie

correspondante, on trouve une suite exacte :

k -1 k
(5.1.1) 0 HDR(U,M[t ])/Ap HDR[U'Mp) —*Bp — 0

- k Paryy o K -1

avec Ap = im[HDR(U,t M') HDR(U,M[t 1} et
_ k+1 ) J k+1 -1

Bp = ker{HDR(U,t M) HDR(U,M[t h .

La proposition sera conséquence des trois assertions suivantes :

(5.1.2) H]")R(U,M[t'll) est fini sur @{t}[t™'] , et l'action 3, dans cet
espace est a singularité réguliére.

k -1
(5.1.3) Ap est un réseau de HDR(U,M[t 1) .

(5 1.4) Le systéme projectif {Bp] est essentiellement trivial (i.e. il
existe q tel que, pour p >> 0 , l'application Bp+q_’Bp soit

nulle).

5.2) Montrons d'abord comment on déduit le résultat de ces assertions.
Tout d'abord, on a évidemment Ap+1 = tAp ; les deux premiéres asser-
tions, jointes A la répétition des arguments du §2 montrent alors que, pour

p>0, ona :
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¥ H U Mlt™ ])/A v H r(U> Mt~ l
1_k -1 -
et v HDR(U,M[t ])/A = q: H (U Mt~ 1) =0

en appliquant ¢ 4 la suite exacte (5.1.1), on trouve alors une suite exacte

- 0 0
0 — wol-r‘l;R(U,M[t 1]) — H;R(U,Mp) — Bp —0

et un isomorphisme
1_k ~ 1
VHpp(UM) = ¥ B

L'assertion (5.1.4) permet alors de conclure, pourvu qu'on prouve que les
systémes projectifs {wiHl];R(U,Mp)} sont constants pour p >0 . Pour
établir ce dernier point, considérons la suite exacte

0 —>tpM'/tp+lM' — Mp+1 — Mp —= 0 ; on en déduit une suite exacte

de cohomologie

Pary Pty O _B,
...-H RU, MDY H UML) H‘]‘JR(U,MP)

a
X, k+1(U Py AP M) — .

. jo) p+l
lés valeurs propres ) de l'action de tat sur (¢ M'/tT M")
vérifient p-1 < Re) s p ; il en est donc de méme pour
HkR(U,tpM'/tp+1M') , et donc aussi pour Ima et Imy ; donc

Wi(lma) = wi’(lm y) = 0, (1=0,1) ; le résultat s'en déduit aussitdt en

appliquant | aux suites exactes
k
0 —Ima —>HDR(U,MP+1) —ImB— 0, et

k
0—Imp —Hy(U,M)—Imy—0.

5.3) Reste 4 démontrer les assertions (5.1.1 4 3). Il est probable
qu'on pourrait le faire directement par désingularisation. Toutefois, on va
employer ici une autre méthode, qui consiste & se ramener aux assertions
analogues pour la cohomologie de de Rham relative., assertions qui sont

démontrées dans Hamm [H]. Les deux premiéres assertions sont
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démontrées dans [M3] par ce procédé ; pour la commodité du lecteur,

on va reproduire ici une version simplifiée de leur démonstration.

Rappelons d'abord comment on rameéne 1'étude de DRM[t-ll a
celle de la cohomologie relative (ceci n'est rien d'autre que le calcul
classique de la cohomologie de de Rham relative par résidu). On consi-
(g p Ay ) YA P VI o
la différentielle dX /T étant définie par passage au quotient a partir de

la différentielle usuelle ; on envoie Q2 , [-1] dans _M[t~1] ® 0 ,d
X/T GX X

dére le complexe défini par Q

par o+ (aAdf)® 5(t-f) .

PROPOSITION (5.3.1). - L'application précédente, restreinte 3

X(0) , est un quasi-isomorphisme.

Placons-nous en x € X(0) ; un élément de M[t—ll ®Q§( en Xx
s'écrit Tw 5k(t-f) , avec  w, € Qp [f_ll , et la différentielle s'écrit

d(w ®6 (t-f)) = dw ®6 (t-f) - (df/\wk)® 6 (t-f) ; en filtrant par le degré
en k , on trouve que le gradué associé est le complexe Q [f ] muni

de -dfA.

LEMME (5.3.2). - Ce dernier complexe est acyclique.

En effet, au voisinage de x , df ne s'annule pas en dehors de

0 ; le Nullstellensatz montre alors qu'il existe ¢ € IN et des a €C X, x

tels qu'on ait fe = Za.it:— , ou encore, en posant € = f eE i
i axi i Xy

E(f) =1 . Soit alors « € Q];( x[f_ll , avec dfAa =0 ;on a

0= ig(df/\a) = a—df/\ig(x (,i

lemme.

g le produit intérieur par £ ) ; d'ol le

Du lemme précédent, on déduit par un raisonnement classique que
le complexe (M[t—llo® Q'X,d) est quasi-isomorphe au sous-complexe des
X
éléments de la forme (aAdf) ® 5(t-f) , c'est-a-dire au sous-complexe
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(QX/T[ -11, dX/T) ; on va rappeler ce raisonnement, dont on aura i utili-
ser des variantes dans la suite : soit w = k§2 w, ®58 (t-f) , avec dw=0 ;
on a en particulier df/\we =0, dol we = df Am ; en considérant

w +d(n®6 (t-f)) on se rameéne au cas ol £ est remplacé par £¢-1 ,
et finalement au cas ol w = u)o® 5(t-f) ; on a alors df/\wo =0, dol

UR = dfAa ; ceci montre que 1'application

G ) —»Hk(M[t"ll ® ,d)
O X

est surjective ; l'injectivité se démontre de la méme maniére. Cela dé-

X/T’ X/T

montre la proposition.

Faisons maintenant les observations suivantes :

(5.3.3) L'isomorphisme obtenu envoie la différentielle de Gauss-Manin v
k ~e . +1 -1 .
da H (QX/T)x sur la différentielle dt de H];)RM[t ]x ;
on laisse la vérification au lecteur (ou on le renvoie 2 [M 2!

s'il est paresseux).

(5.3.4) Posons V = X(0)NU ; comme Mt ™ (restreint a t =0) est
nul sur X-X(0) , on a H;R(U,Mlt' Hk gV Mty .
résultats précédents donnent donc un 1somorphisme de C{t}[t

vectoriels 2 connexion : H~ v,0 ;;R(U,M[t-ll) ; 1'as~

x/1) ™
sertion (1.2) résulte alors de [H] , prop. 1.2.8 et II.3.5.

(5.4) Démontrons maintenant 1'assertion (1.3). Observons d'abord ceci :
comme V est un fermé de Stein, et comme M[t-ll est une limite

inductive de faisceaux OX m-oohérents, HkR(U Mt~ l) = H (V Mt~ ]

est le k-idme groupe de cohomologie du complexe I‘(V,M(t'llg 5;() ;
X

de méme Hk(V,Q;(/T) est le k-ieme groupe de cohomologie de

(v, QX/T

d'hypercohomologie qu'on aura 3 considérer dans ce paragraphe. D'autre

; l]a méme remarque vaudra aussi pour les autres groupes

part, dans les assertions (1.3) et (1.4), on peut remplacer U par V ,
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ce qu'on fera désormais.

Pour démontrer (1.3), il suffit de démontrer que l'image A de
H;R(V,M) dans H;R(V,M[tull) est un réseau. Désignons alors par
(Q;(/T 'dX/T) le complexe Q];{/ deQl;(_l , muni de la différentielle rela-
tive ; d'aprés [H!, prop. 1.2.8, l'image A' de Hk_l(V,Q;VT) dans
Hktl(V,ﬁx/T) est un réseau (1) ; d'autre part, via l'isomorphisme (3.1),
on peut considérer A comme un sous-ensemble de Hk-l(V,ﬁx/T) , et
il est d'ailleurs immédiat qu'il contient A' ; tout revient donc & démon-

trer le lemme suivant :

LEMME (5.4.1). - Il existe ¢ 2>0 tel qu'on ait teA c A' .

En reprenant directement au niveau des complexes la démonstra-
tion de l'isomorphisme (3.1), on se raméne A démontrer le résultat sui-

vant :

LEMME (5.4.2). - Il existe 2, tel que toute classe de cohomo-

1
logie de HIBR(V,M) soit représentée par une forme

k
= ® 8P(t-f) , (v, .
psele (t-f) wp € I X)
D'aprés [Kl, M est un ﬁx—module cohérent (et méme sous-

holonome) ; quitte 4 rétrécir U , on peut en prendre une bonne filtration
{eM} au voisinage de U ; on filtre alors le complexe I'(V,DRM) par

1 n
H — — —_— e b M .
eI‘(V,DRM) : 0 I‘(V,eM) I"(V.eﬂM o@}’(ﬂx) I‘(V,‘2+1 oes(nx)_»o

Les EM sont cohérents sur GX ; pour démontrer le lemme, il suffit

donc de voir que l'injection eI‘(V,DRM) —I(V,DRM) est un quasi isomor-

phisme pour ¢ assez grand ; ceci résulte du lemme suivant.

(1) Via Il'identification de Hk_l(V,aX/T) avec la cohomologie relative de

la fibration U — @ , cette assertion peut aussi se démontrer par un
argument de positivité des exposants caractéristiques ; voir [M3].
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LEMME (5.4.3). - Pour ¢ » 0, gr eI‘(V:DRM) est_acyclique.

Comme V est un compact de Stein, et que la fleche grd =
commute A l'action de O , il suffit d'établir 1'assertion analogue au ni-
veau des faisceaux ; or, grM est cohérent sur gr b = ox[gl,...,gn)

(§i=gr%) , et (gr M,8) n'est autre que le complexe de Koszul

K(g,ng) , avec & = (gl,...,g ) ; les faisceaux de cohomologie Ek(ng,b)
sont donc cohérents sur grJp , et annulés par les gi ; il en résulte
aussitét qu'on a H (gr M,8) =0 pour €>0, ce qui est 1'assertion
cherchée. Ceci établit l'assertmn (1.3).

Remarque (5.4. 4) - 11 est facile de préciser quel est le réseau Ap
dans Hk (V M[t ; en effet, d'aprés la définition de M' , les valeurs
propres de 1'action de tat sur Ap/Ap +1 doivent nécessairement vérifier
p-1 <Re)l sp ; Ap est donc l'unique réseau qui posséde cette propriété.
(Malheureusement, cette propriété ne suffirait pas i déterminer Ap a
priori, si l'on ne savait pas déji que c'est un réseau ; d'odl la démonstra-

tion qui précede).

(5.5) Reste a démontner (1.4). Désignons par B (resp. B') le noyau

de 1'application H (V M) — ;:(V,M[t—ll)
. * -
(resp. H® (v, QX/T) HE (V,QX/T)) ; en envoyant QX/T[ 1] dans

M é® (23( par o+~ oAdf ® §(t-f) on obtient un diagramme commutatif de
X
suites exactes

Lk k-
0—B H (V,QX/T) H (V’QX/T)
! ! R

k+l k+1 -1
0 B HDR (V,M) HDR (V,Mlt 7))

et la derniére fleche verticale est un isomorphisme.

L'assertion (1.4) revient 4 démontrer ceci : il existe ¢=>0 tel
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qu'on ait teB = 0 ; d'aprés Hamm, loc. cit., l'assertion analogue est

vraie pour B' ; tout revient donc i démontrer ceci.
) 31
LEMME (5.5.1). - 1l existe 21 >0 tel qu'on ait t "Bc ImB' .

D'aprés (4.2), tout élément de B' se représente par un yw de

+

la forme T w ® 8P(t-f) , w e€T(V,05Yy , avec ¢, indépendant de
p p X

p<ey

w ; on va voir, en adaptant la démonstration de (3.1} que, pour 84 >0

e
indépendant de  , t 4w est cohomologue dans I‘(V,M ® Q;{) Aun
(6
X

2

k
de la forme dfAa ® &(t-f) , o € I"(V,Qx) .

De dw=0, on déduit en particulier qu'on a df/\u;e =0 ; donc
2 2
(lemme (3.2)), il existe 23 tel qu'on ait t 3(”32 = dfAB , avec
B € r(v,nl;() ; d'autre part, pour tout 23>0 , t€s%(t-f) appartient 2

M car on a teate = tat(tat- 1)...(tat—e+1) (appliquer les deux membres

- S .
a t pour s'en convaincre) ; par conséquent, on a :
2,-1 e,-1 Kk
t2 @8 2 (t-f) €1‘(V,M®QX) ;
Ox

23+ 29-1 fat+pg-1 25-1 £o-1
en remplagant t 372 w par t 37 %2 w + d(t 2 B®% 2 (t-f)) , on est
ramené au cas ol ez est remplacé par 82—1 ; d'ol, par récurrence,

1'assertion.

Pour démontrer le lemme on est donc ramené au cas ol ( est
de la forme dfAa ® 6(t-f) ; comme dyw=0, on a dfAda = 0, d'ol
e e
t Sda = dfAB ; la classe de f 3(1 dans F(V,QI;VT) est donc un cocycle,

e
dont l'image dans I‘(V, MO® ngl) est égale a4 -t 3m ; ceci établit le

X
lemme, et termine la démonstration.
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6. LE FONCTEUR R$ ET_LA VARIATION.

N. B. Les résultats de ce paragraphe ne figuraient pas dans l'exposé a
Luminy et ont été obtenus ultérieurement lors de la rédaction.

(6.1) Rappelons d'abord rapidement la construction de Deligne du fonc-
teur R% (voir [D], exposé 13, n°1.4). On considére sur un espace X
un triplet (F,G,K) ol F et G sont des complexes de faisceaux sur
X munis d'une action de 2% , l'action sur F étant triviale, et od K
est un morphisme équivariant F — G ; on désignera dans la suite par T
1'action du générateur de Z ; un tel complexe est toujours homotope &
un complexe (F',G',K') tel que K' soit injectif et que la suite exacte
0 —F' — G'" —cokerK' — 0 soit scindée degré par degré (il suffit par
exemple de remplacer G par la somme de G et du cbne de F ) ;
1'automorphisme T-1 de G' induit 0 sur F' , donc provient d'un
morphisme V : coker K' — G' , qui est par définition la variation.

En faisant passer cette construction aux catégories dérivées, et

en l'appliquant 4 la fleche K : — RY provenant par i* de 1'ap-

K Cxo
plication évidente (l.‘X ——Rj*d:i* (notations de l'introduction), on trouve
un triangle distingué

K U +1
. G.‘X(O)—-> RY — R} — ...

et un morphisme "variation" V : R$ —RY . Pour la relation avec la va-
riation au sens de Lefschetz, dans le cas d'une singularité isolée, voir

[D].

Je me propose ici d'expliquer briévement comment on peut repré-
senter R¢ (et les fleches U,V ) en termes de S-modules. Une idée na-
turelle serait d'étudier le microlocalisé M]R de M sur I'ensemble
(x,t=0,p=0,7) , la microlocalisation étant liée de fagon essentielle 3 des
foncteurs de type R$ (c'est un point que plusieurs personnes semblent
avoir apergu récemment de maniére plus ou moins indépendante ; une pre-
miére idée dans ce sens, 2 savoir la relation entre microfonctions et va-

riation i la ILefschetz, est due 3 Pham, Maisonobe et Rombaldi ; voir [P]).
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Toutefois, je ne poursuivrai pas ici dans cette direction, et je partirai de

la représentation de RY obtenue au paragraphe précédent.

(6.2) Si L est un ﬁXx -modules, on note &pL) le foncteur '"coho-

C d
mologie de de Rham de L par rapport & t ", i.e. le complexe L —t->L H

on continue a noter "DR" le complexe de de Rham par rapport 3 x ;

enfin, comme au § 4, on restreindra les constructions &3 X = Xx{0} c XxC .

Prenons en particulier L = N dgf .Bxxmé(t-f)lx ; comme au

lemme (4.2.1), on voit qu'on a bpoN =0, et bplN = .e.

0x| x© ' !

GX sur X(0) et O ailleurs. Par suite, on a un isomorphisme

(DR) (8p)NI[ 1] =~ cx(o) .

Pour représenter la fleche K : @ — RY par un morphisme
oM™, @

est facile de voir que N est sans t-torsion), et posons Np = tpM'nN .

X(0)
de complexes de S-modules, plongeons N dans N[t

Tout d'abord, il est clair que K se représente par le foncteur DR(.)[1]
appliqué 3 la fléche &p(N) — ¢ (N[t_ll) qui est définie par le diagramme

N 94 R

v o

N—t N[t

1

ol "id" est l'injection évidente, et '"t" cette injection suivie de la mul-

tiplication par t . On va filtrer ce morphisme comme au §4.

LEMME (6.2.1). - Ona M'cN.

En effet, pour k > 0, on a tkM'cN ; soit alors m un
élément de M' + N/N ; d'une part, on a tkﬁl =0, dold a::{tkﬁx =0,
ou encore (tatﬂ)...(tat +k)m = 0 ; d'autre part, comme m provient
d'un élément de M'/t"M! , il vérifie une équation p(ta)im = 0 , les

racines de p étant de partie réelle > -1 ; donc m=0 .
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On a donc No =M, N1 = tM' . D'autre part, on vérifie im-

médiatement que les applications

{n/NE N/N! N/t
%) |—la) |~ | %]
N/NE N/NC, N1/N°

son: des quasi isomorphismes pour tout k=0 .

(Utiliser le fait que tat , resp. att , est bijectif sur Nk/NkJr1 , pour
k #0 , resp. k#-1) ; d'autre part, en raisonnant comme au §5, on

voit que 1'application

N N/NET
% 1 e " l '
N N/N

devient un quasi isomorphisme pour k > 0 quand on lui applique '"DR" .

On voit alcrs finalement, utilisant les constructions du §4 que la fléche

K
G:X(o)——>R‘{' provient, par DR(.)[11 , du morphisme de complexes
k: K; ——K;, défini par le diagramme
Ve g
oty B /et
(6.2.2) atl td,

o~
NI/ B NN

Ici, il faut faire agir T trivialement sur le premier complexe, et de
la maniére qu'on a déja vue sur le second ; par contre, la cohomologie
du second complexe, qui est concentrée en degré 0 , vaut NO/N1 muni
de T . Il est alors clair que (R3,T) est représenté, via DR(.){2] ,
par le complexe simple K; associé au complexe double (6.2.2), muni

de T et que la fleche RY E—R@ est représentée par la fleche évidente
B o1 U,
NO/N1 = ker(tBt, N /N)— K@[ll
LEMME (6.2.3). - On a Hi(K;) =0 pour 1#1, et

@ (K%, T) = W /N°,T) ; de plus, u est égal & -2
8 Le pus est égal 3 -
/N NTI/NC
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Il suffit de traiter le cas ol l'action de T sur NO/N1 est nil-
potent (en effet, sur les composantes isotypiques correspondant i des
valeurs propres # 0 , 1'application a est bijective et le résultat est
évident). On peut alors aussi remplacer N /N1 par l'ensemble des
sommes Enp(logt) , n EN /N .

Le complexe K; s'écrit

N
0 — /N & NLNen/n! S 1O/ — o

avec b§(o) = (aa a) , O8'(B,y) = -tB +t6tY .

On vérifie tout de suite que la cohomologie de ce complexe est
nulle en degré 0 et 2 ; d'autre part un 1-cocycle s'écrit
(B,y=Z‘yk(logt)k) " YkeNo/N1 » avec t3y = tB ; on trouve que Yy a

nécessairement la forme suivante :

™t aa n 1)
y= X == (t3) (B)(logt) + Z (ta) \A (logt)”
n=1 n! t n>0
Par conséquent, l'application (B,vy) l——(B,Yo) est une bijection des
cocycles sur (N-I/No) X (NO/NI) . L'image des cobords dans cette bijec-
tion est l'ensemble des paires (B,Yo) véri.flant tg = ta , ou encore

B = atyo ; par suite, le quotient, i.e. H (K ) est bien isomorphe a

N I/N°

Ecrivons l'action de T sur I_-II(K;) . Sur la paire (8,y) , T
opére par TB =B , et

(1)

Ty = 2 (ta) (tB)(logt +2rr1)n + 2‘ y” (ta) Yy (logt+2n1)

donc sur la paire correspondante (B,Yo) , T opere par

T(B,Yo) = (B, TY +vB) , avec

G.2.4) ve= » U (ta) Lterem®
n=1 !
et v vérifie 1a relation

(6.2.5) B = atvs + TB .
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En particulier sur la paire (B,y°=0) , T agit par

T(8,0) = (8,vB) ~ (TB,0) donc l'action de T sur EI(K;) est bien celle
qui est indiquée.

Enfin, un cocycle de la forme (0,y) , i.e. provenant d'un co-
cycle de K‘; correspond 2 la paire (O,YO) , ou encore 3 la paire

(- atYo,O) , ce qui établit le dernier résultat.

THEOREME (6.2.6). - La paire N°/N' :“’;_: NI/ avee
u=-3, v défini par (6.2.3), représente, via DIR(.)[1]

U
la paire RY 4:/'—’R§ .

(Remarquer que la définition de v garde un sens si tB n'est
pas nilpotent).

Seule l'assertion relative 8 v et V n'a pas éé démontrée ;
sur la partie unipotente, elle résulte des calculs précédents et de la défi-
nition de V . Pour les autres composantes aucun calcul n'est nécessaire :

la construction que 1'on devra faire pour définir directement la variation

¥
N1/N° ~N°/N! vérifiant viu = T-1 sur N°/N', et uv' = T-1 sur

N"1/N° ; comme u est ici bijectif, l'urede ces deux relations suffit a

au niveau des complexes K; et K donnera nécessairement un v'

établir qu'on a Vv' =v .

(6.3) L'ensemble des résultats précédents s'interpréte de fagon plus
naturelle si 1'on utilise la spécialisation de Verdier (voir son exposé dans
ce méme volume). Je me contenterai ici de dire quelques mots sur ce

sujet en renvoyant les détails a une publication ultérieure.

Soient X une variété analytique complexe, e¢ Y une hyper-

surface, non nécessairement lisse de X ; notons par EY le fibré vec-

toriel de rang 1 défini par le diviseur Y , et par N_ = EYlY le

Y

fibré normal de Y ; le 'faisceau spécialisé de € le long de Y ",

X

263



B. MALGRANGE

au sens de Verdier, est un complexe de faisceaux sur NY (donc aussi,
si I'on veut, sur EY ) que je noterai RYY(CX) . Dans le cas ol Y a
une équation globale f =0 , on peut identifier EY a XxC et NY a
YxT ; on peut voir alors en utilisant les calculs précédents qu'on a un
isomorphisme (dans une catégorie dérivée convenable)

RYY((L‘X) >~ DR(grN)[11 , le foncteur "DR" étant ici pris par rapport a
x et t ; on a posé, bien sdr, grN = GDNk/Nk+1 . On peut voir que

cette formule condense pratiquement toutes les informations obtenues pré-

cédemment.

Dans le cas général, en prenant des équations locales de Y , et
en examinant la maniére dont grN se transforme lorsqu'on change de
carte, on fabrique un .BEY—module holonome L , homogéne par rapport
A la fibre en un sens convenable, et vérifiant DREY(L)[H =~ RY Y((l.'x) .

7. REMARQUES DIVERSES.

Soit x € X(0) , et b;( le polynéme minimal de 1'action de
(-tat) sur M'/tM' (=N°/N1) au point x ; posons b;‘(s) = H(s-)\j) et
B;((T) =l'1(T—exp(2ni)\j)) ; comme ona 0 < Re), <1, il est clair que

]
B;{(T) est le polyn6me minimal de l'action de T sur (M'/tM')x .

PROPOSITION (7.1). - B;( est le polynéme minimal de l'action
de T sur RY au voisinage de x .

Cela résulte aussit6t du fait que, sur les .Dx-modules holonomes,
le foncteur "DR" est fidele (parce qu'il est fidele sur les .D; -modules
holonomes, voir [KK1] ou [Me], et parce que .B; est fidelement plat
sur ‘BX ).

Le théoréme de monodromie se lit alors de la maniére suivante.
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PROPOSITION (7.2). - les zéros de b sont rationnels (X!,

et de multiplicité < n = dimX .

Soit X I~ X une désingularisation de X(0) au voisinage de x ,
et posons f = forr . Désignons par ﬁ,I\N/I',R@, etc., les objets analogues
a M,M' Ry, etc., avec f remplacée par f . Soit % € n_l(x) , et sup-
posons que, dans des coordonnées convenables f s'écrive, au voisinage
de X , sous la forme gxrlnl...xnmn ; un calcul immédiat (et bien connu)

montre qu'on a, au voisinage de X

J— 1 mi—l)
b = -—]...|8- ;
® Ii ! s( mi) (s my

donc on a M' = M (cf. rem. 3.5), et d'autre part, 1'assertion de la

proposition 7.2 est vraie pour gi (=E;~{) ; donc elle sera encore vraie

pour b _1( y le polyn6me minimal de M/tM  au voisinage de n-l(x) .
s X,

La proposition résulte alors du lemme suivant :

LEMME (7.3). - b' divise b )
X — n—l(x)

Ceci résulte immédiatement de (7.1) et du fait qu'on a (Deligne,

loc. cit.) RY = Rn*R? .

A noter que ce lemme pourraft étre utile par lui-méme dans des

calculs explicites.

Quant i la relation entre les zéros de bx et ceux de b;{ . elle
est la méme que celle qui existe 4 une variable, entre les zéros de l'action
de —tat sur A/th et A'/tA' , A un réseau de E stable par tat
(notations du n°2), et A' le réseau canonique, i.e. celui qui vérifie

-1 €« Rex €0, )\ une valeur propre de tat , 4 savoir la suivante :

a) si X est racine de b'x , et \A+j (j€EZ) les racines cor-
respondantes de bx , on a :

sup mult(x+j, b ) < mult(:,b') < Zmult (A+j,b ) ;
] x x j x
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b) 1la multiplicité de ) dans b' est égale A la "multiplicité
stable" (en un sens évident) de A -k dans le polynéme mi-
nimal de (-tat s (M/teM)x) , 0xkx?p.

Je laisse la vérification de ces deux assertions au lecteur.
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