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s ingu lar i t é s a n a l y t i q u e s 
m i c r o l o c a l e s 

Johannes SJÖSTRAND 





0. INTRODUCTION 

Ces notes représentent en gros le contenu d'un cours donné à l'Université de 
Paris Sud au printemps 1981 et en version accélérée à l' Université de Lund. Elles 
sont basées sur environ 3 années de travail avec des singularités analytiques. 
L'auteur en est venu à ce sujet par l'étude de la propagation de singularités ana-
lytiques pour des problèmes aux limites. Parmi les trois définitions existantes du 
spectre singulier analytique, celle de Bros-Iagolnitzer (voir [B-I], les deux au-
tres étant dues à Hörmander [H] et Sato [S]) s'est révélée la plus maniable, au 
moins pour un analyste avec une certaine prédilection pour les opérateurs inté-
graux de Fourier à phases complexes. Le besoin de développer l'approche de Bros-
Iagolnitzer plus systématiquement s'est alors manifesté, déjà dans le cas sans 
bord. Quelques pas dans cette direction ont été faits par G. Lebeau [L] et aussi 
par l'auteur dans un cours non-publié à Stanford pendant l'été 1980. Ensuite, et 
grâce à de nombreuses discussions avec B. Lascar et sous l'inspiration d'un article 
de P. Schapira [Sch] il est devenu clair que la notion de fonction phase se con-
fond très profitablement avec la notion de fonction poids plurisous-harmonique. 
Ainsi les sections 3, 7, 9-16 ont été rajoutées depuis le cours à Stanford et la 
section 16 même après le cours à Orsay. 

Ces notes ne tentent pas de donner un traitement définitif de la théorie (qui 
est encore vivante) mais seulement de développer quelques techniques, à modifier 
suivant les besoins de chaque problème particulier. (Par exemple pour des problè-
mes plutôt constructifs on pourrait supprimer le grand paramètre A, quitte à tra-
vailler dans des domaines non-bornés). Nous n'avons pas non plus cherché à être 
complet, ni les opérateurs pseudo-différentiels classiques, ni les hyperfonctions 
ne sont traités, et même pas la théorie des problèmes aux limites qui est à l'ori-
gine de tout ce travail. 

Chaque lecteur (supposé être déjà un peu familier avec des opérateurs de Fourier 
intégraux et. c.) jugera lui-même sur la nouveauté et l'intérêt de ces notes. Peut-
être le point central est la section 11 qui contient un début de théorie systéma-
tique qui dans le meilleur cas se développera aussi un jour dans la théorie C°°. 

Nous tenons à  remercier tout particulièrement B. Lascar pour de nombreuses dis-
cussions fructueuses ainsi que N. Hanges, L. Hörmander, A. Grigis, G. Lebeau, 
G. Metivier, P. Schapira. Nous remercions aussi J.M. Bony, P. Schapira, Y. Laurent, 
Trepreau , qui ont su nous communiquer de manière compréhensible des idées de la 
théorie des hyperfonctions. Finalement nous remercions tous les auditeurs patients 
de nos 3 cours ci tés-ci-dessus. 

1 



J. SJÖSTRAND 

1.H0, SYMBOLE S ANALYTIQUES ET ALGÈBRES FORMELLES D'OPERATEURS PSEUDODIFFÉRENTIELS 

Soit n c  C n u n ouvert et c p :  a - > I R un e fonction continue. Une fonction U(Z,A) 
Hloc 

sur 0 x R+ appartien t par définition à l'espace ( n) s i 

(1.1) u  est holomorphe en z pour tout A > 0 

(1.2) Pou r tout compact K  c n et tout e  >  0, il existe une constante C  >  0 telle 
que 

|u(z,x)| < C eA <0(z)+e> 

pour Z € K , A > 1. 

Parfois on dit simplement que u est de classe H dan s 0. On dira que u est un sym-
Hloc 0 bole analytique si u € H0loc (0). En particulier u est un symbole d'ordre fini m € R 

si pour tout compact K a 0, i l existe C > 0 telle que 

(1.3) |u(z ,A)| < C 0m ,  z  € K  ,  A ^ 1  . 

En général on ne distinguera pas entre deux éléments de H0loc(ft) si la différence 
est à décroissance exponentielle par rapport à e^5. Plus précisément si u, v € 
H^OC(Œ), on dit que u et v sont équivalentes (u - v) s'il existe une fonction con-
tinue 01 < 0 sur 0 telle que 

(1.4) u  - v e H01loc(0) . 

Un élément formel de H su r n est donné par : cp 

I. U n recouvrement 0 = U 0A OU les fi c  fi sont ouverts. 
aGA 

1 oc 
II. Pour chaque fia un élément ua G H (fia ) (représentant local) tel que 

u ^  u. dans Ĥ oc(fi n  fi0) pour tous a, $ G  A. a 3  c p v  a  3 

En particulier, pour cp = 0 on obtient la notion de symbole analytique formel. Il y 
a une relation d'équivalence évidente entre les éléments formels de classe su r 
fi et on ne distinguera pas entre deux éléments équivalents. 
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Hip , SYMBOLES ANALYTIQUES 

Exemple 1.1. Soi t ak(z), k = 0,1,2,... une suite de fonctions holomorphes sur to 
telles que pour tout Sec to on ait avec C = C >  0 : 

to 

(1.5) |ak<z>l Ck+1 kk , k = 0,1,2, z  e fi . 

Alors modulo équivalence on peut définir un symbole analytique formel sur n par les 
représentants 

a 
a. 
to 

(Z.X) = I 
0<k^x/eC 

to 

ak(z) x"k , z e a . 

On remarque que a 
a. 
to 

est un symbole analytique d'ordre 0 sur 0 puisque pour z € to, 
0  ̂k  ̂x/eC 

n 

(1.6) |ak(z)x"k| < ( 
Ck 
x ïï 

G Ce"k , C  = C a 
to 

Si C > C et X 
eCl < k <c 

x 
eC 

, z e to9 alors 

(1.7) |ak(z)x"k| « Ce 
-A/eCj 

9 

ce qui montre bien l'équivalence entre les représentants locaux dans les régions 
2i 
a 

n 2i 
a 

. On écrit formellement : 

(1.8) a(z,x) 
oo 
ï 
0 

ak(z) x'k 

et on appellera a un symbole analytique classique formel. 

Le résultat suivant n'a peut-être qu'un intérêt théorique : 

Proposition 1. 2, Soit ci c ouvert et pseudo-convexe3 cp : to -> JR continue et 
plurisons harmonique et soit u (z3 \) un_ élément formel de sur ^. Alors pour tout 
ouvert toŒŒ. to s ij^ existe un représentant ît(z3 \) e (to) de_ u. 

Démonstration. Cec i est une application simple des théorèmes sur l'opérateur a de 
L. Hormander [H2]. D'abord après avoir augmenté S on peut supposer que to est pseudo-

convexe. Soit u.(z,x) des représentants locaux sur to- , j = 1,...,N où 
Ü J 

a c= 
N 
U 
1 
to- et 
J 
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J. SJÔSTRAND 

N —  N 
soient Xj e C~(fi j) telle s que £ x̂ . = 1 sur fi. Soit V(Z,À ) = £ X j ( z ) U j . Alor s 

N 

âv = I Uj "a" Xj est à décroissance exponentielle dans L^(?0 = L2(ft ; e~2Acp^x^L(dx)) 
(où L(dx) désigne la mesure de Lebesgue sur <Dn) et d'après les résultats de 

Hörmander [H2] on peut trouver w à décroissance exponentielle dans L̂ (fi) telle que 
aw = - av. Alors 'u = v+w est holomorphe et u - û  est à décroissance exponentielle 
dans L2(fi. n fi). Utilisant aussi que u - u. est holomorphe on en déduit que 

cp j j 

(u-u.)eAcp^z^ est à décroissance exponentielle uniforme sur tout compact de fi.. ^ 

Il sera aussi commode de parler de germes de fonctions de classe H^. Si xQ € <D
n 

et <p(x) est une fonction continue réelle définie près de xQ, alors par définition, 
un élément u de (x0>£0) x es t donné par un élément u € H^^fi) où xQ € fi. On dit que u, 

v e (x0>£0) x son t équivalentes si u  ̂v dans H^0C(W) pour un voisinage W de xQ. 

Soient p(x,ç,A), q(x,ç,A) des symboles analytiques définis dans un voisinage de 
(xQ,ç0) e C

2 n . On définit alors le symbole composé dans un voisinage de (*0»£0) par 

(1.9) r = P o q = l ^ ( 1 x ) - M i i i L , 

0^|a|<<A/C 9 Ç 3 X 

1 1 0 

avec CQ assez grande. Par les inégalités de Cauchy on a pour tout e > 0 dans un 
voisinage de (x 0>£ 0)

 : 

\£r\ + lijaJ ^ c e e X C1061 . a ! 
he1 U x a l e 

où C est une constante géométrique qui ne dépend pas de e > 0. Il est alors facile 
de voir que (1.9) définit bien un symbole analytique près de (xQ,ç0) pour CQ > 0 
assez grande et dont la classe d'équivalence ne change pas si l'on augmente CQ en-
core. Nous allons plus tard définir de vrais opérateurs dont le symbole d'un com-
posé est donné par (1.9). Pour l'instant on s'intéresse surtout au problème d'in-
version de symboles elliptiques dans le cadre des symboles classiques. Soient donc 

0 0 ,  ° ° . 
P ='I Pk(xaç) * >  q = 1 qk(x.O * 

0 0 
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H(p, SYMBOLES ANALYTIQUES 

des symboles analytiques classiques définis près de (X0»S0) et définissons le sym-
bole composé par 

(1.10) r = p o q = 0 
a€lNn 

1 
a! 

(ix)-|«l 3aP 
3Ça 

3aP 
3xa » 

où la somme infinie a un sens comme somme finie en chaque degré d'homogénéité par 
rapport à A. 

On laisse comme exercice de montrer que r est bien un symbole analytique classi-
que et que si p, q sont des représentants locaux de p, q et que r = p0q est défini 
par (1.9), alors r" est bien un représentant de r. Dans le reste de cette section on 
discutera uniquement des symboles analytiques classiques formels, en s'inspirant 
des travaux de L. Boutet de Monvel et P. Kree [B-K] et de Boutet de Monvel [B]. Si 
p(x,ç,A) est un symbole analytique classique d'ordre 0 on lui associe l'opérateur 
différentiel d'ordre infini : 

A(x,C*Dx,A) = p(x,£+Dx,A) = 

= k 1 
al 

(X,£,A) &x 
oo 
l 
0 

X_k \(x,ç,Dx) > 

où Dx 
1 
A 
Dx et 

(1.11) ï 
v+|a|=k 

1 
ai 

l 
X_k \(x,ç,Dx) > 

De A on récupère p par la formule : 

p(x,ç,A) = A(x,ç,Dx,A) (1) . 

(Dans tous les calculs ici on manipule des sommes finies en chaque degré d'homogé-
néité). Si q est un autre symbole analytique formel d'ordre 0 et si B est son opé-
rateur associé, alors il est facile de vérifier que l'opérateur associé à r = p o q 
est C = A o B = oo 

1 
0 

x"k ck (défini par = i 
v+y=k 

A 
v 
o B ). Il en résulte que la com-

position des symboles classiques est associative. 

Soit Mj mkm 
Mhjh 0 « t < tQ une famille de petits voisinages ouverts de (xQ,£0) 
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J. SJÖSTRAND 

tels que Œ S c pou r s € t et même 

Ç (y,ç) e n 

( |x-y| <: t-S (x, e) e vg 

pour s  ̂t. Alors pour 0  ̂s < t £ tQ, Dx est un opérateur borné de l'espace B(«t) 
des fonctions holomorphes bornées sur o dans l'espace B(^ s) de norme 

II Dxll t.s 

cl«l|e | l»l 

(t-s)lal 

où CQ est une constante universelle ne dépendant que de n. (Si l'on choisissait 
plutôt nt comme un polydisque de rayon const. + t alors on aurait 

|Ak|| tjS <: C
k+1 kk (t-s)"k , 0 « s < t « tQ . 

Si n+ es t assez petit alors sur çi. , 

I p< 0 6> I « C 1 + V + I a l v V ai , 

donc avec une nouvelle constante C-^ , 

\\è pla) D x|| t.s < C Î+ V + I « I v v |oc | l«l ( t - s ) - ! « l ,  0 « s < t « tQ . 

Il y a au plus (l+k) n + 1 terme s dans (1.11), donc avec une nouvelle constante C on 
obtient : 

(1.12) ||Ak|| t j S < : Ck + 1 kk (t-s)" k , 0 « s < t « tQ . 

-k 
Inversement, si p = J Pk(x,£)x es t un symbole classique formel au sens que les 

o 
P k son t holomorphes dans un voisinage de (x0>£0) indépendant de k mais que la con-
dition (1.5) n'est pas nécessairement satisfaite, et si (1.12) est vérifiée on dé-
duit alors que p est un symbole analytique classique près de (x0»£ 0). En effet, 
pk = e z o n a  a v e c u n e n o u v e^ e constant e C : 

(1.13) sup |p k| « C
k + 1 kk . 

6 



H\p , SYMBOLES ANALYTIQUES 

Si A vérifie (1.12) on lui associe la suite f(A) = (f

k (
A ) ) k = 0

 o u f |< = f k ( A ) e s t 

le plus petit nombre > 0 tel que : 

l l A k l l t , s « f k k k ( ^ ) " к О < s < t « t . 

Alors (1.12) montre que (f k)~ est au plus à croissance exponentielle. Soit mainte-
°° - k 

nant B = l x B . un autre opérateur du même type, 
o K 

Lemme 1. 3 : 

Démonstration : Nous avons Ck = £
 Av ° By e t c* o n c p o ur ° < s < r < " t ^ ' t

0

: 

v+y=k 

Sî C A o B = 
oo 

l 
o 

x~kck alors fk(C) l f (A) f (B). 

H Av °  ByH t,s « f v ( A ) V B > ^ ( r " S ) " V y U ( t" r )" y 

(1.14) 

Si s et t sont donnés on choisit r tel que 

r-s =  ̂(t-s ) ,  t- r =  ̂(t-s ) . 

Alors 

U \ °  B p H t.s < V A > V B ) ( - + v ) V + y ( t - s ) - ( v + ^ 

et on obtient le Lemme. 4 £ 

Pour p > 0 on pose 

11*11» -  f k < A > • 

M Q 
Alors (1.12) est satisfaite pour un C > 0 si et seulement si || A|| <  « pour un 
p > 0. 

Lemme 1.4 : StLC=AoB3p > 0 £Î. W A\ \ Q < 00 > 1 1 511 p

 < c o a l o v s II c 1 1 p

 e s t  

finie et 

ll̂ llp « IMI P I I B I I P • 
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J. SJÒSTRAND 

Démonstration : Il C|| =  ? pk f (C) 
p o  K 

^ 1 1 P V + P f v(A) f y(B) = ||A||p . ||B|| p . # 

Si p est un symbole classique formel (dan s un voisinage de a. ) on pose 

|| p||p =  Il A l l p o ù A est l'opérateur associé et on sait que || A|| <  + °° pour un 
p > 0 si p est un symbole analytique dans un voisinage de Q. . Inversement si 

^o 
Il A|| <  + 00 alors p est un symbole analytique dans Q. . Il devient alors évident 

p 0 
que p o q est un symbole analytique classique si p et q le sont. 

00 k 
Soit maintenant p = J  p. A ~ u n symbole analytique classique. On suppose que p 

o K 

est elliptique c.a.d. que p *  0 partout. Il est alors standard de construire un 

symbole classique unique, q = £ q. A ~ te l que p0 q =  q0 p =  l. (On procède par 
0 K 

récurrence en commençant avec % = ) - Grâce aux pseudonormes on montre alors 

Théorème 1.5 (Boutet de Monvel-Rree \.B-K\ ) : Le_ symbole "inverse" q est un sym­ 

bole analytique classique. 

Démonstration : On fixe un point (x0*£0) dans le domaine de définition de p et on 
se propose de montrer que q est analytique près de (x 0s£ 0). O

n définit alors les 
pseudonormes || || p comm e ci-dessus. Soit qQ = .  Alors p 0 q Q = 1 - r où r est 

un symbole analytique classique d'ordre - 1. Si P > 0 est assez petit on a 
o 

Il r||p <  1/2. Maintenant q = qQ 0  (1+r+ r +...) (somm e finie en chaque degré d'homo-
O 

généité) et q est analytique puisque || 1+r+r +...||p < 2. r(̂ : 

Notre choix de pseudonormes || || p (introdui t dans [Sj]) est différent de ceux 
de [B-K] et de [B]. Il permet d'obtenir la propriété d'algèbre de Banach sans 
calcul. 
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LA PHASE STA TJONNAIRE 

2. MÉTHODE DE LA PHASE STATIONNAIRE - METHODE DU COL 

Dans cette section on adapte la méthode de Melin-Sjbstrand [M-Sj] (sans doute 
classique au moins conceptuellement) au cas analytique, suivant [Sjj. Voir aussi 
Lebeau [L]. On considère d'abord le cas d'une phase particulière. Soit B c ]Rn la 
boule d'unité fermée et è = {AX ; x € B, A e C, |A| < 1}. 

Théorème 2.1 : Il_ existe une constante C > 0 ne_ dépendant que de la dimension n3  

telle que pour VN € JN^ A > 0, et_ toute fonction holomorphe w, définie dans un voi­ 

sinage de S : 

2 N-l _ n _ v n v 

(2.1) j e"Xx / 2 u(x)dx = l A 2 (211)2 ^ - (j) u(0) + R^(X) 3 

B v=0 

où 

(2.2) — ^ <  C X (N+ir ̂ j f -
sup \u(z)\ X 
<\> 
B 

Démonstration : Dans le cas d'une variable, si u(z) est holomorphe dans |z| < 1 et 
|u(z)|  ̂1, alors |u^ k^(0)| k ! et donc 

2N_:L (k) k  , 
I u(z, - I I « (2N+1) . 

0 

Par le principe du maximum on obtient : 

2 N _ 1 (k) k 
u(z) - l M ^ O J z ^ ^  ( 2 N + 1 ) | z | 2N , 

0 

On a aussi 
2N_1 (k) k 
u(z) - l M^OJz^ ^ (2N+1) |z|2N , 
0 

Soit maintenant u(z) holomorphe dans un voisinage de 6 c tn et t.q. sup|u(z)|< 1. 

9 



J. SJÖSTRAND 

On peut appliquer les inégalités précédentes à toutes les droites complexes passant 
par 0 et on obtient pour tous z € B : 

(2.3) ï 
|a|=k 

u ( a )(0)z a 

a! 
z B 

(2.4) u(z) - ï 

|o|<2N-l 

u' a)(0)z a 

a! 
« (2N+1) |z| 2 N 

Lemme 2. 2 : Soit p2^(
z) WL P°lynome homogène de degré 2k. Quand 2k est impair  

alors 

[ e x * / 2 P2k(x) dx = 0 

quand 2k est pair alors 

(2.5) j e X ^2 P2^
x) dx 

JRn 

n 
2 (2TI) 

k! 
A 
2' 

k 

P2k 

Ici A 
24 

k 
P2K est constante. 

Démonstration : Le cas 2k impair est trivial. Soit donc 2k pair. Par les relations 
d'homogénéité d'Euler on a 

1 
2k 

n 
z u(a)(0)za 

a! P2k P2k 

Après intégration par parties on obtient : 

s e - x 2 / 2 P2k< x) d x 
1 
21c I 

3 x j 
(-xj e -x

2/2 ))p2k(x)dx 

1 
le 

2 

s A/2 (e-x2 / 2) p 2k(x)dx 

1 
k 

2 

s e -x 2 / 2 f  (p 2 k)dx . 

10 



LA PHASE STA TIONNAIRE 

Par induction on obtient (2.5) puisque 

\ e'*2'2 d x = (2n)n / 2 .  # 

De (2.5) on obtient après un changement de variables 

(2.6) 
2 

| e" X X ^ P 2k(
x> d x 

1 
k! 

2n 
A 

n/2 
A - k 

(?) p 2 k . 

donc 

(2.7) | e-Xx
2/2 

I 
|a|=2k 

u<a>(0) 
a I 

x a Idx 1 
k! 

2n n/2 X _ k ((f) ku)(0) . 

On a donc (2.1) avec 

R N(A) = I'(A) + I"(A) , 

où 

I"(X) = -

|x|<l 

e-AX
2/2 ( u ( x ) I 

|a|«2N-l 

u ( a )(0) 
a! 

X a ) d x , 

I"(X) = -

1*1*1 

e-xx
2/2 

I 
|a|«2N-l 

u(">(0)xa 

a! 
dx 

Utilisant (2.3), (2.4) on obtient 

| R N U ) | «  (2N+1) 

Rn 

e"**'/2 |x| 2 N dx 

(2N+1) x " n / 2 " N e"* 2' 2 |x| 2 N dx . 

La dernière intégrale se calcule soit avec le Lemme 2.2, soit en passant par des 
coordonnées polaires. La première méthode donne 

|R N U ) I 
(2N+1) 
,n/2+N 
A 

( 2 n )n/2 2N N-1+ n 
2 

(N-2 +£) ... (£) 

11 



J. SJÖSTRAND 

Ici on remarque que si 0  ̂a < C 2 alors il existe une constante C2 telle que 
(n+a)(n-l+a)...(a+l) 
n (n-l ) .. . 1 

< C 2 n
a .  Donc 

|R N(A)| « C(n ) (N+l) 
n, 2 

A n / 2 

N! 2 N 

A* 
# 

Remarque 2.3 :  On applique la formule de Stirling : 

N! = (2n) 1 / 2 N N + 1/2 e- N (1+0(1 ) ) 

et on trouve avec une nouvelle constante 

|R N(A)| 

sup |u| 
B 

C (N+l) 
A n / 2 

(n+l)/2 2N 
e A 

N 
N £ 0 , A > 0 . 

Le choix optimal pour minimiser le dernier facteur est N = A/2. On prend plutôt 
sa partie entière N = [A/2] et on trouve avec une nouvelle constante qui ne dépend 
que de n : 

| R [ A / 2 ] ( x ) | 

sup |u| 
B 

* C  ( 1 + A ) 1 / 2 e " A / 2 ,  A > 1 . 

-A/2 -Ax 2/2l Le facteur e '  es t à considérer comme e U ß * 

Exercice 2.4 :  Extraire de la démonstration du Théorème 2.1 la version suivante des 
inégalités de Cauchy : 

(2.8) 1 
kl 

A 
7 u(0) « C(n) (k+l) n / 2 (k-l)!2 k sup |u| , 

B 

pour k > 1. 

Remarque 2.5 : Soit B =  rB, B =  rB, r > 0. Soit u holomorphe près d e Br. Alors 
2 

pour développer J e" X x ^ 2u(x)dx on fait le changement de variables x = ry et on 
B r 

2 
remplace A par Ar dans le Théorème 2.1. On trouve alors la même formule que dans 

12 



LA PHASE STA TIONNAIRE 

le Théorème 2.1, où seulement le reste a été mofifié. Le nouveau reste vérifie : 

|R N U ) | 

sup lui 

Br 

« C(n) (N+l) 
n/2 

An/2 
N! 2N 

|RNU)| 

o 
Avec N = [r A/2] on obtient comme avant 

(2.9) |R N U>I 

sup |u| 
Br 

2 
< C(n ) r n (l+r 2A) 1 / 2 e' r x / 2 ,  r2A > 1 . 

Soit q(z) une forme quadratique non-dégénérée sur (Cn. Soit r c C n un sous-espace 
totalement réel (c.a.d . r n ir = {0}) de dimension maximale n et telle que q|r soit 
réelle est définie positive. Soit Br = {z G r ; q(z) < r} , r > 0 et Br = {wz ; 
z e Br , w G t , |w|  ̂1}. Avec un choix d'orientation sur r on considère 

(2.10) I(X) = 
Br 

Br e"
x q( z) u(z) dz , 

avec u holomorphe dans un voisinage de Br. Après un changement linéaire de coordon-
nées z 2f on peut supposer que r = 1R n et q = z2/2 , B„ = {x e 1R n ;  x2/2 < r}. 

Avec ¡¡7(2) = u(z) on obtient alors 

(2.11) I(A) = det dz 
dz 

dz 
dz 

E - A X
2 / 2 2 f ( ï ) ^ 

Si q(z) = dz <Qz, z >, on trouve 

(2.12) det dz 
d2 

= ± (det Q ) "1 / 2 . 

Appliquant les résultats précédents à l'intégrale (2.11 ) on obtient alors le déve-
loppement du Théorème (2.1) avec le facteur det (—) en plus et avec A remplacé par 

dz 
A, le Laplacien dans les coordonnées z. L'estimation du reste devient 

13 
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(2.13) 
|R N(A)| 

sup |u| 
C(n) 

rn/2 ( N + 1 )n/2 N, 

I d e t Q I 1 ^ ( r A ) n / Z ( r x ) N 

Exemple 2.6 :  On considère l'intégrale sur un contour de I2 n : 

3(A) 
A 

2n 

n 

u(x,ç) 

e~ i x x^ u(x,ç) dx A d ç . 

ç=-C2 i x 

Ici r est donné par ç = - C? i  x et r = C?-C? . Les projections de B„ sur e t 
sont respectivement |x| < Cj et |ç| <j C 2» donc Bp c {(x,ç) ; |x| < C^9 

|ç| ^ C 2>. On a donc un développement de phase stationnaire pour £  (A) avec le 
reste : 

(2.14) 
|R N ( U ) | 
sup |u(x,ç) | 

u(x,ç) 

u(x,ç) 

< C(n) (N+l) n Ni 

( q C 2 A ) N 

Pour calculer aussi les termes du développement on paramétrise le contour r  par 
x € C n : 

dx Adç =  (-C2i)
n dx a dx = (2C 2)

n dx a dx 
(2i)" 

( + } (2C 2)
n L(dx) 

où L(dx) désigne la mesure de Lebesgue sur tn «  K2 n e t on choisit l'orientation 
telle que l'on ait le signe "+". Alors on obtient 

? M =  (2C 2x)
n 

u(x,ç) 

-xC 2|x|
2 

e 
C2 -u(x, -f x) L(dx) 

posant A = 2AC 2 on peut alors identifier le k
l è m e term e dans le développement : 

(2xC 2f
k 1 

kl 
1 
7 Ax,x 

Q 
u(x, c 2 

1 a (0) • 

14 



LA PHASE STA TIONNAIRE 

Ici on remarque que 1 
2 \,x> = u 

n 
I 
1 

3 
3Xj 

3 

3Xj 
. Donc 

1 
2 \,x> 

• 
u(x, 

C2 
i 

X) = ( (2C2 

1 n 
I 
1 

3 9 

3 ç j 
) u ) (x, 

C2 
1 

x) 

et on obtient 

(2.15) 3(A) = 

N-l 

I 
0 

1 
B 
1 n 
I 
1 

3 3 

3 ç j 
) u(0,0) +  RN (X) 

a€]N n 

1 
a! 

1 
( U ) 

<3x ^ ") (0,0) + RN 

|a|«N-l 

ou (A) vérifie (2.14). Quand u = u(x) on trouve p(A) = u(0) + R̂ (A) où R̂ (A) se 

majore en termes de sup |U(X,A)| . 

|x|^C1 

On considère maintenant le cas général d'une phase qui n'est pas nécessairement 
quadratique. On se ramène alors au cas quadratique à l'aide du lemme de Morse. 
(Voir Hormander [H3]). 

Lemme 2.7 : Soit <$(z) une fonction holomorphe définie près de Z Q € . On suppose  

que Z q est un point critique non-dégénéré3 c.a.d. cp' (ZQ) = 03 det <9"(zo) * 0. Alors  

on peut trouver des coordonnées locales holomorph.es centrées en, Z q telles que : 

W(z) = W(z ) o + 
1 
2 s ~2 Zl + . . . + 

^2 z n 

Démonstration : On peut d'abord se ramener au cas z =  0, cp(z) = 
6 (|z | ). Par la formule de Taylor, 

1 ( A + . . . + 4 ) + 

«P(z) = 

1 

! 
0 

(1-t) 
2 

3 (p 

3 t 2 

(tz)dt = • I I = u(0) + R^(A) 

1 
2 

< Q(z)z,z> , 

où 

15 
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«j,k<z) - 2 

1 

I (1-t) 3 2(p 
(2JD2 (k! X2 

(tz) dt 

de telle manière que Q(0) = I. On cherche z de la forme, z = A(z)z avec A(O) = I. II 
suffit alors de résoudre ^A(z) A(z) = Q(z), et on peut prendre par exemple A(z) = 

1/2 
Q(z) ' . La racine carrée est bien définie puisque Q(z) = I + petite perturbation. 

k n 
Si cp (w,z) est holomorphe près de (0,zQ) e C  x  ( D et (p (0,z) vérifie les hypothè-

ses du Lemme de Morse, alors pour w petit, il existe un point critique unique (et 
non-dégénéré) z(w) près de zQ pour la fonction z -* cp(w,z). De plus z(w) est une 
fonction holomorphe de w. Les coordonnées z construites dans la démonstration du 
Lemme de Morse dépendent holomorphiquement de w. 

Théorème 2. 8 : Soit U c= un_ voisinage ouvert de 0y <p une fonction holomorphe  

sur U avec z - 0 comme seul point critique. On suppose cp(W -  03 det ip"(0) * 0,. 

Soit V czczjj un_ voisinage ouvert de 0 et_ supposons que Re <p(x) ^  0 pour tous x £ 

V fl JRn et_ que Re <$(x) > 0 sur ^V-^ • Alors il existe des constantes C > 03 e > 0 

telles que pour toute fonction holomorphe bornée u sur U on_ ait 

- - + k k 
(2.16) I(X) = \ e-

X{P(x) a ( x ) d x =  I (2JD2 (k! X2 F1 r | Ì) (~j-)(0) + R(X) 

VM 0$k<X/C 

où \R(X)\ < - e~*X sup \u(z)\ y X > 1 3 et 
e U 

A(z) = 3 2 

a ï * 
J 

> - ± det dz 
dz 

Ici s  .1 ... s .1 sont des coordonnées comme dans le Lemme de Morse3 & (0) -

(det <S>"(0))^/2 où_ qn_ choisit la branche qui se déforme continùement en 1 sous l'ho- 

motopie [Ojl] 3 s -+ (1-s) ip"(0) + si. 

Démonstration : "Méthode du Col". On fait d'abord une légère déformation. Pour 
6 > 0 petit on considère le contour r :  3 x x  + <$ cp 1 (x) = z. Le long de 
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(1'image de) r f i on a 

<p(z) = <p(x) + ô|cp'(x)|2 + ô(62|cp'(x)|2) , 

et donc pour 6 > 0 assez petit Re cp(z) > |z | , où Cg > 0. Si l'on fixe 6 > 0 
assez petit, alors la formule de Stokes et l'hypothèse que Re cp > 0 sur aVp en-
trainent que modulo une erreur 6>(— e"8* sup |u|) on ait 

e U 

(2.17) I (x) e J e'A cP ( z ) u(z ) dz,  r  =  r f i . 
r 

Maintenant il est clair que seulement un voisinage de 0 va donner une contribu-
tion non négligeable à (2.17) et on peut supposer que le Lemme de Morse soit appli-
quable dans un voisinage de r. On trouve alors 

(2.18) I (x) e  J e' AcP(z) u(z) dz,  r = r fi . 

Par construction on a sur ? 

(2.19) R e 2f2/2 > C |5f|2 , C > 0 . 

Ecrivant z = x+iy on trouve alors que |t I2  ̂|t Y|
2 pour tout (t ,t ) e T (?) et le 

y x  a  y o 
Théorème des fonctions implicites et (2.19) montrent que r  (au moins dans un voisi-
nage de 0) est de la forme y = h(x), x e W, où h(x) est une fonction réel-analytique 
vérifiant |h(x)|  ̂©|x|, e < 1. Soit 

? t :  W 3 x -* x + it h(x) e C n . 

La formule de Stokes montre alors que avec une erreur exponentiellement petite on a 

2 

(2.20) 1(A) = ± jj e"A x /2 u(x) dx . 

Nous avons (-̂| ) 0 (-j|) = ip"(0) en 0 et modulo le signe, le théorème résulte mainte-
nant du Théorème 2.1 et de la Remarque 2.5. Pour finalement déterminer le signe on 
déforme cp(x) continûment en x /2. 

Remarque 2.9 : L'hypothèse " Re cpl v > 0 " peut être affaiblie. Par exemple on 

17 
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peut supposer seulement que 3Vj^ soit une hypersurface réel-analytique près de cha-

que composante connexe de K = {x e dV^ ;  Re cp(x) = Q.}, et que dcp|3V *  0 sur K. 

Il existe des conditions encore plus faibles. 

Remarque 2.10 :  On peut introduire des paramètres dans le Théorème 2.8. Par exemple 
soit W  c  C  u n voisinage de 0 et cp (w,z) une fonction holomorphe sur W  x u telle que 
cp(0,z), U, V vérifient les hypothèses du Théorème 2.8. Après avoir diminué W autour 
de 0 on obtient pour toute fonction holomorphe bornée u(z) sur U : 

eA<p(w,z(w)) j e-Acp(w,x) u ( x ) d x =  

V1R 

= l (2n) n/ 2 (k ! A ^ f 1 ( ^ w )
k (JL ) (z(w)) + R(w ,A) . 

O^k^x/C w 

où Aw , 3-w > z(w ) dépendent holomorphiquement de w et 

|R(w,A)| < 1 
e 

e" e A su p IuI . 
U 

On laisse comme exercice d'apporter les modifications nécessaires dans la démons-
tration du Théorème 2.8. 

3. LEMME "FONDAMENTAL" ET TRANSFORMEE DE FOURIER DANS LE DOMAINE COMPLEXE 

On va d'abord discuter des formes quadratiques réelles sur t . Soit donc q une 
2 

telle forme et posons £  q(x) = q(ix). Donc *}- = 1 . Clairement q est pluriharmoni-
que (c.a.d. harmonique sur toute droite complexe) ssi Q- q = - q. Disons que q est 
du type de Levi si 3-q = q. Si q est une forme quadratique réelle arbitraire, alors 
on a une décomposition unique q = h + a où h est pluriharmonique et £ est de Levi, 
de plus £ = y ( q + > q )s h =  ̂( q - ^ q). Nous avons aussi 

h(z) = Re < z,Az > , i{z) =  < z, £z > 

où A = a 2q 
3 z j 3 2 k 

A a 2q 
3 2 j 3 2 k 

Donc q est plurisous-harmonique (pl.s . h) 

ssi z > 0. 

Rappelons que sign(q) = m+ -  m_ où m+ (m_ ) est le nombre de valeurs propres > 0 

18 
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(< 0) pour une diagonal isation de q, et que m± = max dim L  où L parcourt les 
sous espaces réel-1inëaires tels que ± q|L > 0. q est non dégénérée ssi m+ + m__= 2n. 

Proposition 3.1 : Soit q(z) une forme quadratique plurisous-harmonique sur €n . 

Alors 

(a) sign (q) > 0 , 

(b) Si_ en plus q est non dégénérée de signature 0 (c.a.d. m_(q) = n) alors 

la même chose est vraie pour toute forme quadratique q ̂  q qui est pluri- 

sous-harmonique. 

Démonstration : (a) Soit L c C n un sous-espace réel linéaire de dimension m_ tel 
que q|L < 0. Alors si l'on décompose q = h + z on trouve pour tout 0 * x € L que 
h(x) = q(x) - £(x) < q(x) < 0 et donc q(ix) = - h(x) + £(x) > £(x) > 0. Donc 
q|iL > 0  e t m+ ^ m-* (L e st "totalemen t réel). La partie (b) devient évidente. # ifr 

On peut maintenant établir le "lemme fondamental". 

Lemme 3. 2 : Soit <$(xyy) une fonction réelle plurisous-harmonique de classe C°°3 

définie dans un voisinage de (0y0) € <£
n+^'. ~On_ suppose que V ty(030) = 0 et que 

2 * y 

cp(0,0) est non dégénérée de signature 0. Pour x dans un petit voisinage de 0 

dans if1^ soit y - y(x) le_ point critique (unique) de y -* ty(xyy) qui est proche de 0 

(donc y(x) est une fonction C° de_ x). Alors la fonction $(x) = <$(x5y(x)) est pl. s_. 

h. Si_ tp < tp est une autre fonction pl. s_. h. avec <p(03 0) = tp( 03 0) alors cp(0y 0) 

est aussi non dégénérée de signature 0 et_ dans un voisinage de 0 €  ̂  on_ a_% ̂  § oû_ 

$ est définie à partir de cp comme $ à_ partir de tp . 

Démonstration : Soit r Q c  (C un sous-espace de dimension réelle = k tel que 
v 2 tp(0,0)j <  0. Après un changement de variables complexe linéaire o n peut sup-

k k poser que r Q = TR .On étend r Q à une famille de sous espaces remplissant C » en 
k k posant r . = {y € C ;  Im y = t}, t € 1R . Ici on remarque que si î (t,s) est une 

oo n'+n " fonction C réell e définie près de 0 dans JR ave c un point critique en 0 et 
2 

telle que v $ i/;(0,0) soit non dégénérée, alors si l'on introduit le point critique 
s(t) de s -> ^(t,s) la fonction f(t) = ip(t,s(t)) a un point critique en 0. De plus 
2 2  2  2 v^f est non dégénérée ssi v ^ t sj^(0,0) est non dégénérée et sign v tf + sign ^ = 

2 
sign v ^ t sj \i>. Tou t ceci devient clair si l'on fait le changement de variables en 
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s, s •> s - s(t). Alors dans les nouvelles coordonnées s(t) = 0 et vg v g ^(0,0) = 0. 

2 
Dans le cas particulier où 4>" est de signature 0, n' = n" et vo $ < 0 on a 

2 
v^f > 0 et on peut donner la valeur critique par une formule mini-max locale : 

^(0,0) = inf sup if>(t,s) • 
t s 

Ici les "inf" et "sup" sont pris localement sur des voisinages convenables de 0. 

Appliquant ces remarques à y -> cp(x,y), y  = s + it, on trouve 

$(x) = inf sup cp(x,y) 
t yer t 

et la formule analogue pour I l est alors clair que $ < *. Si cp est pluriharmoni-
que (pl.h.) et donc la partie réelle d'une fonction holomorphe on sait que ï est la 
partie réelle d'une fonction holomorphe, donc pl.h. . Pour vérifier que $ est pl.s. 
h. en un point xQ, on peut sans changer $"(x0) remplacer cp par <  (x~x

0> y-yQ)> 
2 

v cp( x ,y ) (x-x , y-yn) > 9 n s i y =  y(x ). On est alors ramené au cas des for-
U U O O c.l\ o  u 

mes quadratiques et on peut trouver cp  ̂cp pl.h. avec <P(x

0»yo) =
 cP( x

0>y o)- Alors 
$ < $ avec égalité en xQ et on déduit que $"(

x

0) est pl.s.h. ^ 

Soit maintenant cp(x) une fonction C°° pl.s.h. définie près de xQ e C
n avec cp"(xQ) 

non dégénérée de signature 0. Pour ^ e Cn près de gQ = j |̂  (xQ), on définit alors 

cp*(ê) = valeur critique de x -> cp(x) + Im x.ç = v - c - x (cp + Im x.ç). Pour f(x) holo-

morphe on a Im f = | i . Donc le point critique de x -> cp(x) + Im x.ç est donné 
q X Ci < 3 x 

par l'équation ç = y fx ^x^* D ' a P r è s le lemme fondamental on sait que cp*(ç) est pl. 

s.h. . Si l'on introduit A c  t " x t" par i = t |̂  alors les projections de A sur 
cp X E, • a X cp 

et 1̂  sont des difféomorphismes locaux, A s'écri t aussi : x = x(ç) où x(ç) est 
X E, cp 

le point critique de x -> cp(x) + Im x.ç. On a 
W = ( n ( c p { x ) +  I m <  X 'K > ] ) ( x U ) - ç ) =  - h x ( ^ (xU)-ç) 

c.a.d. A es t aussi donnée par : - x = \ (ç) . La projection A N -> étan t un 
(P I dfc, Cp A 
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difféomorphisme, on sait que (cp*) " est non dégénérée. La signature est 0  parce que 
comme dans la démonstration du Lemme 3 . 2 on peut diminuer cp "(x0) jusqu'à une forme 
pluriharmonique (tout en restant non dégénérée) et alors ( cp*)^ . (£ 0 ) diminuer a aussi 
dant les formes non dégénérées jusqu'à une forme pluriharmonique qui est nécessai-
rement de signature 0 . Notons enfin que l'on peut récupérer cp (x) par 

cp(x) = v.c.ç (<p*U) - Im x.ç) . 

Bien entendu cp* est essentiellement la tranformée de Legendre de cp . 

Avant de continuer avec la transformée de Fourier, on fait quelques remarques 
générales. D'abord soit cp (y) une fonction C00 réelle définie près de 0 e e t avec 
un point de col en 0. (Un point critique non dégénéré de signature 0  sera désormais 
appelé "point de col" ou simplement "col"). Nous appelerons contour d'intégration 
une application injective de différentielle injective r : W -y C  o ù W cc 1R est 
ouvert et r est C°° dans un voisinage de W. Soit maintenant r un contour d'intégra-

le 2 
tion dans ( E qui passe par 0 et tel que cp (y) - cp(0)  ̂- C|y| pou r y dans (l'image 
de) r. On appelle alors r un bon contour par rapport à cp. Si u e Q alor s seul un 

voisinage de y = 0 donne une contribution non exponentiellement petite à l'intégra-
le Ir(x) = e~

Xtp(°) | eX t p ^ u(y,x)dy . Cette intégrale est donc bien définie modulo 
r 

le signe (qui dépend d'un choix d'orientation pour r) et modulo un terme exponen-
tiellement petit quand x -* «>. Cette dernière imprécision dépend d'une part du fait 
que les éléments de Q son t définis seulement modulo u~" et d'autre part du fait 
que le domaine de définition de u ne contient pas nécessairement l'image de r à 
moins que l'on restreigne r à un voisinage suffisamment petit de 0. Si es t un 
deuxième bon contour alors par la formule de Stokes et avec des bons choix d'orien-
tation on a que Ip(x) - I„ (x) est exponentiel lement petit quand x «> . En effet le 

r r 1 

Lemme de Morse réel (voi r Hb'rmander [H3] ) nous permet de trouver des coordonnées 
réelles (t,s), t, s e 1R n telles que cp (y) - \ (t2 - s2) et alors r et son t de la 
forme t = y(s), t = y^(s) avec |y( s)l» Iyi( s)| < e|s|90 <  1 , et on a donc une défor-
mation évident e de bons contours et la formule de Stokes s'applique. Rajoutons 
maintenant des paramètres x e C n et supposons que cp (x,y) est C°°, réelle et définie 

n+k 
dans un voisinage de ( 0 , 0 ) e t e t que cp(0 ,y) vérifie les hypothèses ci-dessus. 
Soit alors $(x) = v.c cp (x,y). Alors si u e 0 ) ' o n p o s e u ( x ' x ) = j  u(x>y»*)dy 
où rQ est un bon contour pour <p(0,y). Alors U(x,x) est holomorphe en x et définie 
dans un voisinage de 0. Appliquant le Lemme de Morse réel et la formule de Stokes 
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on voit aussi que modulo une erreur exponentiel!ement petite on peut remplacer le 
contour rQ par un bon contour rx pour y -* cp(x9y) (dépendant de manière C°° de x) et 
donc V(x,x)€ H $ q. Nous avons ainsi défini au signe près J u(x,y,A)dy G H$ q pour 
u e  Vo -

Revenons maintenant aux fonction o? et cp* discutées auparavant. Modulo le signe 
on définit pour u € H „ 

cp,x0 

3MJ(Ç,A) = ( e "i A x ^ u(x ,A)dx € H^^ 

où es t une famille lisse de bons contours pour x -> ip(x) + Im x.ç„ De même on 
définit 

Su(x.x) = (^)n \m e U x - « v(ç.x) de € H ^̂  
rx 

pour v € H^^  o ù rx est une famille lisse de bons contours pour £ tp*(ç ) - Imx.ç 

Avec des bons choix d'orientation on a 

Proposition 3.3 : Pour u £ H on a u = % Fu dans H 
^ ^xo ' W>x

0 

Démonstration : On écrit 

(3.1) u(x, x) = ( ^ )
n J J e^H*-y).ï u ( y > x ) d y A d ç . 

çer:*(x) 

ser(c) 

Le contour composé est automatiquement bon pour la fonction (y,ç) -* cp(y) - Im(x-y).ç 

qui a un col en y = x, ç = y |̂  (x). (Nous reprendrons la démonstration de ce fait 

en plus grande généralité dans la section 4). Un autre bon contour est donné par 

r(x) : ç = j |̂  (x) + i C(x-y), |y-x| « -jl si C > 0 est assez grande. D'après nos 

remarques précédentes (3.1) est encore valable avec le contour r(x) à la place (mo-

dulo une erreur négligeable). Alors on peut facilement appliquer l'exemple 2.6 pour 

conclure. 
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4. OPÉRATEURS PSEUDODIFFERENTIELS ET FOURIER INTEGRAUX DANS LE DOMAINE COMPLEXE 

Dans un premier temps il sera commode de faire opérer nos opérateurs sur les es-
paces de germes Hcp,xQ . Il est clair cependant que l'on contrôle aussi les domaines 

de définition, et en effet dans la section 12 on sera obligé de reprendre le calcul 
des opérateurs pseudodifférentiels avec plus de précision. 

Soit a(x,y,e,A) un symbole analytique, défini dans un voisinage de (x ,x ,£ ) € 
3n oo o  o  O 

(C e t soit cp (x) une fonction C réell e (pas nécessairement pl. s. h.) avec 

t I ? 0 = ( xn) = Sn- P O U R U G H,N v o n défini t alors Au € H pa r 
i dA u u cp,Aq cp,Xq (4.1) Au(x,x ) = ( ^ ) n j | ei A ( x " y ) e a(x,y,e ,A) u(y ,A) dy de 

r(x) 

où r(x) est un contour de la forme 

0 =  f i x M +  1 R(x-y) , |x -y| « r . 

Pour R > 0 assez grande et r > 0 assez petite (et x assez voisin de xQ), r(x) est 
un bon contour, car le long de r(x) on a 

e - M x ) |  e i A ( x - y ) e |  eAcp(y) = 

A(cp(y)-cp(x)) - 2A Reff (x) (y-x) - R|x-y|2 -A (R-C) |x-y|2 

= e 3 X <  e 

où C > 0 dépend de cp" mais pas de R. Le choix de r et de R n'affecte pas Au dans 
H .  Quand a = 1 nous avons déjà vu que Au = u dans H ave c le bon choix d'o-cp,xQ cp ,xQ 

rientation pour r(x). 

Explicitons l'opérateur (4.1) . Le long de r(x) on a 

dy Ade = (-Ri)n d y A o 7 = (2R)n dyAo7 =  +  (2R) n L(dy) , 
(2i)n 

donc 
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n r 2 A | f (x ) (x-y) - R A |x-y|2 

(4.2) Au(x ,A) =  ( i f ) J e a x 

|x-ykr 

x a ( x ' y > f I f ( x> + ™(x-y ),x) u(y ) L(dy) 

= j k(x,y,A) u(y ,A) L(dy) . 

Si a est un symbole d'ordre 0 alors 

|k(x,y,X)| e - H v M M y ) ) ^ c A n e-X(R-C)|x-y|
2 . 

k 9 a 
2 

Nous avons donc un résultat de continuité évident dans les espaces . 

Pour (x,£) près de (xQ,£0) on définit le symbole de A ;  a A(x , £ , A ) pa r 

(4.3) a A(x , ç ,A) =  e "i X x Ç A ( e U ( ) Ç ) . 

La méthode de la phase stationnaire donne 

(4.4) a A(x , £ 9 A ) = l 
|a|^A/C 

1 
a! 

1 
|a|^A/C 

(3^ 3^ a) ( X,X ,é; ,A) , 

modulo un terme à décroissance exponentielle, si C > 0 est assez grande. On remar-
que que o A =  a b l a = a(x,e,A) n e dépend pas de y. 

L'application a(x,y,e,A) - > a A(x , ç , A ) n'es t pas injective mais nous allons mon-
trer que l'action de A sur H v n e dépend que de o» . Pa r la formule de Stokes, il 

<P»Xq m 
suffit en effet de montrer : 

Lemme 4.1 : Si o* - 0 dans H , v , alors il existe un symbole b(x3y3Q3\) e 
A o3

{Xo3 

H , , à valeurs dans les (n-l)-formes en 6 tel que Oy \X »X m Ç, ̂  / O o o 

(4.5) eiX ( x ~ y ) 6 a (x, y, 6 , \)de = \ dQ ( e i X ̂  9 b (x, y, e , X) ) 
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dans H r / iû / r \ • 
-Im(x-y)e , 'xoyXo*^o 

Démonstration : On écrit 

(^) n a A(x,n,A) = J j e

i x y e a(x,x -y,e,A) e" i X y T 1 dy de = 

= ( * (y.e) + (n.e*)") ^ ' ° ' X ) = v(x.n.O,X) . 

où u(x,y,e,A) = a(x,x-y,e,A) el X y e et on considère x comme paramètre. Ici u(x,.,A) 
est de classe ave c c p = - Im(ye) qui est pl. h. et la discussion de la section 3 
s'applique. Donc v(x,.,..,x) est de classe o ù 0* = Im n.e* est la fonction pl. 
h. duale de cp. Notre hypothèse dit que v(x,rwO,A) est à décroissance exponentielle 
(par rapport à eX ( p*^ n' 0^ = 1 ) dans un voisinage de x = X q 9 n = çQ. Après modifica-
tion avec un terme = 0 dans H * , _  N on peut alors supposer que v = 0 sur e* = 0. 

<**»lxo»ço' 
Ensuite on multiplie par e i x^ e*, on applique la formule de Taylor à l'ordre 1  en 
e* et on remultiplie par e~i X r | 8*. Alors on trouve 

(4.6) v(x ,n,e*,A) = £ vJ.(x,n,e*,A)e* , v ^ € H<p*.(x ç Q) 

où les Vj dépendent holomorphiquement de x . Par la formule de Fourier inverse que 
nous avons établi dans la section précédente on trouve 

u(x,y,e.x) - j? ̂  ^ vj dan s (x Q , 0 ,ç Q) 

où 

v j = ("1)J+1 f j . , x ( y " H , e * ï ; j {x.„.e-.x) d„ de* e V v^ € H<p*.(x çQ) 

c'est-à-dire v. = b.(x,y,e,A) e1 X y * 6 où b. est un symbole. On obtient alors le 
j j j 

Lemme avec 

b =  £ ("1)J + 1 bj(x,x-y ,e,A) dej a ... Ade^. a ... A d e n . 

Pour traiter la composition nous allons généraliser notre cadre. Soit cp(z,y,e) 

2 n z + n v + n e une fonction de classe C ,réel le, définie près de (z o>y o»0 o) e C » soit 

25 



J. SJÔSTRAND 

2 
f(y) une fonction réelle de classe C défini e près de yQ e t supposons que (y,e) -> 
tp(z9y,e) + f(y) ait un col en (yQ*e 0). Soit alors g(z ) = v.c. (tp(z,y,e) + f(y)) 
qui sera pl. s. h. si c p et f le sont. Si a(z,y,e»x) € H x on sait alors 

<JMz 0,y 0,e 0J 
définir (modulo le signe) un opérateur A : - > H pa r 

T , y o g , z o Au(z,x) = j  a(z,y,e,x ) u(y,x) dy de , 
rj(z) 

2 
T^(z) est un bon contour pour (y,e) -*- cp(z,y,e) + f(y) qui dépend de manière C d e 
z. 

Soit maintenant b(x,z,w,x) e H, / u ,  N, (x .z -w) e C e t faisons 
^ ^ x o , z o , w o ' 

les mêmes hypothèses sur (b»Tp,g) que l'on a fait sur (a,<p,f). Alors on a un opéra-
teur B : Hn • > H. défin i par 

9 , z o n , x o 

Bv(x,x) = j j b(x,z,w,x ) v(z,x) dz dw , 
r2(x) 

h(x) = v.c. (̂ (x,z,w) + g(z)), et B«A : H<- H . v es t donné par 
T,y Q n,x Q 

BoA u(x,x) = HI b(x,z,w,x) a(z,y,e,x) u(y,x) dy de dz dw , 
r(xi 

où r(x) est le "contour composé" : (z,w) e r 2(x), (y»e) e T±(z). 

2 
Avant de continuer on fait ici une remarque générale. Soit F(x,y) de classe C 

n+k 
définie près de 0 dans t ,  telle que F(0,y) ait un point de col en y = 0. Si 
y = y(x) est le point critique de y -* F(x,y), nous avons déjà observé que G(x) = 
F(x,y(x)) à un col en 0 ssi f(x,y) a un col en (0,0). Soit r(x) un bon contour pour 
y -> F(x,y) et r un bon contour pour G(x) (e n supposant que G a un col en 0). Alors 
pour (x,y) sur le contour composé ; xer , y e r(x) on a F(x,y)  ̂G(x) - C|y-y(x)|2 

2 2  2 4 G(0) - C|x| -  C|y-y(x)| . Le contour composé est donc bon puisque |x| + 
|y-y(x)|2 - |x|2 + |y|2 . 

Revenant à l'opérateur B°A on constate que (z,w,y,e) i /;(x,z,w) + cp (z,y,e) + f(y) 
a un col et que le contour composé r(x) est bon. Donc BoA est un opérateur "inté-
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gral de Fourier" du même type que A et B si on compte (z,w ,e) comm e les "variables 
de fibre". 

Supposons maintenant que (z,w) ip(x Q,z,w) + <P(
z»y0>

e

0) ait un col en (
z

0>w Q) et 
soit r3(x,y ,e) un bon contour pour (z,w) -> ^(x,z,w) + <p(z,y,e) et F(x,y,e) la va-
leur critique. Alors (y,9) •> F(x,y,e) + f(y) a un col près de (yQ>®0) e t la valeur 
critique est h(x). Soit r4(x) un bon contour pour (y,e) F(x,y ,e) + f(y). Alors 
le contour ?(x) donné par (y,e) € r4(x), (z,w) € r3(x,y,e) est bon pour (z,w,y,e) + 
i/,(x,z,w) + <p(z,y,e) + f(y) et on obtient 

(4.7) BoA u(x ,A) = IUI b a u dy de dz dw = 

= | | c(x,y,e ,A) u(y ,A) dy de 
r4(x) 

où 

(4.8) c(x,y ,e,A) = b(x,z,w ,A) a(z,y ,e,A) dz dw e HF , , 
/J J x h ' t x o , y o , e V r3(x,y,e) 

L'interprétation de notre hypothèse supplémentaire (que (z,w) -> ip(xQ,z,w) + q>(z,yQ9eQ) 

ait un col) et de (4.7), (4.8) est que dès que l'on sait définir B(a(.,y,e,A)) = 
c(x,y,e,x) alors l'équation B°A s'obtient en appliquant B sous le signe somme de A. 
Quand B est un opérateur pseudodifférentiel l'hypothès e supplémentaire est toujours 
vérifiée, et en particulier pour deux opérateurs pseudodifférentiels on obtient le: 

Théorème 4. 2 : Soient A S B H H deux opérateurs pseudodifférentieIs. 

Alors BoA est_ un opérateur pseudodvfférentiel de symbole 

(4-9) °BoA

 (x>^) = l 
\a\4\/C 

1 
a! 

b(x,z,w,A) a(z,y,e,A) dz dw e HF , , /J J x h'txo,yo,eV 
r3(x,y,e) 

avec C > 0 assez grande. 

Démonstration : D'après le Lemme 4.1 on peut supposer que A, B sont donnés par 
(4.1) avec a = c^(x , e , A ) , b = c g(x , e , A ) respectivement . D'après les remarques pré-
cédentes on a alors 
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BoA u(x,x) = X 

2n 
n 

j J eix(x-y)e c(x.e.x) u(y.x) dy de , 

avec 

c(x,e,x) = e "i A x e B(a(.,x,e,x ) e1"^'*8) . 

Cette quantité se développe avec la méthode de la phase stationnaire et on trouve 
(4.9). 

Remarque 4.3 : On peut aussi définir des opérateurs pseudodifférentiels avec des 
phases non-standard : 

(4.10) Au(x,x ) = x 
zu 

n J J eiA*(x,y,e) ä(x,y,e,x) u(y,x) dy de . 

Ici on suppose que  ̂est holomorphe, définie près de (x_,x_,e_) € C 3 n et que 2 o o o 
^lv-w = 0> °*et ly,t„ * °- Alors par l'astuce de Kuranishi on écrit 

I X—y oXdy 

4>(x,y,e) = (x-y) ç(x,y,e) 

où e -* ç(x,y,e) est un difféomorphisme local et holomorphe. Si e = e(x,y,ç) est 
l'inverse, on obtient formellement 

(4.11) Au(x,x ) = (^)n [ ( ei A ( x " y ^ a(x,y,ç,x ) u(y,x) dy dç , 

avec a(x,y,ç,x) = â(x,y,e,x) det (f|-). Un bon contour pour (4.11) donne un bon 
contour pour (4.10) et réciproquement. Pour deux opérateurs du type (4.10) pas for-
cément avec la même phase, d'une part le Théorème 4.2 est valable et d'autre part 
on obtient BoA en appliquant B formellement sous le signe somme de A (ou bien 
sous le signe somme de B). Des phases non-standard apparaissent après changement de 
coordonnées holomorphes. 

Remarque 4 . 4 : Si on veut étudier l'action d'un opérateur pseudodifférentiel simul-
tanément dans plusieurs espaces H o ù cp varie légèrement on pourra utiliser des 

<P»x0 

contours singuliers de la forme 

?(x) : e = 2 diu 
1 ax 

+ i R (y,x) 
X-y 

» |x-y | < r 
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dans (4.1). Le long de ?(x) on a modulo des termes en dy ,̂ 1 < k < n : 

d 9 j. R 1 3 y H yo"xj 
|y-x| 

R 
1|y-x| 

dy^ 

d9j. 
yo"xj 
y-xl 1 |y-x| 

Donc 

dy A de = ( 
R 

i|y-x| 
dy^ dy x A . . . A dyn A 3yi 

yr xi 
|y-x| 3 y 

|y-x| ) A 

. . . A (d9j. •'n n 
|V-x| 3 y Iv-x| 

( 
R 

i|y-x| 
dy^ dy A 

d9j. dy^ 
n ï yj" xj 

|y-x| 
Hyj A . . . A 3y |y-x| A d y j + 1 A . . . A d y n ) 

Ici on peut remplacer a |y-x| par a |y-x| 
y y j 

• 
yo"xj 
|y-x| 

By"j , et le long de r(x) on 

a donc 

dy A de 1 
2 

R 
1 l y ~ x I 

n dy A dy = 1 
2 ( 

2R 

y-x 
n 

L ( d y ) . 

Ainsi l'intégrale (4.1 ) avec r(x) remplacé par î'(x) devient 

(4.12) Au(x,A) 1 
¿ G 

R 
n ) 

n 

Í |x-y|<r 
e 
2A 3cp 

3x 
(x)(x-y)-RA|x-y| 

|x-y|-n 

* a(x,y> 1 ¿ 
3cp 
3X 

(x) + iR 
yrxi 
|x-y| ,A) u(y,A) L(dy) 

Le noyau est donc localement integrable et si a est un symbole d'ordre 0 on a un 
résultat évident de continuité dans L2 si ¡p est assez proche de tp dans la norme 
(ou même Lipschitz). ^ 

Vérifions aussi que Au = Au si dans (4.1) on prend le contour r: e = 1 
¿ 

3cp 
3x 

(x) + 

i R 
r 

(x=y) Pour cela on déforme le contour continûement en introduisant pour t  ̂1 : 
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rt(x) : 

e = 2 dip 1 ax 
(X) + 1  t R 

r 
(X-y) , Si |x-y| <: r 

t 

e = 2 dtp 
i ax 

(x) + 1 R 2 dUi 
i ax 

, si r 
t 
^ |x-y |  ̂r . 

Alors | .. . dy de ne dépend pas de t et d'autre part lim j ... dy de = J ... dy de 
r t t. - rt ? 

puisque pour A, R, r fixés : 

dy de = *(1) t'2 n . tn + 0 , t + + • . 

6 = T | x ( x ) + i * 7 ( x T y ) 

(X-y) r 
t 

Pour terminer cette section nous allons légèrement généraliser les résultats de 
la section 3 concernant la transformée de Fourier. Soit <p(x,y) une fonction holo-
morphe, définie près de (xQ Sy 0) G C

n x C n telle que 

(4.13) det a2tp 
axay 

(x0,y0) * 0 . 

Soit f(y) une fonction pl.s.h. de classe C°°, définie près de yQ telle que 

(4.14) y  -> - Im cp(xQ,y) + f(y) a  un col en yQ . 

Alors g(x) = v.c. (-Im cp(x,y) + f(y)) est pl.s.h. . Soit ^(x,y) = - Im cp(x,y). 

Alors 2 3ii; 
i ax 

acp 
ax 

et (4.13) est équivalente à la condition 

(4.13)' 
{ < x, 

2 dUi 
i ax 

> y» -
2 a^ 
i ay 

est le graphe d'un difféomorphisme 

(symplectique) , 

que l'on dénote 2t . (4.14) entraine que v y (ij >(x,y) + f(y)) est no n dégénérée ce 

qui équivaut au fait que l'application  ̂ ( A f ) 3 (x,ç) x  € <Cn soit un difféomor-

phisme local. Alors A g =  ^ ( A f ) . Puisqu e A f =  ^ _ 1 ( A g ) e t es t donnée par -
2 

avec x et y permutés, il résulte de (4.13), (4.14) que v x (-^(x,yQ) + g(x)) (xQ) 

est non dégénérée. Diminuant f" (yQ) jusqu'à une forme pl.h. on montre comme dans 
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la section 3 que x -  i|>(x,yQ) + g(x) a un col en xQ. Aussi f(y) = v.c. (-\p(x,y) + 

g(x)) + C et en posant y = yQ o n trouve C = 0. Donc pour résumer 

(4.15) x  -  ij>(x,y) + g(x) a  un col prè s de x Q 

et la valeur critique est f(y) . 

Soit maintenant a(x,y,x) un symbole analytique classique elliptique d'ordre 0 
défini près de (x_,y_) et soit T : H.-. • > H v défin i par o o  T,y Q g,x Q 

(4.16) Tu(x.x ) - J e l A c p ( x ' y ) a(x,y,x ) u(y,x)dy 
r(x) 

où r(x) est un bon contour pour y ip(x,y) + f(y). On cherche à inverser T par un 
opérateur de la forme 

(4.17) Sv(y.x) = x n j!  e 1x^x«y>^z»y)) a 6 u(z.x) dz dy . 
yer(x) [e"iXtp(x»y) b(x,y,x) v(x,x)dx , 

où ?(y) est un bon contour pour x -* - i[;(x,y) + g(x) et b est un symbole analytique 
classique d'ordre 0. 

Théorème 4.5 : Il_ existe un symbole analytique classique b tel que SoT = I dans 

K~ H  j ToS -  I dans H H  j si S est donné par (4.17). 

Démonstration : Soit u n symbole analytique classique d'ordre 0 et S l'opérateur 
correspondant dans (4.17). Alors 

T°$ u(x.x) = xn j ! e 1 x ^ x « y > ^ z » y ) ) a 6 u(z.x) dz dy . 
yer(x) 
zé?(y) 

Par 1'astuce de Kuranishi on reconnait ici un opérateur pseudodifférentiel clas-
sique elliptique. Soit alors R une paramétrixe, c.a.d. un opérateur pseudodifféren-
tiel dont le symbole est donné par le Théorème 1.5. On pose S = S°R et comme on a 
vu avant dans cette section, S est alors de la forme (4.17) avec b donné par 

fyx.D^x) (B(..y,x) e - W - * e " 1 ' ^ * ' ^ )) =  b(x,y,x) e " 1 ' ^ * ' ^ . 
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Nous avons T<>S = I dans H „ . D e même on construit un opérateur S1 de la forme 

9 > x o ^ 1 
(4.17) tel que S 1 o T = I dans H f et alors nécessairement S = S 1 . 

2 
Exemple 4.6 : On prend x Q = yQ = 0, cp = (x-y) , f = g = 0. Si u € H Q Q est un sym­

bole analytique classique on voit bien que Tu est de la même nature et on a un dé­

veloppement de phase stationnaire pour Tu tout à fait explicite. Si v est un symbo­

le analytique classique, pour résoudre l'équation Tu = v on est alors tenté de dé­

terminer les termes successifs de u en écrivant le développement de Tu et identi­

fier les termes. Cela marche très bien au niveau des symboles classiques formels, 

-k 

mais pour majorer u ^ dans u = J x on a des difficultés, dues au fait que le 

k i e m e terme dans le développement de Tu fait intervenir essentiellement 2k dérivées 

de u. Il est clair que l'on ne peut pas aboutir uniquement avec des estimations car 

déjà le problème 

n'a pas en général de solution symbole analytique classique, quand v est une fonc­

tion holomorphe. 

5. OPERATEURS PSEUDODIFFÊRENTIELS DANS LE DOMAINE REEL, RESOLUTIONS DE L'IDENTITE 

On suit essentiellement [Sj 1,4]. Quand on travaille dans le domaine réel on 

évitera d'écrire les opérateurs pseudodifférentiels avec la phase standard, car 

pour cette phase le contour IR^ x IR £ n'est pas très bon et on tombe facilement 

dans des difficultés avec des fonctions troncature. Soit ( x Q , £ 0 ) € T * l R n et écri­

vons a = ( a , a ) G (t 2 n . Soit tp(x,y , a ) une fonction analytique définie près de 

x ç> 

(une variable) 

( x 0 , x 0 , x 0 , £ 0 ) vérifiant : 

(5.1) Pour x = y = c*x on a cp 

(5.2) Sur le domaine réel ; Im c p > C ( | x - a x | + | y - a x | ) oû C > 0 . 

Exemple <p(x , y , a ) = ( x - y ) a ^ + | ( ( x - a x )
2 + ( y ~ a x ) 2 ) . 

En général, si cp vérifie (5.1) et (5.2) alors 
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(5.3) <p(x ,y,a) = (X-y)a ç + h(x,y,a) , 

OÙ 

(5.4) h(x,y,a ) = c^(|x-ax|
2 + |y-«x|

2) , 

(5.5) lm h(x,y,a) >C(|x-ax|
2 + |y-ax|

2) sur le réel. 

Par rapport à  la phase standard, cp à n variables de trop. Cependant on peut éli-
miner les variables a x à  l'aide de la phase stationnaire, car (5.4), (5.5) entrai-
nent que pour x proche de y et proche du réel, la fonction ax •> h(x,y,a) a un point 
critique non dégénéré et proche de x  ̂y. Si g(x,y,ae) est la valeur critique il 
est clair que 

(5.6) g(x,y,a ç) =0(|x-y| 2) . 

En appliquant le Lemme 7.5 ci-dessous (et sans doute aussi par une analyse di-
recte du Hessien de g) oh trouve aussi que pour x,y,a^ réels, 

(5.7) I m g(x,y,ctç) Ĉ |x-y|2 

où C > 0. Donc, un opérateur intégral de Fourier exprimé avec la phase tp (x,y,a) se 
ramène au moins formellement à  l'aide de la méthode de la phase stationnaire à  un 
opérateur pseudodifférentiel exprimé avec la phase (x-y)a^ + g(x,y,a^). Si 
a(x,y,«,A) est un symbole analytique défini près de (X Q»x 0,x 0,£ Q) et ^(x) une fonc-
tion 0°° réelle définie dans un voisinage complexe de xQ avec y ( xQ ) =  £Q , on 

a donc un opérateur pseudodifférentiel A : H. v - > H. v défin i par 
v»x Q v,x Q 

(5.8) Au(x ,A) =  A 3 n / 2 |  | e
1 X c p ( x' y* a ) a(x ,y ,a ,A) u (y,A) d y d a , 

r(x) 

Où le bon contour r(x) se trouve sans difficulté, en intégrant d'abord en ax « Les 
résultats et remarques de la section précédente restent valables : on associe à  A 
son symbole a^(x,£,A) comm e avant et il est toujours vrai que si £Q = 0 alors il 
existe un symbole analytique b(x,y,a,A) à  valeurs dans les (2n-l)-formes en a, tel 
que 

e i X c p a da =  d a (e
i X t p b) 
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près de ( X

0 »
X Q > x

0 > ç 0 ) • En effet, comme avant on trouve 

x ' 3 n / 2 o A(x.n,x) = (5 ( y > o ) ^ { n > a # ) u x) (n.0,x) , 

ux(y,a,x) = e

i x^ x' x- y' a) a(x,x-y,a.x) • 

On n'est pas obligé de travailler seulement avec des germes, si V cc C2 n est 
ouvert et tp et a sont définis dans un voisinage de vV = {(x,y,a) e V ; x = y = a x > 
et a A =  0 comme symbole formel alors il existe un symbole b(x,y,a,x), défini dans 
un voisinage de vV tel que a da = e"

1 X c p d^ (e1 X t p b) dans les symboles formels. De 
plus si a est un symbole classique analytique, on peut choisir b pareil. 

Aussi comme dans la section 4, si A et B sont deux opérateurs de la forme (5.8) 
pas forcément avec la même phase alors on obtient A©B, soit en appliquant A sous le 
signe somme de B, soit en appliquant B̂ sous le signe somme de A. De plus, la for-
mule habituelle est valable pour a A o B • 

Soit maintenant V c c TR x  3R un voisinage ouvert de (xr t , ç . ) et a et cp comme 
ci-dessus et définis dans des voisinages complexes de VV. Soit x(x,y,a) e CQ(IR ) 
à support près de VV avec V V n supp(x-l) = 0- Alors on a la "réalisation" de l'opé-
rateur A définie par 

(5.9) A V u(x,X) = 

= X3n/2 | J e iXcp(x ,y ,a) a ( X s y 9 a > x ) x ( x , y , a ) u (y ,X) d y d a , 

a€V 

u e £>'(]R n) . 

Ainsi AV :2)'(IRn) -» C~(]Rn). Grâce à (5.2), AV est indépendant du choix de x modu-
lo un opérateur dont le noyau distribution est à décroissance exponentielle dans 
C^(lRn * ]Rn) (c.a.d. il existe C > 0 telle que eA C k(x,y,X) est borné en 

C ( R n x  JR n) uniformément par rapport à x). De même si Ton remplace a par un 
v 

symbole équivalent, A rest e inchangé modulo le même type "d'opérateur négligeable". 

Si a

A =
 0 comm e symbole formel alors comme on vient de le remarquer el A c p a da ^ 

d a (e
i X c p b) et si le bord de V est assez régulier la formule de Stokes montre que 
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modulo un opérateur négligeable, 

(5.10) A V u(x,x) = x 3 n / 2 (  ( ei A^ x' y' a) x b u(y) dy . 
a€9V 

Quand =  1 on appelle 

V , ( x , y ) = e1*"**'*'") a(x.y,a,X) 

une résolution de l'identité et on écrit formellement 

I = !  n  d a . J a, X 

Lemme 6.1 : Soit ty(x) une fonction analytique définie près de Xq avec Im ty(x ) =0, 

H> '' (x ) = £>o et_ telle que Im ty(x) 0 pour x réel. Soit aussi b(x3X) un_ symbole ana­ 

lytique défini près de X q . Alors pour x dans un voisinage réel de Xq on. a modulo  

une fonction négligeable (c.a.d. à: décroissance exponentielle dans C°) : 

AV(b(.,X) eU*(->) = c(x,\) eiX*(a:) 

où c(x, X) est un symbole analytique défini par 

o eiX* = A(b eiX*) dans H _ , 
-Im ih.x 

o 
(Il est sous-entendu que le support de x soit assez petit pour que AV(b e^^J soit  

défini près de xQ) . 

Démonstration : On écrit : 

A V ( b e U * ) (x) = 
(5.11) 

- x3n/2 J | J eix(cp(x,y,a)^(y)) x ( x > y s a ) a ( x > y 9 a j A ) b ( y , A ) d y d a 

yeIRn 

Pour x = xQ, la phase c p + $ a un point critique non dégénéré en y = a x = xn , 

a ç =  ç0 et 

Im(cpf^) > C(|y- a x | 2 + |x- a x | 2 ) . 
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Ceci n'est pas assez pour que a € V, y € !Rn soit un bon contour, car il manque un 
terme C l < * ç - ç o | 2 . 

Soit alors 0  ̂^(x,y,a) € C" une fonction qui vaut 1 près de W e t à support 
dans la région où x = 1. D'après la formule de Stokes (en y) on peut remplacer le 
contour réel dans (5.11) par le contour 

r 6 ( x ) : 
r a  e  v 

y =  y +  i6 x(x,y ,a) a y (cpf^) ,  y  e ]R n . 

Pour (a, y) e rfi et <5 > 0 assez petit on a avec des nouvelles constantes > 0. 

(5.12) 
Im c p +  *  > > C ( | y - a x | 2 +  | x - a j 2 +  x | a y ( c p +  * ) | 2 ) 

>-C'(|y-a x | 2 + |x- a x | 2 + |aç-3x*|
2) . 

Donc r

6(x ) est un bon contour le long duquel la fonction troncature n'intervient 
que dans la région où Im cp +  ̂> 0. 

Quand x est voisin de xQ on a toujours (5.12) mais le contour ne passe pas for-
cément par le point critique. Analysant la situation dans des coordonnées du Lemme 
de Morse on constate néanmoins que après une déformation supplémentaire 
(= £(Ix-xQI) qui ne change pas le contour dans la région de troncature, on obtient 
un bon contour et on s'est ramené à la situation de la section 4. 4 £ 

Remarque 5.2 : Soient n  ,  = a(x,y,a,x) e
1 X c p, n  =  3f e1 A t p des résolutions de l'i-—1 a  » X a  » X 

dentité que l'on réalise à l'aide de fonctions troncature comme ci-dessus. Alors 
n .  o  n es t négligeable pour a  *  e - Ceci est évident pour a v * $v et se démon-

OL » X p  , X X X 

tre par la même déformation de contour que dans la preuve du Théorème 5.1 quand 
a x =  6X , 01 ^ *  e ç . 

Théorème 5.3 : Soit A comme avant, et 

B u(x,X) = j ! e ^
( x » y » ^ b(x3y>a,X) u(y) dy da 

un autre opérateur du même type. Soit c(x3 y> a3 X) le_ symbole donné dans H_jm ^  V<XP 
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&г\^(хл ул а) о(хяу^а9\) = 

Alors si U c e 7 c c JRn x  m ™ sont des ouverts (assez petits pour que AV

y BU soient  

&г\^(хл ул а) о(хяу^а9\) . 

définis) on a modulo un opérateur négligeable : 

(P o(P = (P 

où (P est une réalisation de 

C u(x,X) = j ! eiX* c u dy do. . 

6. SPECTRE SINGULIER ANALYTIQUE ESSENTIELLEMENT D'APRÈS BROS-IAGOLNITZER 

Dans cette section on introduit le spectre singulier analytique ou front d'onde 
dans l'esprit de Bros-Iagolnitzer (voir [B-I]). Rappelons que leur définition a été 
suivie par celles de Sato [S] et H'drmander [H] et que Bony [Bo] a montré l'équiva-
lence de toutes ces définitions, même dans le cadre des hyperfonctions en ce qui 
concerne les définitions de Sato et Bros-Iagolnitzer. Dans le cadre plus simple 
des distributions nous montrerons l'équivalence entre WFa â^ Q et 

WFa,Bros-Iagolnitzer ' V o i r a u s s i Lebea u [L] et livre à paraître de Hormander. 

Soit (x 0,ç 0)€T ]R ̂ -0 et cp(x,a) une fonction analytique définie dans un voisi-
nage de (x0,x 0 >£ 0) telle que 

(6.1) cp = 0 et cpx = ciç pou r x = a x 

p 

(6.2) I m cp  ̂C l*-a x| pou r x,a réels . 

Soit a(x,a,A) un symbole analytique classique elliptique défini près de ( x

0»
x

0>€ 0)-

Définition 6.1 : Soit u €  S)'(X) où X c z jRn est un ouvert contenant X q . On dit 

que u = 0 (microlocalement) en (x . £ ) si — — o o — 

I e ^
( X i ( x ) a(x,o.,X) X(x) u(x) dx 

est à décroissance exponentielie quand X + °°j uniformément pour a dans un voisi­ 

nage réel de (xQy £Q). Ici X € C^(X) vaut 1 près de xQ. 
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Cette définition ne depend pas du choix de x . 

Proposition ff. 2 : La_ définition 6.1 ne dépend pas du choix de (a3ip). 

Démonstration : Supposons que u = 0 microlocalement près de (*0»£0) pour le choix 
(a,<p) et soit (a,tp) un autre choix. L'opérateur pseudodifférentiel dans le domaine 
complexe 

Au(x.x) = | e-iMx,e)+ix^(x,a) £ (x>a>x) dx  a(x.a.x) u(y.x) d y d a 

est de symbole elliptique a . et admet donc une paramétrixe dans des espaces H, 
V » x 

u 

avec convenable . On peut alors trouver un symbole analytique classique b(x,a,x) 
défini près de (x 0»

x

0>^ 0) tel que 
A(fc(.,a,A) e 1^) = 3T(x,a,X) e 1 ^ . 

D'après les résultats de la section 4, si (*0>£0) e V  ce W c c ] R 2 n où V, W  sont des 
ouverts suffisamment petits on obtient pour a  € Y modulo une fonction négligeable 
(c.a.d. à  décroissance exponentielle dans C~) 

(6.3) AW <S( . ,« ,x ) e i X * ) s  ï (x.a .x ) e U*< x' a) -

Cette relation exprime a el A ( p comme une superposition de fonctions a el A c p : 

(6.4) 3f(x ,«,x) e i A ^ x » a ) =  |  a(x .e,x) e

i X c p < x ' S > f(a , e , x ) de 

où 

f(«.B,x) = | e - i M x , e ) + i x ^ ( x , a ) £ ( x > a > x ) d x 

est à  croissance tempérée en x. Si l'on choisit W assez petit pour que l'intégrale 
dans la Définition 6.1 soit uniformément à  décroissance exponentielle pour a  €  w, 
alors pour a  €  v et modulo des termes à  décroissance exponentielle uniforme : 

(6.5) j eiAÎp(x9a) <S(x,a,X) X(x) ufx) dx 

= {  f («.3.A) j e

U c p ( x ' 3 ) a(x,3,x ) x(x) ïï(x) dx de = 0 . _^ 
sew 
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A l'aide de la Proposition 6 . 2 on voit que l'ensemble des points (x,ç) 6  T X s O 
où u = 0 est un ensemble conique (et trivialement ouvert). On désigne par WF (u) 
son complément dans T X-^0. C'est le spectre singulier analytique ou front d'onde 
analytique de u. Soit SS (u) le support singulier analytique, c'est-à-dire le plus 
petit fermé de X en dehors duquel u est analytique. Si n : T X\0 X  est la pro-
jection naturelle, alors on a le 

Théorème 6.3 : Pour tout u € 2>'(%> on a j[(WF (u)) = SS (u) . a a 

Démonstration : Soit d'abord xQ e X  ̂SSa(u) et supposons sans perte de généralité 
que u e '£' (X). Ecrivant a = (x,ç) on peut alors étudier 

( 6 . 6 ) J eiA((x-y)ç +i(x-y) 2/2) u ( y ) d y 

pour x près de xQ et ç * 0. Soit 0 x  e C~(X) à support dans un petit voisinage 
de xQ où u est analytique et avec x(xQ) = 1. Alors pour e > 0 assez petit on peut 
remplacer IR n pa r le contour complexe 

r £ :  y •> y - ie x (y)ç . 

Alors pour x voisin de xQ et ç e compact d e 1R
 n on constate que l'intégrale ( 6 . 6) 

est uniformément à décroissance exponentielle quand x -> «. Donc (xQ,ç) £ WFfl(u) 
pour v £ € K n et on a montré que n(WF&(u)) c S$a(u). 

Pour montrer l'inclusion opposée on suppose que (x Q»ç) £ WFa(u) pour V £ € IR
n. 

Considérons 1'identi té 

( 6 . 7 ) в(х) f 
ezz dsss 

(2П) П 

où l'intégrale est interprétée comme une intégrale oscillante par exemple comme la 
limite dans S) ' ( ] Rn ) : 

( 6 \ 7 ) lim j e 1 x5-*5 2/2 d C . 
e->0 

Suivant Lebeau [L] on va remplacer JRJ? par le contour complexe £ -> ç = £ + 
|ç|x. Le long de ce contour on a 

39 



J. SJÔSTRAND 

eixc = e i x Ç - | ç | x 2 / 2 ) d ç . = d Ç j + ^ x _ d | ç | ^ 

Puisque d|ç| = \ 
es 
151 

d ç k on obtient 

dçj a . . . A d c n = (1 + 
D n 

? 
ssseesz 
151 ) 

dÇj a ... A d ç n = a(x,ç) dç j a ... A d ç n . 

Passant par les intégrales (6.7) on montre alors facilement que 

(6.8) 
2 

6(x) = J e1 X*"|Ç| x / 2

 a(x.ç) dç/(2n)
n 

au sens des intégrales oscillantes. (En effet avec (6.7) l'argument ne marche que 
pour |x | petit, mais l'intégrale (6.8 ) est évidemment analytique en dehors de 0 
donc 0 partout dans lRn  ̂0). 

Donc 

(6.9) u(x ) = (2nfn J f ei(x-y)ç-|e|(x-y)
2/2 a ( x . y j Ç ) u ( y ) d y d ç dç 

où l'intégrale a un sens comme limite dans Q) ' après introduction du facteur de 
£.2 §̂  

convergence e~ 

La proposition 6.2 (et sa preuve) montre que 

J ei(x-y)€-|ç|(x-y)
2/2 a ( x . y j Ç ) u ( y ) d y dç 

est à décroissance exponentielle uniforme quand |ç| -> «, pour x dans un voisinage 
complexe de x . Alors (6.9) montre que u est analytique en xQ. -^l 

Le résultat suivant est dû à Sato [S] dans le cadre des hyperfonctions et aussi 
à Hôrmander [H] dans le cadre des distributions. 

Théorème 6.4 : Soit P(xsD) un opérateur différentiel à coefficients analytiques 

défini sur un ouvert X a ]Rn. Soit p(xy^) son symbole principal et supposons que 

p(x ,  £ ) * 0 où (x jE, ) € T X  ̂0. Alors si u e ' (X) nous avons u = 0 en (x*E) o o — o o — — o o 
ssi Pu = 0 en (x j . En particulier si P est elliptique en xq et_ Pu est analyti­ 

que en xq alors u est analytique en xq. 
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Démonstration : On peut supposer que u € £' (X). Alors avec a,CP comme dans la Défi-
nition 6.1 

J eiA<p(x,a) a ( X s C t 9 À ) p¡7 ( x ) d x = J eiXcp(x,a) b ( x 5 0 t j X ) ^ x ) d x 

où b est le symbole elliptique donné par b e^X t p = P* (a el X c p). Il suffit alors 
d'appliquer la Proposition 6.2. ^ 

On établit maintenant l'équivalence entre les définitions de Bros-Iagolnitzer et 
de Sato. Ceci est un cas particulier d'un résultat de Bony [Bo] qui a montré que 
toutes notions "raisonnables" de WFa(u) vérifiant certaines propriétés fonctorie. -
les coïncident (et ceci même dans le cadre des hyperfonctions). 

Soit r C ]R N un cone ouvert et connexe. Soit W C C (t n un voisinage ouvert de 
x Q G IR

n et u une fonction holomorphe dans W n (IRn x ir). On dit que u est à 
croissance tempérée s'il existe des constantes C > 0, N > 0 telles que 

|u(z)| « C |Im z fN . 

Alors 1  im u(x+ityQ) e 9>'(W )̂ existe pour tout yQ e r et la limite est indépendan-
t e 

te deyQ. Pour la démonstration de ce fait on peut facilement se ramener au cas où 
r est de la forme |y'j < C y ,̂ y = (y^^y1) et on montre ensuite que dans un voisi-
nage V(x^) d'un point x̂  € Wĵ  on a 

(6.10) u(z) =( v 
9 Z 1 

) 

N+l 
u(x+ityQ) 

où vN + 1 est continue sur V(x^) n (IR
n x ir). On évitera les détails. On écrit 

lim u(x+ityQ) = br(u) . 
t-0 

N 
Si u eQ)'(X) alors localement près d'un point x e X on peut écrire u = £ b (u.) 

n 1 j 

où les u. sont à croissance tempérée comme ci-dessus. (Si u e ^'(1R ) on peut par 
N ^ 

exemple décomposer u = Y T?. tel que les u. sont à support dans des cones convena-

bles). 
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Théorème 6.5 : Soit u €3>'(%>. , (xo*KQ) £ T*X ̂  0. Alors (xo>KQ) 2 WF^(u) ssi 

(6.11) 

Il existe des cônes ouverts connexes V^ . . . . , cz {y £ ]Rn ; y < 0}, 
un voisinage complexe W de_ x^ et_ des fonctions holomorphes u^ ÉZ crois­ 

sance tempérée sur W n (JRn x  ir .)> 1 < j N3 tels que 
3 

u = 
N 

ï i brj (uj) sur W R 

Démonstration : On suppose d'abord (6.11). Sans perte de généralité on peut prendre 
N = 1 et après avoir remplacé û  par une primitive itérée on peut supposer que u^ 
soit continue. 

Alors par la formule de Stokes, pour (x,ç) dans un voisinage conique de (xQ,ço) 

(6.12) J e 1 ^ * ) * " UI(*-y) 2/2 u ( y ) d y 

. J e i ( x - y K - U I ( x - y )
2 / 2 U i ( y ) d y j  

Y l 

où pour éviter les fonctions troncature on a aussi supposé que u € £'(lRn). Ici 
est un contour de la forme y -> y + ie X (y)yQ, où e >  0 est petit, yQ € r^, |yQ| = 1, 
0 -s x e C~(]Rn), x( x

0) > 0 et supp x est dans un petit voisinage de xQ. Le long de 
on a 

Im ( x - y K - UI(x-y) 2/2 = k l ((x-Re y )2 - e2 x(Re y)2) - s x(Re y) (yQ ç) >  0 

quand (x,ç) est dans un petit voisinage conique de (xQ,ço) et e > 0 est suffisam-
ment petit. Alors l'intégrale (6.12) est à décroissance exponentielle et (xQ»S0) t 
WFa(u). 

On suppose maintenant que (x0>£0) £ WFa(u). Alors si W est un petit voisinage 
complexe de xQ et V c ift

 n un petit voisinage conique de £Q, nous savons par la 
Proposition 6.2 que l'intégrale 

(6.13) 
J e1(x-y)ç -UI(x-y)

2/2 a ( x - y > ç ) u ( y ) d y 

est à  décroissance exponentielle sur W x v . Ici a est le même symbole que dans 
(6.8). 
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Pour ç-, G TR n ^ V soit rr u n cone fermé d'intérieur non-vide tel que 
1 c l 

y çl > 0 »  ^  ô < 0 ' v y € r ç 1 ' 

Soit aussi r r u n voisinage conique fermé de £1 9 tel que y ç > 0 sur r x r .  On 

peut trouver ç ^ . . . , ^ tel s que 

N o * 
]R n\ V = U r 

1 5j 

Alors comme dans la démonstration du Théorème 6.3 on obtient modulo une fonction 
analytique près de xQ : 

N 2 
(6.14) u(x ) E l JJ ê - ^ - l s K x - y ) / 2 a ( x . y > ç ) Xj(ç/ |ç|) u(y) dy d£ 

( 2 n ) n 

N 
= ï u.-(x) 
1 0 

o* N 

où supp x. r  »  Z x. = 1 sur IR * ^ V. Il est facile de voir que u.(x) est la 
3 c j 1  J J 

valeur au bord de 

uj(2) = \\ e 1(z-y)«-l5l(z-y)2/2 a ( 2 . y > 0 X j (€/ | ç |) u(y) dy 
d£ 

( 2 n ) n 

qui est une fonction holomorphe à croissance tempérée dans U n (]Rn x i r )  , si 
j 

W est un petit voisinage complexe de x . # 

Pour terminer cette section nous aurions du aussi établir les propriétés fonc-
torielles de WFa(u) : comportement de WFa pour produit tensoriel, image directe 

A A 

et réciproque, action des opérateurs intégraux. Cela peut se faire le long des mê-
mes lignes, voir aussi Laubi n [Lau] . 
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7. TRANSFORMATION DE FOURIER-BROS-IAGOLNITZER (FBI) 

Ces types de transformation ont été introduits et étudiés par beaucoup de ma-
thématiciens et physiciens. Pour se restreindre seulement aux travaux en équations 
aux dérivées partielles on peut citer Kawai-Kashiwara [ ] , Boutet de Monvel [B 2 ] 
Lebeau [L], Trepreau [T ], Hbrmander [Livr e à paraître], Cordoba-Fefferman [C- F ], 
Unterberger [U ], Boutet de Monvel-Sjostrand [B-S j ], Melin-Sjostrand [M-S j 2 ], 
Sjbstrand [S j 5 ] . Voici encore une autre version. 

Soit cp (x,y) une fonction holomorphe définie dans un voisinage de (x 0»y Q) € C n x 
]RN, tell e que 

( 7 . 1 ) 3cp 
ay 

(x0,y0) 

( 7 . 2 ) 

- л 0 e TRn , 

Im 
2 

a n> 
3 y

2 

(x0,y0) > 0 , 

( 7 . 3 ) det 
2 

3 ( p 3xay (x0,y0) * 0 . 

2 
On introduit ^ ( X j y ) = - Im cp (x,y) qui est donc une fonction pl.h. avec j a  cp ^ = 
atp et 

(7?1) 2 3 c p l 
î a y 

(x0,y0) 

(7Ï2) 

- % e IR" , 

vy *1 (xo'*o>| Rn <
 0 » 

(773) det v x v y cp x (xQ,y0) * 0 . 

Ici v désigne le gradient au sens réel. 

Pour x € Cn voisin de x ,̂ la fonction cp .,(x,.)| adme t un maximum strict en un 
I»; 

point y = y(x) voisin de yQ. C'est l'unique point réel (prè s de yQ) où (x,y ) est 

réel et on pose 

(y(x),n(x)) = (y(x), - au? 
ay 

(x,y(x))) = (y(x), - 2 3 c p l 

î a y (x,y(x))) e T*IR N ^ 0 . 
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Lemme 7.1 : L 'application x -> (y(x)j r\ (x) ) est un difféomorphisme d'un voisinage  

complexe de xQ sur un voisinage réel de (y^ T\Q) . 

Démonstration : L'application (y, - §̂ (x,y)) •+ x e G es t bien définie sur un voi-
y 2 n 

sinage complexe de (yrt>ru). La restriction à 1R donn e alors un inverse à droite 
n 2 n 

de l'application x -> (y(x),n(x)). Il suffit alors de remarquer que C e t 1R on t 
la même dimension réelle. 

Dans la suite on travaille localement près de xQ où de yQ, mais pour ne pas 
alourdir les formules on les présente comme si elles étaient globales et le lecteur 
devra rajouter dans sa tête les voisinages convenables. 

Pour y € ]Rn, soit i \y = (x e C N ; y(x) = y}. Alors les ry forment une fibration 
d'un voisinage de xQ. Chaque ry est de dimension réelle n. En plus ry est totale-
ment réelle, c.a.d. Tx(r ) n i T"x(

r

y) = *0}, x € ry. En effet, 

T x ( r y ) = ( t x € C
n ; c p ; x t x € ] R

n > . 

Pour x dans un voisinage de xQ on pose 

*(x) = ^(x.yfx)) = sup cp x(x,y) . 
y€!RN 

$ est réel-analytique et aussi plurisous-harmonique en tant que supremum d'une fa-
mille de fonctions pluri (-sous)-harmoniques.Avec d(x , r y ) = distance de x à r y , on 
a même 

*(x) >> tp 1(x,y) + C d(x, r y ) 2 ,  C > 0 

ce qui montre que $ est en effet strictement pluri sous harmonique. 

On introduit le difféomorphisme (canonique) complexe local 

X : (y, -2
 3*1 

1 3y ) - (x, 
2 3 c p l 

1 3 X a 

d'un voisinage complexe de (y0»nQ) sur un voisinage complexe de (xQ,£0) où 

2 
i a x 

(y0»nQ) 2 3$ 
1 3X 

(x Q). Soit aussi A $ = {(x, 2 a $ 
1 3X 

) ; x e <Dn}. Alors 
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A $ = X ( T * R n ) . 

Soit a(x,y,X) un symbole analytique classique et elliptique d'ordre 0, défini 
dans un voisinage de (x0,y 0). Soit Y c Kn un petit voisinage de yQ, x e C~(Y) éga-
le à 1 près de yQ. Alors si X c C n est un petit voisinage de X q on pose 

(7.4) Tu(x,x ) = j ei X c p< x' y) a(x,y,x) x(y) u(y) dy 

pour x € X, u €2)'(Y). (On choisira X assez petit pour que X'^iT^X) n A ) c 
* n 

c T IR s 0 se projette dans un ouvert où x = 1). Il est clair que T : 2>*(Y) -* 
1 oc 

H $ (X) . Si l'on écrit a  = (y(x) ,n(x) ), ip (y,a) =  u>(x,y) + i $(x) il devient clair 
que T permet de caractériser WFa(u). 
Proposition 7.2 : Soit u G S'fl̂  x1 G  X. Alors (yix^^ix^) ( 2 WFa(u) si et 

seulement si Tu(x.X) = 0 dans H, $sX2 

On s'intéresse maintenant au lien entre Tu et Tu, si T est une autre tf. de FBI 
donnée par (7.4) avec (<p,a) remplacé par (7p9à) où cp, a* sont définis près de 

(3c0,y0) € C
n x R n » |y (xo , yo^ = "  no* L'idée naturelle est de donner un sens à la 

relation Tu = (T T"^)Tu . Comme dans la section 4 on peut inverser T formellement 
par un opérateur de la forme 

(7.5) Sv(y ,X) = xn |  e "
U i p ( x ' y ) b(x,y ,X) v(x ,A) dx . 

En général on ne peut pas espérer avoir u = ST u modulo une fonction analytique 
pour u G3)'(Y), puisque T u ne décrit u que microlocalement près de (y0»

x^ 0)« Néan -
moins on cherche un contour aussi bon que possible dans (7.5), c.a.d. un contour 
sur lequel 

2 
- «P^x.y) + *(x) = - ^(x.y) + cp1(x,y(x)) ~ |y-y(x)| 

est aussi petit que possible. Le choix naturel est de prendre r y sur lequel 
- y>i(x,y) + $(x) = 0. Même le conteur r y n'est pas tout à fait bon quand v G H$ 

2 2 
mais si v e H o ù y « $, ¥(xr>) = ^( xo^ 9 v ^ x

0 ) r  < v ^ xo) r  a l o r s r

v

 e s t 

y y o 

un bon contour et donc Sv est bien définie et d'après la section 4 on a TSv = v 
modulo équivalence dans dan s un voisinage de xQ. 
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Montrons que malgré cette difficulté on peut définir TS comme opérateur H$ H$ 

Lemme 7 . 3 : Pour x dans un voisinage de Xq 'laL fonction (y3z) cp ^ (x3y) - cp ^ (z3y!) + 

$(z) a un_ col près de (yo3xQ)3 donné par y - y (x) - y(z)3 w(x) - n (z). La valeur  

critique est ^(x). 

Démonstration : Le point indiqué est bien un point critique et la valeur critique 
est bien $(x) il s'agit donc de montrer que le le Hessien est non-dégénéré de si-
gnature 0. Ceci peut se faire directement on montre d'abord sans trop de difficul-
tés que le Hessien est non-dégénéré. La signature est 0 parce que sur le contour 
y e IR n, z € r y on a cp 1(x,y) - cp 1(z9y) + $(z) < $(x) et une perturbation standard 

de ce contour donne un bon contour. Une manière plus simple encore est d'utiliser 
les résultats généraux de la section 11 (Exercice). _|̂_ 

Comme dans la secon 4 on peut maintenant définir l'opérateur TS : H^o c (X) •> 
H^ o c (X ) par 

(7.8) (TS)u(x ,A) =  A n ( ( е1ЧЪ(*>У)М*>У)) (*>У) ï(x,y,A) b(z,y ,A) u(z ,A) dz dy 
Vx 

où V désign e un bon contour et X, X sont des petits voisinages de x. et x respec -
loc o  o 

tivement. En particulier (TS)u  ̂u dans H$ (X) . 

Proposition 7. 4 : Pour и € 3 ) ' (Y) on a T и ~ (TS)Tu dans н1ОС (X). (SiX est un 
petit voisinage de xQ). 

Démonstration : Si ^(y) est une fonction de classe C°° plurisous-harmonique définie 

près de yQ et telle que *(yQ) = °> y (y Q) = *(y )  ̂0 pour y réel, et si 

u e H^o c (Y) (où Y c în est un ouvert avec Y n IR n = Y), alors T ue H^°c (X) où 

ip*(x) est la valeur critique de y -> cp1(x,y) + ^(y). Pour estimer ^*(x) on applique 
le lemme suivant de Melin-Sjbstrand [M-Sl. 

oo 

Lemme 7.5 : Soit f(z3w) une fonction С réelle définie près de (030) dans 

x i? ? ^ ж on suppose que f(x3w) < 0 pour x € ЖП et_ que f(030) - 03 |£ (03 0) - 0 

mais que x = 0 soit un col pour f(z3 0). Si_ z(w) désigne le point critique près de 

0 de_ z -* f(z3w)3 alors pour w dans un voisinage de 0 an a f(z(w)3w) ^ - C\lm z(w) \ 

où С > 0. 
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Preuve du Lemme : On choisit des coordonnées réelles C0 0 y(z,w) = (y^>... n̂) > 
x(z,w) = (x^,...,x ) comme dans le Lemme de Morse : 

f(z,w) - f(z(w),w) = y2 - x2 . 

Comme nous avons vu dans la section 2 on retrouve IR " comme un graphe y = h(x,w) 
où h est une fonction réelle lisse avec h(0,0) = 0. On constate alors d'une part 
que |Im x(w)| % |h(0,w)| et d'autre part puisque f  ̂0 pour % = 0, $ = h(0,w) que 
f(z(w),w) « - |h(0,w)|2. # 

Appliquons maintenant le lemme à y -> <pi(x,y) + ^(y) - $(x). On trouve alors que 
^*(x) < $(x) - C | Im y(x)| 2» où 3?(x) est le point critique complexe de y -> tp1(x,y)+ 
^(y). Aussi ^*(xQ) = $(xQ). Si l'on restreint x à ry on sait que IR

n 3 y -> 

^l(x»y) + ^(y) ~ *(x) atteint son maximum strict en y = yQ où la valeur est 0. 

Alors pour y € IR n, 

| vRe y, Im y (^l(x'y) + ^ ( y ) "  * ( x ) ) l *  l x - x

0 l + l y " y

0 l * 

Donc | Im y (x) | ^  l x ~ x

0 l e t d'après le Lemme 7.5 , 

(7.9) i [»*(x) < 4(x) - C |x-x |2 pou r x e r . 
^o 

Il est alors clair que T : H ^O C - HJ£ c admet comme inverse S : H ^O C + HJ 0 C (dé -

fini avec ry comme contour d'intégration dans (7.5)). Aussi pour u e H^
o c on a bien 

Tu ~ (TS)Tu dan s H^o c si $* est définie de la même manière que ip*. 

Soit V un petit voisinage réel de (y •̂ 'HQ) de IR e t I un e réalisation de l'i-
dentité comme dans la section 5. On trouve alors que pour u e S)' : 

Tu ~ T IV u dans h } o c , T u ~ T IV u dans Hl o c . 

D'autre part, T IV u ~ (TS ) TIV u dans H^o c puisque IV u = . u (x,A) dx où 
$ \# a aeV 

u g H. e t ip es t essentiellement une fonction comme ci-dessus. Ceci achevé la de-

monstration de la Proposition 7.4. 
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Dans notre discussion nous n'avons pas utilisé le fait que T soit à symbole 
elliptique. On peut alors considérer le cas particulier ; T = \~m T o P, où P est 
un opérateur différentiel d'ordre m à coefficients analytiques. Alors d'après l'as-
tuce de Kuranishi, 

T S = À""1 T P S = P 

est un opérateur pseudodifférentiel classique d'ordre 0. On voit immédiatement que 
les symboles principaux de P et de P sont liés par la relation classique p* o 96 = p 
où on rappelle que X - TCj est la transformation canonique donnée par 06: 

(y. " 
aip 
ay ) - (x, 

aip 
3X 

2 2 Exemple 7.6 : cp(x,y) = i(x-y) /2 , ip^x^y) - - Re (x-y) /2. Pour y réel, ^(x.y) = 

-(Re x-y)2/2 + (Im x)2/2, donc <D(X) = (Im x)2/2, v :  ç = - Im x. Si l'on prend 
a = 1 dans (7.4) alors T et P commutent quand P est un opérateur à coefficients 
constants. 

Dans le reste de cette section nous allons montrer comment transformer un opé-
<\. 

rateur de type principal (mai s pas forcément à symbole principal réel) en Dv pa r 
x n 

une transformation de FBI convenable. Ce résultat dans un autre formalisme est dû 
à Trepreau [T] qui a développé une idée de Kashiwara et Kawai. 

Soit p(y,n) une fonction analytique définie près du point (y0»n0) € T*IR
 n ^ 0 

vérifiant P(y0>n0) = 0, dp(yQ,n0) * 0. 

Lemme 7. 7 : Jt_ existe une fonction holomovphe définie près de (x

Q»yo^ (où_ X Q € 

est un point cono enable) qui satisfait à (7.1) —(7*3) et 

(7.10) 3tp 

ïxn 
= p(y>-

acp 
32/ 

Démonstration : On pose d'abord 

(7.11) <p(x',0,y ) = \ (x'-y') 2 - n£ yn + i C(yn - yn

0)
2 

où C doit vérifier Re C > 0. (On note les coordonnées x = (x*,...,xn) = (x',xn) ). 
Soit xQ e C

n donné par Re x̂  = ŷ  , Im x̂  = -n'0 , x£ = 0. L'équation (7.10) donne 

alors tp dans un voisinage de (xQ,y0) et (7.2) est vérifiée puisque Re C > 0. On a 
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aussi (7.1) et pour avoir (7.3) on peut d'abord supposer (après un changement de 
coordonnées réel en y) que |H  (y Q>n0) * 0 ou bien | H (yQ»n0) = 0 et |H  (y Q^ 0) 

-j 3n s  y 
* 0 . Alors on peut trouver C avec Re C > 0 telle que 

(7.12) 3 

ay n 
p(y>- 3cp 

ay 
) * 0 en (x Q,y 0). 

Maintenant on a les équivalences : 

(7.3) 

La différentielle de y  -* 3cp 
3x 

est bijective en (x Q,y0) 

La différentielle de y -> ( 3cp 
3X » p(y>- 3cp 

3y 
)) est bijective en (x 0»yQ) 

(7.12) 

La dernière équivalence résulte du fait que 
2 

3 cp 

3 x ' 3 y n 

= 0 , det 
2 

3 cp 

3x'3y' 
* 0 

en (x0»yQ) 

Soit maintenant P un opérateur pseudodifférentiel classique formel d'ordre 0 de 
symbole principal p. Il est alors bien connu (Mizohata [M], HSrmander [H], Sato-
Kawai-Kashiwara [SKK]) que l'on peut trouver un symbole analytique formel d'ordre 0 
elliptique dans un voisinage de (xQ,y0) tel que formellement 

(7.13) D n -  fyy.D x)) (a(x,y ,A) e

i A c p ( x ' y ) ) =  0 
x J 

(Nous donnerons une preuve de ce fait dans la section 9 ) . Ic i cp est la fonction 
donnée dans le Lemme 7.7. ( a est déterminé en résolvant les équations de transport 
classiques en chaque degré d'homogénéité). Nous avons alors démontré : 

Théorème 7 . 8 : Soit P un opérateur pseudodifférentie1 formel analytique classique 

d'ordre 0 défini près de (yo*^0) dont le symbole principal p vérifie dp(yQy r\QJ * 03 

p(yQ> T\Q) -  0. On peut alors trouver une tf» de_ FBI T tel que formellement 
o. 
D T = T P . n x 

Soit maintenant P un opérateur différentiel dont le symbole principal vérifie 
les hypothèses du Théorème 7.8. On identifie P à un opérateur pseudodifférentiel en 
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posant P(x,Dx,X) =  A P(x,D x) où m est l'ordre de P. Soit u une distribution défi-
nie près de y Q et supposons que 

(7.14) ( V \ > > * WFa(Pu) . 

Disons que P est hypoel1iptique analytique dans les germes si (7.14) entraine que 
( y 0 , V e WFa(u). 

Soit U = Tu e H*,x0 . Alors d'après le Théorème 7.8 la propriété (7.14) équivaut 
à 0 

(7.15) y = ° 0 d a n s H *,x 0 • 

Plus explicitement, sous l'hypothèse (7.14 ) il existe un voisinage V de xQ et un 
nombre eQ > 0 tels que 

(7.16) 
X(*(x)-e ) 

D U(x,x ) = 6{e 0 ) , x € V . 
x 

On peut supposer que V = V x  Vn M , où V
n est un disque centré en xj = 0 et V est 

x' x n 0 

un voisinage de x .̂ Quitte à diminuer V avec £Q fixé on pourra supposer que 
e e 

$(xQ) - -qr< $(x) < ^(
x

0) + -ç-
 s u r V  Alors on obtient de (7.16) que 

(7.17) |U(x,x ) - U(x',0,X)| =  6{e 0 ), x € V . 

et que pour tout e > 0 : 

x(*v(x')-te) 
(7.18) |U(x',0 ,X)| <? C£ e V ,  x' € V . 

où vv(x') = in f $(x ) (de classe Lipschitz). Si v̂(x^) < $(x0) on déduit que U = 0 

x n€V n 

dans H $ j X ,  donc que (y Qin 0) £  WF &(u). Plus généralement soit ^ ( x
1 ) = sup f(x'), 

où f(x') est pluri-sous-harmonique et f « ¥v(x') sur V. Puisque U(x',0,x) est ho-

lomorphe on sait que log |U(x',0,x)| est pl.s.h. . Donc par (7.18) : 

A(* v(x ' )+e) 
(7.19) |U(x',0 ,X)|  ̂C£ e

 V ,  x' € V 
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pour tout e > 0. Quand on diminue V alors ¥y et ¥y augmentent. Notre discussion 
donne immédiatement : 

Théorème 7. 9 : Soit P un_ opérateur différentiel à_ coefficients analytiques3 dont  

le symbole principal satisfait aux hypothèses du Théorème 7.8. On suppose en plus  
que pour tout V = Vr x l/1 an ait ¥y < 4»(X q) dans un voisinage de x\ Alors P est  

h.e.a. dans les germes en (yoy^0^• 

En utilisant la version initiale de cette méthode, Trepreau [T] a démontré que 
les opérateurs sous-elliptiques au sens de Egorov sont h.e.a. . 

8. THÉORÈME D'UNICITÉ DE HOLMGREN ET EXTENSIONS 

Rappelons d'abord le théorème classique de Holmgren : 

Théorème 8.1 : Soit Çi cz JRn un_ voisinage ouvert de 0 et_ P wn_ opérateur différen­ 

tiel d'ordure m sur çi à coefficients analytiques de la forme 

m 
P = if + l A.(x,D ^if-J . n L J 3 x ' n 

X j=l X 

Alors si u €  tùr(n)3 Pu = 03 u\ = 0 on a_u = 0 dans un voisinage de 0. 
\xn < 0 

Si u € 2>'(a), supp u c {xn > 0}, 0 e supp u alors u ne peut pas être analytique 
dans un voisinage de 0 et il existe donc ç e IRn tel que (0,ç) e WFa(u). Nous avons 
le résultat suivant qui se trouve comme une remarque de Kashiwara dans Sato-Kawai-
Kashiwara [SKK] et qui a été démontré aussi dans une forme légèrement plus faible 
par Hormander [H]. 

Théorème 8.2 : Soit u € 2 ) ' (Sl)3 supp u cz {xn > 0}3 0 € supp u. Alors 

(03 (03 . ,.303D) et_ (03 (03 . ..3-D) appartiennent à WF (u) . 

Pour n = 1 la démonstration de ce théorème est assez simple si l'on utilise la 
définition de WF= en termes de valeurs au bord. En dimension supérieure on peut se a 
ramener au cas n = 1 en utilisant la convexification standard dans la démonstration 
du Théorème.de Holmgren et des images directes. Comme Hormander [H] et Sato-Kawai-
Kashiwara [SKK] l'ont bien remarqué le Théorème 8.2 donne le Théorème 8.1. En effet 
pour P et u comme dans le Théorème 8.1 on a p(0,(0,..., ±1)) * 0 et donc 

52 



THÉORÈME DE HOLMGREN 

(0,(0,..., ±1)) t WFa(u). 

Le Théorème 8.2 résulte facilement du résultat suivant dû à  Kashiwara (le 
"Water Melon"). 

Théorème 8. 3 : Soit u € S)9(si) 3 supp u c {xn ^ 0}. Alors si (03t\q) t WF (u) pour 

un n * 09 on a aussi (03(x\^t)) £ W Au) pour tout t € JR . 

Q Q Q Im 

Il y a un résultat encore plus fin dû à  Kashiwara, lié à la deuxième microlo-
calisation. Ce résultat et des généralisations de ce résultat seront discutés dans 
la section 16. Sous les hypothèses du Théorème 8.2 on sait qu'il existe un point 
(0,£Q) e WFa(u). Alors le Théorème 8.3 montre que (0,(^,t)) G WFfl(u) et en fai-
sant tendre t ±  « on obtient (0,(0,.., ±1)) € WFa(u). Donc le Théorème 8.3 
Théorème 8.2. 

Nous avons appris l'idée essentielle de la démonstration suivante de A. Grigis 
et P. Schapira pendant le Colloque de Marathéa en Septembre 1980. Hormander a éga-
lement produit une démonstration récente et semblable. 

Preuve du Théorème 8.3 : On pourrait travailler avec une tf. de FBI arbitraire et 
cela montrerait mieux des aspects invariants, mais pour ne pas trop compliquer les 
choses on travaillera avec la transformation de l'Exemple 7.6. Nous pouvons suppo-
ser que u € £'(]Rn), supp u c {xn  ̂0} et nous posons alors pour x € C n : 

2 
U(x,x) - | e "A ( x " y ) 7 2 u(y ) dy . 

Alors U £ HJ ° c ( C n ) o ù 

(8.1) *(x) = { 
1 
2 (Im x)2 s i Re xn >, 0 

1 
7 [(Im x )

2 - (Re xn) 2j s i Re xn < 0 . 

L'observation cruciale est maintenant que xn -> $(x) est harmonique dans la région 
Re xn < 0. 

2 

Lemme 8.4 : Soit ip(z) - 0 dans le demi-plan supérieur et - (Im z) /2 dans le demi- 

plan inférieur. Si o, b3 o > 0 il_ existe une fonction continue \\j(z) < ip(z) sur le  

rectangle R : Re z € [09a]> \lm z\ ̂  b avec \p(x) < ($(x) pour x € [03a[ telle que 
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\u(z)\ ̂  exp A\J> sur R si_ X > 0 et_ u est une fonction holomorphe3 continue sur R 
vérifiant \u(z)\ < exp X (p(z) sur R et_ \u(z)\ < exp X(ip(z) - c) pour z € i[-b3b]. 

Démonstration du Lemme 8. 4 :  Pour 0  < 6 < b on considère le rectangle fermé Q : 

I 

JZ a + e (b-s ) 

III 

x 
Rez. 

1 2 

dont le bord est I U II U III u IV comme sur la figure. Alors y log |u| - ô / 2 <  0 
sur II U III U IV et y log |u| - ô2/2 < - c sin -ji (y+ô) sur I. Par le principe du 
maximum on a donc -i log |u| - ô2/2 < - c w(z) sur o ù w(z) = f(x) sin(^ (y+ô)) 

est la fonction harmonique donnée par 

f (x) = (e 
n 
b a - e 

n 
b 

• ) " V 

n 
b 

(x-a) 
- e 

n (x-a)^ 

2 
Ici f(x) > 0  pour 0  < x < a et donc - c w(x) + <s /2 <  0  sur tout intervalle compact 
cz [0 ,a[ si ô > 0  assez petit. Ceci donne donc le Lemme. 

Le Lemme est encore valable si l'on remplace l'axe réel par l'axe imaginaire, R 
par un rectangle R symétrique pour l'axe imaginaire et cp par la fonction 

<p(z) = 

{ 

1 
2 
((Im z)2 - (Re z)2) ,  R e z< 0 

1 (Im z)2 ,  R e z > 0  . 

Si u € g'C^")» SUPP u c {xn  ̂ 0 } , (0 ,no) € WFa(u) alors U e HI 0C où m  $  (où $ 
est donnée par (8 .1 ) ) ave c inégalité stricte dans un voisinage de i^. I l suffit 
alors d'appliquer la forme modifiée du Lemme 8. 4 au x fonctions xn -> 
exp(-A(Im x')2/2)x U(x,A) pour x' proche de i nQ et on déduit que U € H~oc où 
i < $ avec inégalité stricte près de tout point i f r ^t), t € IR . Ceci donne le 
Théorème. 

On peut noter comme curiosité que si nQ est de la forme ( 0 , . . . , 0 , ± 1 ) alor s 
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U = 0 dans H n .  Donc pour x réel, voisin de 0 on a $,u 

u(x) = lim ( 
A-*» 

A 
2n 

n/2 
) 

j e-A(x-y) 2/2 u ( y ) d y = 0 

Ceci donne une démonstration plus directe du Théorème 8.2 où l'on n'utilise pas le 
fait que 3 supp (u) cz Supp Singa(u). 

Nous allons maintenant discuter des extensions du Théorème de Holmgren au cas 
d'une hypersurface qui peut être caractéristique. Il s'agit des extensions purement 
géométriques du Théorème de Holmgren classique et le "WFa" n'intervient pas. Le ré-
sultat le plus remarquable dans cette direction est dû à  Bony [Bo 2]. Nous pré-
senterons ici une amélioration de ce résultat qui contient aussi des résultats de 
Hormander [H 4]. On ne discutera pas ici le cas beaucoup plus difficile de coeffi-
cients C°°, ni certains résultats de Baouendi-Zachmanouglou, concernant l'unicité 
à partir d'une sous-variété de codimension ^ 2 . 

Soit X c JR u n ouvert, K c X un ensemble fermé. Suivant Bony on définit le fi-
bre conormal de K : 

Définition 8. 5 : N*K = { ( X Q 3 € T*X ̂  o ; X Q € K et_ il_ existe h € C* (XjJH ) 

telle que £ = ± h9 (x ) et h\v admet un maximum local en x. -*— o o — j K o 

On peut décrire N K comme les points (xQ,£0) où ç Q est normal à une hypersurface 
H qui touche K en xQ est telle que K soit "localement d'un seul côté de H". Si K 
est une sous-variété lisse alors N K est le fibre conormal habituel. Le lecteur est 
encouragé à calculer N K quand K cz JR n est un quadran fermé ou bien le complément 
d'un quadran ouvert. Il verra alors que N K n'est pas nécessairement fermé. Le 
Théorème 8.2 prend la forme plus invariante : 

Théorème 8. 6 : Si_ u e S> '  (X) alors N supp u c z WF^ (u). 

Nous allons maintenant établir un résultat entièrement géométrique sur N K qui 
entraînera les différentes extensions du Théorème de Holmgren. Si f(x,ç) est une 
fonction C°° réelle, définie près de (xQ,£0) ET I R

 n on définit son champ Hamilto-

nien H^ = £ 3f 3 

3 £ J
 3 X J 

3f 3 

3 X J 3 Ç J 

et on remarque que f est constante le long des cour-

bes intégrales de Hf puisque Hf(f) = 0. Soit h(x) une fonction à valeurs réelles 
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définies près de xQ avec h'(xo) = çQ. Alors la théorie de Hamilton-Jacobi nou s dit 
que le problème 

(8.2) 

{ 

3cp 
3t 

+ f(x,cpx) = 0 

cp(0,x) = h(x) 

admet une solution C°° unique dans un voisinage convenable de (0,xQ) e IR x JRn . Si 
1'on introduit 

Acpt = <(x,<px(t,x))} ,  AH = {(x,hx(x))} 

(localement, près de (x0»^0))> alors cp(t,.) est déterminée à une constante Ĉ . près, 
par le fait (bien connu) que 

(8.3) Acpt = exp (t Hf) (Ah) . 

La constante Ĉ . est déterminée par 

t 

(8.4) <p(t.xt ) - cp(0,xQ) = J (I f(j> (xs,çs)çj - f(xs,çs))ds , 
o 

où (xs,çs) = exp (s Hf) (xQ,ç0) . 

* oo 
Théorème 8. 7 : Soit K cz X un fermé, (XQ, Z,q) £ N K et_ f(x3 £,) une fonction C réel­
le, définie près de (Xq, et_ telle que / - 0. Alors pour tQ > 0 assez petit, 
exp t HJxo,KQ) £ N*K quand \t\ < tQ. 

Démonstration : Soit h(x) une fonction réelle ,  telle que £Q = h'(xQ) et telle 
que h|K admet un maximum (ou minimum) local isolé en xQ. Soit cp la solution de 
(8.2). Alors si W est un petit voisinage de xQ et |t| suffisamment petit nous sa-
vons que ^(t» • ) | KPIN atteint son maximum dans l'intérieur de W sur un ensemble 
A. c 9K qui est uniformément compact dans W. Soit 

$(t) = max cp(t,.) . 
K n W 
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Si l'on écrit <D(t) = cp(t,xt), «(s) = tp(s,xs), xt € At, x$ € A$ on obtient 

|*(t) - *{s)\ ^ { 
<p(t,xt) - cp(s,xt) s i $(t ) > $(s) 

9 

cp(s,xs) - cp(t,xs) s i $(t ) < $>(s) 

c.a.d. 

|$(t) - $(s)| < max (|<p(t,xt) - cp(s,xt)|, |cp(t,x s) - cp(s,xs)|) . 

Or, 

3cp 

at 
(t,xt) = - f(xt,cp'(xt)) = 0 

3ip 

3S 
(s,xs) = - f(x^cpx(xs)) = 0 , 

2 

puisque f|N*K = 0 . Donc |$(t) - $(s)| < C |t-s| c.a.d . $'(t) = 0 et $ est indé-
pendant de t. 

2 

On pose maintenant g(x) = h(x) - (x-xQ) d e manière que g ait les mêmes proprié-
tés que h et on désigne par ip(t9x) la solution de (8.2) avec h remplacé par g. 
Alors pour |t| suffisamment petit, 

(8.5) max cp(t,.) = max if>(t9.) = h(xQ) = g(xQ) . 

KOW Kn W 

D'autre part, avec ( x t , c t ) =  exp(t H )̂ (xQ,£0) on obtient de (8.3), (8.4) : 

(8.6) i 
3cp 

8X 
(t,xt) = ax (t,xt) = çt 

cp(t,xt) = if >(t,xt) . 

Les dérivées secondes ne changent pas beaucoup si |t| est petit et donc 

(8.7) i|>(t,x) < cp(t,x) - 1 
2 

( x - x t )
2 , x e W . 

Soit xt £ K un point où ̂ (t,.)||<nw atteint son maximum. Alors (8.5) et (8.7) mon-
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trent que xt = xt» puisque sinon on aurait $(t) > ¥(t). Donc par (8.6) on a 

(xt,çt) € N*K. ^ 

Le Théorème 8.7 généralise un résultat de Bony [Bo 2] : 

Corollaire 8. 8 : Soit K ci X un ensemble fermé* (x 3 E, ) € N K. Soient f(x9 V> 
g(x3E.) deux fonctions C° définies près de (x 3 E, ) telles que /|^*^ - /|^*^ ~ °-
Alors le crochet de Poisson ; 

if,g} 
def 

l df dg dxû ôEp 
df dg 
dxû ôEp 

s rannu le sur N K. 

Démonstration : On peut supposer que f est réelle. Alors {f,g} = Hf g = 0 puisque 
* * 

la courbe intégrale de issu e d'un point de N K reste dans N K pour des temps 
assez petits. 

Retournons maintenant au Théorème de Holmgren. Soit h(x) une fonction C°° réelle 
définie dans un ouvert X cz TR n avec dh * 0, h(xQ) = 0, pour un xQ € X. On pose 

X± = {x e X ; h(x) > 0} ,  ç 0 = h'(xQ) . 

Soit P(x,Dx) un opérateur différentiel sur X à coefficients analytiques de symbole 
principal p(x,£). Soit Ï(P«X0»£0) le plus petit ensemble de germes de fonctions C°° 
en (x0,£Q) qui contient toute fonction qui s'annule sur {(x,ç) ; p(x,ç) = 0} et 
qui est fermé pour les crochets de Poisson : f,g € I => {f,g> € I. Alors I est un 
idéal parce que 

a {f,g} = { af.g} - {f,ag} , a  e C°° ,  f,g e I . 

Dans le Théorème suivant la partie (A) est dû à  Bony [Bo 2] et la partie (B) géné-
ralise un résultat de Hormander [H 4]. 

Théorème 8.9 : S'il existe u € S)' (X) avec Pu = Q3 XQ € supp u cz X+ s alors 

(A) f(x0>^0) = 0 P°ur toute f € I(P»x0*Z0)m 

58 



THÉORÈME DE HOLMGREN 

(B) Si_ f G I(p,xQ, E,Q) est à_ valeurs réelles alors pour \ t \ suffisamment petit on 

a xt G X+ , où (x^,K^) - exp t H^Cx^E,^). 

Démonstration : Soit K  = supp u. Alors N  K cp (0 ) par le Théorème 8.6 (où direc-
tement par le Théorème de Holmgren classique). Donc si f et g sont des germes de 
fonctions C qui s'annulent sur p (0) , elles s'annulent aussi sur N K ex donc 
{f,g}L* K = 0 par le Corollaire 8.8. Par itération on trouve f|N*K = 0 pour toute 
f G I(P»*0,ç0) ce qui donne (A) et (B) résulte du Théorème 8.7. 

Pour illustrer le résultat le lecteur pourra réfléchir au cas trivial où P est 
donné par un champ de vecteurs. Il y a aussi des applications moins évidentes : 

Soit i P = Q1 + i Q2 ou - P = l Qj où Q1,-.-,Qd sont des champs de vecteurs analy-

tiques et réels. 

Rappelions d'abord un Théorème de Nagano [N] : 

Théorème ff.10 : Soient Q1, ...Qd des champs de vecteurs réels et analytiques, dé­ 

finis près de xQ G  JR
n et_ soit % l'algèbre de Lie engendrée par Q,1. .Q23 et_ de_ ses 

commutateurs. Soit k = dim S £ (Xq) où_ ̂ zt(xQ) = {V(XQ) ; v  G  ̂} .  Alors il existe  
une variété réel-analytique Y a JR de_ dimension k, telle que X Q € r et_ (x) -

T X ( Y ) pour tout x G r. (De plus Y sera unique dans des voisinages "convenables" de  
X

0 ÊÎL ̂  r°n demande en plus que Y soit connexe, fermé). 

Des Théorèmes 8.9, 8.10 on déduit le résultat suivant de Zachmanouglou [Z], 

d 
Théorème 8.11 : gf Soit i P = Qj + i ggfd ou_ - P = \ Qj , où_ les gf sont des champs 

de vecteurs réels et analytiques sur X. S fil existe u € S)r (X) telle que Pu - 0, 

X Q € supp u cz X+ , alors 

(A) Tout Q G ^(Qj, .. **Qd) est tangent à {h = 0} en xQ . 

(B) Si_ Y = Y (Qj, ...,Q^) est la feuille de Nagano connexe fermée dans un petit  

voisinage sphérique de x^, alors dans un petit voisinage de X q qn_ a_ 

T(Q13...,Qd) cz 3 supp u c z X+ . 

Preuve du Théorème de Nagano (Derridj [D]). On démontre le Théorème dans le cas 
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plus général où on a un ensemble dénombrable de générateurs définis dans un voisi-
nage complexe de n de xQ = 0. Les cas k = 0, k = n, n = 1 sont triviaux. On suppo-
se par récurrence que le Théorème soit vrai en dimension n-1. Soit 0 < k < n la 
dimension de Ç £ (Q-p Q2,...) (0). On peut supposer que 0^(0) * 0 et après change-
ment de coordonnées que =  — -̂ . Pour j  ̂2 on peut remplacer Q. par Q. -

fj(x) j ^ - ,  avec fj(x) holomorphes dans fi, sans changer Ç£(x), x e fi. On choisit 

f .(x) comme le coefficient de -r— dans l'expression de Q. et on est donc ramené au 
à X^ J 

cas où Q. = Q_-(x, -r|-r) pour j ̂  2 et fdslks = -K- , x = (x1,x l). Nous avons 
oo 

Qj = I  xi Q j> v (x' , -||x) » J * 2 et on remarque que 
v=o 

(Ad Q l ) " Q j = u ! Qj.^ + x 1 ^ ^ ( x . ^ r ) . 

ce qui montre que S£'(x') <= ££(0,x') si Ç£' désigne l'algèbre de Lie engendrée par 
les Q. .  En particulier dim ̂ '(0) = k-1 et si r' est une feuille intégrale pour 
Ç£ ' (qui exist e par l'hypothèse d'induction) alors on peut prendre r  = ]-e,e[xr ' . 

9. ÉTUDE DES OPERATEURS DE TYPE PRINCIPAL PAR LA MÉTHODE D'OPTIQUE GEOMETRIQUE 

Dans cette section on montrera deux résultats sur la propagation des singulari-
tés analytiques pour des opérateurs de type principal. Le premier est dû à N. 
Hanges [Ha], les deux sont d'ailleurs des cas particuliers d'une conjecture de 
Hanges qui a été démontré par Hanges et l'auteur dans [Ha-Sj] et avec encore plus 
de marge des cas particuliers des résultats de la section 15 (obtenus en collabo-
ration avec A. Grigis et P. Schapira). Nous allons quand même traiter ces deux cas 
à part pour montrer comment la méthode d'optique géométrique s'intègre de manière 
simple avec le point de vue de Bros-Iagolnitzer. Cela nous donnera aussi un pré-
texte de plus pour traiter les équations de transport de manière directe. 

Soit X <= JRn un ouvert, (xQ,ç ) € T*X n 0 et P un opérateur différentiel à coef-
ficients analytiques de symbole principal p. On suppose que p(xQ,£0) = 0* 

Théorème 9.1 (Hanges [Haï ) : 9lL suppose que H^ admet une courbe intégrale réelle 

Y : [-a3a] T*X ̂  0 avec y(0) = (Xq3Iq) . Si u £ 2)'(X)3 WFa(Pu) n y(l-a3a1) = é 

alors ou bien y([-a3a]) cz Wa(u) ou bien y([-a3a]) n WFa(u) = 0. 
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Quand p est réel ceci est un résultat classique de Sato-Kawai-Kashiwara [SKK] 
et Hô'rmander [H]. Quand p n'est pas réel le résultat est en général faux pour des 
singularités mod C°°. 

Preuve du Théorème 9.1 : Pour a = (aY»aJ» soit 

v(x,a.A) = elA*<Xia) ,  4,(x,a ) = (x-ax)a + \ (x-ax) 2 . 

Soit Q(X,DX,A) = A~m P*(x,Dx), où m est l'ordre de P. Pour a voisin de (xQ,£0), x 
voisin de xQ, t e [-a,a] et a > 0 assez petit nous allons construire approximati-
vement w(t,x,a,A) = exp(-it AQ) (v). (Par un argument de recouvrement il suffit de 
montrer le Théorème pour a > 0 assez petit). Plus explicitement on veut résoudre 
approximativement 

(9.1) 
(Dt + Q) w = 0 

w(0,X,a,A) = v(x,a,A) . 

On procède par la méthode d'optique géométrique. Soit d'abord cp(t,x,a) la solution 
(locale) de l'équation eiconale : 

(9.2) am 
at + q(x,cpx) = 0 , <p(0,X,a) = IF/(x,A) 

puisque y est aussi une bicaractéristique pour q = p on vérifie aisément que avec 
(xt,çt) = r(t) et pour a = (x0,£0) : 

(9.3) cp(t,Xt,a) = 0 , cpx(t,Xt,a) = Çt ,  I m «P XX(T>Xt,a) > 0  . 

Quand a est près de (xQ,£0) alors cp(t,.,a) est une petite perturbation de cp(t,.,a0), 
ao = (x o '^ et donc inf Im c*)(t»-»a) est proche de 0 et atteint en un point x^(a) 
proche de xt. De plus L T ( A ) = |̂  (t,xT,A) est proche de £t-

On cherche maintenant w sous la forme a(t,x,a,A) exp iA cp(t,x,a) où 
-k 

a = Y a. (t,x,a) A doi t être un symbole classique analytique. Substitution dans 
o K 

(9.1) donne alors la suite d'équations de transport : 
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(9.4) L a0 = 0 ao|t=0 = 1 ' 

L al + fl(ao) = 0 al|t=0 " 0 • 

L ak + fk(a„ H ) = 0 ak|t=0 " 0 

où L z 
at 

n 
f 

i 

E aty gfq gf 
ax + s(x,a) avec s(x,a) analytique et fk(aQ,...»ak-1 

est une expression linéaire à coefficients analytiques, des dérivées de aQ,... » 3 ^ . 
Il est évident que l'on peut résoudre ses équations successivement dans un domaine 
complexe indépendant de k. Il est moins évident que a devient un symbole analytique 
mais ce fait (bien connu) sera établi plus loin. 

Désignons par a(t,x,asx) aussi une réalisation. Alors (Dt+Q)w est à décroissance 
exponentielle uniforme et w(0,x,a,x) = v(x9a,A) si w = a exp ixtp. Sans perte de gé-
néralité on peut supposer que u est à support dans un petit voisinage de xQ. Alors 
pour a dans un petit voisinage de aQ et t € [-a,a] nous avons modulo des termes à 
décroissance exponentielle uniforme : 

(9.5) fd 
dt 

(w(t,.,a,A),U) 
L 2 

f 
1-m 

P w,u) 
L 2 

À 
1-m (w(t,.,a,A)»Pu) 

fg 
0 

où la dernière équivalence résulte du fait que y([-a,a]) n WF (Pu) = 0. Si 

^ ( 0 t WF (u) pour t. e [-a,a] alors (w(t_, . ,a,x) ,u) 
f 

= 0 pour a dans un voisina-

ge de ™ e t intégrant (9.5) de 0 à t o n obtient (v(.,a,A),u) 7 = 0 et donc que 
O O t c 

Y(0) £ WF (u). Modifiant un peu notre argument on obtient aussi y(t^) t WFa(u) pour 

tout fdsd e [-a,a]. 

Théorème 9.2 : Soit T a p (0) une sous-variété réel analytique3 connexe de di­ 

mension 2 dont l'espace tangent en chaque point est engendré par HRe jl 3d^f fglmp. 

Si_ u € â)f (X) et_ r fi WF (Pu) = 0 alors ou bien T cz WF' (u) ou bien T n WFa(u) -hkk . 

Démonstration : On procède comme dans la démonstration du Théorème 9.1 avec la dif-
férence que la variable réelle t est maintenant remplacée par une variable complexe 
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z et que fsq sera remplacé par ds-̂fd=.fd . Soit q l'extension holomorphe de p et consi-

dérons le complexifié f  de r dans un voisinage du point aQ = (xQ,£0) € r . Alors 
Hp et Hq (vus comme des champs de vecteurs réels dans le domaine complexe) sont 
tangents à r et si p € ? est un point proche de aQ alors {exp z Hq(p) ; z E (C n voi-
sinage de 0} coupe r  transversalement en un point proche de aQ . 

Donc pour z € C n yoisinage de 0 nous avons 

def 
(9.6) T(z ) = ex p (f(z,z)Hq) o exp (z Hp) (aQ) € r 

où f(z,z) est une fonction réel-analytique. De plus on voit facilement que y est 
un difféomorphisme local ce qui permet de parametriser r  localement par z e C. 

Soit v(x,A,A) comme avant. Par une construction d'optique géométrique en deux 
étapes on peut alors construire comme dans la preuve du Théorème 9.1 : 

(9.7) w(z,x ,a,A) = exp(A f(z,z)P*) ° exp(Az P)v 

= a(z,x,a,A) eU^z'x'a ) 

pour (z,x,a) dans un voisinage de (0,xo,ao). Si l'on note fd =  (xz,£z) alors pour 
a = (xQ»^0) on a toujours (9.3 ) avec "t" remplacée par "z". 

Soit maintenant rQ > 0 assez petit, mais indépendant de u e ^'(X) et supposons 
que WFa(Pu) n iy(z) 6 r ; |z|  ̂rQ} = 0 sans perte de généralité on peut aussi sup-
poser que le support de u est dans un petit voisinage de xQ. Soit alors 

U(Z ,A) =  (W(Z,. ,a,A),u) 9 , 

alors pour |z | .< rQ et « dans un petit voisinage de aQ on obtient modulo des termes 
à décroissance exponentielle uniforme : 

gf 
8Z 

U E A 3f 

3Z 
(P ex p A f(z,z)P o exp A z P v,u) 9 

=• A af 
8Z 

(w,Pu) o = Q . 
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Après modification par un terme e 0 on peut supposer que U est holomorphe. 

Supposons maintenant que Y ( Z Q ) t WFa(u) pour un z avec |z| < rQ. Alors pour 
(z,a) dan s un voisinage de (zQ,a0) nous avons U = 0. D'autre part, pour tout e  >  0 
nous avons U(z,a,A) =#(eeX) pour |z | >$ rQ si a est assez proche de aQ. Appliquant 
une transformation de Mobius et le Théorème des 3 cercles de Hadamard on trouve 
U(0,a,A) =  0 pour a dans un voisinage de aQ et donc que aQ t WFa(u). Le Théorème 
résulte ensuite d'un argument géométrique simple. ^ 

Pour terminer cette section nous traiterons les équations de transport. Soit 
P(X ,Bx,A) un opérateur pseudodiff. analytique, formel, classique, d'ordre 0, défini 

près de (xQ,ç0) e C2 n tel que p(xQ,ç0) = 0, || (xQ,ç0) * 0 pour le symbole princi-

pal p. Soit cp(x) une fonction holomorphe définie près de xQ et qui vérifie 

(9.8) p(x,«p'(x)) = 0 , <p'(x0) = çQ . 

Soit H c t n un e hypersurface complexe, passant par x . telle que |£ (x_,ç )̂ dfsfdsd soit 

transverse à H en xQ. Après un changement de variables on se ramène au cas xQ = 0, 

H : xn = 0. 

Théorème 9. 3 : Soient v(x3X)3 w(x*,\) des symboles analytiques classiques formels  

d'ordre 0 définis près de 0 dans (P et_ 4?1 * respectivement. Alors il existe un sym­ 

bole u dans la même classe tel que 

(9.9) A ^ A ( P P e 1 ^ u = v ,  u\s = w. 

Démonstration : Par l'astuce de Kuranishi et.c. nous savons déjà que e~1Acp P elAcp 
est un opérateur pseudodifférentiel et le problème est réduit au cas £Q = 0, ip = 0. 
Après un changement de variables qui ne modifie pas H on peut aussi supposer que 

f f r (x,0 ) = 0, jljll (x,0) = i c.a.d. p(x,ç) = içn + 0( U | 2 ) . 
3 £ 

Si l'on écrit P = Y p.(x,ç)A ,  p =  p, alors la première partie de (9.9) devient 
o K  0 

(9.10) du 
3xn 

+ p^(x,0) u(x ,A) +  A  Au = V 

où 
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(9.11) A = l 
k+|a|»2 

156 
a! 

p [ a ) (x.O) D" . 

et comme nous avons déjà remarqué, si 1'on regroupe les termes avec la même homo-
généité dans (9.10) alors on trouve une suite d'équations de transport qui vont 
déterminer u de manière unique dans un voisinage convenable de 0. On remarque aussi 

00 -V 
que A = l x~ A. est un opérateur différentiel d'ordre infini du même type que dans 

2 K 
la section 1. 

Soit 

ft = {x e cn ; 
Ix'l 

R fd 
K l 
r 

« 1 

où R, r > 0 sont assez petits pour que Q soit contenu dans le domaine de définition 
de v. On suppose sans perte de généralité que w = 0. Après conjugaison avec 

exp p ^ dxn dans (9.10) on peut aussi supposer que p^(x,0) = 0. Pour 0 < t < r 

on définit ß t c C n par Ix'l 
Rt 
r 

+ 
lxnl 

r-t 
< 1. Soit a(x) holomorphe sur n = nQ et telle 

que pour un k > 1 : 

Soit 

sup |a| < C(a,k) t"k , 0 < t r . 
sq 

(a r 1 a - J a(x',yn ) d y n 
o 

Alors sup |(aY )_1 a|  ̂C(a,k) f s~k ds = 
ßt n t 

C(a,k) 
( k - l ) ^ " 1 

-k 
. Soit maintenant a = Y a, (x)x 

2 K 
un symbole d'ordre - 2 sur Q tel que 

(9.12) 
llakHfi+ = snuP lakl < 

f(a,k)kk 

tk 
, 0 < t < r 

où la suite des (meilleures) constantes f(a,k) est au plus à croissance exponen-
1 1 °° U 1 

tielle. Alors b = ( y 3 ) " a = J" b. x " où b. = (3 )  a.+ 1 et donc 
n i n 
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(9.13) | | b k | | 0 t < 
f (a ,k+ l ) 

k tk 
(k+l)k+1«2e f (a ,k+l )kk 

tk fds 

donc f(b,k)^2e f(a,k+l) si l'on définit f(b,k) comme dans (9.12). Soient 

l | a | | y = ^ f ( a , k ) y k , | | b | | y = J f(b,k)yk 

Alors, 

(9.14) Il M l ̂  2e ï  f ( a , k + l ) p k = 
2e 
fd 

sfqfqfq 

L'équation (9.10) avec donnée initiale 0 peut s'écrire 

(9.15) u  + ( 1 
A 

av )_ 1 Au = v , où v = 
xn 

1 
A 0 

1 
A xnfdsfez 

Ici v est d'ordre 0. Si l'on définit || A|| comm e dans la section 1 alors 
|| A|| y = é>(y2). Comme dans la section 1 on voit aussi que || Au 11 y < || A|| y || u|| . 
Donc avec (9.14) on obtient 

u ( 
i 
X 

3X f 1 Au|| < C u H u|| 
n M 

où C > 0 ne dépend pas de y. Il est alors clair que || u|| <  «> pour y assez petit. 
Donc u est un symbole analytique. 

Voir aussi la Remarque 12.13. 

10. LA METHODE DES LAGRANGIENNES NON-CARACTERISTIQUES 

Il s'agit de vieilles idées qui sont bien connues par exemple dans le contexte 
du Théorème de Holmgren. Elles sont également bien connues dans le contexte micro-
local, par les experts de la théorie des hyperfonctions. Classiquement on cherche 
à déformer des hypersurfaces ou domaines pour obtenir des résultats de prolongement. 
Nous donnerons ici une version assez directe à l'aide des espaces H^ . On démontrera 
aussi quelques résultats de propagation de singularités qui malheureusement sont 
tous contenus dans les résultats de la section 15 (obtenus ultérieurement). Il n'est 
cependant pas du tout clair que la méthode plus élaborée des sections 12, 13, 14 
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(et qui contient d'ailleurs implicitement des déformations non-caractéristiques ) 
soit dans tous les cas la meilleure. 

Soitftc=czCn un ouvert et 3> € C1'1 )̂ une fonction réelle. Ici C1,1 )̂ désigne 
l'espace des fonctions de C*(fi) dont les dérivées premières sont de classe Lipschitz 
sur fi". Soit P(x,£,x) un symbole analytique classique d'ordre 0, défini dans un voi-
sinage de A$ = {(x, y || (x)) ; x e fi}. Pour u e Ĥ oc(fi) on pose alors 

(10.1) Pu(x.x) = ( ^ ) n f i eix(x"y)e P(x,e,x) x(x,y) u(y) dy de 
r(x) 

où r(x) est le contour singulier : e = y ||- (x) + -ç- j^Iyj et où x e (^(fixfi) véri-

fie : 

x(x,y) = 1 pou r |x-y | < DQSQSQ d(x,Cfi) , 

x(x,y) = 0 pou r |x-y | ^ld(xsCfi) . 
Ll 

(L'existence d'une telle fonction sera établie dans la section 12). Ici les cons-
tantes CQ > 0 et c1 > 1 doivent être assez grandes pour que (x,e ) reste bien dans 
le domaine de définition de P(x,e,x) pour (y ,e ) € r(x), (x,y) e supp x. On demande 
aussi que 

(10.2) 2 3$ 
1 3X 

(x) -2 3$ 
1 ax 

(y) 1 
4Co 

pour |x-y| < 1 
cl 

d(x,Cfi) . 

Alors sur r(x) n supp x on a 

eix(x-y)e-x($(x)-(i)(y)) 
< e 

3X 
4̂ o 

|x-y| 

Pour u e H^oc (fi) on a 

(10.3) a  Pu € L2^loc , $1(x) = <D(X) - 3 
8CoCl 

d(x,Cfi) . 

Pour $ e C cec i résulte de la formule pour 3 Pu que l'on établira dans la section 
12 et pour $ e C*9*(fi) on obtient ensuite (10.3) par un simple argument de régula-
risation. 

67 



J. SJÖSTRAND 

Plus généralement, si cp G C*(fi) n C(fi) et 2 acp 
1 3 X 

2 a$ 
1 3X 

1 

4Co 
alors pour 

u e u\oc(n) on a Pu e L2'loc(fi), ï Pu e L2Joc(fi), où cp^x) = cp(x) -cp c p cp i -« • 
1 

4CoCl 
d(x,Cfi). 

En effet, pour |x-y| ^ 1 d(x,Cfi), (y,e) e r(x) on a 

|eiA(x-y)e-A(cp(x)-cp(y)) | = |eiA(x-y )e-A($(x)-$(y))-A((cp-$)(x)-(cp-$)(y)) | 

A 
FD |x-y| 

« e FD 

Si près d'un point xQ € fi, cp est aussi de classe C1'1 et P^u dénote un opéra-

teur muni d'un contour régulier adapté à cp, alors pour u e HCJ)°C(̂ ) on a Pu - P^u =0 
dans H .  Ceci se démontre par la formule de Stokes. <P,xQ 

Proposition 10.1 : Soient P, çi, $ comme ci-dessus, vérifiant (10. 2) et_ soit 

cp € C(iï) H C1' 1 (u), telle que 

(10.4) *\m * *|an * I 2 acp i dx 
2 3$ 
i dX I ^ 1 4C 

o 

3 

(10.5) ip(x) < %(x) =*• p(x, 2 3tP г 3 ^ 
) * O . 

Ici $ ̂  $ est dans C(tt). Si u £ H^OC(çi), P u € L^loc , alors u €  KLMO SQ (n). 

Démonstration : Soit ^1 fi.  Alor s si P^ désigne l'opérateur P muni d'un contour 
régulier r(x) convenable, adpaté à <P, on trouve à l'aide de la formule de Stokes 
que pour toute fonction u, holomorphe dans fi, 

Il Pu -Рфи И 
vxwfsq 

f С е-еЛ||и|| 
cxwcw 

oû ^ 1 ce Q0aczçiet C , e > 0. Ici | | Il LPMOLPfdMS désigne la norme L su r FD pour la me-

e-2Acp(x) L ^ D X ^ S I Qu déSigne l'opérateur, obtenu en remplaçant P(x,e) par q(x) = 

p(x, y |̂ ) dan s la formule intégrale pour P^u(x) on voit que 

II Qu-Рф" II 
cxwccx 

.< С А"1/2 II u| 
cxwcw 
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Avec r(x) choisit convenablement, on trouve à l'aide de la phase stationnaire comme 

dans l'exemple 2.6, que 

Il Qu-q.u N 
L.«(°i ) 

« C e" e X 
ull GF (fl2) 

Donc pour toute fonction u holomorphe dans fi , 

I P u - q.u I 
G FG 

C A" 1/2 1 |2, GF 

Pour un e > 0 donné, prenons maintenant fij = {x € fi ; tp(x) < $(x) - e}. Alors 
1 

1 
est borné sur fi ̂et on trouve 

ul 
' L 2 DGF 

< c . q.u| 
L2 ,(«1 

: C1(|| P U V [fi-j 
A"1/2 u 

L2 GF 

Donc pour A assez grand : 

Il u|| GF GF 
? 2Cl, Il Pu 

"L2 GF 
+ A"1/2 u 1 2 (fi2^ fi^ 

Nous avons ip ̂  $ - e dans fi2 ̂fi ̂et si u vérifie les hypothèses de la proposition 

on en déduit que : 

ul 
'L2 GF 

^ C(e) e2 2 e A 

Quand e 0 , fi ̂tend vers (x e fi ; ip(x) < $(x)} et on trouve bien u e rtloc 
GF (a) 
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Dans les applications on a u e H^0C(W) où W <=c C n est un ouvert et ficcW, 

<ï> e C1'1 )̂ et P^u|̂  € L|^oc(fi) Pour un e > 0. Ici P û est défini avec un contour 

régulier adapté à o. Quitte à modifier e > 0 on a plus explicitement 

(10.6) pou(x>A) = ( À ) " \\ eiX(x'y) e P(x,e,x) u(y) dy de 
r(x) 

où r (x) est le contour e = 2 
S 

3$ 
3X 

(X) + i 
C d 

O 0 

(x-y), Ix-yI ^ dQ , où dQ < d(fi,CW) est 

assez petit pour que 

S 2 
S ( 

a* 
3x (x) -

3$ 

3 X (y) )i <: 1 
4Co 

pour X e fi , |x-y I d Q 

Comme avant on peut remplacer r(x) dans (10.6) par le contour singulier 

e = 2 3$ 
1 3x 

(X) + i 
co 

(x-y) 
x-y 

et avec x et P comme avant (et Ĉ  > 0 telle que 

d(x,Cfi) 

ci 

« dQ) on obtient 

(10.7) Pu -  P^u e L | ' 1 O C (B) . 

Ici IO est défini dans (10.3). 

Supposons maintenant en plus, que u € H^o c (fi), où S G Lip(fi) et 

S 2 
T H 

3$ 
3X 

3$ 
3X ) S 1 

^0 
. Alors on obtient Pu € L2,1o£ (fi) . Puisque 

mirr($,max($2>$-2e ) ) 

min(a,max(b,c)) max ( a+b 2 
a+c 
2 ) on a alors 
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Pu € L2'l0C 
max ( 1 

2 
fqsdf 3 

î e c ^ d(x,Cfi), fsq 
2 

- e ) 
. On peut toujours supposer que ? < 

quitte à remplacer $ par min ($,$), et alors 

Pu e L2»1oc 
max 0 1 2 

($+?) - 3 
fqae 

(n) • 
d(x,Cfi),$-e) 

Corolla-ire 10.2 : Soient çiy C , C^ comme précédemment, Q czczW où^ W est un ouvert. 

cderfsafadsdq On suppose que u € H^°°(W)y P ^ | n £ L2^}^ (Çi) où e > 0 et_P^ est_ donné 

par (11.6) avec d vérifiant les conditions supplémentaires données après (11.6). 

Soit $ >$ $ une fonction Lipschitzienne sur fi telle que 2 
i 

9$ 
dx 

3$ 

dx ) 
fs sf 

7 

fs 
et sup­

posons que u € H1OO(ÇI). Soit <p € CffiJ n C J ffij telle que cp ̂  $ gur 3fi, 

d 2 
f 

9cp 
9# 

9$ 
dx' 

) 
f 

f 
3 

4(7 
o 

et p(xs 2 3cp 

i dx * # sur fi. 5£ £n plus cp >y max ( 
,1 

2 
($+ì) -

3 
16C cn o 1 

d(x,CQ.),$ -e), alors u € Hlo° (QJ. 

Ici on peut diminuer fi sans changer e , CQ, e t le Corollaire 10.2 est encore 
valable (mais il faut en général modifier le choix de tp). 

Comme la première application nous allons démontrer un résultat important de 
Kawai-Kashiwara [KK] sur la propagation des singularités analytiques pour des opé-
rateurs microhyperboliques. Soit d'abord p(x) réel-analytique défini près de xQ € 
]Rn. Si yQ e IR n on dit que p est microhyperbolique en xQ dans la direction yQ, 
s'il existe un voisinage réel VQ de xQ et eQ > 0 tels que p(x+it y ) * 0 pour x e 
VQ, 0 < t  ̂eQ. D'après une version microlocale du théorème des tubes de Bochner 
due à Kashiwara [K] (voir aussi Komatsu [Ko]) il existe alors des voisinages réels 
V de xQ et W de yQ tels que p(x+ity) * 0 pour x e V, y e W, 0 < t  ̂eQ. Cette 
"stabilité" dans la définition de microhyperbolici té est très importante, une pre-
mière conséquence est que la définition s'étend au cas où IR n est remplacé par une 
variété analytique et yQ par un vecteur tangent. Si l'on remplace x par (x,£) et 
p = p(x,£) est le symbole principal d'un opérateur différentiel P, on a alors une 
définition évidente de microhyperbol ici té pour P en un point (X0»S0) £ T IR n *̂  0 
dans une direction réelle (yQ»n0) € fd ^  ^(T ]Rn  ̂0). 

71 



J. SJÓSTRAND 

Théorème 10.3 (Kashiwara-Kawai [KK]) : Soit P un opérateur différentiel à coef­ 

ficients analytiques défini dans un ouvert X cz JRn. Soit (x , £ ) e T X ̂ 0 et \p(x, O 

€ C (V) une fonction réelle , nulle en (xo>^o)y telle que P soit microhyperboli­ 
gue en (Xq9 dans la direction H^. Ici V cz T X ̂ 0 est un voisinage de (XQS KQ) . 
S^u € £>'(X)j (x0>Z0) £ WFa(Pu), {(x3V e V ; ty(x9V <. 0} n WF (u) = tf3 fqqfagfdlormpls 

fql, sho, shldfm 

Démonstration : Sans perte de généralité on peut supposer que es t analytique. 
Pour 6 > 0 assez petit on pose 

il> =  if ; - s 3 

ji 
+ ô((x-x0)2 + (ç-ç0)2 ) . 

On peut aussi remplacer V par la boule (x-x Q) +  (£-£ 0) ^  o • Alors P est microhy-
perbolique en tout point de V" dans la direction e t $(xo>£0) < ^(

X

0>C 0) =
 0 P e n~ 

dant que $ > if> sur aV. Donc ^ 

(10.8) WFa(u) n aV n ef  ̂0} = 0 

et il suffit de montrer 

(10.9) WFa(u) n V n fzf < 0} = 0  . 

On fait maintenant une tf. de FBI ; T qui transforme T 1R e n A e t par abus 

de notation on désigne encore par P, p, § les quantités transformées. On sait donc 
que p|. * 0 si $t est telle que A$ =  exp i t H% (A$ ), 0 < t < tQ . 

if, O 

En général, si q(x.ç) est holomorphe et cp(x) est une fonction réelle de classe 
2 
C qu i vérifie q(x, 

2 
u 

acp 
ax d st une variété Lagrangienne pour cette forme certains 

à Hq et gdgd sont tangents à ffd = {£ = 2 
f 

a<p 
ax } . (Aussi, comme on le verra dans la 

section 11, Re q et Im q sont en involution pour la forme symplectique réelle Im o = 
n 

Im l d Ç j A d X j , e t fdA^ est une variété Lagrangienne pour cette forme). Appliquant ces 

observations à  T  + i$g(x,ç) on voit que l'on peut prendre $t = $(t,x) comme la solu-
tion du système de Hamilton-Jacobi (e n involution pour Im a) 
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(10.10) 

2 3$ 
l 3t 

+ i $(x, 2 3$ 
1 3X 

) = o 

$(0,x) = $Q(x) 

Ici on se restreint à 0 < t < eQ et on observe que 

*(t,x) = $Q(x) + t 
2 

ds 2ds 
1 3X 

) + 0(t2) . 

Soit V ct l'ensembl e qui correspond à V et W un petit voisinage V. Les hypo-
thèses sur WFa(u) entraînent que U = Tu € fdsfdf (W) où <l>  ̂<x>Q et $ < <D sur 3V n 
{$4 0} . Ici $ est une petite perturbation de $_ dans la norme de C2 et pour un 
e >  0 assez petit nous avons PU e fdfdsf _2e^V*̂ Alors pour tQ > 0 assez petit on a 
^(^o^x)  ̂S sur aV et même 0 

$(t0»x) > max ( 
d 
d 

dq esddq 3 
mrz7 

o 1 

d(x,CV), $0 - e) dan s V . 

En effet, cette inégalité est triviale quand $  ̂C tQ Gar alors $(tQ,x) > $Q et 
dans la région $ C  tQ et pour tQ > 0 assez petit on a 

1 
d 

($+$) - 3 
16C c, 

0 1 

a. 

d(x,CV) < $ - a , 

où a > 0 ne dépend pas de tQ. 

On peut alors appliquer le Corollaire 10.2 avec cp = ®(tQ,x) et on trouve 

U e H^oc (V) pour 0 < t <: eQ si eQ est assez petit. Donc U = 0 dans fdfd x pou r 
tQ o  1 

tout zfds £Ï avec ^( x̂  < 0, et par FBI inverse on obtient (10.9). 
ds 

Comme notre deuxième application nous allons considérer certaines " pertur-
bations" d'opérateurs étudiés par Bony-Schapira [Bo-Sch]. Soit V cT JR n la variété 
involutive donnée par ç" = 0, où on écrit x = (x',*"), E, = (£',£"), ç" e IRd. Soit 
rQ c V la feuille bicaractéristique donnée par x' = 0, ç* = (1,0,...,0), ç11 = 0. 
On considère un opérateur différentiel P, à coefficients analytiques, défini dans 
un voisinage X de 0, tel que le symbole principal p vérifie dans un voisinage W de 
(0>TIO) = (0,(1,0,.. . ,0)) les conditions : 
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(10.11) p = £ (d )  , où d =  d (x,ç ) désigne la 
o o  o 

distance de (x,ç) à rQ , 

(10.12) PlV = ^(dî ) » vP|v = 1 o  1 

(10.13) Sur r Q on a < v, p"v > * 0 pour tout vecteur 

tangent réel v  = (t »tc) avec t» * 0 . 

L'hypothèse (10.12) entraîne que T V  est dans le noyau de p" et (10.13) est une 

condition d'ellipticité transversale (par rapport à V). A l'aide de (10.12),(10.13) 
on obtient dans un petit voisinage complexe de (0, TÏQ) : 

(10.14) p(x,ç) * 0 pou r |Im +  |x'|2 + Ic '-r^l2 < 1 
Co 

|Re ç"| . 

si la constante CQ est assez grande. En effet, il suffit d'écrire le développement 
de Taylor : 

(10.15) p(x.ç) = I  aa(x,ç)(5l,) a + ô((|x'|2 + Iç'-^l2) | çH | + |x'|4 + k'-^|4) 
|a|=2 

Théorème 10. 4 : Supposons en plus que Y ̂  f i W soit connexe. Si u €  3) ' (X)3 
WFa(Pu) P I w n Yq = tf3 alors ou bien Y Q f i W H  WFa(u) = 03 ou bien YQ fi W cz WFa(u). 

Ce résultat est dû à Bony-Schapira dans le cas où (10.11), (10.12) sont rem-
placées par la condition plus forte : p = #(dw). Le résultat sera encore généra-
lisé dans la section 15. 

Preuve du Théorème 10.4 : On applique d'abord la tf. de FBI 

(10.16) T„(x.x, = I . " ( W / 2 - y V u ( y ) d y 

pour laquelle $ = 1 
2 

2 
(Im x) , A$ : £ = - Im x. Le point (0,nQ) se transforme en 

(0,0), le complexifié V de V est conservé pendant que la feuille complexe rQ 

devient x' = £' = 0, £" = 0. Si p est le symbole principal de l'opérateur trans-
formé, P, alors (10.14) devient 
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(10.14) P(x,ç ) * 0 pou r |I m ç" | + |x"|2 + U ' | 2 < 1 
Co 

|Re ç"| , 

dans un voisinage de (0,0). 

En termes de fonctions poids (10.14) s'écrit 

P(x, 2 a* 
1 3X 

(x)) * 0 pou r 

(10.14) fd f 
9 Re x" 

fd + |x'|2 + fd fd 
gh 

3 U; 
ax1 

fd f < l 
Co 

dû) 
3 Imx" 

fd 

et (x, 2 
El 

d\b 
ax fi 

dans un voisinage de (0,0). 

Nous avons besoin du Lemme suivant ; 

Lemme 10.5 : Pour tous r^ r^ € ]0,1], C > 0> 'VL_ existe une constante e > 0 et 

une fonction IQO(X") G Clj 1 ({ \Re x"\ < r^ \lm x"\ ^ methode telle_ gue_ 0 < ip^ < 

1/2 (Im x") y tyQ est radiale en Im x" et 
8<p 

3 Rex" 
fd 

fd 
fd1 
C 

acpo 
a|Imx" I 

dfdsfqfsffdgdsfeete 

quand. \Re x" | R11 où \lmx" | - r212 <P -  0 pour \lmx" \ ̂  e(r^ - \Re x" \ ). Fina-

lement on peut choisir e , (p^ telles que \\ <ç>Q \\ i 1 ̂  y — ^ es^ une aone] tante qui 

ne dépend pas de r^y r^ C. 

Preuve du Lemme 10.5 : Soit 

x(x") = 
(|Im x"| - s(r2 - |Re x"|2))+ 

(r2 - e(r2 - |Re x"|2)) 
lf9 

où a, = max(a,0). Alors x(x') est Lipschitzienne et même C l à où x * 0. Dans la 
région x * 0, on obtient les estimations uniformes en r ,̂ r2 et e < r2^2rl : 

a 
a Im x" 

x ^ 1 
r2 

9 
a 

a Rex" 
x = 6{ fd 

r2 
) 9f 

v2,, X - * ( • 
d 

r2[ Im x I f f 

On pose alors cpQ(x") = g1 
f 

2 2 
r2 x e t on vérifie les propriétés voulues (avec e > 0 

assez petit). 
fd 
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On se place maintenant dans un domaine : 

fi : |Re x"I < r1 , |Im x"| < r2 . |x'| < |Im x"| , 

avec r^ r 2 assez petits. Avec C = CQ où CQ est donnée dans (10.14) on choisit 

tp0(x") comme dans le lemme et avec une constante C-^ > 0 assez grande on considère 

*t(x) = |x' I2 + C1 |Im x"| |x ' I2 + cp0(x") + t(Im x")2 

pour 0 <c t < 1. On prendra r2 < 1 
Cl 

. Alors ip t est continue sur fi et de classe C*** 
sur fi. La norme C*'1 de ^t peut être majorée par une constante qui ne dépend pas de 

ro' rl9 ^1' ô (cïu1"t"te à choisir "e " assez petit dans le Lemme (10.5). Ainsi ^ 
sera aussi proche de 1/2 (Im x")0 que l'on veut dans la norme C , quitte à choisir 

r2 > 0 assez petit. 

Nous avons ̂ |3ß » |x"|2 + <P0(x")|3ß » 1 'A 
2 

I Im x" I |9fì. Si C1 est assez grand, 
0 < t v< 1 on a aussi dans fi 

gfd gfd 
8 Re x" 

+ n x' I 
2 

+ 
9*t 
ax' 

3 
< i 

Co 
gf 3*t 

Tmx^ 

Si r2 est assez petit, en fonction aussi de U = Tu, on peut alors appliquer le 

Corollaire 10.2 avec cp = t̂ , 0< t ^ 1 . Faisant tendre t vers 0 on obtient : 

(10.17) Tu e H]oc (fi) . 
vo 

La seule contrainte sur r1 est qu'il soit assez petit pour que l'on ne rencontre 
pas la région correspondant à WFa(Pu). Soit p1 < r1. Alors pour e Q >  0 assez petit 

on a i |;0(x) = |x'|2 + C1|Im x"| |x'|2  ̂2 1x' | 2 pour |x'| « | Im x"| < eQ, | Re x" | «  p  x. 

Puisque u 
d D Im x[ fd « 2 I x' I 2 pour D Im x" I d d x' dI on a donc 

(10.18) Tu e Hloc ,  , 
2|x'|2 

dans la région |Re x" | <  p ^ , | Im x" | ^  eQ , |x' | < eQ . Ic i 2|x'| es t trivialement 
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pluri harmonique en x" et on peut appliquer le principe de maximum à x"-^e~2x'x' Tu 
pour conclure que si Tu = 0 dans H. n alors Tu = 0 dans H. /x,, n N pour tout x* réel 

$>U $,(xQ,0)
 r o 

avec |xQ| < p 1 . Nous avons alors montré que si (0»nQ) £ WFa(u) alors (xo»0,no) £ 

WFa(u) pour |xQ| < ç> y Le même argument marche si l'on remplace (0>nQ) par un autre 

point sur r Q n W et on obtient le Théorème 10.4. ^ 

La version invariante du Théorème 10.4 est la suivante : Soit r c T X^O une 
sous-variété réel-analytique connexe et isotrope pour la 2-forme symplectique. On 
suppose alors que le symbole principal p vérifie dans un voisinage de r : 

(10.19) p = ô{d2

v) , 

(10.20) Si V est une sous-variété involutive dont r est une feuille 
bicaractéristique, alors 

vp| v = 0(dj) > P|v = 0( dJ) • 

(10.21) < p % , v > * 0 pour tout 0 * v € N r(V). 

Il est facile de voir que (10.20), (10.21) ne dépendent pas du choix de V car 
pour p € r on a Tp(V) = ^ ( r ) " 1 , l'espace orthogonal de T ( r ) pour la forme symplec-
tique. 

Soit 26 une transformation canonique qui envoit V localement sur ç " = 0. Alors 
modulo un changement de variables en y, il est bien connu qu'il existe une fonction 
<p(x,n) réelle et analytique de 2n variables telle que soit donnée par 

2 

( I 5 2 (x ,n).n) + (x> !£) et bien entendu det * 0. On peut alors considérer 1'o-

pérateur Fourier intégral formel, Ru(x,x) = JJ e 1*^*' 1 1^ 1' 1 ̂  u(y) dy dn et faire 

le composé formel ToR où T est comme avant. Pour calculer ce composé, on applique 
t ^ Ry sur le noyau K(x,y,x) de T et on trouve alors une nouvelle Tf. de FBI, T qui 

transforme P en un opérateur P  du même type que dans la démonstration du Théorème 
10.4. On obtient alors, 

* 
Théorème 10. 4 ' : Sous les hypothèses plus générales (10.19)-(10. 21)3 où r c f X^O 
est une variété réel-analytique isotrope et connexe^ si. u € S) ' (X)3 Y fl WF^(Pu) - tf> 

alors ou bien r fl WF (u) = S ou bien T a WF (u). a a 
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Ce Théorème s'applique au Laplacien de Kohn sur une hypersurface réelle de t 
qui contient une courbe complexe, voir la section 15. 

11. VERS UNE THEORIE GENERALE 

Dans la partie géométrique on s'est inspiré de Senapira [Sch] qui a observé 
l'intérêt de distinguer entre Re Q et Im a quand on travaille dans le domaine 
complexe. Ici o = z d ç. A d z - , z. = x. + iy., ç. = ç. + i n. , j j  j  j  J  J  j  J 

Re o = 
1 
d 

(a+c) = z d S j A d X j - d r i j A d V j 

Im a = fD 
m 

( G - a ) = E d C . A d y . + dn. A dx - . 
J J  J  J 

On vérifie que Re a et Im o sont des formes symplectiques réelles, c.a.d. des 2-
formes fermées et non-dégénérées. Par exemple Im c devient la forme symplectique 
standard sur ]R^n * IR2n si l'on pose X = (y»x), = = ( £ , T I ) . 

Nous avons donc une géométrie symplectique complexe et deux géométries symplec-

tiques réelles données par a , Re a, Im a. Etudion s d'abord la relation entre les 

champs Hamiltoniens. Soit r = p + iq une fonction holomorphe (définie sur un ou-

vert de C2 N ) . Les équations de Cauchy-Riemann ; 3p + i 3q = 0, 3 p - i 3q = 0 en-
traînent 3 p = i 3q, 3r = 2i 3q. Soit Hr € T1 0((C2n) <= C ß) T(C2n) le vecteur Ha-
miltonien (holomorphe) défini en tout point par Hr J o = - dr (où on observe que C J 
est une (2,0)-forme et dr est une (1,0)-forme). Explicitement, H =  £ 3r 3 

3ci 3z0 
3r 3 
3 Z . 3 Ç . 

3 3 
Par définitio n o n a don c (e n t o u t p o i n t ) < a s t A H r >  =  - < dr,t > pour 

tout t € T1 Q(C ). Cette relation est encore vraie trivialement pour t e TQ ) . 

donc pour t ^C ®  T (C2N) et en particulier pour t € T( C 2 N ) . Soit Ĥ . le champ de 

vecteurs, réel, associé à Hr, c.a.d. Hr € T((C )  est défini par Hp - Hr t. TQ y 

Alors < a, tA(Hr-Hr) > = 0 pour Vt € c ® J(t ) donc < a,tAHp > = - < dr,t > et 

on déduit que 

(11.1) Hr J Ö = - dr . 

Séparant les parties réelles et imaginaires on obtient 
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(11.2) Hr J Re c = - dp ,  H r J Im a = - dq . 

Soient d'autre part H*"1 a, HRe ° les champs Hamiltoniens pour Im o et Re o respec­

tivement. Alors par définition 

(11.3) H*m ° J Im a = He ° J Re c = - dp 
P P  K 

(11.4) H j m a J l m a = HnReojRe o = - d q . q q 

Comparant avec (11.2) on trouve 

(11.5) hT =- HRe ° = HIm a r p  q 

La même discussion s'applique aussi à ir = - q + ip : 

(11.6) _ uRe a _ I m a 
Hir - Hq "  HP ' 

Une conséquence immédiate est que p et q sont en involution pour Im c : 

{p,q}Im ° = Hjm °(q) = - Hje a(q) = 0 . 

En général, les champs Hamiltoniens conservent la forme symplectique : 

X (Ü>) = о , 
1616 ' 
p 

où o) est une forme symplectique réelle, p est une fonction réelle de classe C e t 
S£ désign e "dérivée de Lie". 

'Proposition 11.1 : Soit p(z3K) une fonction réelle de classe C sur un ouvert de 

€^n. A lors 

lm (kolo + 159)m 

pds 

2 
i 

3 dp . 

Preuve : On a 

(11.7) ^ I m a (R e =  Hjm a  1 d Re a + é{\\f ° J Re a ) = d(HJm a -I Re a) 

P 
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puisque d Re o = 0. Pour calculer H*™ ° J Re 0 en un point donné, on peut supposer 

que p est linéaire, donc pl.h. ; r = p + iq, 3 r = 0. Alors par (11.6) : 

Hp"1 0 J Re c = - HRe 0 J Re 0 =  dq = 3 q +  3 q =  i 3 p -  i 3 p . 

Substitution dans (11.7) donne 

11.2) on trouve grtdsfd fds 

fd 

1 
u 

3p - 1 
il 

3p) = f 
1 

3 3 p . fd 

Suivant la terminologie de Schapira [Sch] , on dit qu'une variété A dans C es t 
I-Lagrangienne (resp . TR -Lagrangienne) si A est Lagrangienne pour Im G (Re G). Si 
A est une variété I-Lagrangienne C°°, telle que A 3 (z,ç) z  £ cn soit un difféo-
morphisme local, alors puisque d(Im(ç dc)|A) = Im GL = 0, il existe localement une 
fonction cp réelle C  su r A, telle que 

Im(ç dç) = - dcp , 

c.a.d. 

1 
f ç de - 1 

ff 
ç de = - 3cp - 3(p . 

Considérant q> comme une fonction de z on trouve alors l'expression locale pour A : 

C = 2 3tp i 3z 

Inversement si A est de cette forme alors A est I-Lagrangienne. (O n écrira A = A ^ ) . 

Les variétés qui sont à la fois I et IR -Lagrangiennes sont précisément les va-
riétés Lagrangiennes complexes. Une telle variété A s'écrit en coordonnées holomor-

phes, canoniques, convenables : ç = ^gdg, où r est holomorphe. Alors A = A ^ QÙ 
tp = - Im r. 

On dit que A est IR-symplectique, si Re o|A est non-déo^nérée. Comme exemple on 

observe que T IR n est I-Lagrangienne et IR-symplectique. Une variété I-Lagrangienn e 

de la forme A = A ^ est IR -symplectique ssi la forme de Levi ;  3 3 cp est non dégéné-

rée. En effet, puisque Cdz = 2 
f 

3cp sur A et 0 = d(Cdz), on obtient 
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(11.8) Re ok = (3+3 ) çdzL = bg 
b 

3 3  (p . 

Pour décider si cp est strictement pl.s.h. il faut savoir aussi quelque chose sur le 
choix des coordonnées (z,ç) et plus particulièrement sur le choix d'une variété 
C-Lagrangienne F (c.a.d. une variété complexe, Lagrangienne) que l'on ramène à 
z = 0. 

Pour analyser ce problème on commence par l'étude de la situation linéaire. 
Soit A c C12 un espace (linéaire) I-Lagrangien et F un espace C-Lagrangien t.q. 
F ifi A où "flj" désigne intersection transversale, c.a.d. F + A = C .  Alors après 
transformation (D-canonique (linéaire) on peut ramener F à z = 0 et A à A = LM M où 
cp est une forme quadratique réelle sur (D . 

Définifion 11. 2 : On dit que A est F-pseudoconvexe si cp est pl. s. h. 

Cette définition ne dépend pas du choix de transformation C-canonique, qui ra-

mène F à x = 0. En effet, si % es t C-canonique avec X(F) = F (supposant que F est 

déjà donné par x = 0) alors % = TC^o %^ où %^(y9n) =  (y»ri+Ay) où A est une ma-

trice symétrique et d^^»1^ = (^'^y^r\) où B est inversible. Il est évident que 

% l et % 2 conservent la pluri-sous-harmonicité pour les fonctions génératrices. 

Soit Lk(Cn) l'ensemble des plans I-Lagrangiens avec Re a|A de rang 2k. L°(C2n) 
est alors l'ensemble des plans C-Lagrangiens et Ln(C2n) est l'ensemble des plans 
I-Lagrangiens et IR -symplectiques. Soit (L°xLk)t = {(F,A) e L°xLk ; F fi A }. 

Proposition 11.3 : Soit (F3h) £ (L xL J tel que A soit F-ps.c. . Alors pour 

(F3K) €  (L xL J les propriétés (i) et_ (ii) sont équivalentes : 

(i) A est F-ps.c. 

(U) (F3 h) et (F, A) appartiennent à la_ même composante connexe de (L xL ) 

Démonstration : On suppose (i). Après une première déformation par une famille con-
tinue d'applications C-canoniques on peut supposer que F = F = {(x,ç) G C LP; x=0}. 
Alors A = A ,̂ MP = AM où les matrices de Levi de cp et cp ont le même rang k. On peut 
alors trouver une déformation continue [0,1] 3t -> cpt de formes quadratiques réel-
les telles que cpQ = cp, cp2 = cp est telle que rang LM  soi t constant, où L S,P 
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désigne la matrice de Levi. Alors t -*» (F,A )  donne une déformation voulue. 

Supposons maintenant (ii). Soit (FT,AT) » 0< t < 1, une courbe dans (L xL ) 
avec (FQ,A0) = (F,A) » ( F ^ A J ) =  (F*»ft). On peut alors trouver une famille continue 
de transformations C-canoniques Xt ave c ^^(F^ ) = F. Donc par transformation ca-
nonique (dépendant continûement de t) on ramène Ft à x = 0 et AT à MPL OÙ cp^ varie 

continûement avec t et le rang de i £ es t constant. Alors la pluri-sous-harmoni-

cité de cp = cpQ est conservée par la déformation et en particulier cp̂  est pl.s.h. . 

Donc !(. est F-pseudoconvexe. 

Quand A est I-Lagrangien et IR-symplectique, alors A est un espace totalement 
réel et on peut définir l'application C2N 3u -» û e C2N comme l'unique application 
anti-linéaire, égale à l'identité sur A- (On peut trouver des coordonnées C-canoni-
ques telles que A s'identifie avec IR2n). Si F est un espace C-Lagrangien, alors 
F rf i A ssi la forme Hermitienne i o(u9û) sur FxF est non-dégénérée. Disons que F 
est strictement négative par rapport à A» si cette forme est définie négative. Cet-
te propriété est évidemment stable par déformations continues dans (L°xLn)t et in-
versement si (F,A) et (F,A) ont tous les deux cette propriété, on peut après une 
première déformation continue supposer que A = X = IR2n. Alors on vérifie facilement 

a. 
que F et F sont de la forme £ = 

2 af 
jdfgf 

gfd 2 3f 
1 fg3X 

où f,? sont pluri-harmoniques, > 0 

sur JR . Il y a alors une déformation évidente de F en F. 

Proposition 11.4 : Soit (F,h) € (L°xLnJ^. Alors A  est F-pseudoconvexe ssi F est  

strictement négatif par rapport â A. 

Démonstration : D'après la Proposition 11.3 et les remarques précédentes il suffit 
de trouver un seul couple (F,A) G (L°xLn)t qui a les deux propriétés. On prend F : 

x = 0, A = Â  avec cp = n 
12 

|x| .  Evidemment A est F-pseudoconvexe. Nous avons A : 

hg 1 
EJ x et u -> u devient (y,n) -* ( 

1 
fl 

ri » 1 1 y). Donc pour u = (0,n) € F : 

01 
11 
a(u,u) = D U o ( ( 0 . n ) . ( 

gf 
gu iT.o)) = - |n| 2 

ce qui montre que F est négatif par rapport à A. 

Soit toujours A < = C2n un espace I-Lagrangien. Si Are0 (A° ) désigne l'espace 
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orthogonal par rapport à  Re a  (a ) o n pose L = A R E ° n A = AA. O n constate que L est 

C-isotrope et si V = LG est l'espace C-involutif correspondant, alors A c V. Si 

d = dimcL, alors dim£V = 2n-d et V/Vc = V/L est un espace (C-symplectique de dimen-

sion 2(n-d). Si A 1 est l'image de A dans V/L, alors A' est I-Lagrangien et IR-sym-

plectique (de dimension réelle 2(n-d)). Dans des coordonnées C-symplectiques con-

venables (x,ç) = (x',x",ç',£M) on a 

(11.9) A = {(x,ç) e c2 n ;  ç" = o, (x',ç') e lR2(n"d)} . 

Soit maintenant F c  CNM un espace C-Lagrangien transverse à  A. Alors F est 
transverse à  V et V n F est de dimension n-d, transverse à  L dans V. Donc la pro-
jection F' c V/L de V n F est de dimension n-d, clairement C-Lagrangien et trans-
verse à  A ' . O n peut maintenant choisir des coordonnées C-symplectiques telles que 
F :  x = 0, V : ç" = 0. On parametrise V/L par (x',£*) et alors F' est donné par 

x' = 0 pendant que A' : ç' = 2 acp 
i ax . Alors A  :  ç  = 2 9CD(X' ) 

ax' 
, c.a.d. ç" = 0, 

(x',£') e A1 et on déduit que A est F-ps.c. <=*A' est F' - ps.c. 

Proposition 11.5 : Soient (FQJK)3 (F^YK) €  (L°xLn ^)^ oû_ A  est à la_ fois F' et 

Fj-pseudoconvexe. Alors il existe une déformation continue [0,11 3 t F^_ de_ plans 

C-Lagrangiens transverses à A, qui relie FQ _ à Fj . 

Démonstration : On réduit d'abord A à  la forme (11.9). D'après la discussion autour 
de la Proposition 11.4 on sait alors que FQ et F^ sont de la forme 

- x' = 2 
g 

ghjfsf 

H ' 
, j = 0,1 

où HHJ sont pl.h. et < 0 sur IRn"d. Rappelant aussi que V est de la forme ç" = 0 on 

constate que les projections F̂ . 3 (x,ç) •>  ̂e Cn sont bijectives et donc que Fj est 

de la forme 

- x = 2 3*j 
gfd lm 

> j  = 0,1 

où cpj sont pl.h. et cpj(ç',0) = ^j(c')- Pou r conclure, il suffit de prendre 

FT :  - x = 
2 3tp t 
i 3 5 OÙ (pt =  ( l - t )(pQ +  t  (P j .g 

gfd 
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Définition 11. 6 : Soient A^3 A2, cz (?NM deux espaces I-Lagrangiens et F cz CNM un 

espace C-Lagrangien . On dit que A^ -4 A g relativement à_ F, si_ 96fA J - A avec 

y>2 ̂ ^2 Pluri-sous-harmoniques, si X est une tf. C-canonique telle que % (F) : x - 0. 

Cette Définition ne dépend pas du choix de Irt . Elle est aussi indépendante du 
choix de F pourvu que A2 soit F-pseudoconvexe : 

Proposition 11. 7 : Soient A^ < A^ rglativement à F et_ soit F un_ espace C-Lagran­ 

gien tel que A^ soit F pseudoconvexe. Alors A^ < A^ velativement F. 

Nous pouvons donc définir une relation évidente "A-^ < A2" et on remarque que si 
A-L ̂< A2 et A 2 < A 3 , alor s A-^ <  A ^ . Si A-^ <  A 2 et A 2 e L°, alors A ^ = A 2 -

Preuve de la Proposition 11 . 7 : D'après la Proposition 11 . 5 on peut trouver une fa-
mille continue [ 0 , 1 ] 3 t -> Ft € L0 telle que FQ = F, Fj = F et telle que A 2 soit 
F^-pseudoconvexe pour vt. Soit Xt  un e famille continue de transformations C-cano-
niques avec % t(Ft) = {x = 0 }. Alors 2 6 t ( A 2 ) =  A o ù cp2 t est pl.s.h. et la ma-

2 , t 
trice de Levi í¿ 

JI, K 
est de rang constant k. 

Pour t € [0 ,a[ avec a > 0  assez petit on sait que Ft ïïï MLP et donc que X t ( A 1 ) = 

A o ù cp.. . est pl.s.h., car la matrice de Levi est de rang constant. De plus le cp1>t i , t 

rang de cp2 t -  tp- ^ t est constant (mesurant la dimension de A2 n A ^ ) et <P2 Q-CP^ q> 0 , 

par hypothèse. Donc cp 2 t  -  MLPIK > 0  pour t € [0 ,a[. 

Ici on remarque que si f < g sont des formes quadratiques pl.s.h. que l'on dé-
compose f = fl + f ,̂ g = ĝ  + gn comme au début de la section 3, alors avec 

9- f (x) = f (ix), on déduit de f h < g, que -fn < ^ g, c.a.d. f  ̂> - 3- g. Donc 

" 9- 9 < f < 9» et dans notre situation 

4+2+5+6y maonia hoahoa ghoe 

Donc FQ if\ A-^ et il est clair qu'en fait Ft S A-̂  pour Vt € [ 0 , 1 ] et que <pljt est 

pl .s.h., MY,t  ̂^2,t ' 
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Toujours dans la situation linéaire on discute maintenant les fonctions phase. 

Définition 11. 8 : La_ forme quadratique réelle ^(x, Q) sur Cnx x CNO est appelée 

"phase admissible" si 

1° cp est pl. s. h. . 

2° 3 une forme quadratique sous harmonique ty(xsw), w € nmoi telle que 

<$(x, Q) + ty(x,w) soit non-dégénéré e de signature 0. 

Remarque 11.9 : Dans 2° on peut toujours remplacer ^ par une forme pl.h. majorée 
par ML. On peut donc supposer que ML est pl.h. et après une légère perturbation que 
ip(0,w) est non-dégénérée. Si $(x) = v.c w(^(x,w ) alors $(x) + cp(x,e) est non-dé-
générée de signature 0. Dans 2° on peut donc prendre y = ^(x) pl.h. . 

Remarque 11.10 : Si cp(x,e) est admissible et <p(x,e) < cp une forme quadratique pl. 
s.h. alors cp est admissible. Remarquons aussi qu'une phase cp(x,e) admissible, est 
toujours non-dégénérée au sens de Hbrmander [H3], c.a.d. que l'application (x,e) 
vQ cp(x,e) es t surjective. Cela résulte du fait que (x,e ) - > (v x(cp(x ,e) +  ip (x)), 

V- cp(x,e)) est bijective, si IL est comme dans la Définition 11.8. Donc si cp est 
une phase admissible, on sait que toute forme pl.s.h. cp < cp est non-dégénérée 
sens de Hormander. 

Exemple 11.11 : Soit N = n, cp(x,e) = |x-o|2. C'est une phase strictement pl.s.h. 
non-dégénérée au sens de Hormander avec variété critique 

СФ 
def {(х ,е) € Cn+N ;  v e ф = о} = |(x,6) ;  e = x j 

cp n'est pas admissible car cp ̂  0 et la fonction 0 est pl.h. mais pas admissible. 
D'autre part les fonctions cpt(x,e) = | x-e | - t|x+e| , 0 < t< 1 sont pl.s.h. non-
dégénérées de signature 0, donc admissibles, et cp̂  est pl.h. . 

Soient cp(x,6), ip (x) comme dans la Définition 11.8, avec ^(x) pl.h. . On pose 

jm = (x, 2 a* 
i 3x (x)) ; x € CN} 

Л,п = {(*» 2 3cp i 3x (x , e ) ) ; 3cp 
36 (x,6) =  o| . 
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Nous avons déjà vu que A es t C-Lagrangienne, et on montre que A es t I-Lagran-

gien : en effet, l'application C 3  (x,e) (x s 

2 
1 

3cp 

dds G C _2n est injectiv e don c 

QA 
ci 

est de dimension réelle 2n, et Im c U 
= Im d(ç dx) 

A 

^ I m d d ds 
d H Y c 

1 ce Im d .7 c 
c 
3: 

dx d dd 
d df 

d 
Im d 

D9 

d 
1 3tf le 

Tm d 
d 3 ~3ci 

dd 
: 0 puisqu 2 

T i 3 cp est 

réelle. 

La non-dégénérescence de ^(x) + cp(x,e) équivaut à la transversalité de Â  et de 

jk+12 

Proposition 11. 12 : Soit ty(x) pl.h. et <$(x,Q) une phase admissible. Alors }\>(x) + 

y>(x, 6^ est non-dégénéré e de signature 0 ssi A^ est A_^ pseudoconvexe. 

Démonstration : De remplacer (cp,ip) par (cp-h{>,0) équivaut à la transformation C-canoni-

que (x,£) -> (x,ç + j JMMI 153 (x)). On peut donc supposer que  ̂= 0, c.a.d. A_ ^ est don-

né par r = 0. Si cp est de signature 0, alors H(ç) = v.c.,v „\(cp(x,e) + Im xç) est 
2 3H pl.s.h. et A es t donnée par - x = -r -|— , ce qui montre que A es t A_ -pseudocon-

cp i  31, cp 

vexe. 

Inversement, soit A^ A_^-pseudoconvexe et soit 0̂(x) pl.h. telle que cp + ̂ Q 

soit non-dégénérée de signature 0. Alors A es t A -pseudoconvex e et d'après la 

Proposition 11.5 on peut trouver une homotopie [0,1] 3t -> F. e L ave c F =  A , 

Fj = A _ ^, et avec F^ transverse à A . Après une perturbation on peut supposer en 

plus que les F̂  sont transverses à x = 0 et donc de la forme A _^ ave c \ p t pl.h., 

W1 = M. Alors Wt + cp est non-dégénérée et donc de signature constante = 0. 

Le même argument de perturbation que dans la Remarque 11.9 montre que la Propo-

sition reste vraie quand $ = ^(x,w) est pl.h. sur C n + M . Soien t maintenant tp^x.e)» 

cp2(x,e) deux phases admissibles, alors de dire que cp1(x,e) + M>2(x,e) est non-dégé-

nérée de signature 0 est équivalente à la condition que cp-(x,e) + <P?(y,&) - Im(x-y)w 

soit non-dégénérée de signature 0 sur t ^ ^ ^. ,  donc avec $ = - Im(x-y)w et 
x,y, w, y , 0 

cp = cp1(x,e) + <P2(y»e) on obtient 
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Proposition 11. 12 ' .* Soient cp ^ (x, 9), cp, , (x* 6) deux phases admissibles. Alors 

cp7 (x, Q) -I- cpp (ar, Q) est non-dégénérée de signature 0 ssi AO1 x AO2 est F-pseudooon-

vexe. lai F cz €2n x €2n est le fibre oonormal de la diagonale, 

F = {(x3Z,x3-U G €2n x C2n ; (x3V G ff2"} = / f { x ^ > ; . 

Remarque 11.13 : Si (x,e ) est admissible et ^(x,e)  ̂cp(x,e) pluri-sous-harmonique 

alors AO < AO1. En effet il suffit de répéter la première partie de la preuve de la 

Proposition 11.12, en utilisant encore le Lemme fondamental. Remarquons aussi que 

pour F e L0, A E Lk est F-pseudoconvexe ssi ft ïfi F pour tout ft < A. Dans un sens ce-

la résulte de la définition de 'V et de son invariance, dans l'autre sens, suppo-

sons que ft fli F pour vft < A , et soit FQ G L° tel que A soit FQ-pseudoconvexe. (L'e -

xistence de FQ résulte de la discussion avant la Proposition 11. 5 ) . Aprè s une pe-
tite perturbation de FQ on peut supposer que FQ ffi F et donc après tf. canonique 

que FQ = {x=0}, F = {£=0}. Alors A = A ^ où cp(x) est pl.s.h. non-dégnéérée de signa-

ture 0. La proposition 11.12 montre alors que A est F-pseudoconvexe. 

On discute maintenant la situation non-linéaire. Dans la suite on s'occupera 
uniquement de la théorie (micro-)locale et les différentes fonctions de phase et 
variétés ne sont que des germes, définis près de certains points fixés. (Néanmoins 
le Théorème 11.17 ci-dessous devrait pouvoir servir comme point de départ pour une 
théorie globale). Toutes les phases et variétés ci-dessous sont supposées être de 
classe C°°. (Il semble possible cependant de relâcher cette hypothèse de régularité 
et de considérer des phases de classe C 1 , 1 et des variétés I-Lagrangiennes de clas-
se Lipschitz). 

Soit A c z C2n une variété I-Lagrangienne C° ° définie près de (x_ , ç _ ) G C2n (con-
2n o  o 

tenant ce point), et F cz C un e variété C-Lagrangienne définie près de (xQ,£0) 
qui coupe A transversalement en (x0>£0)- Après une transformation C-canonique X , 
on peut se ramener au cas (xQ,£0) = (0,0), F : {x=0} et A est alors de la forme 
où cp (x) est C°° , réelle , définie dans un voisinage de 0. 

Définition 11.14 : On dit que A est F-pseudoconvexe en (XQ, Ç>Q)* JLL *P ES^ P^» s. h. 
dans un voisinage de 0. 

La pluri-sous-harmonicité de cp près de 0 équivaut à dire que T̂  n)(Acp) es^ 
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^(y n ) ^ x =̂  )~Pseuc*oconvexe pour r\ = 2 8cp 

i a x 
(y) et tout y prés de 0 et nos résul tats sur la 

F-pseudoconvexité dans le cas linéaire montrent alors que la Définition 11.14 ne 
dépend pas du choix de la transformation C-canonique, qui ramène F à {x=0}, et 
(x ,£ ) à (0,0). De plus, si A est F-pseudoconvexe en (x ,ç ), et F une autre va-
riëté C-Lagrangienne passant par (x - O, alors A est F pseudoconvexe en (xn,£n) ssi 
T,(X0, X0)(A) x(A) est T(X0, E0) (F) pseudoconvexe. 

Comme avant on a une relation d'ordre partiel. Si A^, A^ sont des germes de va-

riétés I-Lagrangiennes en (xQ,^0) et F une variété C-Lagrangienne en (x0*£0) on dit 

que Aj < A2 relativement à F en (x Q»ço) si X  (Aj) = A ^ ave c c p ^ ^ pluri-sous-

harmoniques, ^(0) = <P2(0). Ici ït est une transformation C-canonique avec 

}C (x0'^0) = (0»0), % (F ) = {x=0>. Vérifions d'abord que cette définition ne dé-

pend pas du choix de XX.  D'abor d on a bien l'invariance voulue si l'on remplace 

K pa r /}C1 o % ,  où %  1  est linéaire avec X1({x=0>) = {x=0>. Il suffit alors 

de considérer le cas où l'on remplace % pa r X2 0 %  o ù X2  vérifi e X2((0,0)) = 

(0,0), dX2(0,0) = I. Alors si cp(x,n) est la fonction génératrice (holomorphe) de 

% 2  avec tp(0,0) =; 0 on a <P(x,n) = x n+ &( |x| 3 + |n|3) . Avec $(X,TI) = - Im cp(x,ri), 

'X 2< V ) =  V  »  0 n a J J 

<5j(x) = v.c. (y>n)(<î>(x'n) + I"1 y-* + ^j(y)) 

et le lemme fondamental montre que  ̂ , cp^ sont pl.s.h. et que ip^ < <P2 près de 0. 

Le même type de raisonnement donne aussi l'indépendance de F. 

Proposition 11.15 : Soit Aj ̂  A2 relativement à F en (Xq, et_ soit F une autre  

variété C-Lagrangienne passant par (Xq, telle que A« ? soit F-pseudoconvexe. Alors 

Aj < A2 relativement à F. 

On a donc défini la notion "Aj < A 2 en (x0,£0)". 

Définition 11.16 : Une fonction réelle (C ) ipCx^eJ définie près de (xo>$0) E Cn+N 
est une phase admissible si c p est pl. s. h. et s 'il existe une fonction pl. s. h. 
\\>(x,w)j w € telle que ^(x,w) + ^(x,Q) ait un col en (XQ9 e ^ jw^). 
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Comme dans la situation linéaire, on constate que les phases admissibles sont 
des phases non-dégénérées au sens de Hbrmander, et que dans la Définition 11.16 il 
suffit de considérer des fonctions \p = \{J(X) pluri-harmoniques. Si 4>(x,w) est 
une phase pl .h.non-dégénérée et v(ip-Kp) = 0 en (XO»0O»WO) alors es t A_^-pseudo-

convexe en (x0>£0) = (xQ, 1 1^ (Xq)) ssi <p + <p a un col en (x0>eQ,w0). (Ici la va-

riété I-Lagrangienne est définie comme auparavant). Si tp̂  < ip2> <Pi(x0»e0) = 

cp2(x0,e0),  ̂pl.s.h . et cp2 admissible, alors A <  A^ . 

Si cp(x,e) est une phase admissible définie près de (x0»90) on désigne par 1^ 
l'espace des objets formels 

U(X,A) =  f  a(x,e,x)de ,  a(x,e,x ) e H ,  .  . 

Bien entendu, si e -> cp(xQ,e) a un col en eQ on a un choix de bon contour et on 

trouve u e H o ù $(x) = v.c. (ip(x,e) ). En général on ne cherche pas à définir $,x0 e 

u(x,x) directement, mais on observe que si I|J(X,W) est une autre phase admissible 

t.q. tp(x,e) + \j;(x,w) ait un col en (x0»©0»w0) avec valeur critique 0, alors si 

v(x,x) = | b(x,w,x) e 1^ on peut définir le produit scalaire 

< u,v > =  m  a(x,e,x ) b(x,w,x) dx do dw 
r 

modulo le signe (qui dépend d'un choix d'orientation sur r et modulo un terme qui 
décroit exponentiellement. Ici r est un bon contour pour cp + 

Si cp(x,e) est une autre phase admissible avec <p(X0>Q0) = ^(x0»9o)s 
2 3cp 
1 3X <V*o> -

2 9cp 
1 3X (xo,eo) = V Acp = A<p a1ors * +  ̂a un co1 en ( W w o) ss i 

i|; + 5 a un col en (x0>90»w0)> en effet, la Proposition 11.121 est valable aussi dans 

le cas non-linéaire. Nous allons identifier u e I e t u e I~ si < u,v > E < iï,v > 
tp cp 

modulo un terme exponentiellement petit, pour toutes v e I e t toutes ^ comme ci-
dessus. On écrit alors u E û. 

Théorème 11.17. (Equivalence des phases) : Soient <j)(x_, Q), tpte, G0 deux phases ad­
missibles définies près de (x ,9 ) et_ (x .,6 ) respectivement, avec {p(xQ3Q0) -

xvxг dxcbcx 2 3u> 
г dx 

(xo>QoJ = 2 3<p 
г dx 

(x 3 0 ; deI ç , A =  A~. Alors I =  2" . 
° ° ° * <* cp £ 
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Démonstration : Après multiplication de I e t I~ par exh^x̂  où h(x) est holomorphe, 
on peut se ramener au cas où ç =  0 et A =  A~ est pseudoconvexe par rapport à 

U i p 
KQ - 0. On se ramène aussi facilement au cas xQ = 0, 0Q = 0, 6Q = 0. Donc <P(x,9) 
et tp(x,&) ont des cols en (*0»e0) et(x0»^0) respectivement et comme avant, on in-
troduit la fonction pl.s.h. : 

H(€) = v.c. (cp(x,6) + Im x.ç) = v.c. (<P(x,3f) + Im x€) . 

Pour u = j a(x,e ,A)de e  1^ on peut définir la transformée de Fourier. 

ju(ç,x) = j ! a(x,e ,A) e"lAxÇ dx de e HH>0 

et de même on définit & u € H,, r pou r €  I~. L'application Hfft , Ax3a(x,e,A)-> 
"'S ^  ^ x o ' o; 

3̂  u € Hj_j Q n'es t pas injective et on rajoute donc (comme avant) des variables 6* 

duales aux e, et on définit une transformée de Fourier plus complète : 

Ta(ç,e*,A) = f f a(x,e,A) e-iA(x€+ee*)dx de e H^(0j0) , 

où X( C , e * ) = v.c, Ax(tp(x,e) + lm(x£+ee*)) es t pl.s.h. avec un col en (0,0). D'a-IX,o ; 
près la Proposition 3.3, T : ^  ̂ Q Q̂  est bijective avec l'inverse 

a(x,e,A) =s STa(x,e,A) = ( A 
m 

n+N | J eiMxe+ee*)(Ta)(e>e.iX ) dç d9. _ 

Lemme 11,18 : : I -+ H„ n est surjective. 

Démonstration : D'après notre discussion, il suffit d'étendre tout élément f(£,M € 
HH Q en un élément g(S,e*,A) € ^ Q ^ : g(ç,0,A) = f(£,A). On le fait pour une 
variable à la fois, et il suffit donc de considérer le cas où e * = z est une seule 
variable complexe. Soit x e CQ(^)» = 1 Près de °- Alors on pose d'abord g(£,z,A) = 
f(£,M x(*z) EL m  n v On cherche ensuite g sous la forme g + z k(£,z,A). Il suf-

fit alors de résoudre 3k = -
z 

_ 2 
a(x(*z)) dans L  ̂/ g 0)* Se P1aÇant dans un Pe~ 

2 

tit voisinage pseudoconvexe de (0,0) on trouve alors k e  L   ̂( o 0) par les résul" 
tats standards sur la résolubilité de 3 de H'ôrmander [H2l. 
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Soit maintenant ip(x,w) admissible telle que +  $ ait un col en (0,0,wQ) de va-

leur critique 0. Soient v = j  b(x,w,x ) € H^, u = | a(x,e,x)de € H^, A(ç,e*,x) = Ta. 

Alors avec un contour naturel : 

< u,v >  E (^)n+N J i m eix(xS+ee* ) b(x,w,x) A(ç,e*,x) dç de* de dx dn . 

La fonction poids ^(x,w) + 2C(ç,e*) -  Im(xç+ee*) a un col par rapport à  toutes les 

variables, mais aussi par rapport aux variables ( e , e * ) . Aprè s une déformation de 

contour on peut alors d'abord appliquer la phase stationnaire en ee * et on obtient 

(puisque A(ç,0,x) = 3Tu(ç,x)) 

< u,v > E ( ^ ) n I H eiAXÇ b(x,w,x) >^u(ç,x) dx dw dç . 

On a la même formule avec u remplacée par B f € I~. Si u € I~ est donnée on peut d'a-
près le Lemme 11.18, trouver u € I ave c & u = Of û dans Hu n et alors <u,v> E  <û,v>. 

M , U 

1 * 
Remarque 11.19 : Si a(x,e,x)de = d  b(x,e,x ) dans H ,  .  avec b e H 

IX 9 ^'^X 0 0 ' ^'^Xo ' 0 ' 
alors a(x,e,x ) de E  0 dans 1̂ . Inversement, si a(x,e,x ) de E  0 dans 1^, et même 

N 
3r~u E 0 alors Ta(ç,e*,x) E \ A.(ç,e*,x)e * dans H ,  m  ave c A- € H , r m  . 

(Cette décomposition qui ne résulte pas directement de la formule de Taylor est 

laissée comme exercice). Par la formule de Fourier inverse, on obtient 

a(x,e,x) = l 1 a 
IX 3ÔJ bj(x,e,x) 

où 

yyiu ( X 21 ) 
n+N 

J J .'«««•«• > », ,E d.. « V ( v . o) -

Donc a(x,e,x)de = d Q b(x,e,x) avec 

b = £(-l)d+1 3j dej A...de AdeN . 
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Exemple 11.20 : On considère la phase 

cp = Im x Re e + C1(Im x)2 + C2(Im e)2 

avec C^, C2 > 0. C'est clairement une phase non-dégénérée avec C^ : Im x = 0, 
Im e =0. La matrice de Levi est 

( 

2 3 cp 
3X8X 

2 3 cp 
3xae 

2 
3 cp 3G3X 

2 3 cp 
3536 ) c 

1 
2 cl1 

1 
4T I 

• 
4i I 1 

3 c2 I 
) 

Donc cp est pluri-sous-harmonique si C1 >  •  Sous cette hypothèse vérifions que 

cp est admissible : Soit i>{x) une forme quadratique pl.h. et < 0 sur lRn. Alors 

^(x) < s - C3(Re x)2 + C4 (Im x)2 pour C3 > 0, C4 > 0. Soit r  c I2n l'espace de di-

mension réelle 2n, donné par Im x = - e Re e, Im e = 0 avec e > 0. Alors 

cp + ^|r <: - e(Re e)2 + (C1 + C4) (e Re e)2 - C3(Rex)2 

^ - e 
2 

(Re e)2 - C3(Re x)2 , 

si e > 0 est assez petit. Donc r  es t un bon contour pour cp + ip et par conséquent 
cp + \i) est non-dégénérée de signature 0. Finalement on trouve 

Acp = {(x'"e) ; Im x = Im e = o j =  T*]Rn . 

Exemple 11.21 : Voici un deuxième exemple de phase admissible qui engendre T*IRn : 
Soit cp(e,y), cp1(e,y) = - Im cp(e,y), $(e) = sup cp1(e,y) comme au début de la sec-

yelRn 
tion 7, vérifiant (7.1)-(7.3). On considère alors la phase pl.s.h. : 

£(y,e) = - cp1(e,y) + $(e). 

Soit (y ) une fonction pl.h. avec 2 î 3y 
9 

= - n0» v ip n  < 0. On vérifie alors que 
pour e > 0 assez petit le contour 

{ ( y , e ) €  !R n x C n ; e e  r ( y ) } 3  (y, 9) -  ( y ^ Vyfô (y,9) + M>(y))9Q) 
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est un bon contour pour cp + ip. Ici vy désigne le gradient au sens réel sur Cn, 
c'est donc un vecteur dans Cn. Ayant montré que c p est admissible, on trouve ensuite 
que es t donnée par e € r(y), y € 1R n et que =  T IRn. 

Pour terminer cette section on discute finalement les opérateurs intégraux de 
Fourier. Si cp (x,e), ip(x,w) sont des phases admissibles telles que <P(x,e) + ij>(x,w) 
ait un col en (x0>eo»w0) nous avons vu que cette condition équivaut à la 
N*({x=y})-pseudoconvexité de x A e n (x .ç .x .-ç )9 co = YA 9<P 

3X 
(x0,eQ). Ecrivons 

alors A<p | A^. Quand ^ est pl.h. alors A_^ est C-Lagrangienne et une troisième con-
dition équivalente est que A^ soit A_^-pseudoconvexe. 

nv+No> 
Soit maintenant cp^(y,a) ) un e phase admissible, définie près de (y0^0) e  î 

n+n +N 
et ^(Xjy ^e) une phase admissible définie près de (xn>yn»en) e C J  .O n suppose 
que 

2 3cp 
3y ( W 9 o > = 

2 
D 

3cpx 

3y (y0.-0) d;fn0 . 

et on pose 

^o = 2 3cp 
3X 

y0.-0) d;fn0 w 

Introduisons l'hypothèse géométrique suivante : 

Il existe une phase admissible ip(x,w) définie près de 

(H) V N w 
(x0.w0) 6 tx ave c çQ = -

2 dû 
3X 

(x0,wQ), telle que 

A S  A, x A cp r ip cp. ^ 

Plus explicitement, ip(x,w) + cp (x,y,e) + cp 1(y,co) doit avoir un col en (x0»y0>w0,90,o)0) 
et l'hypothès e (H ) équivaut à dire que 

<Po =  <p(x,y,e ) + cp n (y,o)) 
ù def 1 

est une phase admissible avec y,e,co comme variables de fibre. Si l'on introduit la 
relation I-canonique A^ = {(x,£,y,-n) ; (x,ç,y,n) € A^}, alors la condition (H) 
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2nx 
entraîne que T. x(A' ) ffi (T, *( C )  x T(A ) ) et comme observé par 

txo'co,yo,TV ^  lxo,ço ' ^ 1 
Hormander [H3], cette transversalité seule entraîne que C,_(A )  est une variété 

Kfj cp̂  
(I-)Lagrangienne. Bien entendu, 

A =  A' (A )  . cp2 cp v cp1' 

Soit maintenant u(y,A) = J  f(y,u>,A) du € 1^ ,  A(x,y,A) = j  a(x,y,e,A)d e € 1̂ . 
Alors sous l'hypothèse (H ) 1 

Au(x,A) = | A(x,y) u(y,A)dy = H I a(x,y,e,A) u(y,co,A) dy de dco 

est un élément de I .  Avec comm e dans (H) c.a.d. A $  A e t normalisée avec une 

constante telle que ^(xQ,w0) + W(xQ>y0>e0) + ^I^Q^Q) = °» SOIT 

v(x,A) = j  g(x,w,A ) dw € 1^ . 

Alors on peut définir 

< v,Au > =  j j j j j a(x,y,e,A ) g(x,w,A) f(y,to,A) dx dy de dw da> 

= < A,v g> u > . 

Il est clair que si 3 (x,y,e) vérifie Ap = A-, v £(x0,y0,#0) =  v <P(x0,yQ,eo), 

<P(xQ,y0,eo) = cP(x0,y0,eQ) et si A € I~ vérifie A = A, alors Au =  Au . De même, si 

u € I~, u = u, alors Au =  Au . En effet, 

< v,Au > = < A , v ® u> =  < *Av,u > = < tl\v9u >  = < v,Au > . 

Ecrivons maintenant IA ,  IA à  la place de I , I .... o ù les phases sont ^ cp cp1 cp 

maintenant normalisées : cp^y^o^) = cp(x0»y0»e0) = ••* =  °* Alors tout A € IA don -

ne sous l'hypothèse (H ) une application bien définie (modulo le signe) ; A : IA - » 

IA .  Soit maintenant B € o ù cp(z,x,e) est une phase admissible telle que 
tp9 <P 
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(Jp»<Po) vérifie (H). Alors on a un opérateur B : IA - * IA o ù A =  A^(A ) . On 
<P2 cp3 ^ 3 cp 2̂ 

peut alors former C  = BoA : IA - * IA .  Ici C 6 I. où i|> = cj^z.x,^) + cp(x,y,e) est 
cpx cp3 

une phase admissible avec (iï,y9Q) comme variables de fibre et ( ,̂cp^) vérifie (H). 

Bien entendu, A ! = A' o  A1 . 
47 c p c p 

Remarque 11.22 : Dans le cas nx = ny, et quand c p est pluri-harmonique et Â  est le 

graphe d'une transformation C-canonique 9£salors la condition (H) est automatique 
pour toute phase admissible (normalisée ...)cp^ . En effet il suffit de le vérifier 
dans le cas linéaire : Soit Mx ) pl.h . t.q. A. $  W A R T ) , c.a.d. ( A )  est A -

W cp ^ cp ^ -y > 
pseudoconvexe. Soit [0,1] 3t - » cp^  ̂une déformation continue décroissante de pha-
ses admissibles avec cp. . n  =  cp.., cp. n pl.h. Alors 2C(A )   ̂^(A, _ ) donc 

i , u  î  i,J - cp ^ ^  c p j 

A $  7C{\N ) • Puisque alors 
* n ,t 

*(x) +  cp(x,y,e) + cpljt(y,o)) 

est non dégénérée pour tout t € [0,1] et de signature 0 pour t = 1, +  c p + cp^ est 
non dégénérée de signature 0 et on a donc (H). 

12. ÉTUDE PRÉCISÉE DES OPERATEURS PSEUDODIFFÉRENTIELS DANS UN DOMAINE COMPLEXE 

Dans cette section et la suivante on établira des résultats un peu techniques 
qui serviront dans la démonstration du Théorème 14.1. 

Le premier travail sera d'établir l'existence (san s doute classique) de fonc-
tions troncature convenables. Soit u ce H)n un ouvert. Pour 0 < a < b on pose 

QA k - {x € n ; a < d(x,Cft) < b}. On choisit une famille 0  ̂ e ^Q(^s/2 4 ~ ) e > ^ 

telle que x (x) - 1 sur n 0  , et I aax (x)| < C e"l aL Ave c e. = 2~J on pose 

oo 
P(X) = I ^ xE. e C°°(n) 

—co * ] 

qui est une somme localement finie avec au plus 3 termes * 0 en tout point. En plus 

il existe une constante C > 0 telle que 
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(12.1) 1 d(x)  ̂p(x) < C d(x) , d(x) = d(x,Cn) , 

et 

(12.2) I vkp 1 
P 

= 6(p"k) , k = 1,2,.... . 

Soit 0 ^ ^ e C~({x € Cn ; |x| < 1}) avec J ^(x) L(dx) = 1 et posons 

*e(x,y) = (p(x)s)"n ( (x-y) 
e P(X) 

3 e c°°(ftxft) . 

Alors supp ^ c {(x ,y) € fìxfì ; |x-y| ^ e p(x)} et 

J *e(x,y) L(dy) = 1 

Utilisant (12.2) on montre sans difficulté que 

|vk *J = 0((e p(x))"(k+n) ) ) , 

done 

II Vk * (X,y)|| 1 - *((e p(x))"k ) . 

On pose 

d£(x) = J d(y) *e(x,y) L(dy) 

et puisque |d(x)-d(y)|  ̂|x-y | on a 

|de(x)-d(x)| 

d(x) 
|de(x)-d(x 

De plus 
Ik . I v d I e ' 
d 

= ^((ed)"k ) 

Proposition. 12,1 : Soit Q czc wri^ ouvert et 0 < C^ < C^ < 1* Alors il existe 

K(x3y) £ C°°(ÇIXQJ telle que supp X soit oonvexe pour tout x € ft et_ ò 
y 
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(12.3) supp X c {(x,y) ; \x-y\ « C2 d(x)} , 

(12.4) x(x,y) = 1 pour \x-y\ 4* C1 d(x) 3 

(12.5) v\ = & (dk) , k = 0,1,2 ... . 

Démonstration : Soit 0  ̂$(x) € C^ C 0 ) , à support convexe dans |x| < C2 et égale 
à 1 dans un voisinage de |x|  ̂ C^. Alors , si e > 0 est assez petit on peut prendre 

x(x,y) = (x-y) 
d£(x) 

On aura aussi besoin de rappeler une version de la formule de Stokes. Pour 
t € [ - e , e ] , e > 0, soit r t l e contour donné par x -> f(t,x) € !Rn, x e W, où W est 

k 1 un voisinage ouvert de 0 € IR e t f est de classe C . On pose v = 3f 
3T (0,x) que 1'on 

peut considérer comme une section du fibre normal de (l'image de) r  .  Soit o > une 
1 n  —1 

k-forme différentielle de classe C su r JR tell e que nx(f (sup p a>)) c e W , où 
nx : [-e,e] x W -> W est la projection naturelle. 

Lemme 12. 2 : Dans la situation ai-dessus 

( d 
dt 

) 
t=0 

| a) = | V J du . 

t o 

Démonstration : Par la formule de Stokes 

i I 
(1) -

I 
xew 

f*(dw) . 

On peut écrire f*du> = g(t,x)dt Adx-̂  A ... AdxR, où g est continue. Alors 

G 
m 
3s s=0 i 

0) = g(0,x)dx1 A ... Adxn . 

Ici g(0,x)dx2 A ... Adxp = d 
at 1 f du» = f*(V J u>) . 
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Soit Q. c e (C n un ouvert, cp 6 C^(ft), et P(x,£,x) un symbole analytique défini 

dans un voisinage de = {(x, 1 
3cp 
3X 

; x G ftj. Soit aussi x  comme dans le Lemme 12.2 

et C > 0. Alors pour u G C1(ft) on définit Pu G C1(ft) par : 

(12.6) Pu(x,X) = (Px><pfC u) (x,X) = 

( 
X 

) 
n 

f f 
r(x) 

eU ( x -y)n p(Xjrl5X ) x(Xjy) u(y) dy ^ 

où r(x) es t le contour singulier : 

(12.7) TÌ = 2 1 m 
3x 

(x) + C i (x-y) Ix-yr 

Bien entendu on choisira <  C2 et C assez petits pour que (x,n) soit dans le do-
maine de définition de P, pour (y,n) G r(x), (x,y) G supp x . Rappelon s que (12.6) 
s'écrit après parametrisation 

(llTô) PU(X,A) = ( 
X 

2n 
n 2x 

e 
3cp 
3X 

(x) (x-y) - Cx|x-y| 
k(x,y,x) u(y,x) L(dy) 

où supp k c sup p x  et dans le cas où P est un symbole d'ordre 0 : 

(12.8) |k(x,y,x)|  ̂Const. [x-y|~n . 

Il faut d'abord examiner la dépendance de q) et de C dans (12.6) : 

Proposition 12. 3 : Soit ftp , 20 avec les mêmes propriétés que ftp, C). Alors 

(12.9) P n  u - P ~ ~ u = 
1 

I 
0 

AjM dt , 

où 

(12.10) Atu(x3X) = 

= У У (-Vk+n 
b,bv, 

X 
2JI ) 

n 
I I 
Tt(xJ 

cbcnjccxcAdyn A . Ady 
( 
2 ( 3cp *xk dxk ) 

+ i(c-C) Xk~Vk H 

3 x(x9y) u(y) dy . Adyn A ... Ady Adr\ 7 A ... ACZTI - A ... Adr) 
Q JL n A. K. n 
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loi. Tj_(x) est le contour 

n = (1-t) ( 
2 
i 
3<p 
dx 

(x) + Ci 
(x-y) 

+ t 2 3ip 
dx 

(x) + H i (x-y) 
|*-2/| 

et A indique que le facteur en dessous est supprimé. 

Remarque 12. 4 : Dans le cas où P est d'ordre 0 , si l'on écrit cpt =  (l-t)< p +  tip, 
C t = (l-t)C + t ïï, alors (12.10 ) montre que A tu = B t 

1 
X 
au + D^u où 

(12.11) Btv(x,x) = X 
2n ) 

n 
I f 

2x 3<pt 

3X 
(x-y) - xCt|x-y| 

b t(x,y,x) v(y,x) L(dy) , 

lbtl « 
X Const. 
I x - y f 1 

, supp b t c z supp x 

(12.12) Dtu(x,x) = ( X m ) 
n 

I I e 
2x 

8cpt 

3X 
• (x-y) - X Ct|x-y| 

dt(x,y,x) u(y,x) L(dy) , 

|d^| << Const. 
K x(x,y)| 

Ix-yl- 1 

< Const. |x-y|"n . 

Démonstration de la Proposition 12. 3 : On procède d'abord formellement, comme si 
les contours r t étaient de classe C

1. Alors d'après la Proposition 12. 1 on obtient 
(12.9) avec 

A tu(x ,x) = x 
2n 

n //// 
eix(x-y)n P ( X s n 9 A ) v j (ay(x(x,y) U ( y ) ) A d y A d r i ) , 

où v = (0 ,v ), v = 2 
1 

3cp 
3X 

(x) - 3(p 
3X 

(x)) + i(C-C) <xfv 
|x-y| 

(considéré comme vecteur 

réel). De plus, 

v J (3 (xu) Ady Adn) = 

n 
= ï 

k=l 
(-l) k + n 

( H ( 3u> ax k 

3cp 
3x k 

0 + i(f-C ) 
|x-y|kk 

|x-y| 
3 Y(XU) . 

dy^ A ... A d yn A drì| A ... A dn^ A — A  dn n 
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Introduisant ici la formule explicite pour 3y(xu), on obtient (12.10). Pour justi-

fier ce calcul formel, on approche les contours singuliers rt(x) par les contours 

réguliers 

rt>e(x) : n = 2 
D 

a<pt 
m + 1 ct (x-y) 

l¿2+|x-y|2 
9 

et on voit que toutes les intégrales tendent uniformément par rapport à t vers les 
intégrales correspondantes, quand e -* 0. La proposition en résulte alors, puisque 
l'argument avec la formule de Stokes devient rigoureux pour les contours £  . 

On s'intéresse maintenant à ¥ Pu. En général, si r(x) est de la forme 

n = f(x,x-y), alors r(x+6x) est de la forme n = f(x+ôx, x+<5x-y), et avec <*> = y-ôx 

comme nouveau paramètre on peut représenter r(x+6x) par 

y = (A) + 6x , n = f(x,x-w) + 
3f 
3x 

. ôx + 3f 
3x 

. 6x , 

c.a.d. on pourra prendre v = (ôx, 
Proposition 12.1. 

3f 
3x 

ôx + 3f 
3x 

ôx) quand on cherche à appliquer la 

Pour calculer 3 
3*d 

Pu il faut prendre v dans l'espace tangent complexifié 

C g) T C2n . On trouve finalement 

v = 3 
3yj 

+ • 
32<p 
3Xj3X 

3 
3n 

2 
1 

2 3 t p 
3Xj3X 

3 
3TI 

(v ,v ) 
v y r\J 

où e^ est le j:ième vecteur de base Cn . Donc, en employant aussi le même argument 

cie régularisation que ci-dessus on trouve : 

(12.13) 3 
9XJ 

Pu(x,x) = ( 
X 

2n 
n 

i l 
r(x) 

eiA(x-y)n P(XjnjX) 
( 
3 
3*j 

x(x,y)) u(y) dyAdn 

+ ( 
X 

211 fi 
n 

I I 
r(x) 

eix(x-y)n p(X5TuX) v j {3. (xu) AdyAdn) . 

Ici v^ î (3y (xu) AdyAdn) s'annul e quand t p est pl.h. et s'analyse comme avant 

pendant que 
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Vy J (3(xu) AdyAdn) = 3 
3yj 

J 3XU 
3y0 

dy . Ady Adn = J 
mu 
ayj 

dy A dn 

On obtient alors 

Proposition 12. 5 : Avec Pu comme dans (12. 6), ( 12.7) nous avons 

(12.14) 1 
X 

3 Pu = Au + B 1 
X 

3u , 

où 

(12.15) Au = ( X 2TI ) 
n 

W e 
2X 3<p (x) (x-y)-X C \x-y\ 

a(x,y3X) u(y) L(dy) 

(12.16) Bv = ( X 2TI 
n 

e 
2X 3cp 

dx 
(x) (x-y)-X C \x-y\ 

b(xyy9X) v(y) L(dy) 

et dans le cas où P est dl'ordre 0 alors a et_ b vérifient les inégalités 

(12.17) (Const.) 
X 

|V x(x3y)\. \x-y\ n 

(12.18) \b\ < (Const.) \x-y\ n , (supp b c supp X) . 

Pour étudier la composition, nous prenons maintenant un deuxième opérateur 
Q = Qx  ̂c du type (12.6), avec le même contour, et fonction troncature. Alors, 

(12.19) PoQ U(X,A) 

( A 
2n ) 

2n 
m i 

eiA((x-y)n+(y-z)ç) p(Xsr)jX) Q(y,ç,A) x(x,y) x (y,z) 

u(z) dz dç dy du , 

oû r Q est le contour 

ro : 

f 

n = 
x$ 
1 

3cp 
3X 

(x) + C i X-y 
Tx-yT 

g 
1 

xb 
3X 

(y) + C i y-z 
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Pour pouvoir "appliquer P sous le signe somme de Q" on aimerait remplacer r Q par le 
contour 

n » 2 açg ( x ) + c 1 x-z + c . x ^ 1 1 3X v 1 [x-z[ [x-y| 

r _ 2 acp / y W r x-z 

On déforme alors r Q en r-̂  par les contours intermédiaires 

„ _ 2 3cp / Yx t r • x ^ r . x^y 

r t : 

c - ( i - t ) ( | | f (y ) + ci # f r) +t(4|?(x ) + ci T e r ) . 

Le facteur phase devient sur r t : 

exp ix[(x-y)(f f*(x) + C i 1 | | r + tCI 1 g r ) 

+ (y-z)(f (x) + (i-t,4(g (y> -n (x>) + d-t) ci ^ + t c i T|5 r)] 
= exp 1x(f (x)(x-z) + C i |x-y| + tC1|x-z| + (1-t) C i |y-z| 

+ ( l - t ) | ( | | (y) - | | (x))(y-z) ) 

On suppose maintenant que x est choisie telle que 

(12.20) | | |f (y) - | | | (x) | « ^ C sur supp x . 

Utilisant aussi que 

| |x-y| + | |X-Z| + \ |y-z| <: |x-y| + t|x-z| + (1-t) |y-z| 

on obtient sur r t : 

(12.21) | e i X ( ( x - y ) T 1 + ( y - z ) ç ) | < e x p x ( 2 R e |f (x)(x-z) - § ( |x-y |+|y-2|+|x-z| )) 
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Avec un champ de déplacement v = (v , vz, v ,̂ v )̂ = (0 ,0 , 0 ( 1))  6(1 ) ) o n a la 

formule de Stokes (que l'on peut justifier par régularisation des contours) 

(12.22) ( X 2n ) ( f f f f 
ro 

. . . d z d ç d y d n - f i n . . . d z d ç d y d n 

( 
X 

2n ) f f f f 
eU((x-y)^(y-z)c) p(Xt tuX ) Q (y ,Ç jX ) 

(v J a(y,z)(x(x»y ) x(y,z) U(Z))AC!Z d ç dy dn) dt 

Ici la forme différentielle est une somme de termes de quatres types différents que 
l'on peut résumer en écrivant 

0 (1)jj 

a 
ay 

x(x,y) x(y,z ) u (z) dy ^ 

3 
3zj 

x(x,y) x(y,z) u(z) dZj 

A dz A dy A 

dç A dn^... Adn ^A... Adnn 

dç^A... A dç ^ A  ... A  dç n A  d n 

Quand on parametrise le long de r^ , o n fait intervenir des mineurs d'ordre 
2n-l du Jacobien 

(12.23) 3 = <*et 3(n,ç) 
a(y.z) 

= de t 

( 

3ri 
sy 

3n 
3Z 

3ç 
9y 

3ç 
3Z ) 

OÙ 

3n 
3y 

= (9 
( 

i 
y-z ) 

3n 
3Z 

= (9 
( 

1 
|x-z| ) 

(12.24) 
3ç 
ay 

= 6 i 
y-z H 

3C 
3Z ( 

• + 
1 

x-z 
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La restriction de v J a ŷ ẑ  x(x,y) x(y,z) u(z) dz dç dy dn à rt s'écrit donc 

comme une somme de termes du type 

(12.25) 0(1) 

lvy,z x(x>y) x(y,z)|.u(z ) 

ou bien 

x(x,y) x(y,z) du 
3?j 

1 
|x-y|a 

1 
|y-z|* 

1 
l-x-z|Y 

L(dy dz), 

OÙ a < n , 3 4 n, n , a +  3 + Y < 2n-l. 

Dans le support de vysZ(x(x,y) x(y»z)) on a d'après ( 12 .3 ) , (12.4 ) que |x-y| < 

C2 d(x,Cft), |y-z| C 2 d(y,Cft) et que |x-y| > d(x,Ctt ) ou bien |y-z| > C1 d(y,Cft). 

Alors d(y,C^) > (1 -C2) d(x,Cft) et on obtient : 

Nous avons |vyj2 x(x,y) x(y.z)| = 6(1) 1 
d(x,Cn) et dans 

(12.26) 
le support de cette quantité, ou bien |x-y|  ̂C-, d(x,Cft) 

ou bien |y-z| ^C1(l-C2) d(x,Cft), et |x-y|, |y-z|, |x-z| = 

& (d(x,Cn)). 

Il est maintenant clair que l'intégrale à droite dans (12.22 ) converg e et que 
(12.22) est vérifiée. 

Supposons maintenant que P, Q soient d'ordre 0 . Alors (12.22 ) et la discussion 
après donnent 

(12.27) ( A 
2n ) 

2n 
( f j f i ... dz dç dy dn -u n 

ri 

... dz dç dy dn ) 

= ( A 
2n 0 

2n 

1 " 

A(2 Re 
e 

3<p 
3X 

(x).(x-z) -c 
3 (|x-y| + |y-z| + |x-z|) 

at(x,y,z,A) u(z ) + bt(x,y,z ,A) du 
az 

L(dy dz)dt 
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ou 

(12.28) < 

â . et bj. sont respectivement des sommes finies de termes du type 
i 

d(x,Cß) 
1 

|x-y|a 
• 

|y-z|6 
D 

|x-Z|Y 
et &  (1) 1 

|x-y|a 

• 
|y-z|ß 

1 
|x-zr 

avec a , g , Y < n , o  +  e+ Y < 2n-l. De plus 

I x-y j, I y-z I, j x-z j = & (d(x,Cn)) dans le support de at et t>t et 

|x-y| ou |y-z| > (^(l-Cg) d(x,Cn) dans le support de at . 

Dans (12.27) on intègre en y et pour cela on majore |x-y|-ot |y-z|"e par 

|x-y|"<a+s> + |y-zr(a+e) et on constate que 

A2" f e 
-A C (|x-y| + |y-z|) 1 

|x-y|a 
1 

|yz|3 
L(dy) 

= £(Aa+3) = (9 (A2n~^~Y) 

Avec C3 = 1 C^(l-C2) on a donc 

(12.29) < 

A2" j e 
AC 
3 

(|x-y| + |y-z|) 
âft L(dy) = at est une somme finie de 

termes du type (9(1) X2n-1-|Y| 1 
b,b,bb 

i 
|x-z|Y 

e 
-AC C3 d(x,Cft) 

avec 0< Y< n. De plus, |x-z| = <2(d(x,Cß)) et d(z,Ctt) > 
u 

ddhd 
d(x,Cn) dan s le support de ces termes. 

(12.30) < 

»2" J e 
AC 
E 

(|x-y| + |y-z|) 
bt L(dy) = b̂  est une somme finie de 

termes du type & (1) A2n-1_M 1 
|x-zr 

à support dans |x-y| = 

& (d(x,Cü)), d(z,Cft) >, 1 
& (1) 

d(x,Cft) . 
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Bien entendu a = 
1 
at dt et b = 

1 

f 
0 

bt dt vérifient aussi (12.29 ) e t (12.30 ; 

respectivement, et (12.22 ) devien t 

(12.31) < 

( X 2n ) 
vc 

( J J J J ... dz dç dy dn - ( I I ! 
ri 

dz dç dy dn H 

f e 
X(2 Re cc 

3X 
(x)(x-z) - cc 

3 |x-z|) a(x,z,X) u(z) L(dz) 

+ i e 
X(2 Re 3cp 

ax (x).(x-z) -
c 
3 |x-z|) b(x,Z,X) au 

az 
L(dz) . 

Examinons maintenant l'intégrale le long de dan s (12.27 ) qu i se réduit à 

(12.32) ( x 
2n xb 

n /// R(x,z,ç,x) e ix(x-z)ç u(z) dz Adç 

2 acp 
ax 

(x) + C i (x=z) 
|x-z| 

où avec r  :  T = - Ci t/11 1 , 

R(x,z,ç,x) = 

( X ww ) 
m 

r 
e -ixtT P(x,ç+T,x) Q(x+t,ç,x) x(x,x+t) x(x+t,z) d t A d x 

(12.33) = x(x,z) R(x,ç,x) + ( X zn ) 
n 
x(x,z) B e-ixtT p  Q X(x,x+t) d t A d x 

Itlrfjdtx) 

( A 
2n ) 

(Je-iXtT 

r 
P Q x(x,x+t) (x(x +t,z) - X(x,z)) dt d x , 

(12.34) R(x,ç,x) = ( X 2n 
n 

I I 
e"1AtT P(x,ç+x,x) Q(x+t,ç,x) dt d x . 

rn{ | t|<C1d(x,CQ) 
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L'avant-dernier terme dans (12.33 ) est 0 ( 1) 
-AC Cxd(x)/2 

e Pour examiner le der-

nier terme de (12.33 ) on distingue deux cas. Le premier cas est quand [x-z| < C1 

d(x)/4. Alor s |t| > C-, d(x)/4 dan s le support de X(x+t,z) - x(x,z) et on majore le 

dernier tenue dé (12.33 ) par & (1) 
-ACC1d(x)/5 

e Dans le deuxième cas, |x-z| ^ 

C^ d(x)/4 et on se contente de la majoration 0 ( 1 ) . On obtient donc 

(12.35) R(x,z,ç,A) = x(x,z) R(x,ç,A) + x(x,z) k1(x,z,ç,A) + k2(x,z,ç,A) 

où kx = (9(1) 
-ACC1d(x)/5 
e et k2 = (P (1) est à support dans {(x,z) € supp x ° suppx; 

|x-z|  ̂C1 d(x) /4} . Pou r résumer : 

(12.36) ( A 2n ) 
2n 

f i n 
r l 

eiA((x-y)Ti+(y-z)ç) P(X,TI,A) Q(y,ç,A) x(x,y) x(y,z) 

u(z) dz dç dy dn = 

( A 2n ) 
n eÎA(x-z)ç (R(x,ç,A) x(x,z) + k1(x,z,ç,A) x(x,z) + k2(x,z,ç,A)) 

ç 3tp 
3X +i 

(x-z) 
|x-z| u(z) dz dç . 

On obtient alors le résultat sur la composition : 

Proposition 12. 6 : Soit Çi <=c z € un_ ouvert, (p € C (Q.), P(x, X), Q(x, ̂ , X) des 

symboles analytiques d1 ordre 0, définis dans un voisinage de < (x, 2 
i 

3cp 
3a; 

(x) -t- V ; 

x € Si ; | £ | ^ 3c\. On définit les opérateurs P _ 3 O r comme dans £12.6) 

avec X comme dans la Proposition 12.13 vérifiant aussi ( 12. 20). Alors avec R donr 

né par (12.34) cm a pour u G (U) : 

P„ n o Q u = R n u + Au + B 1 
X 
du , 

où 

Au (x, X) = 
f 

X(2 Re 
e 

m 
dx 

(x) (x-z) - C\x-z\/3) 
a(x,z,X) u(z) L(dz) , 
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B v (x, X) -f 
X(2 Re 

e 

m 
dx 

(x) (x-z) - C\x-z\/3) 
b(XjZ,X) v(z) L(dz) , 

loi a(xs z, x), b(x3z3X) sont à support dans (supp X) o (supp X). g est une somme 
finie de termes 

OU) 
x2n-y 

hjhjghj 
i 

Xd(x,CSl) + 1 ) 
-X C4 d(x9CSl) 
e 0 ^ y < n 

avec C4 = min (C j C C^ /5) = C C^ . De_ même b est une somme finie de termes 

e>U) 
x2n-y 

\x-zV 
0 < Y  < n . 

Nous allons utiliser ce résultat dans le cas où P est un symbole elliptique 
classique et Q est le symbole de la paramétrixe formelle. Alors modulo une erreur 
exponentiellement petite on a R = 1. On veut alors estimer la différence entre l'i-
dentité et 1 r . 

Pour ceci on va d'abord étudier l'intégrale 

(12.37) 1(A) = ( A m ) 
n 

I I 
r 

e"ixxc u(x) dx dç 

l n 1 où u e CQ ( C ), et r  es t un contour de la forme s  = f(x) où f est de classe C  e n 
dehors de 0 et vérifie 

(12.38) |df| = 0(1) If I 

(12.39) |x f(x)| * |x| |f(x)| , Im x f(x) < 0 

(12.40) Il existe eQ > 0 tel que 

|x| |f(x)| = ^(|x|£°) , x + 0 

Les conditions (12.38), (12.40) assurent que l'intégrale 1(A) converge. Soit 

(12.41) gx(t) - - • 
u t + 

n-1 
(Ut)2 

+ (n-D(n-2) 
(ixt)3 

+ . . . + (n-1)! 
(ixt)n ) 
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Alors on a 

Lemme 12. 7 : Dans la situation ci-dessus, on a 

(12.42) K\) = 

= u(0) - l l 
à * 

( A 
2TÍ ) 

n 
I 
r 

(-l)n+à+1 ¿Í\XB, pop¿Í\XB du 

*xk 
dxv AÔX A  ¿¿C 7 A . . . A  .  A . . . A  d£ 

Ici les conditions (12.38)-(12.40) assurent la convergence des intégrales dans 
(12.42) comme on verra dans la démonstration. 

Démonstration du Lemme 12.7 : Soit 

U = 
n 
i 
i 
(-Dj+n+1 9x(xÇ)Çj e"U*5 /S 

u(x) dx dÇj ... dÇj...dçn . 

Un calcul montre alors que 

(12.43) dU = u(x) e"iXxç d x dç 

+ I l (-Dj+n+ 1 e"UxÇ gx(xÇ)Çjddhds w au 
3xk 

dx^ Adx Adç^ A ... ACÎÇJ. .. Adç n . 

Avec r  =  r \ { (x,ç) G r ; |x | ^ ej on a 

1(A) = lim I (A) 
e-K) e 

1 im 
e-K) 

( A 
2n ) 

UJ 
Í 
r 
G 

e-iAxç u(x) dx dç 

et la formule de Stokes et (12.43) donnent 

(12.44) I (A) = ( A 
2n ) 

n 
I 
e 

u -  n ( A 
pp 

$^^$ 
n 

1 
r 
e 

(.1)J+n+l e-iAxÇ 
gx(xç)Çj SU 

axk 

dx^ Adx AdÇ2 A .. .dÇj Adçp . 

Les intégrales de la double somme sont du type 

v,v,v(1) 

\ * L 
( 

i 
|xf(x) |n 

+ 1 
|xf(x)| ) 

|f(x)|. Ifix)!""1 
ixl""1 

L(dx) = <P (1) 
|x]ïe 

1 
v,vncc 

L(dx) 
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et convergent donc quand e + 0 , ver s les intégrales correspondantes de (12 .42) . 

On étudie ensuite 

1 im 
e-H) 

G 
X 

m a n i 
ar 
e 

U = - 1 im 
e-H) 

( 2n 
n 
u(0) 1 

ar 
e 

K-i)d+n+1 (n-l)! 
ffj(n-l)! h d X d5l ---^j---d^n 

= u(0) lim 3£(A) , 
e-K) 

cbccv(2n)n (n-l)! 
(2n)n I 

e 

n 
l 

vxxxbix€vg 

(ix€)n 
Çj dX dÇjA...^... AdÇn 

La (2n -l)-forme que l'on intègre ici est fermée, donc 3"e(A) ne change pas si l'on 
déforme e o u f. O n peut donc se ramener au cas e = 1 , f(x ) = - ix, ce qui donne 

y (y) fj lmqsm= ghjr (n-l)l 
(2n)n 

n 

I ï 
a{|x|«l} j=l 

(-l)n+j+1 

in 

_ ;ùùlùlùl ŷ s> 
x. dx dx1...dx....dx„ J 1  j  n 

hhy 
n! 

(2n)nin 
Ixlll 

dx1A...dx Adx, A ... Adxw 1 n  1  n 
n! 
jhgh 

mmm 
L(dx) = 1 

Faisant tendre e 0  dans (12.44 ) o n obtient alors le Lemme. 
# 

Plus généralement si r(x) est un contour de la forme n = £(x) + fx(y-x) où la 
fonction f vérifi e (12 .38)- (12 .40) , alors on obtient 

(12.45) ( X 2n ù* 
n mljlm 

hkgg 
eix(x-y)ri u(y) dyAdTi 

= u(x) - I l ( A 
2n H 

m 

rVx) 

e1X(x-y)tl g x((y-x).(r,-Ç(x)))(T1-Ç(x))j 

(_l)j+n+1 3U 
3yk 

(y) dyk Ady AdTi1...dnj....dnn . 

Revenant à la situation initiale on trouve 
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XX,<P,C U(X*X) _ u(x,x> = 

--Il ( è ) " (-Dd+n+1 

VF 2 8tp 
1 8x 

J l 
(x) +Ci 

ix-y) 
|x-y| 

e i M x - y ) , M C ,x.y| ) Ci(x -y ) 

|x-y| 
X 

3 

9*k 
(x(x,y) u(y)) dykAdyAdTì1A...dTì....dnn • 

On obtient la : 

Proposition 12. 8 : Soient ^(j) ^  j  C> u comme dans la Proposition 12. 6. Alors 

1 „ u = u + A u + B 1 
X 

du 
dx 

avec A et_ B de_ Za^ même forme que dans la Proposition 12. 6. loi a et_ b sont â_ sup­
port dans supp x o. est une somme finie de termes 

0(1) 
x2n-y 
|*-2|Y 

1 
Xd(x^CÇi)) e 

2 
3 
CC1 X d(x3CÇi) 

j n ^  y < 2n-l 

pendant que b est une somme finie de termes 

(P(1J 
x2n-y 

\x-z\^ 
j n ̂  y ̂  2n-l . 

Toujours sous les hypothèses de la Proposition 2.6 on suppose que P est ellip-
tique (classique) et que Q soit une réalisation de sa paramëtrixe formelle. Alors 
dans une région ou d(x,Cft) est borné inférieurement on obtient de (12.36) et la mé-
thode de la phase stationnaire : 

(12.46) R(X,Ç,À) =  1 + xxxw e 0xgg 

La constante C5 > 0 dépend d'une part de l'estimation du reste dans la formule de 
phase stationnaire9 et d'autre part du choix de Q qui est déterminé seulement mo-
dulo un terme exponentiellement petit. Bien que C5 soit difficile à expliciter on 
constate néanmoins que si les différentes données du problème dépendent de para-
mètres mais varient dans des ensembles compacts alors on peut choisir la même 
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constante C 5 >  0 indépendante des paramètres. 

Quand d(x,Cft) est petit on remplace d'abord le domaine d'intégration dans 
(12.34) par un domaine |t |  ̂Const. et (12.46) est alors valable pour la nouvelle 
intégrale. Ceci produit une erreur supplémentaire : 

0(1) *n j f 
e"lAtT d t d x =  0(1 ) e 

•AC C1 d(x,Cfì)/2 

C1 d(x,C«)  ̂11|  ̂const. 

T = - C i t 

Donc avec une nouvelle constante C^, à laquelle nos remarques d'uniformité s'appli-
quent toujours, on obtient 

(12.47) 
-Ce- d(x ,Cfi)x 

R(x,ç,A) = 1 + <£(1 ) e D 

Ceci avec les propositions 12.6 et 12.8 donne alors 

Proposition 12.9 : On_ fait les memes hypothèses que dans la Proposition 12.6. En 
plus on suppose que P est un symbol e elliptique olassique et que Q est une réali-
sation du symbol e vararne trixe forme l. Alors 

(12.48) 
R(x,ç,A) = 1 + <£(1) e D 1 

A 
ÏU 

3s 

où A et B sont de la même forme que dans la Proposition 12. 6. loi a (x3 z, X)3 b (x3 s, V 
sont à support dans supp x © supp x . a est une somme finie de termes 

0(1) 
x2n-y 

i * - * r 
{xd(l3cn) + 1 ) e 

~C5 A d(x3 Ctt) 
0 < y < 2n-l 

et b est une somme finie de termes 

(9(1) 
x2n-y 

0 4 y 4 2n-l 

On a C'5 > 0 . 

Pour terminer cette section nous allons montrer un résultat de surjectivité pour 
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certains opérateurs elliptiques. Sur Q on fait une hypothèse supplémentaire : 

(12.49) «-es t strictement pseudoconvexe à bord C°° . 

Il existe alors une fonction 0 < a) € C°°(Œ) qui est équivalente à d(x,Cft), et stric-
tement pluri-sur-harmonique. 

Lemme 12.10 : Pour tout entier N ^ 0. la fonction 

gN(xJ,X) - log 1 + - 1 
Xiù(x) + 

1 
ggkgk .N = log (hN(Xj\)) 

est pluri-sous-harmonique sur quand X ^ 1. 

Preuve : Soit £(y) = i 
o 

1 
7-

, y > 0. Alors il(y) = 
N 

o 

k 
yk+1 

: 0 et l"(y) 
N 

O 
k(k+l) 

> 0. Aussi yJ+k+2 
• et 

N N 
I ï 
O 0 

k(k+l] 
,J+k+2 
y 

ï ï 
i 

yJ+k+2 
1 
7 ( j ( j+ l ) +  k(k+l ) ) 

2 
Donc (&') ^  ZI" et on en déduit, que si k(y) = log £(y), alors 

k'(y) = 
V ^ 0 

k»(y) = - (l 1 )2 
^ 0 

Avec kx(y) = k(Ay) on a toujours k^ < 0, kj[ > 0, et un calcul simple montre 

alors que gN(x) = kA(aj(x)) est pl.s.h. 

— 2  N 
Si cp est une fonction Lipschitzienne sur n et réelle, on désigne par L^* l'es -

pace des fonctions sur n qui sont de classe L2 pour la densité ^hN(x,A)eAcp(x^~2 L(dx) 
Si cpQ, cpj sont deux fonctions réelles et Lipschitziennes sur n " on pose 

HN . cpQ,cp1 
2,N L 
*0 

1 
A 9U € L 2,N+1 
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HN - {u € L ^ N ; 3u = O} . 

Ces espaces qui dépendent de A sont équipés avec les normes évidentes. 

2 — 

Soit maintenant (pQ € C (fi) une fonction réelle et pl.s.h., et P(x,£,A) un sym-

bole analytique classique d'ordre 0, défini dans un voisinage de A .Ave c CQ > 0 et 

x e  C°°(fixfi) comme auparavant, on peut alors définir l'opérateur 
a. 
P = P 

Vco'xo 
On suppose que (tP 0>C0,x0) véfifie (12.20). La Proposition 12.5 montre que 

^ M  N 
P : H - > YT v 

est uniformément borné par rapport U >/l , si 

(P = <pQ(x) - CoCl f d(x,Cfi) , 

où la constante es t donnée dans le Lemme 12.1. 

Soit maintenant [0,1] 3t -> cpt € C (fi) une famille continue décroissante de 

fonctions pl.s.h., vérifiant 

(12.50) 
L 3fi u 3fi 

(12.51) 12 Scpt 
|T 3x 

2 
T 

3cp 
3x < min 

.12 
CoCl> 
2 , 

Alors ^  < P et la Proposition 12.5 montre que P <pt,<ps 
fjfdjjcvf est uniformément 

borné pour 0 * t < s <: 1. 

Théorème 12.11 : Soient P, P = vfgkgkgk comme ci-dessus et supposons en 

plus que P soit elliptique sur 
oxyy 

fjjfjkgfjv Alors il existe un entier* M ^  0 et_ des 

opérateurs 
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E : H° * iP , K : tf - L2'M , A i. 1 

M ^ de norme <b(\ ) tels que PE = I + K . 

Démonstration : Soit Q(x,£,A) un symbole paramétrixe pour P, défini dans un petit 
visinage de U A .  Puisque le domaine de définition de Q en général est plus petit 

^t 
que celui de P on n'est pas sûr de pouvoir définir Q f  .  Par contre, si 

^o o'xo 

C € ]0,CQ] est assez petite et x e C°°(Œxa) comme dans le Lemme 12.1 avec supp x c 

{(x>y) ; x0(x,y) = 1} assez proche de la diagonale, on peut s'arranger pour que 

(̂ 4.»C,x) vérifie (12.20) pour 0 < t < 1 et l'opérateur Q. = Qrt r soi t bien défi-
t cp̂ . , U , A. 

ni. De même on peut définir P. = P r  .  Posons < p =  cp-, pour s > 1. 

Lemme 12.12 : II existe un nombre y > 0 tel que pour t € [0^1]N > 03 X 1 : 

(12.52) P et Q, sont bornés ifî 
t — t *f*t+r 

wfqgqqgfqg 
et 

-* 3 uniformément par rapport a_ A et_ t. 
t t 

(12.53) PtQt=I + Kt,oùKt • qffif qfqf est 

uniformêment borné 

(12.54) 
dshdjh PtQt=I +gfjxb trirfiiqffif 

est uniformément borné. 

Auss-i3 (12. 53) reste vraie avec P^_ remplacé par P. 

Preuve du Lemme 12.12 : (12.52) résulte de la Proposition 12.5 (voir aussi (12.6) , 
(12.8)). (12.53) résulte de la Proposition 12.9. Finalement (12.54) résulte de la 
Proposition 12.3 et la Remarque 12.4, si l'on remplace xQ par x dans P. ^ 

Par "récurrence" supposons que pour un certain t et un certain N il existe des 
opérateurs 
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H° 3V u t 6 H N t v0 

"t+Y e 
HN+1 
xbxnxnhx 

M o» 

de norme & (x ) tels que P ut = v + wt+Y . Soit alors ht+Y = - Qt+Y wt+Y € 

Hü+1 <n e t ^t+? Y 6  Lm'N+ 2 la solution de norme minimale de 7 g+.o^ = - T h. 

qui existe à cause du Lemme 12.10. Alors uniformément, 

Il SfZr" L2,N+1 
l < *(l )ll s ht+Y| | 

L2,N+2 

vt+2r 

« I l ht+YH 
HN+1 
" W ^ Y 

4 * (x ) ||w t H 
,N+1 
ffdjf shgshs 

On pose ut+r = ut + ht+Y + gt+2r e HN+2 Alors 

P ut+Y - v + (wt+Y - P Qt+y wt+Y) + P gt+2y 
def 

v + wt+2r * 

Puisque €  HN+2et v e H° o n a  ̂ 3 €  L2*N+3 et 
t+T cp0 ^o9^ ! t  ̂^ 1 

||x3 Wt+2T|| « «( D (l|ut+Yll H I v||) 

pour les normes correspondantes. D'autre part p(9^+2Y^ E 2,N+2 
*t+2Y 

ainsi que 

wt+Y - P Qt+Y wt+y . Donc wt+2Y EL 
Pt+2T 
2.N+2 et nous avons vérifié que wt+2y G H ,N+2 wvwb 

Notre pas de récurrence nous a permis de remplacer t par t+T et montre aussi 

que l'hypothèse de récurrence est correcte pour t = 0. Au bout de [ i ] + 1 pas on 

arrive à t = 1 et le Théorème 12.10 est démontré. 
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Remarque 12.13 : Considérons un opérateur 

P = D̂  + A1(t,x,Dx)D™ 1 + ... + Am(t,x,Dx) 

pour t € Dr = {t € C ; |t| < r}, où Aj sont des réalisations d'opérateurs pseudo-
N N 

différentiels dépendant holomorphiquement de t, avec :  ^  (Œ) ^  (ft) 
o9 1 o  ' 1 

uniformément bornés pour un certain N et pour X  ̂1, |t| < r. Alors pour v0>vp«' 
<_ ,-lN vm-l  ̂'  tpQ,^ 

D„ 3 t -» u(t,x,A) € H*i n tell e que P u = 0, uî u| =  v. . De plus 
r ^o'^ l z  |t= 0 J 

(12.55) | | u ( W ) | | «  eCltlX (||v0|| +  ... + || V l || ) 
iP0,cp1 cpoScp 1 cpQ,cp 1 

où la constante C dépend seulement d'une majoration uniforme sur les normes des Aj. 
En principe, on doit pouvoir dans certains cas améliorer (12.55), par exemple en 
utilisant la méthode des déformations non-caractéristiques. Le cas le plus simple 
est probablement quand m = 1 qui donnerait sans doute un traitement alternatif de 
la méthode d'optique géométrique (y compris les équations de transport). Un autre 

2 
cas intéressant serait quand P est microhyperbolique à partir de IR t T * dan s 

la direction T = 1, t = 0, x = c = 0, où très probablement on a une amélioration 
substantielle de (12.55) pour t réel. Cette remarque un peu vague ne sera pas ex-
ploité dans le reste de ce cours, mais peut se révéler utile dans une approche plus 
constructive (paramétrices, solutions nulles et.c) et aussi dans les problèmes aux 
1 imites. 

13. D'AUTRES PREPARATIONS 

2 
Dans cette section on étudie d'abord l'aspect que prend le produit L : 

(13.1) <  uru2 > = | u1(y) u2(y) dy 

au niveau des transformations de FBI. Ensuite comme application on donne une nou-
velle définition de WFa (proche d'une définition de O.Liess [Li]) . Finalement on 
donnera quelques précisions techniques sur la transformée de Fourier. Le travail 
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dans cette section servira dans la démonstration du Théorème 14.1. 

On se donne comme dans la section 7, deux transformations de FBI ; e t T*2, 

définies microlocalement près de (yQsn0) €  1R n * ]Rn et (yQ>-ri0) respectivement : 

(13.2) Uj(x.x) = 
lA(pj(x,y) 

aj(x,y,A) ua.(y ,A)dy = Tj Uj. . 

Ici â  sont des symboles analytiques elliptiques classiques d'ordre n/2. Comme dans 

la section 7 on introduit aussi $-(x) = su p - Im cp i(x,y). Les fonctions *. et U . 
y€lRn 

sont alors définies près de xjj e Œn , j = 1,2 , correspondant respectivement à 

(y0»n0) et (y0>-n0)- Quan d Uj € â)1 sont indépendants de A, nous avons vu que 
1 oc 

V. € H (su r des ouverts convenables). D'autre part nous pouvons inverser for-

mellement e t T2 : 

(13.3) u,(y,A) = 
ÎA(Pj(x,y) 

b-(x,y,A) U.(x,A) dx 

où les bj sont aussi des symboles classiques analytiques elliptiques d'ordre n/2. 

Alors formel!ement : 

(13.4) < u19u2 > = \\\< 
r 

iA(cp1(x,y)+Cp2(z,y)) 

b1(x,y,x) b2(z,y,A) U1(X,A) U2(Z,A) dx dy dz 

où l'on cherche un contour r  bien adapté à la fonction de poids 

(13.5) $(x,z,y) = $2(x) + Im «pjCx.y) + $2(z) + Im cp2(z,y) . 

Notant comme dans la section 7, par (yj(x),nj(x)) eT IRn^0, j = 1,2 , le 

point qui correspond à x e Cn , on définit "1'anti-diagonale" A c c" x (dan s un 
1 2 

voisinage de (x0,xQ) par les équations y^(x) = y2(x), n^(x) +r«2^x^ = ®' ^our 
(x,z) e A, la fonction y -> $(x,z,y) a un col en y = y-.(x) = y?(x) et $ 1 >  0 , 

y |R n 

118 



D'AUTRES PRÉPARATIONS 

A 2 * | 
i IR n 

< 0. La valeur critique est 0, et on choisit le contour 

r c  : (x,z) e A , x e Q S y = yi(x) + it t e IR n |t| < C 

Ici C > 0 est une constante dont le choix ser a négligeable, et n c (Dn est un voisi-
nage ouvert de x* . 

Soit =  n, ft2 = o u  ̂est l'application de graphe A . Alors pou r 

и 4 e L ; ( П . . ) on pos e 

< U1'U2 >0l = 

(13.6 
r O1, c 

e 
-i*A(<p, (x.y) +  cpo (z,y)) 

b-,(x,y,A) b9(z,y,A) U1(x,A) U9(z,A)dydxdz 

= 
(x,z)€A,X€fì1 

e 
.Artfx.Z g(x,z,A) Un(x,A) U9(z,A)dxdz 

Ici la dernière équation résulte de la méthode de la phase stationnaire, g est 

un symbol e elliptique classique d'ordre n/2 et ^(x,z) = v.c.y(-i (<pj(x,y)+<P2(z»y) ) )• 

Clairement 

(13.7) Re iHx.z) + <Mx) + $?(z) = 0 

(13.8) v(Re u>(x,z) + *,(x) +  $0(z)) = 0 SUr A  . 

Aussi dx dz =O(1) L(dx ) et on obtient immédiatement : 

Proposition 13.1 : Pour U. € L 
2 

'n .) on a 

(13.9) < 1, u2 ^ G * A 
n/2 U 

L 
2 
u 

u 
L 2 

y 
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Ce résultat est encore valable si l'on remplace $ p $2 pa r deux autres fonction s 

continues réelle s sJ? sJ? vérifiant (13.7) . 

Soit maintenant P(x,D x,A) un opérateur pseudodifférentie l analytique , classique 

formel défin i prè s de (y0>^ 0)> alor s nou s avons vu dans la section 7 qu'il exist e 

des opérateurs pseudodifférentiel s de la même classe ; P. , j = 1,2 définis près de 

A = (x, 2 
T 

a*. 

3x 
(x)) ;  x € Q (si es t assez petit), tels que formellemen t 

P 1 T 1 = T 1 P > P9 T? = T? P • De plus 

vf x,D u >> Po(y,D w,A Q(x,y,A e 
A ib iX.v) = 0 

formellement. Pou r asse z petit et P d'ordre 0 nous avons alors la 

Proposition 13.2 : On réalise P^ P 
p, Oj, xj 

comme dans la section 12. Ici 

C > 0 est fixée3 et tes fonctions X _ e c (a .xn . sont données par le Lemme 12.1 

avec C g = 2 C ̂  (pour se fixer les idées). Alors3 si les constantes C > 0, > 0 

sont assez petites^ il existe une constante Cg >  0_, telle que : 

Si s * ' i € Lip(ü, vérifient Vf*'. - $ J I < C. |vf*' î - * J I « C. 

Re + + - min(Cs 

C C-

2 
d(x%CSlJ 

A 
4. 0 j Re i[> + *" + $J < 0 

Re \¡) + $' + *" 4 0 et s% V. S. n 
2 'n J, ai/ , e i 2 O , alors 

\< P2 UrU2 > - < UrP2 U2 : 

(13.10) 

C„ A 
n/2 

£/ £/ 

O 
3 U. 

O v5> 
1/. 

O 
3 £7« 

O 

La constante C dépend de C mais peut être choisie indépendante de &7 et de X. 

120 



D'AUTRES PREPARATIONS 

Démonstration : On écrit : 

< P n U n , U 9 >  = 
(13.11) 

= 
r o 

e 
Aii>(X,zl 

g(x.z,x-] u 
2TT 

i 
e iA(x-x)e Pi (x,e,x) xWx.x) M x , x 

U 0 ( z , X ) d x dz dx de 

où r  es t le contour donné par (x,z) e A , e = 2 T 

3$. 

3X 
rxì + i C x-x 

x-x| 
Pour 

t = 1 
1 

4 1 
1 

e 
i(n-s) 0  ̂s n on pos e x. = (l-t)x + tx, x+ = tx + (l-t) : et on 

remarque que x-x x-x iu + x + 
= x + X dx. dx. dx dx 

On introdui t les contours 

Tt / (x,z) E Afdh 0 = 
2 
T 

3$. 

3X 
x t + i  C x-x 

x-x 

Puisque '(X.,Z) €  A " s'écrit aussi z = f(xt et x.-x u x-x| on peu t associer à 

cette déformation un champ de déplacement v = (9 x-x L'intéarale (13. Ili avec 

r Q remplac é par es t ; 

I = 

(x,y )€A 
u\(x,A) u e x^(.,z) g(..z,A))(x) U 0(z,A) dx dz 

où es t une réalisation évidente du transposé formel de P .̂ Par la formule de 

Stokes (que l'on peut justifier avec des troncatures et régularisations de contours) 

on obtien t 

< P 1 U^Up > - I = 

u 

u 

o 

dt 

u 
e 
AiMX,Z) + lA(X-X ) e 

g(x,xhj) n 
m 

n 
P.,(x,e9A, V J 3(X1 ( X ^ J IL (X,A 

(13.12) U 2(z,A)dx cfxde dy ) 

u 

o 

dt ti 
A^(x,f(x +)) + 2A 

u 
3 X X4.) (x-x)-A C |x-x 

1 

x-x 

n 
X 
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6 n/Z. d(x d 
3(x,x,z] 

x,ix,x) U,(x.A) U^ffix.KAÌÌ L(dx dx ) 

A cause de la dérivation du triple produit on obtient ensuite 3 termes que 1'on 

peut traiter de la même manière. On se contente donc d'estimer le terme qui con-

tient llTx^ . Puisqu e d(x)|â"x^| = 0(1) es t à support dans d(x ) |x-x | < 

C2 d(x) , on peut écrire ce terme (ave c majorations uniformes en t) : 

(13.13) II = M x , x , A ) Ui(x.x) Ui(f(x.),A) L(dxdx ) 

où U' . = e 
yd 

et 

(13.14) k.(x,x\x)=#(A 
n/2 f 

x-a 
n 

exD AíKe i b x,t(x^}) + ¿ R e 
3$< 

3X 
[xj (x-3f: 

C Ix -x l + â)l ( x) + A ' ( f i x . n i 

est à support dans x-x| e [C. d(x), C0 d(x) Maintenant • î(x) + *?( f( xt)) 

Re ij>(x,f(x.)) ^ 
C 

2 
d(x) + 

C o 
b 

X-Xl < c 
2C 

3 x-x sur supp kt» si C et son t as-

sez petits. L'exposant dans (13.14 ) est donc 

A(*i(x) - $î(x) + 2 Re 
3*-, 

DX 
X.)(X-X 

g 
3 x-x 

^ "  A C |x-3f|/ 6 

si C et son t assez petites. Donc 

k„(x,x,A)=0(A 
1/2 A 

x-x n 
e 
-A C X-X /6 

et le s intégrales |k4.(x,x,A) L(dx et k t(x t,x t,A) L(dx t; sont donc uniformé-

ment O(n n/2 Ici on a posé k. ( X. $ Xj. 9  A = k, 
LX,X,A 

On peu t alors majorer l'intégrale (13.13 ) 
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11 | < 
T 
2 Mx.x.X) |U'(x,X)| " L(dx dx) 

+ D 

m 
Mx+.x^.A) Ui(f(x +))r L(dx« . dx, 

Const. X 
n/2 u lu' 

2 
2T U' 2 

où I) -|| désigne la norme L sans poids . Avec T = l|u;|| "x ||u i on trouve , 

IIII < const.; n/2 u' u' ((u')))(u')) Les deux autres terme s de (13.12) peuvent êtr e 

estimés de la même manière, et on trouve que |< P1 uru2 >  - I est majoré par le 
second membre de (13.10). De même on majore 

< U1SP2 u 2 >  - u1 tp2 e 
x u 

g U0 dx dz 

et la majoration de 

ui up1 - tp2 e yg U9 dx dz 

est encore plu s facile puisqu e 

to1 - rp2 effjk <e 
Al Re *<x,f (x))-min(C CoCl 

2 
d(x)l 

x <e 

Nous allons utilise r notr e produit scalaire pou r établir une définition alter-
native du WFa, proche d'une définition de 0. Liess [Li] . Soient donc T^,T2 comme 
avant, W une petite boul e centrée en (y0»~n0) et 

n ,(x,y ) = e iX(p(x,y,a; a(x,y,a,x) 

une résolution de l'identité, définie pou r a = (av,ac) dans un voisinage de W. Soit 
X c, 

u une distribution définie dans un voisinage de yQ, qui contient la projection de № 
Alors U(x,X) = T. 

aew 

TT 
a,X 

u da est bien définie dans un voisinage çi9 a t d e W?, 

si W2 est la projection dans c " de X>T (W). Alors U € H£ (n.) OÙ $o =  $9 sur W0 

$9 < * 9 P E U " Q9<<DHWJJ Soient O _W les ensembles correspondant s associé s à T, et 
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<,> le produit scalaire associé . Quitte à prendre W assez petit on peut suppose r 

que o,^ soi t pseudoconvexe e t même une boule. 

Soit maintenant cp  ̂<s>^ une fonction pl.s.h. de classe C , définie dans un voi-

sinage d e fi, et telle qu e <P(x;) = *,(x; ou x: e r est le point qui correspon d à 

( y « » 0 pa r X-, 

Proposition 13.3 : S'il existe C > 0. e > 0 telles que 

< u3U >| < C e eA u 
H (O1) 

u e H (o.nj 

alors (y »-x\ ) t WF (u). 

Démonstration : Pour a > 0, soitcp, le supremum des fonctions pl.s.h. sur fi, plus 

petites où égales à min $ i >cp+a Alors pou r a > 0 assez peti t nous avon s fa =1 
dans la boule autour de x de rayon <sna. Ici > 0 est une constante qui ne dé-

pend pa s de a. En effet, pour x| < <5„a: soit la transformation canonique ave c 

26 „(xi, U dg 
gd 

u = x . 
2 
T 

ty 
3X (x)) qui es t de la forme Y.» o  y o  %L Z où 

X est une translation. A l'aide du Lemme fondamental o n montre alors qu e 

x (A) = A ou x (A) = Ax (A) = est pl.s.h. et tPx(x) = 4>(x). De plus, <PV = Y + ^(|x| ) = 

x (A) = A ou x (A) = Ax (A) si est assez petit. 

Soit maintenant \|;(x) une fonction pl.h. telle que ip(x) -  M x) * - x-xr t 
2 

Pour r > 0 petit, soit x e C({|x-xi| <  Ô  r}) telle que KM -  1 pour x-x^ 

6 r/2 Alors, si v € H (n,) .nous savons qu e 

a xrv 
2 u 

V 3 X „ 
I ty 

kfi-

#(e Lr / v| H. (ft, 
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Il existe donc w e L =(D1) telle que 3 w =  3x J» w 2 ^ ( v i e 
-Cr" 

u 2 
"iL 

Alors xr v-w e u u et xrv-w uy ft! w = 3x 
V 

tu u 
Maintenant v-xpv 

est à décroissance exponentielle dan s L. (ft. Plus précisémen t 

< v,U2 > = < x v,U2 > + 6>(e" -Cr" A v H y 

où pour simplifier les formules, on suppose que I U9| u 
u 

= # ( A 
-n/2 D'autre 

part, 

< x^v,U9 > = < x v̂ - w,U9 > + < w,U9 > 

et puisque w = & (e -Cr x • m 
dans L * :=> L on a < w,U0 > = (Pie 

-Cr A, 
v 

Puisque !p x (p + r on a xrv - w| H = <9(e T A v H, 
et donc par notre hypothè-

se de départ, 

< xpu - w,U2 > = ê(ey (r-e)a v H. 

Avec r = e/2, e = min(e/2, C(e/2] on obtient alors 

(13.15) < v> = (9 (e u v H ft 

Si i|; = Re f, où f est holomorphe, on peut prendre v = a(x,A) exf , où a est un 

symbole analytique classique elliptique. Alors il est facile de voir que v E  T , V O Ù 

v(y,A) = a(y,A) e 
ÌA 

avec Im f * \y-yn\ dans le domaine réel. De plus, modulo un 

terme exponentiel 1ement petit, 

v,U2 > = v(y.A) u(y) dy 

et cette dernière intégral e est donc à décroissance exponentielle. Ceci est prati-

quement la définition du fait que (y0»-n0) £ Wfra(u). Pour terminer la démonstration 

il suffi t de faire varier f légèrement d'un paramètre a proche de (yn»-nn)- L'inté -

grale correspondant e v(y,a,A) u(y) dy est toujours à décroissance exponentiell e 
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puisque (13.15 ) nous laisse une marge. 

Pour terminer cette section , on fait quelques précisions sur la transformée 

de Fourier. Soit cp € C pl.s.h . définie près de 0 dans C e t supposons que 

(13.16) cp(0) = 0 , vcp(0) = 0 , v" cp(0) 
ra n 

< 0 

Pour ç e CN voisin de 0 on pose cp*(ç) = v.c.^(ip(x) + Im xç) et on remarque que cp* 

vérifie aussi (13.16? . En effet pour x,£ réels et proches de 0 , on a cp(x) + Im xç Ô 

et vv(cp(x) + Im xç)| ^ |x| + IH Donc, SI x U e c est le point critique de 

x -*- cp(x) +  Im xç, on voit que Im x(ç)| ~ |Ç quand ç est réel. Utilisant que 

V cp 
u 

> 0 on obtient cp*(ç) ^ -
1 Im x(ç) «S -

_1 u pour ç réel et donc que 

v: cp*(0) 
F1 

< 0. c.q.f.d. 

Soient B A0*r)9 B lia 
(0,r) le s boules ouvertes centrées en 0 de rayon r dans 

CN et TR n respectivement. Pour r.. > 0 petit et u e «UB.nCo.r,). on pos e 

(13.17) (fuU9X) = 

B „ ( 0 , ^ / 2 1 

e 
-ÌAX£ 

u(x,A) dx . 

Si r« > 0 est assez petit on constate comme dans la section 3, que CT u € 

H* (B ty(O, r2) et même que 

(13.18) \ & till u 
to31 

u ^ C  À " 
-n / 2 

D H 2 

pour les normes correspondantes. En effet, modulo une erreur exponentiel!ement pe-

tite on peut déformer le contour en x ( 0 +  B „(0,^/2 ) Pour v e H,„*(B_n(0,r?)) on 

pose de la même manière 

(13.19) Gv(x.A) = 
A n 

B „(0,ro/2) 

e 
J A X £ 

V(Ç,A) dç 

et alors pour >  0 assez petit (en fonction de r2) on a £ V € H ( B <0.r3) ) et 
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(13.20) gv H (r3) < C. l 
n/2 

v H * ( r 0 

Proposition 13. 4 : Choisissant successivement r^r^r^ < < r^ assez petits3 on a_ 

pour toute u E H (B (0,rj) 

(13.21) u = Çy 3- u + w dans B 
r 

(0,r^ 

où 

(13.22) w 
H (r3) 

^ Ce 
-X/C u 

H (rj 

Ici tes constantes r^r^r^C peuvent être choisies indépendantes de tp, si_ tp varie 

2 
dans un compact de C (ti)3 où Q, est un voisinage de 0 (et si tp vérifie (13.16)). 

Démonstration : Dans l'intégral e 

c^5 ru(x,A) = G 
n 

n€B „(0,r o/2) 

yeB n(o,r 1/2) 

e i(x-y)n u (y>A) dy dri 

on déforme d'abord le contour en n en un "bon contour" r (x) avec le même bord que 

B n(0,r 9/2) le long duquel on a 

cp*(n) - Im xn < cp(x) - C I T Î - T I ( X ) 

où n(x) est le point critique pour n tp*(n) - Im * n - Ensuite pour chaque n € r*(x] 
on déforme B n(Q,r,/2), sans bouger le bord, en un bon contour r(n) le long duque" 

cp(y) +  Im yr)4. tp*(n) - C | y - y ( n ) I 

On obtient alors un bon contour pour (y,n ) cp(y) - Im (x-y)n et après des déforma-
tions supplémentaires on se ramène (modulo une erreur exponentiellement petite) à 

un contour régulier standard pour leque l on peut appliquer l'exempl e 2.6 où bien 

le Lemme 12.7, pour conclure. 
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14. UN RÉSULTAT GENERA L SUR LA PROPAGATION DES SINGULARITÉS 

Soit P un opérateur différentie l à coefficients analytiques défin i prè s d'un 
point yQ e !R n, soit Q = *P et p, q les symboles principau x de P, Q. On fixe un 

point (y Q>n 0) £ T*]R
n^0, où P ( yQ » T i 0 ) = 0 et on s'intéresse à la propagation des 

singularités analytique s prè s de ( y Q » ~ T i 0 ) pou r une distribution u définie prè s de 

y . telle que (y^,-n,J £ WF (Pu). On introduit pou r cela une condition qui port e 

sur Q. 

Soit T  ] Rn ^ 0 u n germe de variété I-Lagrangienn e en (y0>n 0)> on désigne par 

Aj^ le s points de A n T*lRn^0 qui corresponden t aux points avec cpQ = <b après une 

transformation canoniqu e associé e à une transformation de FBI qui transforme T*]R n 

en A ^9 A en A^ ave c tpQ ̂  a>, cp 0(x Q) = o(xQ). (Ic i xQ est le point qui correspon d à 

(y Q,n 0) )• Soit r(x,ç) une fonction réell e et analytique définie prè s de (y0»n 0) 

avec r(y 05n 0) = 0. On fait l'hypothèse de non-microcaractéristici té suivante : 

(H) I l existe e € [0,n], e > 0 et un voisinage complex e V de (y0>n 0) tels que 

q(exp(e 1 9t H ) (x,ç) + (y,nî) * 0 pou r 0  < t< e , 

(x,ç) € V n A , (y,n) € (C ave c |(y, n)| <c et 

Ici, après une petite perturbatio n de e, on peut toujours supposer que e G ]0,n[. Le 
résultat principal, qui a été obtenu par N. Hanges-J. Sjostrand [Ha-Sj ] dans le cas 
(L-Lagrangien, est alors : 

Théorème 14.1 : On suppose (H). Soit u(y) une distribution définie près de yQ 

telle que (yo^p) t WFJPU) et V f l h* n  {(y9X\) ; r(y,-^) > 0} n WFju) = J 3 où 

vR est un voisinage réel de (y0, o= Alors (y0, o= t WFju) 

Ici on écrit en général K' = {(y,-n) ; (y»n) € K}. Le reste de cette sectio n est 

consacré à la démonstration du Théorème 14.1 , qui est techniquement plu s compliqué e 

que celle dù résultat correspondant dans Hanges-SjSstrand [Ha-Sj] , mais qui est ba-

sée sur les mêmes idées . 
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Nous allons d'abord "convexifier " la surface r = 0, en posant 

r0 (y, n) = r(y, n)(y, n) ЕЯ 
Mài 

- ô((y-yo) +  ( n - n _ n 

où 5 > 0 est à choisir assez petit, pour que (H) reste valable avec r remplacé par 

rP et W c si W = i(y,n) G T lRn-N0 ;  (y-y^T + ( n -O <  « > Alors 

(14.1) WF (u) n A' n  a W n {(x,€) ; r6(x,-£) ^ 0} = 0 

puisque rg < r sur aw. On remarque aussi que ^ ( y g ») >  °- Ecrivant r^ = rg on 

rajoute n-1 fonctions réelles et analytiques r2»-*-»rn telles que dr^f...,dr son t 

indépendantes, ^rj»rk> = 0, Vj,k et ^2^yoiT]o^ = ... = rn(y0»n0) = °- Ceci Peu t être 

fait de telle manière que les r^,...,rn soient des fonctions analytiques de <S. Pour 

t e CN assez petit on introduit la variété I-Lagrangienn e 

h% = exp H r o  ... o exp tn Hp ( A ) 

Soit maintenant T une transformation de FBI définie dans un voisinage de (y^no) 

avec transformation canonique XT ,  on écrit (x0, f0) = xt(y0-df)(x0, f0) = xt(y0-df)xt(y0-df) 
xt(y0-df)xt(y0-d OÙ $ est strictement pl.s.h., cp est pl .s.h., cp (x)  ̂$(x) avec éga-

V 
lité en x . Soi en r, = r, oUZ1 ,  A =  ttT(A.) Alors X. = A o ù cp (x) =  cp(t,x) 

résoud le problème 

(14.2) 2 
T 

3C£ 
3 t , + r,(x, 1 

8cp 
3x 

= 0 ,  1  < j < n 

(14.3) cp(0,x) = cpo(x) 

Ici (14.2 ) consiste de 2n équations réelles , en involution pour Im a , ce qui en -
traine l'existenc e et l'unicité local e de cp. En plus la variété I-Lagrangienn e 

v - (t,xs 2 
T 

3cr 
at 

2 
T 

8cû 
ax est feuilletée par les variétés intégrale s (pou r la géo-

métrie C-symplectique) de Í H r r H r où f, = x, + r,(x,£) Ces feuille s son t 

évidemment de dimension complexe n. 
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Lemme 14. 2 : La fonction cp est pturi-sous-harmonique et ta matrice de Levi 

^ c p 

3*cp 
dtdt 

3 ce 

dtdx 

32cp 
dxdt 

3 cf 

dxdx 

est partout de rang 4 n. 

Démonstration : í ¿ mesure la C-linéarité de TA^ et il est clair que les vecteurs 

tangents des projections dans C?+ v x des feuilles intégrale s de {Ĥ  ,...,Ĥ  } sont 

dans le noyau de tá£> c p. Donc le rang de £6̂  est au plus n. Ce rang est également cons-

tant sur la projection de chaque feuille. Pour montrer la pluri-sous-harmonicité il 

suffit alors de le faire en un point de chaque feuille et on prendra celui ave c 

t = 0. Si v € C 2 N est un vecteur tangen t arbitraire dans un tel point on décompose 
v = v ' + v" où v" est tangent à t = 0 et v" est tangent à la projection de la feuil-
le. Alor s v"e Ker e t donc < v 9 S , \ 7 > = < v ' , ¿ £ v"' > ^ 0, ce qui montre que cp 

est pluri-sous-harmonique. 

Séparant (14.2 ) en parties réelle s et imaginaires on obtient 

(14.4) 

3cp 
3 im t-

= Re r_.(x, a 
3CD 
3X 

3cp 
3 Re t. 

= Im r.fx, 2 
T 

3CDx 

3X 

donc 

(14.5) cp(t,x) = cp ix) + < r(x, 
2 

T 

3$ 
3X 

(x)), Im t > + #(|<p-* 1/2 [tl + Itl 

1 
7 cp0(x) + y $(x) + < r(x s 

2 
T 

3$ 
3X' Im t  > + &  (|tr) 

Avec e € ]0,n[ comme dans l'hypothèse (H ) on pose 

r 
E 

= g t E C n U =  e1 
ie s, 0 < s >< p ,  t' G 1R n-1 t' < e0('e0)t1 
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Soit fi cz ICn une petite boule ouverte centrée en xQ. Prenant n suffisamment Jgetit on 

peut rendre la norme de cpQ - $ dans C*(ft) aussi petit e que l'on veut. Soit Q l'ima-

ge de Q par T, que l'on réalise sur H$(fi) comme dans la section 12. Alors si n et 

e son t assez petits on a le : 

Lemme 14. S : Pour tout t € T et_ toute v € H 
P 

W . it existe v £ в 
M 

i M 

w € L 
2.M. 

(Çl) telles que pour X ^ 1 : 

(14.6) QV = V + W 

(14.7) U AT 

V 

C X 
M 

V 
U 

(14.8) U 
< ft 

t<i 

< C. A 
M 

V Hg 

loi C.j M, sont des fonctions croissantes de l/\tA et = w+ - \tJc d(x.Cto)3 où 

C > 0 est indépendante de t. 

Démonstration : On peut supposer que x = 0 et on pose alors cpt ç(x) = cp.(x) 

s(R-lxl)' où R est le rayon de Q. Alors le symbole principal de Q est * 0 sur 

V 
n (f i x (Cn), si t E r ,  0 < s < a 1t-, | , si a > 0 est assez petit et il suffit 

d'appliquer le Théorème 12.11 pour conclure. 

Soit W c l a projection de 3Cy(W) (où l'on rappelle que W est la boule de 

rayon <s autour de (yo»ri0)). Si <s > 0 est assez petit en fonction de n9 

(14.9) WF (Pu ) nff' = i 

(14.10) W <=<=& et cr L < $ sur W pou r t er 

Ceci est possible car (14.5) montre que cp.(x) < $ + ^ ( s l tJ +  |tJ ' dans une bou-

le autour de x . de rayon proportionnel à 6 . 
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Soit A  une résolution de l'identité défini e pour a dans un voisinage de W 
'Xi 

et rappelons qu e [P, n ^]d a = d n modul o un opérateur à noyau exponentiellemen t 

petit dans C~(IR2n), où îf es t une famille Fourier intégral e avec le s mêmes pha-o a, A 

ses que n .  . Soit U= n _ u da, U' = T'U, où T' est une transformation de FBI, 

définie microlocalement dans un voisinage de (yQ»~n0) . Soit $' l a fonction poid s 

associée à T' e t n' c Cn l'ouvert qu i correspon d à a via ^-j- , ° HT-1.  Alor s 

U' € Hvi,(ft'), où y est une fonction continue réelle sur fi', = *' dan s W e t < $' 

dans n'  ̂W'. Ic i W' désigne la projection de 9£-p(W) . Pa r < , > on désigne le 

produit scalaire, défini dan s l a section précédente, avec ( T p T ^ f t p ^ ) = 

(T,T\n,n'). 

Si 6 > 0 est assez peti t et e >  0 assez petit en fonction de 6 nous avons : 

Proposition 14.4 : Pour t G r v e H f a 

(14.11) < v3Ur >\ 4 \ 

M 
v H 

t1 

Ici C^M^ sont des fonctions croissantes de l / \ t - t1 

Démonstration : Soit x € C~(ft), égale à 1 dans un voisiange de W*. Si " = " dénote 

"égalité modulo u n terme majorable par le second membre de (14.11), on a < v,U' > E 

< v,xU * > = < Qv,xU' >. Du fait que xU' est à support compact, on peut appliquer la 

Proposition 13.2 avec $ J = cpt , U1 = v G H^(ft) (à la place de H^(ft)) ; = y et 

$2 convenable, pour conclure qu e 

< Qv\ xu ' > = < v,PXU' >  E  < v, x PU1 > 

où P est l'image de P par T', réalis é dans H$,(ft') comme dans l a section 12. De 

plus 

(14.12) < V" , X PU* > = < v, xT'P 

aGW 
n a» À u d a > = 

8 W ' 

< V . Y T ' ï 
a, A 

U > 
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Si x', € fi' est le point qui correspond à a, alors T" il , u € H., où 

$^(x) >< $'(x) - C|x-x |̂ , et pour majorer la dernière intégral e de (14.12) on dis-

tingue entre deux cas : 

I , Si a est dans un voisinage de Aĵ  n aW n {r̂   ̂0}', alors a g WFa(u) par 

hypothèse et on obtient uniformément en a : 

(14.13) < v. XT' ïï , u > = 0 

II, S i a est dans un compact de (B W ' ^ A ^ ) U  ( A J R n 3W n ir1 < 0}'). Alors pou r 

r, eQ assez petits, t e r£, |x-x(«) | < r on a cpt(x)  ̂$(x). Ici x(a) dénote la 

projection de 7CT (av»-oO. Alor s on a encore (14.13) . 

Soit rQ > 0 un nombre assez petit pour que cp(t,x) soit bien définie dans un 

voisinage de (t € CN ; |t|  ̂rQ> * fi. Pour v € H^({|t| < rQ} * fi), considérons la 

fonction f(t,X) = < vt, U' > , vt = v(t,x,A), qui est holomorphe en t. Nous avons 

le résultat suivant pour rQ et fi assez petits, 6 > 0 assez petit en fonction de fi : 

Proposition 14.5 : Pour tout e > 0 i/L_ existe r^ > 0y > 0 telles que 

(14.14) \f(t3X) j < C X e 
C e X Im t. 

V H (B) 
<rfl 

(osrjx fi; 

pour toute v E H (B (O^r^) x  çi)9 quand Im tj ^  09 Im t1 = 09 \tA 4 * , |*' | r . 

Démonstration : Pour t1 réel et |t| r  /2, on a 

(14.15) |f(t,A)| < C A e 
A C I Im t. 

v u 
cp 

D'autre part, si e € ]0,n[ est donné par (H) et e >  0 assez petit, nous avons pou r 

D >0 , arg t1 = e, f € ]R . n-1 
D >0, arg t1 = e, fgfdgg 1 'inégalité 

(14.16) K(t,A)|  ̂C A 
C 

u H 
cp 

1 3 3 
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Ici on peut supposer que C £-C Q, et on pose alors 

(14.17) h (t , X ) =  Y  log 
|f(t,X)| 

C 
P 

x p 

V H 

Alors (14.15 ) entraîne que h (t,x)  ̂ CQ Im t-p pour Im t̂  > 0, t* réel, et (14.16) 

montre que hp(t , x ) ^  0  pour p  ^  I  t i I ^  e

0 * I * " I  e o P » a r 9 t1 = 9, t' e IR " . Pour 

t' e ]Rn~* fixé avec |t ' | ^ £ Q P » ° N pose t^ = p e^ e + w et en imitant la démonstra-

tion du Théorème de Phragmen-LindelSf on va établir des majorations séparemmen t 

dans les secteurs I : arg w € [0,e] , II : arg w e [ e , n ] . Ave c p  <  e

0 / 2 on considère 

dans I n {|w|  ̂eQ/2} la fonction h p(t , x ) -  CQ p sin e - I m wa = gp , où 1 < a < 

n / e . Alor s avec >  0 assez grande, on obtient gp ^ 0 sur la frontière et donc à 

l'intérieur par le principe du maximum. D'autre part, pour tout e' > 0, il existe 

T £ , >  0 tel que C-̂  Im wa  ̂ e ' Im w, pour |w | < T  •» arg w € [0,e] . Alor s 

n

p (tjX)  ̂ C Q p sin e  +  e* Im w, pour ces valeurs de w, et une modification de cet 

argument donne le même résultat pour arg w e [ e , n ] . Don c pour tou t e' > 0, il exis-

te T  I > 0 indépendant de p tel que 

(14.18) h (t ,x) < C p sin e  +  e1 Im t. 

pour t' réel, | t ' | ^ e p , t , = p e +  w, avec I m w ^ O , |w | >T .  . 

Nous allons fixer d'abord e ' et ensuite p, en particulier on s'arrangera pou r 

que p < < T E , . Posan t T £ ,  -=  H  T £ , , on obtient alors (14.18 ) pour t' réel, |t' | < 

e Q p ,  Im tj >̂  0, |t^ | < T £ I .  Rappelons que hp  ̂0 pour t réel. Si Vgiftj) est la 

fonction harmonique dans le demi-disque Im t̂   ̂0, | tjj < T £ I , qui vaut 1 sur 

|tj| = x . et 0 sur Im t̂  = 0, on a y ,(tj) < ^— I m t̂  dans le demi-disque con-
£ i  e ' 

centrique de rayon H T £ , . Ici C2 est une constante universelle. Le principe du 

maximum montre alors que 
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h (t,X ) < ( C e Sin 6 +  e ' T  , ) u .(t, ) < 

CoP 

T 
Ira t1 + C o e ' Im t1 

sur le dimi-disque de rayon 1 
7 

T Pour e > 0 donné, on choisit d'abord e e 

2 C . 

et ensuite p  ^ F. 

2 C 
Alors h p(t,A)  ̂e Ira ,  pour t^ dans le demi-disque de 

rayon 1 
1 

T f réel , 11 ' I « e o 

Il rest e à faire un argument de superposition. Soit f(t) la fonction réelle et 

linéaire sur (Cn donnée par 

9cp 

at 
0,xo at (0) =  o 

c.a.d. 

3 f 
8 Im t = - Re r x.,£ a Ret 

= - Im r X _ , £ = 0 

D'après le choix de r = (r^,r2,...,r n) qui a été fait, on a f = - a Im t ,̂ a > 0. 

Pour C  > 0 assez grande, on pose 

*(t,x) = <P(t,x) + f(t) - C  Re(f) 

Alors iJ> est pluri-sous-harmonique et v es t non-dégénérée de signature 0. Donc 

par le Lemme fondamental ^ 0(x) = v.c. ^(t,x) est aussi une fonction pl.s.h. et on 

rappelle que ^y est donnée par une formule de mini-max ave c une famille de contours 

dont fait partie JR " . (On suppose ici, pour éviter des difficultés globales, que 

fi, r son t petits et que r es t grand par rapport à fi). 

Lemme 14.6 : On a_ tyQ(x) ^ $ (x) aveo égalité si et seulement si ^>Q(x) = $(x) et_ 

!H 
2 
—r 
1. dx (x)) = r( x0, e1)h 

Démonstration : La formule de mini-max montre que 
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* n(x) < sup 

t€lR 

<p(t,x) + f(t) - C Re(tT) = sup 

telR 

cp(t,x) - Cr 

avec égalité si et seulement si le point critique est réel. Puisque cp(t,x) < $(x) 

pour t réel on a bien ^ 0(x)  ̂$(x) et pour avoir égalité il faut que t = 0 soit un 

point critique et <pQ(x) = $(x), ce qui es t justement la condition dans le Lemme. 

Proposition 14. 7 : Fixant d'abord r o > 0 et_ ensuite Çi assez petits on a_ pour tour­

te v* £ H , * (çi) deux fonctions v G H (B (03r )x çi), w € H (çi) telles que 

O \b * \h jn O .* 1  

(14.19) v(x,X) = 

B JO,r /2) 

v(t3xa X) dt + w 

et 

w H (O) << Ce 
-X/C 

O H (Çi) 

(14.20) 

u H. (B ..(O.r)x n J 
4 C X . 3 » / 2 

I" H 

u 

u 

Ici v 9 0.9 C > 0 sont indépendants du paramètre 6 introduit au début de cette sec­ 

tion 3 pourvu que ce paramètre reste assez petit. 

Démonstration : Soit ip*(x,x) = v.c. t(if>(t,x) + Im t.T) qui est une fonction pl.s.h. 

définie dans un voisinage de B M(0,r-,)x n9 rn > 0. Si V * ( X , A ) e H ( Œ) on peut 

étendre cette fonction en une variable à la fois résolvant chaque fois un problème 

de a", jusqu'à une fonction V * ( T , X , A ) e H ( B „(0,^)* n), tell e que 
il,* c 

V*(0 , X,A) -  V*(x ,A) .  N V*| | M 

lì) 

* C .A" H V*| | H 
y 

Ici r1 > 0 est supposé assez petit, mais on peut encore diminuer n sans changer r̂  

On Dose ensuite 
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vït,x, x) = 
2 IF 

n 

ni 
b 

n l u « r l ' * ' 

e 
itT v*(x,x>X) d x€ H (B n(Û,r )* n 

Choisissant d'abord rQ > 0 et ensuite fi assez petits, la Proposition 13.5 nous per-

met de conclure. 

Proposition 14.8 : Fixant successivement rQ > 09 fi 3 S (comme au début de cette  

section) assez petits9 on des constantes C > 09 e  > 0 telles que 

(14.21) < v0*, U'> 4 C e -e A V E, 
u 

ffi> 

pour v u e H 'fi. 

Le Théorème 14.1 résulte des Propositions 14.8 et 13.4 et le Lemme 14.6. 

Démonstration de la Proposition 14.8 : Pour v* € H 
u 

(fi), soit v comme dans la 

Proposition 14.7 . Ecrivant 

v = vit.x.xì . e x(F(t)-Ct
fc 

où F(t) = - a 
i 
t 

est la fonction complexe linéair e avec Re F = f, il suffit alors 

de montrer (14.21 ) avec v* remplacée par 

h = 

B 
t 

n(0>r /2j 

v(t,x,x) e A(F(t)-Cf" dt 

On a T t 
u 

R 

t 
,(0,r ) x Q < C.X 

3n/2 
vo H 

u 
(fi) d'après (14.22 ) et 

(14.22) < h, U' > = 
R 

u 
„(0,r /2 

e 
x(F(t)-Ct^) < v(t,.) , U' > dt . 
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Puisque e 
X(F(t)-Ct" 

e - x c tc pour t  réel e t cp(t,x) < <s>(x ) pour t réel i l suf -

fit de majorer l'intégral e dan s (14.18 ) avec l e domaine d'intégration diminu é à 

| t ' | ^ r , |t J ^ r  ,  où e > 0 peut être choisi arbitrairemen t petit et r£ >  0 est 

donné par l a Proposition 14.5 . Alors pou r t ' réel, 1t" I  < r £ , 111| < r ^ ,  Im t1 > 0 

nous avons 

(14.23) |< v ( t , . ) , u ' > N c  x 
C A e I m t 

vo H 
Y 

(Q 

D'autre part, dans l a même région, avec a > 0 

(14.24) e 
X(F(t)-Cr 

^ e 
- x a I m t-, - C(Im t. + C(R e t! 

et si l'o n choisi t e a/ 2 o n peut trouver un contour de l a forme t ' € ]Rn ~ , 

|f | <? r ,  t, = s + i b x(s), -r < s s r  ,  b > 0, x € C~(]-r , r [;[0,1]) avec 

x(0) > 0 et b assez petit le long duque l 

e' 
XfFfti-Ct^l 

< v(t,.),U ' s ^ C  . e 
-Xe-

V" i 
i 

fi9 

pour un >  0. O n obtient alors l'estimatio n voulu e su r < h,U' > après un e défor-

mation de contour. 

15. APPLICATIONS DU THÉORÈME 14. 1 

Comme une première application, on retrouve l e Théorème 10. 3 su r les opérateurs 

microhyperboliques. I l suffi t en effet de choisir A  = T * l R n e t e = 5 . 

Dans tout le reste de cette sectio n nous allons choisir A  de la façon suivante : 

Soit V une variété involutive analytique réelle, définie près de (xQ,ç0 ) € T IRn^0 . 

Soit alors V le germe de variété en (xQ,ç0 ) donnée par la réunion des compiexifiées 

des feuilles bicaractéristique s réelles . Alors V T*]R n es t une variété I-Lagran -

gienne, dont la partie réelle est V. La manière l a plus simple de le voir est de 

faire d'abord un e transformatio n canonique réelle , qui ramèn e V à £" = 0 où l'o n 

écrit ç= U'.ç") , S" € K d . Alors V est donnée par çH =  0, (x',ç' ) € lR2(n"d ) et la 
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transformation canonique 2tj de la tf. de FBI de l'exemple 7.6 envoie (T IRn,V) sur 

( A _ , A )  où * = i (Im x)*, cp = i (Im x') 

Du Théorème 14.1 on obtient le résultat suivant qui a été démontré aussi par 

P. Schapira avec d'autres méthodes : 

Théorème 15.1 : Soit P un_ opérateur différentiel à coefficients analytiques3 dé -

fini près de Xq e JRn et_ p(x3 E,) son symbole principal. Soit V une variété involuti- 

ve analytique réelle passant par (Xq3 ^q) et_ VQ la^ feuille bicaractéristique de V 

qui passe par (x ,Ç ) . Soit r(x3&) une fonction réelle et analytique définie près  

de (Xq3 &q) avec r(xQ3^o) - 0. Si_ V 4 T JR désigne la variété I-Lagrangienne asso­ 

ciée à V on fait l'hypothèse suivante : 

(15.1) 

Il existe un voisinage complexe W de_ ^ X

Q 3 ^ 0 ^
 u n e constante 

C > 0 tels que p(exp t Hr(x3E,) + (y3r\)) * 0 pour (x3V G  V n W3 

0 <; t <c 1/C3 (y3x\) € C2n

3 \(y3r))\ <; t/C . 

Alors si Va T JRn est un voisinage de (Xq3^q) 3 u G 2)' (JRn)3 (XQ3^Q) g  WFa(Pu) et_ 

WF (u) 0 U C\{(x3£) G  r ;  r(x3V > 0} = 3 nous avons (x 3^ ) € WF (u). 

u. u o o a 
Démonstration : Pour p et V donnés, la condition (15.1 ) ne dépend que de 

drl T / „ x . Dans des coordonnées symplectique s (x,ç ) = ( x ' , x " , £1 ) 9 telle s 

nvç 0>
( o) 

que V soit donnée par s" = 0, si (15.1) est vérifiée pour (r,(x o,£ 0)), alors il 

existe un voisinage Û de (x Q»£ 0) dans V et un nombre e >  0 tels que (15.1) soit 

encore vérifiée si l'on remplace ( r>( x

0>£ 0)) par (h(x,ç) - h ( x ^ , ( x p ^ )) ave c 

( X j . q ) G  Û et h(x,ç) = r(x,ç) - £ ( x " - x ^ )
2 - R((x'-x^)2 + U ' - ^ ) 2 ) , où 0 ^ e <eQ 

et R > 0 peut être choisi arbitrairemen t grand. Alors par un argument géométrique 

simple (que nous laisserons comme exercice) on montre d'abord qu'il suffi t de mon-

trer la version plus faible du Théorème 15.1 obtenue en remplaçant l'hypothèse sur 

WF a(u) par WFa(u) n {(x,ç) G V OU ; r(x,£) > 0} = 0 . Ensuite le Théorème 14.1 

s'applique ave c A  = {(x,-£) ; (x,£) G V} et r remplacé par r(x,-£). 

Tous les résultats ci-dessous ont été obtenus en collaboration avec A. Grigis 

et P. Schapira et sont annoncés dans [G-Sch-Sj] . A part les contre-exemples, ils 
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résultent tous du Théorème 15.1 . Dans la suite, P désignera un opérateur différen-

tiel à coefficients analytiques , défini prè s de x € JRn dont le symbole p(x,ç) 
s'annule en un point (x .£ ) € T TR ^ 0 . 

Théorème 15. 2 (Grigis-Schapira-Sjôstrand) : On_ suppose que p soit transversalement  

elliptique dans un voisinage U de ( X 0 * J c.à.d. que dans U3 \p(x3 E,) ^d((x3 E,) 3 I.)m_au 

Z est une variété analytique et m > 0 est un entier. On suppose aussi au 'il existe  

une variété involutive V passant par (XQS E,^) telle que z c 7  soit invariant par le  

flot bicaractéristique de V. Soit r c  U une feuille biearaotéristique passant par 

(x0*£>0) (localement unique)* qui est connexe. Alors si u € £ D '(JRn) et_ r n  WFa(Pu) 

= 0 s ou bien r  c  WF (u)j ou bien r n  WF (u) - 0 . 

Démonstration : Il suffit de vérifier (15.1 ) si r(x, ç) est une fonction avec 

r(xQ,ç0) = 0, dr|r (xQ,ç0 ) * 0 (et ensuite faire varier (x^,çQ ) dans rQ). On choisi t 

des coordonnées symplectique s telle s que V soit de l a forme ç" = 0. Alors z est de 

la forme ç " = 0, u1(x',ç') = ... = uk(x',ç') = 0, où dup...,duk son t indépendants. 

On peut supposer que r = xn- p prend alors l a forme 

(15.2) p = I 
o +iel= m 

a 
m 

x,e u ~ (E 

L'hypothèse d'ellipticit é transversal e entraine que dans un voisinage complex e de 

(xn'^n)' on ait 

P ( X , Ç ) >r (h(x',ç') i + |ç"i: m 

quand |Im(x',ç') | + | Im |  << |  Re £M | Ic i C > 0 est une constante assez grande. 

La validité de (15.1 ) devient alors évidente. 

Si o L es t de rang constant alors Ke r a|2 donn e un système de Frobenius inte-

grable. On sait (voi r Grigis [Gr] ) que le s feuilles intégrale s son t aussi de s feuil-

les bicaractéristiques d'une certaine variété involutiv e V z. L e Théorème 15. 2 

donne alors propagation de régularité l e long de ces feuilles.. 

Théorème 15.3 (G-S-S) : Soit p à valeurs réelles et so%t TQ <=• T 1R ^0 une varié­

té isotrope réel-analytique9 passant par (XQ3 E>q) . Soit alors VQ une variété involu­ 

tive dont Y est une feuille bicaractéristique et faisons les hypothèses (10.11)3 

( 10.12). Soit r une fonction analytique et réelle sur YQ avec rf^ j E,Q) = 0 telle que 
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(15.3) < Hr , p " Hr > > 0 en (x0,t,0) 

(loi E est bien défini dans T 
(x, e) 

(T JRn T 
(x, e) 

V Alors si u e ID' (IR % 

(xo'^o) 2 WFa(Pu) et_ WFa(u) n  { (x> V e TQ ; v(x>V > 0} = & , nous avons (Xq9 E) t 

WFJu). 

Ce résultat est une amélioration du Théorème 10.4 et il serait intéressan t de 

savoir si l'on peut l'obtenir auss i directemen t avec la méthode des déformations 

non-caractéri sti ques. 

Preuve du Théorème 15.3 : On peut trouver des coordonnées symplectique s réelle s 

centrées en (xQ,£ ) telles que VQ soit de la forme ç" = 0 et r = - x . Notant 

e" = (e"', e')nkg on introdui t la variété involutiv e 

V : ç =  R(x,£ + Ve) ,  ç'" = 0 

Donc V est tangent à V et 

(15.4) p|v = ̂ (dr : V P | V =  ^(dr 

où d désign e la distance à r . Si R > 0 est assez grand nous avons aussi sur V : 

(15.5) 3P 
as ^ d g 

y 
p ^ d 

4 
r. 

puisque 3 P 

as 
~2 
'n 

> 0. Soit Y la réunion des complexifiées des feuilles bicaractéristique s 

de V. Pour p e Y on note par Re p € V le point rée l le plus proche sur la même 
'X, 

feuille complexe, | Im p | = |p -Rep | , et d ( p ) = d (Re p ). Pour p G V on a alors 

(15.6) 
vp(P ) - vp(Re p  ) +  ô (  I Im p | d 2 

r 

p(p) =  p(Re p ) +  0 ( | Im p | d h 
y 

En effet, il suffit d'exprimer vp et p sur Y dans des coordonnées (t,s ) où t est 

constante sur chaque feuille réelle. Alors, par exemple p|w = Y 

la =4 

a (t,s ) t" et 
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et p 
V 

est donné par la même expression avec s complexe et t réel. 

D'après (15.5 ) et (15.6) , pour tout eQ >  0 il existe un voisinage de (x Q,ç o) 

dans V où 

arg p(p ) e  ] - e 0 > e 0 D o ^  d 
4 
r 

arq ap 
H . 

(p) €  ]-e„,e\ dp 
3£. = = x 

2 
r 

Alors avec eQ >  0 assez petit, on obtient par un développement de Taylor à  l'ordre 

2, que 

p(p +  t(e^ +  (y,n)) ) * 0 

si P  €  V est assez voisin de ( x 0 , Ç Q ) , 0  < t  < e Q , (y,n ) € C ,  | (y,n) | « S e Q .  Nous 

avons donc vérifié (15.1 ) et nous pouvons appliquer l e Théorème 15.1 . 4L. 

Il est naturel d e se demander ce qui arriv e s i l'o n remplac e " P u =  © ( d 
4 
r 

par " p L =  £(dj î ) " dans l'hypothès e (10.12) . L'exemple suivan t (du e à G-S-S) mon-
0 3 tre que l a conclusion du Théorème 15. 3 est alors fausse :  sur I R , ^  o n considèr e vx »y, T.; 

1'opérateur 

(15.7) P =  DI • x D. . D„ + i x  D. 

et on observe que P u = 0 si u  est de la forme u = f 1 
y t x + y). Avec f =  6 o n a 

WF a(u) = N ({ y + 4- tS =  0}) = {(t,x,y,T5ç,Ti) ; y + i t* x =  0 ,  x = 4 tx n 

S =  -7T t TI , Ti * 0}, Cette variété coupe l a feuille isotrop e r n : x = 0, s  =  0 , 

TI =  1 , x = 0, y =  0 en un seul poin t pendant que avec Y :  x = 0 toutes le s hypothè-

ses du Théorème 15. 3 son t vérifiées sauf pour (10.12 ) où on a la version modifiée 

mentionnée ci-dessus. Ce contre-exemple a été trouvé par la méthode de l'optiqu e 

géométrique. Dans des coordonnées symplectique s convenables on a alors trouv é un e 

phase réelle ;  <p, telle que p(t,x,cp ' ,cp' ) =  0, et dont la variété Lagrangienne coup e 

r e n un seul point . Ici p S -  q(x,ç). Q = 0( 1 * 1 ° + (E)rn :  x = s  =  0 

x = 0 ( x e TR ] Si a u contrair e q =  0 ( | x r + I c i . et p(t,x,cp! ,<p' ) =  0 on peu t 

montrer avec des développements de Taylor et le Lemme de Grbnwall, que si A  coup e 

r alor s r Q c z A 
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Corolla-ire 15.4 (G-S-S) : Soit p - Y p . où les fonctions p . sont réelles et s'an­

nuler^ en_ (xQy Ç,Q) • Soit alors YQ c= T JR ^0 une feuille connexe passant par (XQ3 

comme dans le Théorème de Nagano (c.a.d. I'espace tangent de YQ est en tout point 

engendré par H 3...3H et leurs commutateurs itérés). On suppose que 
Pi Psj 

(15.8) P U - 0 

Alors û £ (JRn) et_ TQ 0 WFa(Pu) = 3 ou bien TQ c №a(u) 3 ou bien 

r f i WF (u) - 0 . 
o a 

Démonstration : L'hypothèse (15.8 ) entraine que rQ soit isotrope. Si V est une va-

riété involutiv e avec rQ comme feuille bicaractéristique , alors 

u 
V 

= 6 r 
e 

et les hypothèses (10.11) , (10.12 ) sont donc vérifiées. Si r est une fonction sur 

rQ telle que Hp (r) (x0,çQ) * 0 pour au moins un j, alors toutes les hypothèses du 

Théorème 15.3 sdnt vérifiées au point (xQ,£0 ) e rQ (si r(*0»£0) = 0). Les résultats 

géométriques de Bony (Corollair e 8.8 et la partie A du Théorème 8.9) permettent 

alors de conclure. 

La conclusion du Corollaire est aussi valabl e pour p = p̂  + ip2 quand d = 2 et 

p^ » P2 vérifient les hypothèses du Corollaire. Ceci est un résultat de Hanges-
Sjostrand [Ha-Sj ] qui utilisaient le cas C-Lagrangien du Théorème 14.1 . Le Corollai-

re 15.4 est plus général, car si p = Pĵ  + ip2» il suffit de l'appliquer à l'opéra-

teur Q - P*P, dont le symbole principal est p2 + p̂  -

Dans le reste de cette section on considère des opérateurs transversalemen t el-

liptiques à caractéristiques double s de symbole principal p  ̂0. Soit donc E c 
T*]Rnv.o une sous-variété analytique passan t par (xQ,C0)- On suppose qu'il exist e 

une sous-variété analytique connexe rQ c i passan t par (xQ,ço) telle que 

(15.9) T r =  T E (1 T E ( = Ker(a m 

en tout point p G r . Le symbole principal p doit vérifier 
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(15.10) P d t 
u 

dans un voisinage de z 

Théorème 15.5 (G-S-S) : Sous les hypothèses (15.9)3 (15.10), si_u €*&'(JRn) et_ 

Y f l WF (Pu) - 0, alors ou bien Y C\WF (u) = tf3 ou bien Y a WF (u). o a o a o a 

Démonstration : rQ est isotrope d'après (15.9) . Pou r p e rQ on a Tp(ro)X Tp(z) . 

Soit Lp l'image de "^(r^)1 dans Ep = Tp(T*]Rn) / Tp(z). Le Hessien de p inéuit une 

forme bilinéair e symétriqu e non-dégénéré e positiv e sur Ep. On désigne par Lp l'or-

thogonal de Lp pour cette forme. On peut alors trouve r une sous-variété zg c T*lR n 

qui contien t z, telle que Tp Es / TpZ = Lp pour v p € rQ. Par construction Tpro n 

(Tpzs)x = 0 et Zs est symplectique. En effet, si t e Tp(zg) nTp(Zs)± alor s 

t € Tp^Eŝ  n ̂ ^ o ^ ce qui entraine t € Tp(E)- Don c t e TP(E) nTp(i:)J " = Tp r0 et 

t = 0 puisque T (z$) est transverse à T Y^ . 

On choisit maintenant des coordonnées symplectique s locale s (x,ç ) = (x', x " , £) 
centrées en (xQ,S0), telles que zs soit de la forme x" = C = 0 et telles que 

rQ cz zs soit de la forme y = n = 0, ç = 0, où (x',£') = (y,z,n,ç). Par un développe-

ment de Taylor sur z„ on obtient 

(15.11) p(x,ç ) = 

= q(x,,ç') + I 
a =1 

l<ji 

f *(x',ç' ) p,(x',ç') (x»,s")a + 1 
a =2 

g_(x,ç) (x" ,£'•)" 

Ici p1(x',s') = ... = pk (x*,ç') = 0 sont des équations réelles pou r z dans zg que 

l'on peu t choisir telle s que 

(15.12) q(x'.ç') = 1 
r 

1 
pj (x', e') 

La dernièr e somm e de (15.11) est une forme quadratique définie positiv e en (x",£"). 

Nous avons choisi z tell e que T (z ) et T r  son t orthogonaux pou r v p, donc 
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(15.13) f 
yu 

= 0 su r 

car H 
y 

e T z ± n T z A . = T i : - L n T z = T r r t , donc dp. 3 T r, _L 
= 0 

Soit maintenant r une fonction réelle et analytique sur rQ avec r(xQ»£0) = 0, 

dr * 0. Pour démontrer le Théorème il suffit de montrer qu'il exist e une variété 

involutive V telle que les hypothèses du Théorème 15.1 soient vérifiées. (Ensuit e 

on fait varier r et (xQ,£0)). On peut supposer les coordonnées (y>z,n»ç ) choisies 

telles que r = - z^. Pou r R > 0 à choisir assez grand on introduit 

V =  l(y,z,îi,ç) 6 E5 ; q = R (/ + / ), ç' = 0 

ou ç = (çpç')- C'es t une variété involutiv e dans z$ et on définit une autre vari é 
té involutiv e 

V = (x ,0 ; (x',sl) £ Y' 

Soient V', V les variétés I-Lagrangienne s obtenue s en complexifiant les feuilles 

bicaractéristiques réelles . Comme dans la démonstration du Théorème 15.3 , si R > 0 

est assez grand, alors sur V' : 

(15.14) q ^ d 4 
r 

3Q 

3ç 
^ d 2 

r 

de plu s P*| =  ° (dp )  . vq I v/. « d>(d ' ) Désormais R est fixé. Si a e Y' on dési-

gne par Re a le point réel l e plus proche sur la même feuille complexifiée, un 
t\j f\j 2  k-i 

point p  e  V sera toujour s not é p  =  ( a , $ ) , o ù a € V', & = (x"^") e 1R .  Par d 
o 

on désigne la distance de Re e t à r . 

Puisque p-(a) = p-(Re a) + & ( | Im a| d )  on a pour tou t e > 0 donné ; 

(15, 15) |q(a)| % d 4 3Q 

3C f °u d 
r 
u 

Vq = & (d t 
u 

arg q(a) , arg 30 
gg 

(a) G  3- en,en [ 
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pour a e V suffisammen t proche de (Xq9£0). Soit maintenant p = (a»3) G V proche de 
( x 0 , ç 0 ) . Pa r (15.11), 

(15.16) P ( P ; =  P(*e P) + 0(1) l m a (d" , + d" 3 + 3 

Puisque p(Re p. ) ^ d +  | 3 | o n obtient que pour tout e >  0, 

(15.17) P ( P ) ^  d. +  3 ,  ar g p(p) e ]- e ^ e , J 

pour p G V assez voisin de (x, xo) 

Puisque f .  = 0 sur r o n obtient aussi sur V 

(15.18) V P = V q +®(dr | 3 | + | 3 | 

Egalement par (15.11) 

(15.19) VQ P = ^ ( d ; +  |3 i 

Aussi 

(15.20} uu 
uu 

p(P ) 1  ,  arg tu 
ui y 

u 

e 3- e0'eoc 

A l'aide de (15.15), (15.17)-(15.20 ) et un développement de Taylor à l'ordre 2 

on trouve qu'il exist e une constante C > 0 telle que pour p e V assez voisin de 

(xo'So> s 

(15.21) Re p(p + t e„ +  w) >i (d* +  XT +  I3 I 

quand 0 < t^ 1/C, w € C n, |w| t/C . Nous avons ainsi vérifi é la condition (15.1) . 

Comme exemple nou s allons étudier le Laplacien de Kohn. Soit 2: cz T*]R ^ 0 donnée 

par q^ - ... = qd = 0 où qls...,qd sont des fonctions à valeurs complexes et dq^,..., 

dq,, dq19...,dq . sont linéairement indépendante s et vérifient 

(15.22) qj'qkl = 0 su r Z 

146 



APPLICATIONS 

Alors z est de codimension 2d et si l'on introduit la matrice de Levi 

L = 1 
T i{q-»qk}) alors en tout point p e z : 

(15.23) T z f) T z 1= {Re 
d 

ï 
1 

b, H ; ï b = 0} = 

= {Re 
d 
ï 
1 

H„ e  T  z } 

Soit rQ c E  une sous-variété de dimension 2k. Les hypothèses du Théorème 15.5 

sont alors satisfaite s (pou r un opérateur transversalemen t elliptique à caractéris-

tiques doubles de variété caractéristique E ) si dim Ker % = k en tout point de rQ 

et si les vecteurs tangent s de r son t de la forme Re z b. H ,  b. € t. 
v J  H  - Î J 

Si X c (Dn est une hypersurface et nous considérons le Laplacien de Kohn P = 

sur des formes de d° arbitraire alors la variété caractéristique est de la forme 

= ... = qn-1 = 0, où les q̂- sont les symboles de n-1 champs de vecteurs holomor-

phes Q p — »^n- l indépendant s et tangents à X. L'hypothèse (15.22 ) est alors véri-

fiée. (P n'est plus un opérateur scalaire , mais le symbole principal es t de la forme 

p(x,ç) Id avec p scalaire et les Théorèmes 14.1 , 15.1, 15.5 sont encore valables). 

Si T est un champ de vecteurs rée l sur X, indépendant des Q-, QT, alors 

1*1 • Qk 
1 
T 

c. (x)T mod(Q,Q ; 

où la matrice c es t à un facteur * 0 près la matrice de Levi 

Soit maintenant G c X une sous-variété holomorph e de dimension kQ. On peut sup-

poser que Qi»---»Qn_i ont été choisis tel s que ,.. . ,Qk (e t donc aussi Q^,...,^ ) 

sont tangents à G. Alors c^ = 0 sur G pour 1 ̂< j,k kQ. On suppose maintenant que 

la matrice de Levi est semi-définie dans les points de G. Alors c^ = 0 quand j ou 

k est < k (c e qui montre que dim Ker 2, > k ). Alors {q.,q.} = 0 sur z|G pour les 

mêmes valeurs de j,k. Par ailleurs {q.,qk> = 0 sur z et les champs Re| i 
u 

j=i 
b 
u u 

sont tangents à  Z | Q . I l est facile de voir que ces champs formen t un système de 

Frobenius (invariant ) et Z | Q est localement fibre par ses variétés intégrales . Cha-
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que variété intégral e r0 est de dimension 2k Q et difféomorphe à G par la projection 

naturelle. Si l'on suppose que dim Ker £ = kQ sur G alors les hypothèses du Théo-

rème 15.5 sont satisfaites pou r chaque feuille r e t on obtient : 

Corollaire 15.6 (G-S-S) : Soit I c ^ une hypersurfaoe réelle et analytique et  

soit G c: X une sous-variété holomorphe connexe de dimension complexe k . On_ suppose  

la matrice de Levi semi-définie de rang 2n-l-k en chaque point de G. Soit P = 

le Laplacien de Kohn sur X sur des formes de degré arbitraire. Si u € ' (X ; ) 

et Pu € a(XjCf ) alors, ou bien G c= Supp Sing^(u) ou bien G fl Supp Singa(u) = 0. 

{Ici £y désigne le fibre vectoriel h°'q / j sur X> où h°'q est le fibre de (o3q)-

formes (q arbitraire) et_(dp) c K°* ° l'idéal engendré par 3p p est une fonction de 
OO j 

classe C avec çy\=0, dp * 0 sur X). 

L'auteur ne sait pas si le Corollaire 15.6 est encore vrai si dim Ker >  kQ 

dans certains point s de G. Par contre on peut trouver un contre-exemple au Théorè-

me 15.5 si l'on affaiblit l'hypothès e (15.9 ) à 

(15.9f) T r c T E n T E 1 ,  v P e r 

En effet, dans C , z. = x. + iy.¡, j = 1,2 on considère le domaine faiblemen t 

pseudoconvexe n : y0 > y* et on identifie son bord avec JR P. 
(x1,y1,x2 

Le Laplacie n 

de Kohn sur les fonctions pren d alors la forme =  Z*Z, où Z d 
9Z n 

+ 4 y: 
3 

. 3 X « 
et 

(15.9 f) est satisfaite avec rQ : y^ = x2 = 0,  ̂= n1 = 0, £2

 = 1- D'autre part , 

puisque -g- Re(z4) + y4  ̂0 avec égalité seulemen t en 0, on constate que la fonction 

v(z 1 9z 2) = (z2 + iz^/9)"
1, est holomorphe dans n et que si u(x1,y 1,x 2) € S)'( X) est 

sa valeur au bord, alors WF a(u) est donné par x̂  = y% = x2 = 0, £2 > 0, e1 = n1 = 0. 

Donc WF^(u) n r es t réduit à un point pendant que u  = 0. 

16. MICROLOCALISATIONS D'ORDR E SUPERIEU R 

La notio n de 2e microsupport à partir d'une variété involutiv e réell e a été in-

venté par Kashiwara et développé ensuite par Laurent et d'autres. Voir [KK1] , 

Laurent [La] et un travail à paraître de Laurent-Kashiwara. Dans cette sectio n nou s 

introduirons une notion de deuxième fron t d'ende analytique à partir d'une variét é 

Lagrangienne réelle . Des résultats préliminaire s de Bony et Laurent semblent indiquer 
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que cette définition (dan s le cas d'une variété Lagrangienne réelle) coïncide avec 

celle du deuxième microsupport. Les techniques employées ici permettent aussi d'in -

troduire des fronts d'ondes d'ordr e quelconqu e ;  WF^)(U) et de montrer des rela-

tions entre WF^ '(u) et WF̂  (u ) entièrement analogues aux résultats connus de 

Kashiwara et d'autres qui donnent des relations entre supp(u) et WFa(u). Peut-êtr e 

a-t-on auss i des relations entr e W F ^ ( u) et WF^(fg) (u). Il semble aussi que les 

techniques de Laurent [à paraître] permettent de développer des microlocalisations 

d'ordre supérieur . 

Il n'es t pas clair pour l'auteur, dans quelle mesure WFp^(u), wf^(u),... son t 

a a 

des notion s intéressante s et non-vides. Nous laisson s ces questions parm i d'autre s 

à des futures investigations . Néanmoins, les Théorèmes 16.5 et 16.7 dans le cas 

k=2 constituent aux yeux de l'auteur une justification suffisante pou r cette sec-
(2) 

tion. (Dan s la démonstration du Théorème 16.7 , on fait intervenir WF^ ' au moins 
implicitement). On peut aussi soupçonne r l'existenc e d'un e théorie systématiqu e 

( k) 

peut-être dans l'espri t de la section 11, qui permettra de mieux comprendre WF^ '(u) 

Pour ces raisons nou s avons choisi de ne pas investir trop de travail ici . Voici 

quelques point s où il faudra un jour revenir : 
1° Dans la définition de WF^k^(u"), on fait certains choix arbitraires et nous n'a-

vons pas montré l'invarianc e de la définition par rapport à ces choix. 

2° Dans quelle mesure peut-on définir les microlocalisations d'ordr e supérieu r à 

partir de variétés I-Lagrangiennes , et unifier les sections 14 et 16 ? 

( k) 
3° Jusqu'à quel k  est-ce que WF̂  y(u) contient des renseignements non-triviau x ? Il 

( k) 

est probable que WF̂  '(u) soit invariant pour k homogénéités accumulées. D'autre 

part on peut modifier les définitions pou r avoir des ensembles non-coniques . Voir 

Remarque 16.10. 

Dans cette section on travaillera systématiquement avec la transformation de 

FBI suivant e : 

T x u(x ,A) = v(y,A) 
n/2 v(y,A) (x-y) 2/2 j(y>A)dy , 

qui envoi e S )' dan s Hloc avec $ 1 
= 7 (Im x )

2 . 
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T. admet l'inverse forme l 

V v(y ,A) v(y,A) 
n/2 

eA(x-y)
2/2 v(x,A)dx . 

Sur H $(C
n) nous avons aussi l e projecteur de Bergmann : 

S x u(x,x ) = X n 

WF^ 
e-A(x-y)

2/4 
u(y . x ) e~ A (Im y)* L(dy) . 

(On le voit en écrivant l'identité comm e opérateur pseudo-différentiel e t en choi-

sissant le contour e v(y,A)i [x+y-2y) ) Toujours formellement, on écrit v(y,A) v(y,A) 
s x 

et on utilise la phase stationnaire pour réduire l'intégrale doubl e que l'on obtient. 

Alors on trouve (négligean t dans tou s les calculs des facteurs ± 1 et leurs influ-

ences accumulées). 

(16.1) v(y,A) 
V(y,A) = (21) 

-n/2 
v(y,A) 

n v(y,A) -A(y-X) 
2/2 

V(X,A) e~ A (Im x ) 2 

L(dx) . 

Pour définir WF 
a 
(2) (u) on introdui t un petit paramètr e M > 0 et on travaillera avec 

v(y,A) ou plutô t avec 

(16.2) S . 
y ,À 

= 1 
uX 

© T -1 
A 

(composition formelle) . 

La phase stationnaire donne l'expressio n (qu e l'on prendra comme définition). 

(16.3) S , y , X j(x,x) = 2y 
1+y 

n/2 
, X X 
v 2 n T 

n v(y,A) 
v(y,A) 
v(y,A) (x-y) 2 

u(y , x ) v(y,A) (Im y) 
2 

L(dy) . 

Bien entendu, S l , x v(y,A) Pour localiser la contribution essentielle à cette inté -
grale on trouve 

(16.4) Re(- Au 
v(y,A) (x-yr) A 

" 2 (Im y )
2 = 

_ Ay (Im x ) 2 A 
" 1 

(T+y" (Re y - Re xy 
v(y,A) (Im y - li Im x) 2) 

Donc (16.3 ) définit bien un opérateur uniformément borné par rapport à A : 

S . 
y ,A 

v(y,A) (c n) H 
y<$ 

(c n) . L'inverse de S U , A est RU,A = S 1 
v(y,A) 

,yA 
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(16.5) R i Ms A 
U(x,A) WF^ , 2 X vT+y' 

n/2 
rPA X 
WF^ 1 « 

2(T+Ï0 (x-y) 2 

WF^ e-yx (Im y)* L(dy) 

comme on le voit bien à l'aide de la phase stationnaire . Quand on travaille loca -

lement, c.a.d. quand on intègre sur des domaines bornés (convenables ) on trouve que 

R .  inverse S _  modulo des erreurs exponentiellement petites, que l'on contrôle à 
y » A y  » A 

cause de (16.4). (Remarquon s aussi que 
S , y ,A peut s'écrire avec un bon contour dan s 

<C 2 n 

y»w donné par w = y). 

Si 

(16.6) 
^ A 

WF^WF^ WF^ 
n/2 1« -1 AXÇ u(x,A)dx 

est la transformée de Fourier, alors 

(16.7) / A. \ / A. \ U(X,A) = / A. \ 

/ A. \ 

n/2 1« -AX
2/2-A 

/ A. \ 

-y) 
2/2 

u(y»x)dy = 

= e 
-Xx Z/2 (T Au) 

/ A. \ / A. \ / A. \ 
/ A. \ 

(X,A) . 

def 

Fixons maintenant le cadre géométrique. Soit A l <= T I R
n ^ C une variété Lagran-

gienne réel-analytique, passant par le point 
/ A. \ 

Si N(A 1) désigne le fibre nor-

mal de Al on a un isomorphisme N(Ai) 
/ A. \ 

engendré par la forme symplectique, Soit 

alors A 2 

/ A. \ 
^0 une variété Lagrangienne réel-analytiqu e qui passe par 5?io , ou 

/ A. \ (2) 
) = p 

(1) 
n 

Ici n 1 : T A , * A l désigne le projecteur naturel . Ainsi par récur-

rence on se fixe une suite / A. \ . p 0

k ) ) . 
/ A. \ 

n / A. \ 
/ A. \ 

Ak-1 -0, n k.j 
/ A. \ 

= D (k-1) o 
Si u est une distribution définie dans un voisinage ouvert W o de n o (c 

(1) 
o i nous al-

lons défini r 
a 
HI (u) CZ (T*A V l -0) n n 

k-1 
-1 

<Wk-l> , où wk-l est un voisinage ouver t 

convenable de 0 (k-1) 
n 

dans / A. \ La définition dépendra de / A. \ - Ak-i mais pas de 

V A k + i 
On fera aussi quelque s choix arbitraires dont la définition (espé -

rons-le I) ne dépend probablement pas, mais cec i rest e à démontrer. 

Soit / A. \ la transformation conique associée à T et soit 
/ A. \ 

une transformatio n 

canonique réelle que transforme A l en IL = 0> avec 
/ A. \ 

(p 
( D 

n ) = (0,0). Alors 

5?i =5?i O 3̂-1 o y -1 
T 

transforme -1 
T 

en lui même et -1 
T 

en A o si 5?i = K T< A1> 
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Si cp(x,y,e) est une phase piuriharmonique admissible qui engendre & 9 alor s pour 

tout x voisin de 0, la fonction (y,e ) cp(x,y,e) + $(y) admet un col et, après mo-

dification de cp par une constante, la valeur critique est $(x). A l'aide d'une tel -

le phase on peut alors définir un opérateur intégra l de Fourier elliptique 

A l : H 
H*,o - H * , o , OÙ x l e c n est la projection de 9£ j (p 

o 
1 ). Soi t df = Tu, où 

u e 3 ) ' (Wo)- Alors u i - A i v i 
est bien définie à équivalence près dans fil 5 OU 

dg 
H*,o est un voisinage ouvert de 0. La définition de WF 

a 
(2) (u) sera donnée en ter-

mes de V2 = S , H*,o mais d'abord on va définir des espaces "H 
cp 

à plusieur s paramè-

tres". 

Définition 16.1 : Soit H*,o un ouvert, CD F C(iï:lR). Nous dirons au 'une fonction 

u ( x 3 X 3 . 3 M H*,o x e si3 \ > I3 
H*,o H*,o est dans Z- 'espace df 

P 
dfg df s-i u est holomor-

phe en x et si- pour tout e > 0 et tout K czczÇï on a 

\u(x3 A 3 y 2 , fh HH*,o*,o 
X y 2 . . . y f e 

H*,oH*,oH*,o 

pour X Ç. K et 

(16.8) 0 < »k < fk(K3z) O < ». 
H*,oH*...3M,oH*,o V 3 

0 < 1/X < f1(KJey\i23...3Mk) ..3M. 

Ici hk >0 sont des fonctions qui. dépendent de u3 décroissantes en K et croissantes 

en e^y^j H*,o Nous dirons que kh u 2 dans E 
gg 
(k) (N) si u l ~ u 2 gj H 

#1 
CU) 

ou 

»1 e C (Q:JR) kh < cp . 

On dir a que X,jgj gj sont "comme il faut" en fonction de K,e et éventuelle-

ment d'autres paramètres , si (16.8) est vérifié pour un certain choix de fonctions 

f r . . . , f k 
comme ci-dessus. Remarquons que gj cp 

(1) gj = H 
H* 

loc 
gj et que H 

cp 

(k) 
(n) est sta -

ble par multiplication avec des puissances de X , y o v 

Proposition 16.2 : Soient W AAÇL c e E1 des voisinages ouverts de 03 cp G C(Q ; JR ) 3 

cp <: *. SI U-E gg 
(K) 

(A) on définit alors V(xy X^y^ j H*,o = S 
*k+V X y , . . . y . 

U vour 

x E W = IX G TT ; Re x € J R n fi W} par l'intégrale (16.3) MMGG uaMJtMMJUJUMUjmgh 
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tégrat-ion. Alors V € H 
(k+l. 

(W) Plus précisément. s%_ V e H (k) 
(CI) miasm ve H 

(k+l) 

fh 

...3M 

où ty(x) - §(x) - 1_ 
2 

d(Rex 3K) 
2 

K = {x E JR n w ; ip(x) - $(x)} Si, W est un autre 

ouvert comme W et V la fonction correspondante V ...3M dans H 
(k+l ) 

(W fi W1). 

Démonstration : utilisant (16.3), (16.4), on obtient pour tout s > 0, 

|V(x ,A ,y? ...3M I « c 
...3M 

^k+1 
n/2 

e 
A y o . ^k+l [ImxV 2/2 + Ô A JJ o ...3M 

si x e w, o < yk+i <s i 2t X , U2> ' >»k sont "comme il faut e n fonction de 6 . Si 

e > 0 on choisit 6 =  e ^k+] / 2 , alors pou r X, M2 *yk+l "comme il faut" en fonction 

de e > 0 on a 

IV(x ,X,y2î >»k+V I < C xn 
yk+l 

n/2 

e 
A y o . yk+l ((Irnx) 2/2 + e/2) 

pour A > 0 asse z grande en fonction de P o » ' ...3M e, nou s avon s c A" yk+l 

n/2 

hkj 

e 
eAyo ^k+l gj 

et il est alors clair que V e 
9 

,(k+l) (W). 

On suppos e maintenant que U e H 
UH 

(k) 
gjg et on restreint x à un compact dans W. 

Pour a > 0 on découpe W en 2 parties : 

I : 

|Re y - Re x| 2 d(Re x,K) ¿ - a 

I Im y " uk+ l Im x| 
2 

ghj yk+l (d2-a) 

II : W ^ I . 

Soit V • VI + VII la décomposition correspondante de V. pour tout a > 0 il existe 

e(a) > 0 tel que cp(y) < *(y) - 2 c(a) pour y € I, quand yk+l est assez petit en 

fonction de a. Donc pour A , » •uk+i "comme il faut" en fonction de a, 

(16.9) 
1*11 ghj C A r Pk+1 

n/2 
e 

Ayo yk+l (Im x) 2/2 - e(a)X p2 g...3Mh 

D'autre part, à l'aide de (16.3), (16.4) on obtient pour tout s > 0 : 
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(16.10) 
l viil 

^ C A ...3M 
n/2 

exp ...3M ...3M [Im x) 
2/2 

Ay 2- ...3M 

...3M...3M 
d(Re x, K) 2 - a ...3M...3M • yk 

pour A h2...y2..,µ2 

"comme il faut" en fonction de 6 . Si e > 0 est donné on peut ren-

dre les exposants dans (16.9 ) et (16.10) plus petits que 

A p 2 . . . y k + 1 ((Ira x ) 72 d(Re x,K)V2 + e/2) , 

en prenant d'abord a assez petit dans (16.10) , ensuite u K+1 assez petit en fonction 

de e , a, et <s assez petit en fonction de e, a, ̂ k+l et finalement A, Uo' ...3M 

"comme il faut" en fonction de £. a, y k + 1 
Ceci montre que V E H 

E 
(k+r (W) Finale-

ment l'équivalence V ~ V devien t maintenant assez évidente. 

On retourne maintenant à la situation décrite avant la Définition 16.1 . Ayant 
défini u i e h ( n i) , on fixe un voisinage ouvert de 0 ; W l ...3M dh et comme dans la 

Proposition 16.2 nou s avons alor s V2 = S 
...3M 

...3M e H 
gtj 
(2) ...3M Soit J2 € T * A ] ^0 ave c 

n 1 ( v 2 ) assez procne de p o 
(1) Alors d 6̂ ^ ( v 2 ) = (y 2>n 2) avec ^2 e w,, n 2 * 0, et on 

pose x 2 = Y9 
- in2 e w i (x 9 est la projection dan s i de ...3M y2>n2)y2>n2) 

Définition 16. 3 : On dit que »2 £ WF 
a 

(2) ...3M si V2 H 
cp 

(2) (W2), avec cp < $ continue^ 

...3M < $(x9). 

Ainsi, nous avons défini un ensemble ferm é WF 
d 

(2) (u) C ...3M ̂ 0 au-dessu s d'un 

voisinage de 
y2>n2) Il ne semble pas trop difficile de montrer que cette défi nitior 

ne dépend pas du choix de X 1 e t de A1, et que dfg 
a 

(2) (u) est conique pour la struc-

ture conique de T*A, y2>n2) (Si y2>n2) 3St déj à conique dan s T*lR n, alors WF 
a 
(2) (u) est 

probablement conique aussi pou r la structure conique de (y2>n2) ^0, induite par celle 

de y2>n2) Pour défini r WF 
(31 (u) on repèt e la même construction, en faisant interveni r 

aussi A 2 Soil y2>n2) une transformation canonique réelle qui envoie <*2.0 n 2 „) = 

d y2>n2) d 
SI 
tt SUr (U,U) et d 2 (A 2) sur {ri = 0> Soit alors A 2 

un 0IF elliptique 

avec M 2 A comme qrand paramètr e et y2>n2) y2>n2) y2>n2) o <K -1 
T 

U.I.M.UiJI.UJ.UMkUM.B^.I.I.B 

nique associée. On définit alors U (2) (x,A,y 2) dg A 2 
y(2)) e H (2) y2>n2) où ^2 est un 
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voisinage de 0 dans <Dn, et si W 2 ^ 2 est un autre voisinage ouvert de 0 , on défi­

nit W 2 = {x e C
n ; Re x e W 2 n IR

n} et 

ï ( 3 ) ( x ' ^ ^ ) = \ 3 , , 2

u ( 2 l £ H f ) <"2> • 

* (2) % 

Si V3 G T A 2 \ 0 et n 2 ( v 3 ) est assez voisin de ' alors x^ = y 3 - in 3 G W 2 , si 

(y 3»n 3) = d 2 C 2 ( v 3 ) . 

(?>) (1) (1) ̂  
Définition 16.4 : On (Kt_ que g ̂  (u)> sl_V G #^ où ^ $ est qontl_-

nue et tyCx^) < ^(x^). 

Par itération, il est maintenant clair comment définir des ensembles fermés 

WF^ k)(u) <= T * A K _ 1 ^ 0 . A priori WF^ k) peut dépendre du choix des opérateurs A^,..., 

N o u s c r o - y ° n s 9 u e c e n ' e s t P a s 1 e c a s e t qu'il est aussi possible d'étudier 

les homogénéités de W H ;(u). 
a 

On peut maintenant montrer une analogue du Théorème 8.3 : 

Théorème 16. 5 : Soit H cz & ^ 2 une hyper surface analytique passant par 

(k-1) 
ç>o que l Ton représente par x^ - 0 dans des coordonnées convenables x^3 . . . sx^ 

(k-1) (k-1) 
sur A , 3 centrées en 0 - p . Supposons que A 7 ^ n { x < 0} D WF (u) = 0 3 K.—1 — o — —4— K 1 n a 

(k-1) 

dans un voisinage de p . Alors, 

1° SI (0y(0,...3t)) £ WF(k) (u) pour un t * 0, alors 0 É WF(^1) (u). 

(k) CU) 
2° SI (0,V G WF^J (u) alors (0,(Z',t)) G WF^KJ (u) pour V t G JE tels que 

(E,\t) * 0. 

Démonstration : On fait essentiellement comme dans la démonstration du Théorème 8.3. 

N'ayant pas établi l'invariance de WF^ '(u) on suppose d'abord que les coordonnées 

Xp...,x n sont celles qui interviennent quand on écrit 

v(
k) = S u ( k _ 1> 

]i k,Ay 2...y | <_ 1 

155 



J. SJÖSTRAND 

Alors u(k-i) e H 
(k-1 

avec cp(x) y2>n2) et avec inégalit é strict e pour x € J R n

9 

x n <  0. 

La proposition 16 .2 montre alors que v(k] e fgh 
fgj 
fgh y2>n2) 

, OÙ 

îp(x) = 

1 
1 (Im xr pour Re x n ^ 0 

Qfgh ;(Im x )2 

- (Re x H pour Re x n  ̂0 . 

Appliquant le principe du maximum comme dans la preuve du Théorème 8.3, on trouve 

alors 2°. Aussi, sous l'hypothèse de 1°, le principe du maximum montre que V ^ ) ^ o 
dans a) dans un voisinage de 0. Appliquant l'invers e de S ; R 

y2>n2) yk-l 
avec 

un y. assez peti t mais fixé, on trouve que n(k-l) \> 0 dans (k-1) dans un voisinage 

de 0, donc (aprè s inversio n de A k - 1 ] P 
(k-1) 
o dh WF a 

(k-1) (u). 

Dans le cas général, on peut se ramener au cas où dans des coordonnées x, utili-

sées dans la définition de v(k) . u(k-l) fj fgj 
P3 
(k-1) et <p(x) < a>(x) pour x réel ave c 

x n < f(x') Ici f(x') = 6>(|x'r) est analytique. La formule explicite pou r <p est 

alors moins aqréable, mais cd est tou.iours harmoniaue sur une famille de courbes 
complexes dan s la région Re 

x n 
< f(R e x') et on peut appliquer le principe du maxi-

mum san s changement. 

On peut améliorer le Théorème 16.5 si l'on fait interveni r WF 
a 
(k+l) (u) (au moins 

implicitement) ave c un choix convenable de 
v 

Ainsi nou s obtiendrons une analogue 

d'un résulta t de Kashiwara (que nou s allons aussi démontrer , voir la Remarque 16.8) . 

Soient fgj ,xn 
des coordonnées sur Ak-1' centrées en P • 

(k-1) et choisisson s A k 

T 0 ( V i r Comme opérateu r V i on peut alors prendr e G 
A y 2 

^k-1 
(modulo une trans-

lation sans intérêt) . Pour préparer les démonstrations, nous allons calcule r 

A = S 
v, A 

G A T A 
et B = S 

y2>n2) S x ^yA,A 

D'abord sur gdhf ' (]Rn) ou bie n sur Hi 
E 

(Im x) 2 _ e(Re x) 
2 ( c

n ) , 

A = S 
v, A 

gdfj fgh 
A 

= T 
vA S'a . 
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et 

Au(x) = hjk 
v 2 n v 

n/2 
(A: 

n/2 

ff -vx(x-e) 2/2 ty2>n2) u(y] dy d£ 

Eliminant l'intégrale en s par la phase stationnaire, on trouve 

(16.11) A 
\) 9 A 

U(x) ryu 
- A 
y2>n2) 

n 

f e"* (y
2/2v+ixy) u(y)dy 

Ici pour y rée l : 

(16.12) Re(-x(y2/2v+ixy)) A 
' 7 

(v(Im x ) 2 1 (y-vlm x) 2) . 

Ensuite, on calcule sur H 
*- e|x|* 

(c n) , 0 < e <  1/4 , 

(16.13) B =  S 
V ,yA 

y2>n2) y2>n2) T 
A 

--1 
= s 

v ,yA 
T 
pA 

3 
UA 

y2>n2) 

= A v,yA 
o 1 

A 
-1 

Vu (16.1 ) et (16.11 ) on évalue par la phase stationnaire : 

(16.14) I = (2i ) -n/2 (-) 
n 
y2>n2) 

n/2 

f y2>n2) (z
2/2v+ixz) -X(z-y) 2/2 dz = 

= (HT) 
n 

2vy 
xv+y' 

n/2 
e 

Ay 
2(v+y) 

(y+ivx' 2 yvA 
2 

v 2 

et on trouve donc (mêm e pour u G y2>n2) ( £ n ) à cause de (16.16 ) ), 

(16.15) D 
V , y , A 

u(x) = 

- <IST> 
yru /2vy ̂  

x v + y y 

n/2 

f e 
yA 

2(y+v) 
(y+ivx) 9 - vyA 

ty 
x 2 

u(y) e 
-A(Im y)^ 

L(dy) . 

De plus, 

Re( MA 

y2>n2) 
(y+ivx) 2 yvA 

2 
x 2) y2>n2)A (Im y ) 

2 = 

(16.16) 

y2>n2) (Im x ) 2 A 
" 1 

y2>n2) (Im y + y Re x ) y2>n2) 
y+v 

[Re y -  v Im x) )  . 
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Avec le choix de WF 
a 
(k+i) 

que nou s avons fait, nous avon s 

(16.17) v(k+l) ( X . X . y g , . . . » P k + 1 ) -\, B 
yk+l »vi|<»AU2 yk-l 

u(k-i) 

Proposition 16. 6 : Soit k ^  23 et_ supposons que v(k-l) E H .(k-1) où (p ̂< $. Pour 

se placer dans la situation non-triviale* on suppose aue O e {x E j R n ; 

W(x) = $(XJ > 
def 
= K. Alors v(k*v € gdg 

y2>n2) 

y2>n2) 
3 £>Z £ 

y2>n2) 2 ((Im x) 2 - (lim 

y2>n2) 
v D(V Im xM) 2 

) . 

Ici A*(U y2>n2) 

vVi0 

1 
V 

d(vE.K) est une fonction Lipschitzienne. en tant que limite d'une 

famille de fonctions, uniformêment Lipschitziennes par rapport à_ v. 

Démonstration : Il faut estimer l'intégral e (16.15 ) avec y2>n2) vk+l» y -  y k 
et a 

remplacé par y2>n2) A y 2 . . . y k _ 1 » u = 
n(k-l) 

. Soit x dans un compact de y2>n2) Pour tou t 

a > 0 il existe v(a) > 0 tel qu e 

y2>n2) d ( v I m x,K)r > d(Im X ) L a 
' 7 

pour 0 < V < v(a). On découpe alors l'intégral e (16.15 ) suivant les régions 

I : 

o 

I Re y - vlm x| ^ 
v2(2((Im x )2 - a ) 

IIm y + y Re x| < vy(d(Im x) -  a ) 

II = y2>n2) 

Dans la région I nous avon s llm y | y2>n2) C(AnT + y ), |Re v - v Im x| ^ d ( v I m x,K)2 -

a 
1 

2 , pour 0 < v ̂ < v(a), donc si y est assez petit en fonction de v nous avon s 

<p(y) 
y2>n2) (Im Y)' - 2 e(a,v) Dour v e I, où e(a,v) > 0 est une fonction croissant e 

de a et de v. Donc pour A » y o » ^ k - l ^ k "comme il faut" en fonction de a et de 

v = yk+l on obtien t pour y € I : 

158 



MICROLOCALISATIONS D'ORDRE SUPÉRIEUR 

lu 
(k-1) y2>n2) y2>n2) I « 

y2>n2) y2>n2) 2/2 - E(a,v)) . 

Pour le découpage v(k+l) = VI + VII on trouv e alor s 

(16.18) y2>n2) <; c 3*1 eXvp (Im x) 2/2 - A e(a,v) 

pour A,P2! pk-l'y ,XJ "comme il faut" en fonction de a > 0. D'autre part, pour 

y e II, on a 

v 
y+v 

(Im y + p Re df 
M _JL_ 

y+v (Re y - v Im x) 
2 

sg 
2 

yv y+v 

^ 9 

[d -a) = yvd 
2 

vy 
y+v 

22 
a 2 ayv 
y+v 

Avec (16.16 ) on tire l'estimatio n 

(16.19) | v n | < c Ì" e 
fdh (vu(Im x ) 2/2 - vyd /2 + g + 

2 
vy 

dy2>n2) 
d2 + 

a 2 ayv 
y2>n2) 

pour V e Si A ,y2> ^k-l sont "comme il faut" en fonction de g . 

Si ô > 0 est donné on choisit d'abord a = 6/3 (ainsi 
a 2 
ayv 2(y+v) 

^ ôvy/3), v ^ v(a), 

ensuite y assez petit pour que 

y 
2(y+v 

sup 
X 

y2>n2) yhyu 6 
3 , yv sup 

X 

(d2)/2 * e(a,v) 

On choisit ensuite g < 6yv/3 et il est donc clair que 

(16.20) |V|  ̂2C T eAyv [(Im x ) V2 - <T/2 + 6) 

pour A,y?,. 'yk+l "comme il faut" en fonction de 6 > 0. Puisque 2C JT < e 
ôAy v pour 

A assez grand en fonction de H2'"'*yk+1 on obtient la Proposition. 
4 

Théorème 16.7 : Comme dans la Proposition 16.6 on suppose que k ^  2 et on choisit 

Ak - T o kk-l} 
(où 0 - P 

o 

(k-1) 
est l'origine pour des coordonnées locales y2>n2) y2>n2) 

sur y2>n2) Soit y2>n2) 6 kk PI WF 
(k) 
a 

(u) et soit * y2>n2) 
y2>n2) 

AK) y2>n2) y2>n2) le cône 
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des normales de y2>n2) 
(k) 
a 

ru) dans Ak définies comme dans la section 8. Alors 

y2>n2) c: r 
k-13 où vk-i désigne le cône tangent en 0 de WF 

(k-1) 
a 

'u) y2>n2) k-1 
(Par défi­

nition j Tk-i est l'ensemble des limites A x , v m

3 où x 
X 

€ WF 
a 
(k-1) 

(u) y2>n2) 

x + Oy x 
v v > 0). 

Démonstration : Soit 0 * t  * *k-l . Alors l a Proposition 16. 6 montre qu e y2>n2) y2>n2) y2>n2) 

WF y2>n2) 
(k+l) 

(u). où p 0 = (0,ç o) e A k. Alors l a première parti e du Théorème 16. 5 montre 

que t  n'est pa s une normale d e WF 
a 
(k) 

M y2>n2) y2>n2) 

Nous laisson s comme exercice de vérifier que le Théorème 16. 7 est plus qénéra l 
que l e Théorème 16.5. 

Remarque 16. 8 :  Le Théorème 16. 7 donne des analogues à  un résultat de Kashiwar a 
(voir aussi [KK3]) . C e résultat concerne l e cas k  =1 e t peut se formuler mot pour 

( k-1 ) 
mot comme l e Théorème 16. 7 en remplaçant seulement " A k _ 1 n WF^ '(u) " par "suppu" . 

Un peu t l'obtenir pa r essentiellement l a même démonstration que ci-dessus. Cette 

démonstration est en effet plus simple , car on travaille avec A ,  a 1 a place d e 
v,y, A 

Remarque 16. 9 :  On peut affaiblir un e des hypothèses dans le Théorème 16.7 . Soit 

en effet 0 * t Q E
 T

0(A k_i)
 e t supposon s qu'il exist e une suite a v ^ 0 , v « > et un 

nombre C > 0 tels que (pou r le s coordonnées X j x R) su r A k - 1 o n ait : 

y2>n2)y2>n2) < C | a v | y2>n2) WF 
a 
(k-1) y2>n2) n A k - i 

Alors t„ n'est pas un normal d e WF (k) (u) r,Ak 
au point y2>n2) Pour l e voir on re-

marque d'abord qu e s i l'o n considèr e seulemen t les valeur s ^k+l — 32 »a2 » alors 

la démonstration de la Proposition 16. 6 donne toujour s (k+l) e TO 
lììl 

(k+l) où y2>n2) 

avec inégalit é strict e en I m x = t. D  autre part il suffi t de pouvoir contrôle r 
v(k

+l) pour » k+l E {a-.^,...}, pour pouvoir conclure à laide d u principe du ma-

ximum. Peut-êtr e faut-i l considére r aussi de s définitions modifiées d e na a 
(k) où on 

a besoi n de varie r (À»P2 
y2>n2) seulement dans certains ensembles discret s ? 

Remarque 16.1 0 :  Tous le s opérateurs auxiliaires qu e nous avons donnés explicite-

ment son t en effet des opérateurs intégrau x de Fourier (comm e dans le s section s 4 

et 11 ) donnés avec des contours explicites , et c'est probablement l'aspec t de s 

contours qu'i l faudr a utiliser dans un e approche plus invariant e de l a théorie. 
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Dans cet ordre d'idées remarquons que l'on peut obtenir un "projecteur de Bergmann 

approché" dans H ^ o c ( a ) s n c Cn, si cp est réel-analytique est strictement pl. s. h . , 

de la manière suivante : soit ^(x,y) la fonction holomorphe, définie dans un voi­

sinage de A = {(x,~x) ; x e fi} c C 2 n, avec i^(x,x) = cp(x). Alors il est bien connu que 

d e t f x % * ° e t 2 R e * ( x , y ) « <P(X) + U>(y) " C ( x ) | x - y | d , 

0 < C e C(fi), pour (x,y) dans un voisinage de A . On peut alors écrire un opérateur 

d'identité approché sur H

(p°
C(^) sous la forme pseudodifférentielle : 

B u ( x ) = (%n |J e 2 x ^ ( x ' e ) - ^ y ' 6 ) ) a(x,e,x) u(y,x) dy de 

r(x) 

avec le bon contour r(x) : e = y , |x-y| d ( x ) , où d e C(^;IR +) est assez petite. 

Plus explicitement 

Bu(x) = A N J | e 2 x * ( x > y ) a(x,y,A) u(y,x) e " 2 ^ L(dy) 

|x-y|^d(x) 

ce qui peut être considéré comme un projecteur de Bergmann approché. Nous avons 

donc un lien direct avec l'aspect des opérateurs de Toeplitz, voir Boutet de Monvel 

[B2]. 
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