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0. INTRODUCTION

Ces notes représentent en gros le contenu d'un cours donné & 1'Université de
Paris Sud au printemps 1981 et en version accélérée a 1'Univessité de Lund. Elles
sont basées sur environ 3 années de travail avec des singularités analytiques.
L'auteur en est venu a ce sujet par 1'étude de la propagation de singularités ana-
lytiques pour des problémes aux limites. Parmi les trois définitions existantes du
spectre singulier analytique, celle de Bros-Iagolnitzer (voir [B-I], les deux au-
tres étant dies a Hormander [H] et Sato [S]) s'est révélée la plus maniable, au
moins pour un analyste avec une certaine prédilection pour les opérateurs inté-
graux de Fourier a phases complexes. Le besoin de développer 1'approche de Bros-
Iagolnitzer plus systématiquement s'est alors manifesté, déja dans le cas sans
bord. Quelques pas dans cette direction ont &té faits par G. Lebeau [L] et aussi
par 1'auteur dans un cours non-publié a Stanford pendant 1'été 1980. Ensuite, et
grace a de nombreuses discussions avec B. Lascar et sous 1'inspiration d'un article
de P. Schapira [Sch] i1 est devenu clair que la notion de fonction phase se con-
fond trés profitablement avec 1a notion de fonction poids plurisous-harmonique.
Ainsi les sections 3, 7, 9-16 ont é&té rajoutées depuis le cours a Stanford et la

section 16 méme aprés le cours a Orsay.

Ces notes ne tentent pas de donner un traitement définitif de la théorie (qui
est encore vivante) mais seulement de développer quelques techniques, a modifier
suivant les besoins de chaque probléme particulier. (Par exemple pour des problé-
mes plutdt constructifs on pourrait supprimer le grand paramétre A, quitte & tra-
vailler dans des domaines non-bornés). Nous n'avons pas non plus cherché a étre
complet, ni les opérateurs pseudo-différentiels classiques, ni les hyperfonctions
ne sont traités, et méme pas la théorie des problémes aux limites qui est a 1'ori-

gine de tout ce travail.

Chaque lecteur (supposé étre déja un peu familier avec des opérateurs de Fourier
intégraux et. c.) jugera lui-méme sur la nouveauté et 1'intérét de ces notes. Peut-
étre le point central est la section 11 qui contient un début de théorie systéma-
tique qui dans le meilleur cas se développera aussi un jour dans la théorie C”.

Nous tenons & remercier tout particuliérement B. Lascar pour de nombreuses dis-
cussions fructueuses ainsi que N. Hanges, L. Hrmander, A. Grigis, G. Lebeau,
G. Metivier, P. Schapira. Nous remercions aussi J.M. Bony, P. Schapira, Y. Laurent,
Trepreau , gui ont su nous communiquer de maniére compréhensible des idées de la
théorie des hyperfonctions. Finalement nous remercions tous les auditeurs patients
de nos 3 cours cités-ci-dessus.
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1. H(p , SYMBOLES ANALYTIQUES ET ALGEBRES FORMELLES D'OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS

Soit o < €" un ouvert et @ : @ > R une fonction continue. Une fonction u(z,x)
sur g x R, appartient par définition a 1'espace Hl?c(n) si

(1.1) u est holomorphe en z pour tout A > O

(1.2) Pour tout compact K = g et tout ¢ > 0, il existe une constante C > 0 telle
que

lu(z,a)| < C e)‘((D(Z)"'e)
pour z € K , A > 1.

Parfois on dit simplement que u est de classe HqJ dans ©@. On dira que u est un sym-
bole analytique si u € Héoc(n). En particulier u est un symbole d'ordre fini m € R
si pour tout compact K< @, il existe C > 0 telle que

(1.3) lu(zsa)] s CA™ , zeK,ax1.

En général on ne distinguera pas entre deux éléments de H;?C(Q) si la différence
est & décroissance exponentielle par rapport a e’ pius précisément si u, v €
H]OC(Q), on dit que u et v sont équivalentes (u ~ v) s'il existe une fonction con-

©®
tinue ®; < @ sur Q telle que

(1.4) u- v e RO (a) .
1

Un élément formel de H¢ sur o est donné par :

I. Un recouvrement Q@ = U Qa ou les Qa < Q sont ouverts.
o€A

I1. Pour chaque Q,.un €lément u, € H]OC(QG) (représentant local) tel que

loc

u, v ug dans H(p (Qu n QB) pour tous a,B € A.

En particulier, pour ¢ = 0 on obtient la notion de symbole analytique formel. IT1 y
a une relation d'équivalence évidente entre les éléments formels de classe Hw sur

2 et on ne distinguera pas entre deux éléments équivalents.



H¢p , SYMBOLES ANALYTIQUES

Exemple 1.1. Soit ak(z), k = 0,1,2,... une suite de fonctions holomorphes sur
telles que pour tout §cc o on ait avec C = Ca >0 :

(1.5) la () <« ¥k k=012, ..,z e .

Alors modulo équivalence on peut définir un symbole analytique formel sur g par les
représentants

a,(z,2) = J a,(2) K, zed.
Q
O<ks<a/eC,
9}
On remarque que a_ est un symbole analytique d'ordre O sur ¢ puisque pour z € &,

OsksA/eCm:
Q

Ckyk k

(1.6) la (27 s e  cce™ L c-c

: A A "
Si C1 > C et ECI <k < oC * ? € @, alors

-k -AeCy
(1.7) Iak(z)A | «Ce s

ce qui montre bien 1'équivalence entre les représentants locaux dans les régions
ﬁu n 38 . On écrit formellement :

(1.8) a(z.a) = § a(z) 27K
o
et on appellera a un symbole analytique classique formel.

Le résultat suivant n'a peut-étre qu'un intérét théorique :

Proposition 1.2. Soit Q " ouvert et pseudo-convexe, ¢ : @ + IR continue et

plurisons harmonique et soit u(z,)) un élément formel de H sur q. Alors pour tout

LY . N oc N ©®
owvert {cc @ , il existe un représentant N(z,)) € H(p (@) de u.

Démonstration. Ceci est une application simple des théorémes sur 1'opérateur 3 de
L. Hormander [H2]. D'abord aprés avoir augmenté § on peut supposer que § est pseudo-
N

., i=1,....Nou §cuaq; et

convexe. Soit uj(z,A) des représentants locaux sur QJ 3
1
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N - N

. o N . _

soient Xj € Co(nj) telles que § X5 = 1 sur §. Soit v(z,)) = } xj(z)uj. Alors
N

v = % uj 5'xj est 3 décroissance exponentielle dans Liﬂﬁ) = LZ(B H e-ZA“KX)L(dx))

(ol L(dx) désigne la mesure de Lebesgue sur E") et d'aprés les résultats de

Hormander [H2] on peut trouver w a décroissance exponentielle dans Li;ﬁ) telle que
W = - av. Alors U = v+w est holomorphe et u - uj est a décroissance exponentielle

dans Li;nj n 5). Utilisant aussi que U - uj est holomorphe on en déduit que

(Gluj)é*qxz) est @ décroissance exponentielle uniforme sur tout compact de sﬁ. +H

I1 sera aussi commode de parler de germes de fonctions de classe Hw. Si Xy € c"
et ¢(x) est une fonction continue réelle définie prés de Xgs alors par définition,
un élément u de qux est donné par un élément u € Hl?c(n) ol x, € Q. On dit que u,

o

Toc

v €H sont équivalentes si U ~ v dans Ho

@, (W) pour un voisinage W de Xo+

Soient p(x,&,1), q(X,& 1) des symboles analytiques définis dans un voisinage de
(xo,go) € ¢2n_ On définit alors le symbole composé dans un voisinage de (xo,go) par

1 ,..0-lal 3% 3q
(1.9) r=pogq-= (ix) —
a= 1 o 22 50

avec Co assez grande. Par les inégalités de Cauchy on a pour tout e > O dans un
voisinage de (xo,go) :

< C é;A cl“l . al

aa o
|__B+i_9_
ag® ax®

ou C est une constante géométrique qui ne dépend pas de e > 0. I1 est alors facile
de voir que (1.9) définit bien un symbole analytique prés de (xo,go) pour C, > 0
assez grande et dont la classe d'équivalence ne change pas si 1'on augmente C0 en-
core. Nous allons plus tard définir de vrais opérateurs dont le symbole d'un com-
posé est donné par (1.9). Pour 1'instant on s'intéresse surtout au probléme d'in-
version de symboles elliptiques dans le cadre des symboles classiques. Soient donc

v -k v -k
p=1 p(XE) A" , g =% Qi (X58) A
[o]
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des symboles analytiques classiques définis prés de (xo,go) et définissons le sym-
bole composé par

[+ o

(1.10) r=poq= J & (inlel2p 2p
a. o o

0‘emn 9E X

ol la somme infinie a un sens comme somme finie en chaque degré d'homogénéité par
rapport a 2.

On Taisse comme exercice de montrer que r est bien un symbole analytique classi-
PRV V] P NV v Py

que et que si p, q sont des représentants locaux de p, q et que r = poq est défini
par (1.9), alors ¥ est bien un représentant de r. Dans le reste de cette section on
discutera uniquement des symboles analytiques classiques formels, en s'inspirant
des travaux de L. Boutet de Monvel et P. Kree [B-K] et de Boutet de Monvel [B]. Si
p(x,&,1) est un symbole analytique classique d'ordre O on lui associe 1'opérateur
différentiel d'ordre infini

n
A(x585Dy51) = p(X,E+Dy51) =

= Z—al!— p(a) (X,E,)\) B; = E )\-k Ak(xsEsDX) >
(o]

(1.11) A, = z __]-r p\()a) (x5£) D?(L .

o
vt|a|=k

De A on récupére p par la formule :

P(x>E51) = A(x,8,D51) (1) .

(Dans tous les calculs ici on manipule des sommes finies en chaque degré d'homogé-
néité). Si q est un autre symbole analytique formel d'ordre 0 et si B est son opé-

rateur associé, alors il est facile de vérifier que 1'opérateur associé a r =p o q

est C=AoB=7}) A-k Cy (défini par Ck = Y A o B ). Il en résulte que la com-
0 vip=k ¥ L

position des symboles classiques est associative.

Soit . = Ezn. 0 < t< t, une famille de petits voisinages ouverts de (xo,go)
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tels que Qg = Q4 Pour s < t et méme

(y58) € o
= (%:£) € 9
|x-y| < t-s

pour s < t. Alors pour 0 « s < t st , D}

des fonctions holomorphes bornées sur Q4 dans 1'espace B(ns) de norme

est un opérateur borné de 1'espace B(Qt)

clal g el

1050 ¢, < >—aT
X t,S (t'S) a

ou Co est une constante universelle ne dépendant que de n. (Si 1'on choisissait
plutot Q4 comme un polydisque de rayon const. + t alors on aurait

o -
g1 6 < (t=s)lelar. )
Si Q, est assez petit alors sur Qp s
o (]

((x)l < C1+\)+|ul \)\) ol

N

donc avec une nouvelle constante Cl N

o |« Al paglel e lel 0 s e,
IT y a au plus (1+k)n+1 termes dans (1.11), donc avec une nouvelle constante C on
obtient :
k+1  k -k
(1.12) “Ak||t,s < C k™ (t-s) » 0ss<tg to .

©

Inversement, si p =} Pk(X,E)l-k
o

est un symbole classique formel au sens que les
Pk sont holomorphes dans un voisinage de (xo,go) indépendant de k mais que la con-
dition (1.5) n'est pas nécessairement satisfaite, et si (1.12) est vérifiée on dé-
duit alors que p est un symbole analytique classique prés de (xo,go). En effet,

Py = Ak(l) et on a avec une nouvelle constante C :

(1.13) sup p,| < K1 kk .
9t,/2
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Si A vérifie (1.12) on lui associe la suite f(A) = (fk(A)):=0 ou f = fk(A) est
le plus petit nombre » O tel que :

-k
(1.14) A s € F K () L0 es <t oty .

Alors (1.12) montre que (fk): est au plus a croissance exponentielle. Soit mainte-

nant B = J A-k Bk un autre opérateur du méme type.
o

-k

Lemme 1.3 : S C=Ao B =) A Cy » alors f1(C) < Y fu(A) fu(B)'
° \J+]_|=k
Démonstration : Nous avons Ck = z Av ° B]J et donc pour 0 ¢ s <r < t g to :
\)+p=k

”Av ° Bu“ t,s S f\,(A) f“(B) vo(r-s)7V M (t-r)7H®
Si s et t sont donnés on choisit r tel que

- = Y - -r = B (t-
r-s S (t-s) , t-r T (t-s) .

Alors
A, o B Il ¢,5 < T, (A) f (B) ()Y (ts)”(VFR)
et on obtient le Lemme. H#
Pour o > 0 on pose

1AL, = 10" fih) -

Alors (1.12) est satisfaite pour un C > 0 si et seulement si [|A||p < « pour un
p>0.

Lemme 1.4 : St C=Ao B,p >0cet |]A||p < o, ||B||p < = glors ||c]|p est

finie et

B .
liell, < 1hall, el
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Démonstration : ||C||p =7 oK £,.(C)
o

<IZeV™ £ (M) £,(8) = 1Al - IIBIl, .

Si p est un symbole classique formel (dans un voisinage de 2 ) on pose
o

IIpIIp = HA||p ol A est 1'opérateur associé et on sait que HA||p < + o pour un

p > 0 si p est un symbole analytique dans un voisinage de ﬁf . Inversement si
o

||A||p < + = alors p est un symbole analytique dans Q¢ - I1 devient alors évident
o

que p o q est un symbole analytique classique si p et q le sont.

Soit maintenant p = ) Pk A’k un symbole analytique classique. On suppose que p
o

est elliptique c.a.d. que Py * 0 partout. I1 est alors standard de construire un

symbole classique unique, q = } 9 27K ter que pogqg=qgop=1. (On procéde par
o

récurrence en commengant avec G, = ﬁL—). Grdce aux pseudonormes on montre alors
o
Théoréme 1.5 (Boutet de Monvel-Kree [B-K1) : Le symbole "inverse" q est un sym-

bole analytique classique.

Démonstration : On fixe un point (xo,go) dans le domaine de définition de p et on

se propose de montrer que q est analytique prés de (xo,Eo). On définit alors les

pseudonormes || ||p comme ci-dessus. Soit q = o Alors p o g, =1 - r ol r est
o

un symbole analytique classique d'ordre - 1. Si p > 0O est assez petit on a

r < 1/2. Maintenant q = q_ o (1+r+r2+...) (somme finie en chaque degré d'homo-
[¢] 0

2+...|lp < 2. +H

généité) et q est analytique puisque || l+r+r

Notre choix de pseudonormes || Hp (introduit dans [Sj]) est différent de ceux
de [B-K] et de [Bl. I1 permet d'obtenir la propriété d'algébre de Banach sans
calcul.
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2. METHODE DE LA PHASE STATIONNAIRE - METHODE DU COL

Dans cette section on adapte la méthode de Melin-Sjostrand [M-Sj] (sans doute
classique au moins conceptuellement) au cas analytique, suivant [Sj]. Voir aussi
Lebeau [L]. On considére d'abord le cas d'une phase particuliére. Soit B < R" 1a
boule d'unité fermée et B = {(ax ; x € B, A € €, |A] s 1}.

Théoréme 2.1 : Il existe une constante C > 0 ne dépendant que de la dimension n,

telle que pour VN € N, A > 0, et toute fonction holomorphe u, définie dans un voi-—
stnage de ¥ :

2 N-1 n_, n v
(2.1) j R ywyae = Y A 2 (2m)? L& wo) s Ry,
B v=0
ou
|R,(A) | - % z v
(2.2) A < P an)? B2
sup |u(z)| A
N
B

Démonstration : Dans le cas d'une variable, si u(z) est holomorphe dans |z| s 1 et
|lu(z)| < 1, alors |u(k)(0)| < k! et donc

2N-1
k k
l U(Z) - X U( ).0 Z I < (2N+1) .

Par le principe du maximum on obtient :

2N-1
k k
| u@) - 3 u)(0)z | < (am1) 1212

On a aussi

(k)¢ )2k
u kIOZ |$ Izlk-

Soit maintenant u(z) holomorphe dans un voisinage de Bceet t.q. sgplu(z)|< 1.
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On peut appliquer les inégalités précédentes a toutes les droites complexes passant
par O et on obtient pour tous z €

(2.3) | poeeet)

o] =k
(a) a
(2.4) I uz) -7 2 g any [
|a]<2N-1
Lemme 2.2 :  Soit ka(Z) un polyndme homogéne de degré 2k. Quand 2k est impair
alors
2
I e /2 Py (x) dx =0
B
quand 2k est pair alors
n
2 2 k
-x“/2 _ (em)® A
(2.5) J e pzk(x) de = Z7 (3) Pox
B"

(Ict (%)k Doy est constante).

Démonstration : Le cas 2k impair est trivial. Soit donc 2k pair. Par les relations
d'homogénéité d'Euler on a

10 3
7} %5 o (Pa) = Pax
J
Aprés intégration par parties on obtient :

2 2

Ie-x /2 Pop (X)dx = 1 J 3 aa_; ('Xj o~X /2))p2k(x)dx
1 J A .-x2/2
=1 [5 @72) by (x)dx

2
=%Jex/2 -’%(ka)dx.

10



LA PHASE STATIONNAIRE

Par induction on obtient (2.5) puisque
-x2/2 n/2
I e dx = (2m) . H#

De (2.5) on obtient aprés un changement de variables

2 n2
(2.6) [ &2 ppxiax = g & AR Gk py
donc
o (o) o 2
(2.7) J e /2 ( ;o @y )dx =g &7 A (G .

|a]=2k
On a donc (2.1) avec

Ry(A) = I'(A) + I"(n) ,

ol
-ax?/2 ul®)o) o
I'(A) = e W) - 5 0 e,
[x[<1 |a|<2N-1
-ax2/2 ul®)0)x®
I"(x) = - e Y ——-34—1—— dx

|x]>1 |a|<2N-1
Utilisant (2.3), (2.4) on obtient

2
[Ry(A)| < (2N+1) J X2 2N gy

]Rn

2
= (2n+1) A7V/2N J e /2 12N g4x .

La derniére intégrale se calcule soit avec le Lemme 2.2, soit en passant par des
coordonnées polaires. La premiére méthode donne

IRy | < Aﬁ"*i (2m™2 2N (14 By -2+ D) L (D)

11
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Ici on remarque que si 0 ¢

a
(n+a)(n-1+a)...(a+l) < Con?
n (n-1) ... 1 S %2

< C1 alors il existe une constante 02 telle que

. Donc

N

N! 2
Az 5

A

n/2
[Ry(A)| < C(n) :;1

Remarque 2.3 : On applique la formule de Stirling :
N = (2m /2 N2 N (ho(dy )

et on trouve avec une nouvelle constante

IRy ()] N+1) (M*1)72 oy N
— < C 1—771 (=) - N>0,xr>0.
sup |u]j A" e

n

B

Le choix optimal pour minimiser le dernier facteur est N = A/2. On prend plutét
sa partie entiére N = [A/2] et on trouve avec une nouvelle constante qui ne dépend
que de n :

R A
l_LALElS_ll <C (1+>\)1/2 M2 a1,
sup |u
B

-ax2/2
B *

A2

Le facteur e~ est a considérer comme e

Exercice 2.4 : Extraire de la démonstration du Théoréme 2.1 la version suivante des
inégalités de Cauchy :

k
(2.8) F%-l(%) u(0)] < c(n) (k+1)™2 (k-1)12¥ sup |u|
pour k > 1.
n v N
Remarque 2.5 : Soit Br ; rB, Br = rB, r > 0. Soit u holomorphe prés de Br. Alors
pour développer I e X /zu(x)dx on fait le changement de variables x = ry et on
B
r

remplace A par Arz dans le Théoréme 2.1. On trouve alors la méme formule que dans

12
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le Théoréme 2.1, ol seulement le reste a été mofifié. Le nouveau reste vérifie :

[Ry()] /2y N
N < C(n) §2+1z N! 2

sup |uj N A (roa)
Y

By

Avec N = [rzx/Z] on obtient comme avant

Ry(2) W2
(2.9) l—"———ls C(n) r" (1r2n)t/2 N2 2
sup |u|
N
BY’

Soit q(z) une forme quadratique non-dégénérée sur ¢". soit r = €" un sous-espace
totalement réel (c.a.d. T n ir = {0}) de dimension maximale n et telle que q|r soit
N
réelle est définie positive. Soit B.=1{z€er; q(z) s r} , r >0 et Br = {wz ;

zeB,,wel, |w < 1}. Avec un choix d'orientation sur r on considére

(2.10) 1(2) = l e 2(2) y(z) dz ,

r

v
avec u holomorphe dans un voisinage de B,.. Aprés un changement linéaire de coordon-

nées z > Z on peut supposer que T = 12; et q = ¥2/2 , B. = (Xe R" ; ¥2/2 < r).
Avec U(2) = u(z) on obtient alors
2
(2.11) I(x) = det (9% J e M2 Fixy dX
dz
'XZ
Zsr

Si q(z) = % < Qz, z>, on trouve

(2.12) det (92) = + (det Q)12 .
d?

Appliquant les résultats précédents & 1'intégrale (2.11) on obtient alors le déve-
Toppement du Théoréme (2.1) avec le facteur det (g%) en plus et avec A remplacé par
dz

X, le Laplacien dans les coordonnées ?. L'estimation du reste devient

13
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(2.13) IRy < C(n P2 (1) 2 )

sup |ul ldet Q| 7% (ra)™Z (ra)N
Br
Exemple 2.6 : On considére 1'intégrale sur un contour de ¢2"
A" -iAXg
200 = G [ [ e ue) axads
|x|<C1
g=-C, ix
Ici r est donné par ¢ = - C2 ixXetr = C2 C% . Les projections de B sur En mg
sont respectivement |x| < Cy et le] s Cq C2’ donc B < {(x:8) 5 |X] <
] < C Cz}. On a donc un développement de phase stat1onna1re pour 2-(A) avec le
reste :
|RN(>‘)I n N!
(2.14) —————— < C(n) (M1)" . ——
sup |u(x,g)| (C]_ cz)\)
|XI<C1
|E|<Cl Cy

Pour calculer aussi les termes du développement on paramétrise le contour T par
n
x €C

dx adg = (-C,1)" dx adX = (2C,)" -"—’(‘—Zﬁ%’i = ( y (260" L(dx)

ol L(dx) désigne 1a mesure de Lebesgue sur " - H!zn et on choisit 1'orientation
telle que 1'on ait le signe "+". Alors on obtient

2
-AC, | x|
e 2

C
3 = (ZCZA)" J' u(x, —1?— X) L(dx)

1x]<Cy
posant X = 2102 on peut alors identifier le K'M€ terme dans le développement :

k C
@)™ (G 2,0 Ui £3) (0) -
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Ici on remarque que 1, =2 g R Donc
que que 7 &y ¢ = X: =
1 J ox;
J
3 C n k C
1 2 = _ (s 1 E) 3 2 —
G 2 0o £0 = (203 ) =58 v) 6 D)
J J
et on obtient
N-1 n
(2.15) ) = 3 LY 5o 550 u(0,0) + Ry(x)
: 2 kT Gy s 3] 3¢, , N
0

1 1 a ,a
emzn 5T W (3 3¢ u) (0,0) + Ry(2) »

|a]<N-1

ol RN(A) vérifie (2.14). Quand u = u(x) on trouve J(A) = u(0) + RN(A) ol RN(A) se
majore en termes de sup  |u(x,r)]| .
|x|<Cq

On considére maintenant le cas général d'une phase qui n'est pas nécessairement
quadratique. On se raméne alors au cas quadratique a 1'aide du lemme de Morse.
(Voir Hormander [H3]).

Lemme 2.7 : Soit @(z) une fonction holomorphe définie prés gg_zo e . On suppose
que 3, est un point critique non-dégénéré, c.a.d. w'(zo) =0, det ©"(z,) * 0. Alors

on peut trowver des coordonnées locales holomorphes centrées en 2, telles que :

O(z) = @z ) +5 (35 + ... +3) .

Démonstration : On peut d'abord se ramener au cas z, = 0, ¥(z) =%- (zi + ...+ Zr21) +
et
6 (|z]|”). Par la formule de Taylor,

1

Bzw 1
o(z) = | (1-t) iz (tz)dt = 5 } aj6(2) 25 7 =
0
1

7 < Qz)z,z> ,

15
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1
2
aj,i(2) =2 i (1-t) ——‘P——agjazk (tz) dt

de telle maniére que Q(0) = I. On cherche 2 de 1a forme ? = A(z)z avec A(0) = I. I
suffit alors de résoudre tA(z) A(z) = Q(z), et on peut prendre par exemple A(z) =

Q(z)l/z. La racine carrée est bien définie puisque Q(z) = I + petite perturbation.

++

k x C" et @(0,z) vérifie les hypothé-

Si ¢(w,z) est holomorphe prés de (O,ZO) €€
ses du Lemme de Morse, alors pour w petit, il existe un point critique unique (et
non-dégénéré) z(w) prés de z, pour la fonction z -» @(w,z). De plus z(w) est une
fonction holomorphe de w. Les coordonnées Z construites dans la démonstration du

Lemme de Morse dépendent holomorphiquement de w.

Théoréme 2.8 : soit Ue €t un voisinage ouvert de 0, ¢ une fonction holomorphe

sur U avec z = 0 comme seul point critique. On suppose @(0) = 0, det @"(0) # O.

Soit V «cU un voisinage ouvert de 0 et supposons que Re @(x) > 0 pour tous x € V=

von R" et que Re o(x) > 0 sur aVlH' Alors il existe des constantes C > 0, € > 0

telles que pour toute fonction holomorphe bornée u sur U on ait

n LA k
(2.16) I(\) :j ) gwige = § aw? e 2?04 X R0+ RO
V_ﬂ? Osk<A/C
. 1 -
on BN | s Ze sup |u(z)| , A1 , et
U
2 n
Y ) dz
A=) R 3 =+ det 7~ .
3%:7’2 dz

Iet 21,. . "’;n sont des coordonnées comme dans le Lemme de Morse, & (0) =

(det tD"(O))l/Z o on choisit la branche qui se déforme continiiement en 1 sous 1'ho-

motopie [0,1] 3 8 » (1-8) ©"(0) + sI.

Démonstration : "Méthode du Col". On fait d'abord une 1&gére déformation. Pour
6 > 0 petit on considére le contour g * VR 3x > X +§ @'(X) = z. Le Tong de

16
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(1'image de) r,ona
o(z) = o(x) + slo' (x)|% + 6(s%o' (x)|?) .

et donc pour & > 0 assez petit Re 9(z) » C; lzlz, ou Cc > 0. Sil'on fixe s >0
assez petit, alors la formule de Stokes et 1 hypothese que Re ¢ > 0 sur aV en-

1 —eA

trainent que modulo une erreur 6(= sup |u]) on ait
U

(2.17) 1()) = I e yz)dz , =, .
r
Maintenant i1 est clair que seulement un voisinage de 0 va donner une contribu-
tion non négligeable & (2.17) et on peut supposer que le Lemme de Morse soit appli-
quable dans un voisinage de r. On trouve alors

2
(2.18) I(a) = J e—ﬂ /2 U(2) d¥ , U(2) = u(z) det :—: .
'f’ z

Par construction on a sur ¥
2 2

(2.19) Re 2°/2 » C |2|° , C >0 .
Ecrivant Z = x+iy on trouve alors que [t | < |ty |2 pour tout (t,, ) €T (?) et le
Théoréme des fonctions implicites et (2. 19) montrent que T (au mo1ns dans un voisi-
nage de 0) est de la forme y = h(x), x € W, ol h(x) est une fonction réel-analytique
vérifiant |h(x)| < o|x|, & < 1. Soit

?t : W3 x> x+ith(x)ec".

La formule de Stokes montre alors que avec une erreur exponentiellement petite on a

(2.20) I(a) = + L o MEr2 Y(x) dx .

Nous avons t(gz) ° (a—) ¢"(0) en 0 et modulo le signe, le théoréme résulte mainte-

nant du Théoréme 2.1 et de la Remarque 2.5. Pour finalement déterminer le signe on
déforme (x) continlment en x2/2. +H

Remarque 2.9 : L'hypothése " Re wlav > 0 " peut @tre affaiblie. Par exemple on
R

17
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peut supposer seulement que aVIR soit une hypersurface réel-analytique prés de cha-
que composante connexe de K = {x € aV]R 3 Re o(x) = Q}, et que do av.. * 0 sur K.
R

IT existe des conditions encore plus faibles.

Remarque 2.10 : On peut introduire des paramétres dans le Théoréme 2.8. Par exemple
soit W< ck un voisinage de 0 et ¢(w,z) une fonction holomorphe sur W x U telle que
©(0,z), U, V vérifient les hypothéses du Théoréme 2.8. Aprés avoir diminué W autour
de O on obtient pour toute fonction holomorphe bornée u(z) sur U :

AO(W,2(W)) J e 2P(WsX) (k) dx =
VR

I @™ a2t G )k b (z) + R
OsksA/C v

o Kw’ *w z(w) dépendent holomorphiquement de w et

[R(w,2) | sel A

e sup |ul .
U

On laisse comme exercice d'apporter les modifications nécessaires dans la démons-
tration du Théoréme 2.8.

3. LEMME "FONDAMENTAL" ET TRANSFORMEE DE FOURIER DANS LE DOMAINE COMPLEXE

On va d'abord discuter des formes quadratiques réelles sur ¢". Soit donc q une
telle forme et posons 2 q(x) = q(ix). Donc 9—2 = I. Clairement q est pluriharmoni-
que (c.a.d. harmonique sur toute droite complexe) ssi %q = - q. Disons que q est
du type de Levi si 9q = q. Si q est une forme quadratique réelle arbitraire, alors
on a une décomposition unique g = h + ¢ ol h est pluriharmonique et g est de Levi,
de plus 2 = % (g+ 2q), h = %—(q - 2 9)- Nous avons aussi

h(z) = Re < z,Az > , 2(z) =<2z, £Z >

2 2
ou A = ( 29 ) , &= ( 29 _ ) . Donc q est plurisous-harmonique (pl.s. h)
9z3z) 9z; 37

Rappelons que sign(q) =m, - m_ ol m_ (m_) est le nombre de valeurs propres > 0

18
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(< 0) pour une diagonalisation de q, et que m, = max dim R L ou L parcourt les
sous espaces réel-linéaires tels que + qIL > 0. q est non dégénérée ssi m, + m_= 2n.

Proposition 3.1 : Soit q(z) une forme quadratique plurisous-harmonique sur .

Alors
(a) sign (q) » 0 ,
(b) S en plus q est non dégénérée de signature 0 (c.a.d. m_(q) = n) alors

Lla méme chose est vraie pour toute forme quadratique 'c\f < q qut est pluri-

sous-harmonique.

Démonstration : (a) Soit L = ¢" un sous-espace réel linéaire de dimension m_ tel
que q| < 0. Alors si 1'on décompose q = h + & on trouve pour tout O # x € L que
h(x) = q(x) - 2(x) < q(x) < 0 et donc q(ix) = - h(x) + &2(x) > &(x) > 0. Donc

qliL >0etm >m_. (L est totalement réel). La partie (b) devient évidente. E=d

On peut maintenant établir le "lemme fondamental".

Lenme 3.2 :  Soit @(x,y) une fonction réelle plurisous-harmonique de classe c”,

définie dans un voisinage de (0,0) € l’n+k. On suppose que Vy ©(0,0) = 0 et que

Vj ©(0,0) est non dégénérée de signature 0. Pour x dans un petit voisinage de 0

dans €", soit y = y(x) le point critique (unique) de y - @(x,y) qui est proche de 0
(donc y(x) est une fonction C~ de z). Alors la fonction ¢(z) = @(x,y(x)) est pl. s.
h. ST 85 < @ est une autre fonction pl. s. h. avec ("5(0, 0) = @(0,0) alors V2 (B(0,0)

est aussi non dégénérée de signature 0 et dans un voisinage de 0 € * on a Tso ou

¥ est définie a partir de & comme ® 4 partir de ¢ .

Démonstration : Soit r, < mk un sous-espace de dimension réelle = k tel que

Vy <p(0,0)|r < 0. Aprés un changement de variables complexe linéaire on peut sup-
o

k. On étend ro a une famille de sous espaces remplissant Ck, en

k

poser que I, = R

posant T, = {y € ¢ ; Iny = t}, t € R
fonction C” réelle définie prés de 0 dans R
telle que VE ¥(0,0) soit non dégénérée, alors si 1'on introduit le point critique
s(t) de s » y(t,s) la fonction f(t) = ¥(t,s(t)) a un point critique en 0. De plus
th est non dégénérée ssi V%t’s)w(0,0) est non dégénérée et sign V%f + sign vg Y =

Ici on remarque que si y(t,s) est une
'+n" . ces
no+n avec un point critique en 0 et

sign V%t s) y. Tout ceci devient clair si 1'on fait le changement de variables en
’
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s, s > s - s(t). Alors dans les nouvelles coordonnées s(t) = 0 et Ve Vs v(0,0) = 0.

Dans le cas particulier ot y" est de signature 0, n' = n" et VE Yy <0ona
v%f > 0 et on peut donner la valeur critique par une formule mini-max locale :

v(0,0) = inf sup y(t,s) .
t S

Ici les "inf" et "sup" sont pris localement sur des voisinages convenables de O.
Appliquant ces remarques a y ~ ¢(X,y)> Yy = s + it, on trouve

®(x) = inf sup @(x,y)
t yert

et la formule analogue pour 3. I1 est alors clair que 3 < 0. SiPest pluriharmoni-
que (pl.h.) et donc la partie réelle d'une fonction holomorphe on sait que 3 est 1a
partie réelle d'une fonction holomorphe, donc pl.h. . Pour vérifier que ¢ est pl.s.
h. en un point Xgs ON peut sans changer ¢"(x0) remplacer ¢ par % < (x-xo, y-yo),

v@ m(xo,yo) (x-xo, y-yo) > BQZn si Yo = y(xo). On est alors ramené au cas des for-

mes quadratiques et on peut trouver $< o pl.h. avec %(xo,yo) = @(xo,yo). Alors
¢ < ¢ avec égalité en X et on déduit que @"(xo) est pl.s.h. =

Soit maintenant ¢(x) une fonction ¢” pl.s.h. définie prés de x_ € t" avec w"(xo)

(o]

%—%% (xo), on définit alors
@*(g) = valeur critique de x » @(x) + Im x.g = v.e. (@ + Im x.g). Pour f(x) holo-

) _ 1 »f . cas _
morphe on a X Im f = 77 5% ° Donc le point critique de x » @(x) + Im x.g est donné

non dégénérée de signature OG. Pour ¢ € ¢" prés de €y =

par 1'équation ¢ = %—%% (x). D'aprés le lemme fondamental on sait que ¢*(g) est pl.

c g . . n n _ 23 . .
s.h. . Si 1'on introduit Aw < cx x Cg par g = 3 = alors les projections de A‘p sur

EQ et mg sont des difféomorphismes locaux. Aw s'écrit aussi : x = x(g) ol x(&) est

le point critique de x » @(x) + Im x.z. On a
dp* _ 3 21
2% < (o) + In < xoe 2)) (x(2)sE) = 7 X(e)

c.a.d. Aw est aussi donnée par : - x = %‘%ﬁ; (g). La projection Aw-» cg étant un
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difféomorphisme, on sait que (¢*)" est non dégénérée. La signature est O parce que
comme dans la démonstration du Lemme 3.2 on peut diminuer q#(xo) Jjusqu'a une forme
pluriharmonique (tout en restant non dégénérée) et alors (wﬁl:.(go) diminuera aussi
dant les formes non dégénérées jusqu'a une forme pluriharmanique qui est nécessai-
rement de signature 0. Notons enfin que 1'on peut récupérer (x) par

®(x) = v.c.. (o*(g) - Im x.g)

Bien entendu ¢* est essentiellement la tranformée de Legendre de .

Avant de continuer avec la transformée de Fourier, on fait quelques remarques
générales. D'abord soit ¢(y) une fonction C* réelle définie prés de 0 € ¢k et avec
un point de col en 0. (Un point critique non dégénéré de signature O sera désormais
appelé "point de col" ou simplement "col1"). Nous appelerons contour d'intégration
une application injective de différentielle injective r : W - fk ol Wece Ikk est

ouvert et T est C” dans un voisinage de W. Soit maintenant r un contour d'intégra-
tion dans ¢k qui passe par 0 et tel que @(y) - ©(0) < - C|y|2 pour y dans (1'image
de) r. On appelle alors r un bon contour par rapport a8 ¢. Si u € H(p,0 alors seul un
voisinage de y = 0 donne une contribution non exponentiellement petite & 1'intégra-

le IF(A) = e'Aw(O) J elw(y) u(y,r)dy. Cette intégrale est donc bien définie modulo
T

le signe (qui dépend d'un choix d'orientation pour r) et modulo un terme exponen-
tiellement petit quand A > ». Cette derniére imprécision dépend d'une part du fait
que les éléments de H ,0 sont définis seulement modulo "~" et d'autre part du fait
que le domaine de def1n1t1on de u ne contient pas nécessairement 1'image de r a
moins que 1'on restreigne r a un voisinage suffisamment petit de 0. Si Ty est un
deuxiéme bon contour alors par la formule de Stokes et avec des bons choix d'orien-

tation on a que IF(A) - Ir (1) est exponentiellement petit quand » -~ =. En effet le
1

Lemme de Morse réel (voir Hormander [H3]) nous permet de trouver des coordonnées
réelles (t,s), t, s € R" telles que oly) = % (t2 -s ) et alors r et ry sont de la
forme t = y(s), t = y;(s) avec | v(s)|» |yl(s)| < o|s|»® < 1, et on a donc une défor-
mation évidente de bons contours et l1a formule de Stokes s'applique. Rajoutons
maintenant des paramétres x € ¢" et supposons que @(X,y) est C”, réelle et définie
dans un voisinage de (0,0) € ¢n+k et que ¢(0,y) vérifie les hypothéses ci-dessus.
Soit alors o(x) = v.c @(x,y). Alors si u € Hw,(O,O)’ on pose U(x,\) = J u(x,y,x)dy
o
ol Ty est un bon contour pour ¢(0,y). Alors U(x,A) est holomorphe en x et définie
dans un voisinage de 0. Appliquant le Lemme de Morse réel et la formule de Stokes
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on voit aussi que modulo une erreur exponentiellement petite on peut remplacer le

contour T, par un bon contour r, pour y - ©(x,y) (dépendant de maniere C* de x) et

donc V(x,)r)€ HQ 0" Nous avons ainsi défini au signe prés u(x,y,r)dy € HQ o Pour
t] s

u € Hw,O'

Revenons maintenant aux fonction ¢ et ¢* discutées auparavant. Modulo le signe

défini H
on définit pour u € 0,x,

Fu(e,n) = J e X8 iy, 0)dx € H

Te

@*aE,

ol FE est une famille lisse de bons contours pour x - @(x) + Im x.£. De méme on
définit

n .
_ A iAX. g
Gu(x,1) = (?ﬁ) I* e v(g.2) dg € stxo
Ty
pour v € H ou r* est une famille lisse de bons contours pour & - @¥(g) - Imx.g
©*s &, X

Avec des bons choix d'orientation on a

Proposition 3.3 : Pour u € H onau= §Fudans H .
£roposivion o.9 . gp,xo _— = ‘Dlxo
Démonstration : On écrit
" ix(x-y)-£
(3.1) ) = G [ e S u(y,2) dyade
ger*(x)
ser(g)

Le contour composé est automatiquement bon pour la fonction (y,g) > @(y) - Im(x-y).£

qui a un col eny = X, £ = %-%% (x). (Nous reprendrons la démonstration de ce fait

en plus grande généralité dans la section 4). Un autre bon contour est donné par
?(x) I %A%% (x) + 1 C(x=y), |y-x| < %~ si C > 0 est assez grande. D'aprés nos
remarques précédentes (3.1) est encore valable avec le contour ?(x) a la place (mo-

dulo une erreur négligeable). Alors on peut facilement appliquer 1'exemple 2.6 pour
conclure. +H
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4. OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS ET FOURIER INTEGRAUX DANS LE DOMAINE COMPLEXE

Dans un premier temps i1 sera commode de faire opérer nos opérateurs sur les es-

paces de germes Hm X ° I1 est clair cependant que 1'on controle aussi les domaines
*"o

de définition, et en effet dans 1a section 12 on sera obligé de reprendre le calcul
des opérateurs pseudodifférentiels avec plus de précision.

Soit a(x,y,6,1) un symbole analytique, défini dans un voisinage de (xo,xo,go) €
" et soit ©(x) une fonction C* réelle (pas nécessairement pl. s. h.) avec
2 3
1

X (xo) =gy Pour u € qu’Xo on définit alors Au € Hq)’XO par
A" ix(x-y)e
@1 A = G ][ eI agyi0.) uya) dy do
r(x)

ol r(x) est un contour de la forme

6 =520 (x) +1REY) .+ Ixyl s

Pour R > 0 assez grande et r > 0O assez petite (et x assez voisin de xo), r(x) est
un bon contour, car le long de I'(x) on a

oMe(x) | Jir(x=y)e | ely) _

AM@(¥)-0(x)) - 22 Re 22 (x) (y-x) - R|x-y|? MRO) |x-y|2
e

n

od C > 0 dépend de " mais pas de R. Le choix de r et de R n'affecte pas Au dans

H . Quand a = 1 nous avons déja vu que Au = u dans H avec le bon choix d'o-
tDsXO (szo

rientation pour r(x).
Explicitons 1'opérateur (4.1). Le long de r(x) on a

dy ade = (-Ri)" dy ady = (2R)“%&)a¥_ Gy @R L)

donc
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= 2
(4.2) Au(x,A) = (R_*)n ez" 2 (x) (x-y) - RA |x-y]
. , %

|x-y|<r
2 i T
x a(X.ys T3 (x) + iR(X=Y),A) u(y) L(dy)

= [ ktxeyar) utyan) Ly -
Si a est un symbole d'ordre 0 alors

(xoyan) | e M (O=0) ¢ ¢y g MR xey [

E)

Nous avons donc un résultat de continuité évident dans les espaces Li .
Pour (x,&) prés de (xo,go) on définit le symbole de A ; oA(x,E,A) par
(4.3) op(x,E,1) = e I ME aeiM0E)

La méthode de l1a phase stationnaire donne

a

(4.4) op(X,E,1) = )) al ——‘—rl (3% 33 @) (X>X,E,1)
! lal<a/C o el e Ty

modulo un terme & décroissance exponentielle, si C > 0 est assez grande. On remar-
que que oy = a si a = a(x,0,A) ne dépend pas de y.

L'application a(x,y,0,x) - cA(x,E,A) n'est pas injective mais nous allons mon-
trer que 1'action de A sur Hw x e dépend que de op- Par la formule de Stokes, il
)

suffit en effet de montrer :

Lemme 4.1 : 5% Oy = 0 dans

HO_, (xo, EO) alors i existe ﬂ sy”’bOZe b(xxy.v 0, A) €

HO’(xO’xO’EO) a valeurs dans les (n—-1)-formes en © tel que

(4.5) eMEV gy, 0, n0de = L ay (YO biz,y,0,00)

6
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dans H

.

-Im(x-y)6 , (aco,xo, &0)

Démonstration : On écrit

n . s
(%¥? op(Xsnsd) = J J e Y8 a(x,x-y,0,1) e MM dy de =

= (¥ (v»0) »_(n’e*)u) (ns0,1) = v(x,n,0,1) ,
00 U(X5Ys0,1) = a(XsX=ys6,1) eiAye et on considére x comme paramétre. Ici u(x,.,A)
est de classe Hw avec @ = - Im(ye) qui est pl. h. et 1a discussion de 1a section 3
s'applique. Donc v(X,.,..,A) est de classe H , ot ¢* = Im n.p* est 1la fonction pl.
h. duale de ¢. Notre hypothése dit que v(x,n,0,)) est & décroissance exponentielle
(par rapport a exw*(“’O) = 1) dans un voisinage de x = Xgs M = Eg- Aprés modifica-
tion avec un terme = 0 dans H

w*’(xo’go) on peut alors supposer que v = 0 sur g* = 0.
Ensuite on multiplie par e iA“e*, on applique la formule de Taylor a 1'ordre 1 en
-iAno*

o* et on remultiplie par e . Alors on trouve

n .
(4.6) V(Xsn,0%,1) = ; vj(x,n,e*,x)e§ » V€ H“’*’(xo’go)

ou les Qj dépendent holomorphiquement de x. Par la formule de Fourier inverse que
nous avons établi dans la section précédente on trouve
1 s

u(X,y,0,1) = §~—— V. dans H
1A Bej J QD,(XO,OsEo)

n .
- (A ix(ymtoe*) o * *
V. (?ﬁ) J J e vj(x,n,e sA) dn de* € H“’(xo’o’go)

c'est-a-dire vi = bj(x,y,e,A) e'W-8 op bj est un symbole. On obtient alors le
Lemme avec
n . N
+1
b = § (-1)9 bj(XsX-y,0,1) doy A ... AdejA...Ade, . H

Pour traiter la composition nous allons généraliser notre cadre. Soit ¢(z,y,0)

+n_+
n,+n +ng

une fonction de classe Cz,réelle, définie prés de (zo,yo,eo) €C , soit
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f(y) une fonction réelle de classe C2 définie prés de ¥, et supposons que (yse) ~
o(z,y,0) + f(y) ait un col en (y,.e,). Soit alors g(z) = v.c. (o(z,y,8) + f(y))

qui sera pl. s. h. si g et f le sont. Si a(z,y,e,)) € Hw’(zo’yo’eo) on sait alors

Hf.’y0 > Hg.Zo par

définir (modulo le signe) un opérateur A :
Au(z,2r) = J [ a(z,y>651) u(y,ar) dy de ,
Pl(Z)

rl(z) est un bon contour pour (y,e) » @(z,y.0) + f(y) qui dépend de maniére C2 de
z.

n_+n_+n
X Z W .
et faisons

Soit maintenant b(x,z,w,1) € H (X .,z ,w ) €C

w,(xo,zo,wo)’ 0’“0°"o

les mémes hypothéses sur (b,y,g) que 1'on a fait sur (a,p,f). Alors on a un opéra-

teur B : H > H

g,z défini par

o h’xo

Bv(x,A) = J I b(x,z,wsA) v(z,A) dz dw ,

Fz(x)

h(x) = v.c. (v(x,z,w) + g(z)), et B~A : H

BoA u(x,A) = IJ[
(

(X

f’yo > Hh,xo est donné par

l b(x,z,w,1) a(z,y>8,1) u(y,a) dy de dz dw ,

ol r(x) est le "contour composé" : (z,w) € rz(x), (y,e) € rl(z).

Avant de continuer on fait ici une remarque générale. Soit F (x,y) de classe C2
définie prés de 0 dans Cn+k, telle que F(O,y) ait un point de col en y = 0. Si
y = y(x) est le point critique de y - F(x,y), nous avons déja observé que G(x) =
F(x,y(x)) @ un col en O ssi f(x,y) a un col en (0,0). Soit r(x) un bon contour pour
y - F(x,y) et ¥ un bon contour pour G(x) (en supposant que G a un col en 0). Alors
pour (x,y) sur le contour composé ; X€T¥ , y € r(x) on a F(x,y) < G(x) - C|y-y(x)|2
< G(0) - C|x|2 - C|y-y(x)|2. Le contour composé est donc bon puisque |x|“ +
ly-y(x) 2~ [x1% + 1y]% .

Revenant 3 1'opérateur BoA on constate que (z,W,y,8) » v(X,Z,W) + ©(z,y,0) + f(y)
a un col et que le contour composé T(x) est bon. Donc BoA est un opérateur "inté-
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gral de Fourier" du méme type que A et B si on compte (z,w,0) comme les "variables
de fibre".

Supposons maintenant que (z,w) - w(xo,z,w) + w(z,yo,eo) ait un col en (zo,wo) et
soit P3(x,y,e) un bon contour pour (z,w) - y(x,z,w) + ©(z,y,0) et F(x,y,8) la va-
leur critique. Alors (y,8) > F(x,y,0) + f(y) a un col prés de (yo,eo) et la valeur
critique est h(x). Soit r4(x) un bon contour pour (y,e) » F(x,y,8) + f(y). Alors
le contour T¥(x) donné par (y,e) € r4(x), (z,w) € r3(x,y,e) est bon pour (z,w,y,8) -
Y(x,2,W) + o(z,y,0) + f(y) et on obtient

(4.7) BoA u(x,1A) = JJIJ b a udy de dz dw =
¥
- I J c(X,y»651) u(y,r) dy de
r4(X)
ol
(4.8)  c(X.y,051) = b(x,2,W,1) a(z,y,6.3) dz dw € He (y .y L6,)
r3(X,y,0)

L'interprétationde notre hypothése supplémentaire (que (z,w)—>w(x°,z,w)+>w(z,yo,eo)
ait un col) et de (4.7), (4.8) est que dés que 1'on sait définir B(a(.,y,0,1)) =
c(x,y,0,1) alors 1'équation BeA s'obtient en appliquant B sous le signe somme de A.
Quand B est un opérateur pseudodifférentiel 1'hypothése supplémentaire est toujours
vérifiée, et en particulier pour deux opérateurs pseudodifférentiels on obtient le:

Théoréme 4.2 : Sotent A,B H - H deux opérateurs pseudodifférentiels.

x
®s xO (% )

Alors BoA est un opérateur pseudodifférentiel de symbole

1 oy =
(4.9) 9Bos (x,E,2) = z =7 (X)) ol ag OB(abEaA) B; oA(x,E,A)
|u|<)\/0

avec C > 0 assez grande.
Démonstration : D'aprés le Lemme 4.1 on peut supposer que A, B sont donnés par

(4.1) avec a = oA(x,e,A), b = oB(x,e,A) respectivement. D'aprés les remarques pré-
cédentes on a alors
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n .
BoA u(x,1) = () I I e (X Y)® c(x,6,1) u(y,r) dy do »

avec
c(x,6.1) = e M8 Bra(. x,6,2) e A(-)B) |

Cette quantité se développe avec 1la méthode de la phase stationnaire et on trouve

(4.9). +

Remarque 4.3 : On peut aussi définir des opérateurs pseudodifférentiels avec des
phases non-standard :

n .
(4.10) Au(x,2) = (é%ﬂ I I e (X:¥:8) F(x.y,6,1) u(y,r) dy de .

Ici on suppose que y est holomorphe, définie prés de (xo,xo,eo) € C3n et que

- 3y . A .
w|x=y 0, det 3X3y + 0. Alors par 1'astuce de Kuranishi on écrit
V(X,y,0) = (x%-y) £(x,y,0)

ol 6 + £(X,y,0) est un difféomorphisme local et holomorphe. Si o = 6(x,y,g) est
1'inverse, on obtient formellement

(4.11) Au(x,2) = (é%on f f eMXYE 4(x,y,£.1) u(ysn) dy de >

avec a(X,y,E>A) = a(X,y,0,1) det (%%). Un bon contour pour (4.11) donne un bon
contour pour (4.10) et réciproquement. Pour deux opérateurs du type (4.10) pas for-
cément avec la méme phase, d'une part le Théoréme 4.2 est valable et d'autre part
on obtient BoA en appliquant B formellement sous le signe somme de A (ou bien ta
sous le signe somme de B). Des phases non-standard apparaissent aprés changement de
coordonnées holomorphes.

Remarque 4.4 : Si on veut étudier 1'action d'un opérateur pseudodifférentiel simul-

tanément dans plusieurs espaces H@ X ol ¢ varie 1égérement on' pourra utiliser des
s
o
contours singuliers de la forme

2 (XY
F(x) : 0 = T'%§'+ iR {é;%% s Ix=y| s r

28



OPERATEURS DANS LE DOMAINE COMPLEXE

dans (4.1). Le long de ?(x) on a modulo des termes en dyk, l<sk<sn:

JR= (Y5 R — _Yi%i =
dej =72 ly- | )' TTy=xX] (dyj T Ty=xT % Iy'xl)

Donc

17Xy _ )

n
_( R
dyAde = (W) dylA...AdynA( W y |y-x[

(- T % )

n ny.-x.
= R Iy -y 3 dgy T lve
-(TIW) dyA(y § yx] W1A--- A3y |y XIAdyj+1A...Adyn>.

. _ l(ny) n
Ici on peut remplacer ayly x| par a |y-x| 2——Ty:;T— . , et Te long de I'(x) on

a donc

1/ R _\" — _1(2r \"
dy ade "Z(T[’y-_xr) dy A dy ‘?(W) L(dy) .

Ainsi 1'intégrale (4.1) avec r(x) remplacé par ?(x) devient

2\ 20 X)(x=y)=-Rx|x-
(4.12) Au(x,n) = %(BA) [ . e (X)(x-y)-Rx|x yllx-yl'"

| x-y|<sr

x a(X,y» T—‘P (x) + iR {—ﬁ ) u(y.a) L(dy) -

Le noyau est donc localement intégrable et si a est un symbole d'ordre O on a un
résultat évident de continuité dans LE si ¢ est assez proche de ¢ dans la norme C1
(ou méme Lipschitz). ®

N
Vérifions aussi que Au = Au si dans (4.1) on prend le contourr: o 2 39(x) +

i %—(x-y). Pour cela on déforme le contour continiement en introduisant pour t > 1:
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0=22(x)+itR ) L sty < f
re(x) :

22 . r
o = 7-39 (x) + iR }——%% s osigs [xylsr.

Alors J ... dy deo ne dépend pas de t et d'autre part lim I ... dy de =
I‘t toe T

. dyde

e R

t
puisque pour A, R, r fixés :

l ........ dy de = 0(1) t-2n "0, bt e

o =22 (x)rit § ()

Ix-y| < §

Pour terminer cette section nous allons 1égérement généraliser les résultats de
1a section 3 concernant la transformée de Fourier. Soit ¢(x,y) une fonction holo-
morphe, définie prés de (xo,yo) € t" x " telle que

2
(4.13) det 22 axay (x Yo ) #+ 0.

Soit f(y) une fonction pl.s.h. de classe C”, définie prés de Yo telle que

(4.14) y>-1Im w(xo,y) + f(y) a un col en Yo
Alors g(x) = v.c. (-Im o(x,y) + f(y)) est pl.s.h. . Soit p(X,y) = - Im ©(X,y).
Alors 3 gﬁ = %% et (4.13) est équivalente a la condition

s 2 dy 23 ' PP .
(4.13) (X, T Y - ?-——J est le graphe d'un difféomorphisme

(symplectique) ,

que 1'on dénote a¢. (4.14) entraine que V§ (v(x,y) + f(y)) est non dégénéree ce
qui équivaut au fait que 1'application 2C(Af) 3 (X,E) > X € ¢" soit un difféomor-
phisme local. Alors Ag = QC(Af). Puisque Ag = 96'1(A ) et a1 est donnee par - ¥
avec x et y permutés, i1 résulte de (4.13), (4.14) que V (- w(x,yo) + g(x)) (x )

est non dégénérée. Diminuant f" (yo) jusqu'a une forme pl.h. on montre comme dans
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la section 3 que x + - w(x,yo) + g(x) a un col en Xg+ Aussi f(y) = v.c. (-p(x,y) +

g(x)) + C et en posant y = Y, On trouve C = 0. Donc pour résumer

(4.15) X > = p(x,y) + g(x) a un col prés de X

et la valeur critique est f(y) .

Soit maintenant a(x,y,A) un symbole analytique classique elliptique d'ordre 0
défini prés de (xo,yo) et soit T : Hf,yo > Hg’xo défini par
(4.16) Tuton) = [ P00 agy) utyandy
r(x)
ol r(x) est un bon contour pour y - y(x,y) + f(y). On cherche & inverser T par un
opérateur de la forme

(4.17) Sv(ysa) = A" I e 120(Xs¥) by via) vixsa)dx ,
¥(y)

ol ?(y)‘est un bon contour pour x > - y(xX,y) + g(x) et b est un symbole analytique
classique d'ordre 0.

Théoréme 4.5 : Il existe un symbole analytique classique b tel que SoT = I dans
Hf,yo, TaS:I%Hg,mO > 81 5 est donnd par (4.17). —

Démonstration : Soit B un symbole analytique classique d'ordre 0 et g 1'opérateur
correspondant dans (4.17). Alors

To§ u(x,1) = A" eIr(e(x,y)-0(z,y)) 5 g u(z,r) dz dy .

yer(x)
ze¥(y)

Par 1'astuce de Kuranishi on reconnait ici un opérateur pseudodifférentiel clas-
sique elliptique. Soit alors R une paramétrixe, c.a.d. un opérateur pseudodifféren-
N
tiel dont le symbole est donné par le Théoréme 1.5. On pose S = S°R et comme on a

vu avant dans cette section, S est alors de la forme (4.17) avec b donné par

R(x,D0) (B(.ayan) e 2]y < op(n,y,n) e PRO0Y)
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Nous avons TeS = I dans Hg x - De méme on construit un opérateur S1 de la forme
>0

(4.17) tel que S;oT = I dans Hf’yo et alors nécessairement S = S, . H

Exemple 4.6 : On prend Xy =Yg = 0, ¢ = (x-y)z, f=9g=0.Siue Ho o est un sym-

bole analytique classique on voit bien que Tu est de 1a méme nature et on a un dé-
veloppement de phase stationnaire pour Tu tout a fait explicite. Si v est un symbo-
Te analytique classique, pour résoudre 1'équation Tu = v on est alors tenté de dé-
terminer les termes successifs de u en écrivant le développement de Tu et identi-
fier les termes. Cela marche trés bien au niveau des symboles classiques formels,
k

o

mais pour majorer u dans u = § Uy A~ on a des difficultés, dies au fait que le
o

K ieme terme dans le développement de Tu fait intervenir essentiellement 2k dérivées
de u. I1 est clair que 1'on ne peut pas aboutir uniquement avec des estimations car
déja le probléme

u(x,r) + %—ai u (x,x) = v(x) (une variable)
n'a pas en général de solution symbole analytique classique, quand v est une fonc-
tion holomorphe.

5. OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS DANS LE DOMAINE REEL, RESOLUTIONS DE L'IDENTITE

On suit essentiellement [Sj 1,4]. Quand on travaille dans le domaine réel on
évitera d'écrire les opérateurs pseudodifférentiels avec la phase standard, car
pour cette phase le contour BIS x Big n'est pas trés bon et on tombe facilement
dans des difficultés avec des fonctions trencaiure. Soit (xo,go) € T*R" et ecri-

vons o = (ax,ug) € GZ" . Soit @(x,y,a) une fonction analytique définie prés de

(xo,xo,xo,go) vérifiant :
tl 9
(5.1) Pour x =y =a,0nap=0 et 3% = - 5% =a s
. _ 2 2,
(5.2) Sur le domaine réel ; Im ¢ > C(|x-0,|" + |y=a,|™) o0 C >0 .

Exemple : @(X,y,a) = (x-y)uE + % ((X-ax)2 + (Y‘ax)z)-

En général, si ¢ vérifie (5.1) et (5.2) alors
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(5.3) ©(Xs¥sa) = (x-y)aE + h(x,¥>a) »

o

(5.4) h(x.y.a) = O (|x-ay]? + |y-ay|®)

(5.5) Im h(X,¥sa) > C(|x-axl2 + |y-ax|2) sur le réel.

Par rapport a la phase standard, ¢ & n variables de trop. Cependant on peut éli-
miner les variables a, @ 1'aide de la phase stationnaire, car (5.4), (5.5) entrai-
nent que pour x proche de y et proche du réel, la fonction oy > h(x,y,a) a un point
critique non dégénéré et proche de x ~ y. Si g(x,y,ag) est la valeur critique il
est clair que

(5.6) 9(x.ysag) = 6(|x-y|?)

En appliquant le Lemme 7.5 ci-dessous (et sans doute aussi par une analyse di-

recte du Hessien de g) on trouve aussi que pour X,y,a, réels,

13

(5.7) Im g(x,y,0,) > C |x-y|?

ol C > 0. Donc, un opérateur intégral de Fourier exprimé avec la phase @(x,y,a) se
raméne au moins formellement & 1'aide de 1a méthode de 1a phase stationnaire a un
opérateur pseudodifférentiel exprimé avec la phase (x—y)ag + g(x,y,ag). Si

a(x,y,usA) est un symbole analytique défini prés de (xo,xo,xo,go) et y(x) une fonc-

PR, PP - 2 3y _
tion C réelle définie dans un voisinage complexe de X, avec 1 = (xo) =g, s OnN

a donc un opérateur pseudodifférentiel A : H + H défini par
lp!xo w’xo
(5.8) Au(x,2) = a3"/2 J J e0(X5¥59) 4 (x,y,0,1) u(y,r) dy da ,
r(x)

ou le bon contour I'(x) se trouve sans difficulté, en intégrant d'abord en a,. Les
résultats et remarques de la section précédente restent valables : on associe & A
son symbole aA(x,g,A) comme avant et il est toujours vrai que si op = 0 alors il
existe un symbole analytique b(x,y,a,A) & valeurs dans les (2n-1)-formes en a, tel
que

e 2 du = d (e b)
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prés de (x_, En effet, comme avant on trouve

0*%0°%0280) -

A-3n/2

OA(xsnaA) = (5 (.Y:u) ux) (n,o,)\) >

+ (nsa*)

ux(y,a,x) = e1xw(x,x-y,a) a(XsX-Ysasr) -

On n'est pas obligé de travailler seulement avec des germes, si Vcc 62" est
ouvert et ¢ et a sont définis dans un voisinage de vV = {(X,¥,a) € Vix=ys= oy}
et gy = 0 comme symbole formel alors il existe un symbole b(x,y,a>r), défini dans
un voisinage de vV tel que a do = e “ie d (e1A$ b) dans les symboles formels. De
plus si a est un symbole classique ana]ythue, on peut choisir b pareil.

Aussi comme dans la section 4, si A et B sont deux opérateurs de la forme (5.8)
pas forcément avec 1a méme phase alors on obtient AoB, soit en appliquant A sous le
signe somme de B, soit en appliquant tg sous le signe somme de A. De plus, la for-
mule habituelle est valable pour OpB

Soit maintenant Vec R" x R" un voisinage ouvert de (x ,go) etaeteg comme
ci-dessus et définis dans des voisinages complexes de WV. Soit x(x.,y,a) € c. (R )
a support prés de VV avec VW n supp(x-1) = #. Alors on a la "réalisation"” de 1'opé-
rateur A définie par

(5.9) A u(x,n) =

_ ,3n/2 1AQ(%,y,2)
x L \j,

a(Xsy,“,A) X(X,.Ys“) u(y’A) dy du’ 3

ue DY(RM .

Ainsi I :9)'(B{") - C:(Bln). Gréce a (5.2), AV est indépendant du choix de x modu-
1o un opérateur dont le noyau distribution est a décroissance exponentielle dans

C:(HQ" % HI") (c.a.d. il existe C > 0 telle que eAC k(x,ysA) est borné en
C:(Bln x HR") uniformément par rapport a A). De méme si 1'on remplace a par un

symbole équivalent, AV reste inchangé modulo le méme type "d'opérateur négligeable”.

. . i
Si op = 0 comme symbole formel alors comme on vient de le remarquer e ?® a da

d, (e”“p b) et si le bord de V est assez régulier la formule de Stokes montre que
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modulo un opérateur négligeable,

(5.10) A u(x,n) = 232 [ [ eM0(Xs¥sa) y b y(y) dy .
a€aV

Quand op = 1 on appelle

PAp(X,5y,0)

na’)‘(xa-)’) =e a(x,y,o,X)

une résolution de 1'identité et on écrit formellement

I=Jﬂa,kda.

Lemme 5.1 :  Soit V(x) une fonction analytique définie prés de x,_ avec Im ‘P(a:o) =0,

W'(xo) = EO et telle que Im Y(x) » 0 pour x réel. Soit aussi b(x,A) un symbole ana-

lytique défini prés de z . Alors pour x dans un voisinage réel de xz, ona modulo

une fonction négligeable (c.a.d. d décroissance exponentielle dans c”) :

b M) 2 e S

ou c(x,\) est un symbole analytique défini par

c &M = a0 ei}‘w) dans H_, bz
- ST .
12

(Il est sous—entendu que le support de X soit assez petit pour que 47 (b &) soit
défini prés de x ).

Démonstration : On écrit :

A (b ™M) (x) =
(5.11) .
= A3n/2 J“ e Me(Xsys0)+b(¥)) 4 (x,y,0) a(x,ysas2) b(ysr) dy da
a€
yemn

Pour x = Xg la phase ¢ + y a un point critique non dégénéré en y = ay = Xy

czE = go et

2 2
Im(@ty) > CCly=ay|™ + [x-0y]%)
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Ceci n'est pas assez pour que o € V, y € R" soit un bon contour, car il manque un
2
terme C lug-gol .

Soit alors 0 < Y(x,y,a) € C: une fonction qui vaut 1 prés de W et a support
dans la région ot X = 1. D'aprés la formule de Stokes (en y) on peut remplacer le
contour réel dans (5.11) par le contour

a €V

r (x) :

8 . n, —_— n
Y=y + is X(Xs¥sa) ayloty) » yeR" .

Pour (a,y) €T et § > 0 assez petit on a avec des nouvelles constantes > 0.

I+ v > Cly-a,l? + [x-a 1% + Xlo (0 + ¥)|%)
(5.12)
Vlvea 12 4 Dxea 12 Y
2 C' (ly-o, |7+ Ix-0 |7 + Ja -0, 9]|%) .

Donc Fé(xo) est un bon contour le long duquel la fonction troncature n'intervient
que dans la région od Im © + v > 0.

Quand x est voisin de X, On a toujours (5.12) mais le contour ne passe pas for-
cément par le point critique. Analysant la situation dans des coordonnées du Lemme
de Morse on constate néanmoins que aprés une déformation supplémentaire
(= @(Ix-xol) qui ne change pas le contour dans la région de troncature, on obtient

un bon contour et on s'est ramené a& la situation de la section 4. +H
ixg « b ir$
s - _ . . i
Remarque 5.2 : Soient LI a(X,ysasr) € s T o e des résolutions de 1'i

dentité que 1'on réalise a 1'aide de fonctions troncature comme ci-dessus. Alors

Tox ® nB N est négligeable pour o * g. Ceci est évident pour ay * By et se démon-

tre par la méme déformation de contour que dans la preuve du Théoréme 5.1 quand

[ * B8

X=BX’°'§ g-

Théoréme 5.3 : Soit A comme avant, et

B ulz,A) = ” SN (EYsa) o0 n) uly) dy da

un autre opérateur du méme type. Soit c(x,y,a,A) le symbole donné dans H_r y Bar
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A(ei)\\p(._,y,u) b(.,ysa,A)) = ei)-w(x,y,a) el(x,ysa, i) .

. U .
Alors st Ucc Vec RrR" x R" sont des ouverts (assez petits pour que AV, B” soient

définis) on a modulo un opérateur négligeable :

on ¢V est une réatisation de
C ul(x,A) = IJ M oy dy da .

6. SPECTRE SINGULIER ANALYTIQUE ESSENTIELLEMENT D'APRES BROS-IAGOLNITZER

Dans cette section on introduit le spectre singulier analytique ou front d'onde
dans 1'esprit de Bros-Iagolnitzer (voir [B-I]). Rappelons que leur définition a &té
suivie par celles de Sato [S] et Hormander [H] et que Bony [Bo] a montré 1'équiva-
lence de toutes ces définitions, méme dans le cadre des hyperfonctions en ce qui
concerne les définitions de Sato et Bros-Iagolnitzer. Dans le cadre plus simple

des distributions nous montrerons 1'équivalence entre WF et

a,Sato

W . Voir aussi Lebeau [L] et livre a paraitre de Hormander.

Fa,Bros-Iagolnitzer‘

Soit (xo,go) eT*EQ"'\O et ¢(x,a) une fonction analytique définie dans un voisi-
nage de (xo,xo,go) telle que

(6.1) =0 et q& = o pour x = a,
(6.2) Ime >C |x-ax|2 pour X,a réels .

Soit a(x,a,A) un symbole analytique classique elliptique défini prés de (xo,xo,go).

Définition 6.1 : Soit u € D'(X) ol X < R" est un ouvert contenant £ On dit
que u = 0 (microlocalement) en (xo, Eo) st

f MO 0) N X(x) (E) dx

est a décroissance exponentielle quand A + + =, uniformément pour o dans un voisi-

nage réel de (x_,&,). Iet X € C:(X) vaut 1 prés de x,.
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Cette définition ne depend pas du choix de x.
Proposition 6.2 : La définition 6.1 ne dépend pas du choix de (a,®).

Démonstration : Supposons que u = 0 microlocalement prés de (xo,io) pour le choix
(a,») et soit (5,%) un autre choix. L'opérateur pseudodifférentiel dans le domaine
complexe

Au(x,1) = JJ 1M (@(%,0)-0(y52)) 31y 4,2) u(y,n) dy da

est de symbole elliptique op et admet donc une paramétrixe dans des espaces Hw X
>7o

avec ¥ convenable. On peut alors trouver un symbole analytique classique g(x,a,l)
défini prés de (xo,xo,go) tel que

~ ,}\'\: n .A’\:
A(B(.,a,1) e'*?) = 3(x,a,1) ' .

D'aprés les résultats de la section 4, si (xo,go) € Vecc Wce Etzn ol V, W sont des
ouverts suffisamment petits on obtient pour o € V modulo une fonction négligeable

(c.a.d. a décroissance exponentielle dans C:)

P Y
(6.3) A B e ey = F(xa,n) I O6e)
" .)"\, .

Cette relation exprime a e'? comme une superposition de fonctions a e .

LY ’)"" ot
(6.4) F(X,2,1) e'l O(x,a) = J a(x»8,1) e'l @(x,8) f(a,B,X) dg

BEW

od

e Y

f(a,B,1) = J e MO(XsB)+IMO(X50) Fiy 4.0y dx
est d croissance tempérée en A. Si 1'on choisit W assez petit pour que 1'intégrale
dans la Définition 6.1 soit uniformément & décroissance exponentielle pour a € W,
alors pour o € V et modulo des termes a décroissance exponentielle uniforme :

(6.5) J ePMB02) F(x,0,0) x(x) UX) dx

= J f(a,B,1) J ePMP(X:8) 5(x,8,1) x(x) U(x) dx dg = 0 . +
BEW
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A 1'aide de la Proposition 6.2 on voit que 1'ensemble des points (x,g) € ™~ 0
ol u = 0 est un ensemble conique (et trivialement ouvert). On désigne par wFa(u)
son complément dans T*X ~0. C'est le spectre singulier analytique ou front d'onde
analytique de u. Soit SSa(u) le support singulier analytique; c'est-a-dire le plus
petit fermé de X en dehors duquel u est analytique. Si m : T X~0 > X est la pro-
jection naturelle, alors on a le

Théoréme 6.3 : Pour tout u € D'(X) on a n(WFa(u)) B SSa(u) .

Démonstration : Soit d'abord X, € X~ SSa(u) et supposons sans perte de généralitée
que u € ‘% (X). Ecrivant o = (x,£) on peut alors étudier

. . 2
(6.6) I e]A((X‘_y)E""l(X'y) /2) U(y) dy
pour x prés de X et £ #+ 0. Soit 0 s X € C:(X) a support dans un petit voisinage
de Xy ol u est analytique et avec x(xo) = 1. Alors pour ¢ > 0 assez petit on peut
remplacer R" par le contour complexe

r ry >y - e X(y)g .
Alors pour x voisin de X, et g € compact de R" on constate que 1'intégrale (6.6)
est uniformément 3 décroissance exponentielle quand A > «. Donc (xo,g) [4 WFa(u)
pour v g € R" et on a montré que n(NFa(u)) c SSa(u).

Pour montrer 1'inclusion opposée on suppose que (xo,g) "4 WFa(u) pour Vv g € r".
Considérons 1'identité

[ Lixe  de
(6.7) 8(x) = J e’ "

ol 1'intégrale est interprétée comme une intégrale oscillante par exemple comme la
limite dans D '(R") :

- . 2
(6.7) lim f el Xemeg™/2 4
e-0

Suivant Lebeau [L] on va remplacer IRg par le contour complexe £ » ¢ = ¢ +

%— |g|x. Le long de ce contour on a
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i
s dgj =dg; + 7 X5 dlg| .

: . 2
eixe _ oixe-lg]x"/2 ;

A tk .

Puisque d|g| = § Tel dg, on obtient
iv %555
d;lA... Aan = (1 + = { TﬁT) dgl/\... Adgn = a(x,&) d«il/\... Adgn .
Passant par les intégrales (6?7) on montre alors facilement que
i xg-|g] x2/2 n

(6.8) s(x) = J e a(x,g) de/(2m)
au sens des intégrales oscillantes. (En effet avec (6?7) 1'argument ne marche que
pour |x| petit, mais 1'intégrale (6.8) est évidemment analytique en dehors de 0
donc O partout dans R" < 0).

Donc

. 2
(6.9) u(x) = (2n)™" j[ TNl (x=¥)/2 (4 0 oy uiy) dy de

ol 1'intégrale a un sens comme limite dans &' aprés introduction du facteur de

2
convergence e ©% /2

La proposition 6.2 (et sa preuve) montre que
i(x-y)e- €| (x-y)%/2
j e a(x-y,g) u(y) dy

est & décroissance exponentielle uniforme quand |g| - =, pour x dans un voisinage
complexe de Xo+ Alors (6.9) montre que u est analytique en Xg+ 3

Le résultat suivant est di a Sato [S] dans le cadre des hyperfanctions et aussi
d Hormander [H] dans le cadre des distributions.

Théoréme 6.4 : Soit P(x,D) un opérateur différentiel a coefficients analytiques

défini sur un ouwvert X < R"™. Soit p(x, &) son symbole principat’l et supposons que

*
plx ,g ) 0 ou (x ,E) €T X~ 0. Alors st u € R '(X) nous avons u = 0 en (x ,&_ )
88t Pu =0 en (x_,¢ ). En particulier st P est elliptique en x, et Pu est analyti-
que en x  alors u est analytique en .
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Démonstration : On peut supposer que u € €'(X). Alors avec a,p comme dans la Défi-
nition 6.1

J o i20(x,a) a(X,asA) Pu(x) dx = I e 120(x50) b(xsas1) w(x) dx

ol b est le symbole elliptique donné par b ei)"“p = P* (a e1kw). IT suffit alors
d'appliquer la Proposition 6.2. ¢

On établit maintenant 1'équivalence entre les définitions de Bros-Iagolnitzer et
de Sato. Ceci est un cas particulier d'un résultat de Bony [Bo] qui a montré que
toutes notions "raisonnables" de NFa(u) vérifiant certaines propriétés fonctorie.-
les coincident (et ceci méme dans le cadre des hyperfonctions).

Soit r = R" un cone ouvert et connexe. Soit Wee €" un voisinage ouvert de
X, € R" et u une fonction holomorphe dans W n (]Rn x ir). On dit que u est &
croissance tempérée s'il existe des constantes C > 0, N > O telles que

lu(z)| < C |Imz|™V .

Alors 1im u(x+1'ty0) € Sb'(NIR) existe pour tout Yo €T et 1a Timite est indépendan-
t-+0

te deyo. Pour la démonstration de ce fait on peut facilement se ramener au cas ol

r est de la forme |y'| < C Yis ¥ = (yl,y') et onmontre ensuite que dans un voisi-

nage V(xl) d'un point X € W]R on a

5 Ml
(6.10) u(z) =(371) Yne1(2) s

ol vy, est continue sur V(xl) n (]Rn x ir). On évitera les détails. On écrit
Tim u(x+1'tyo) = br(u) .
t-0
N
Si u € D' (X) alors localement prés d'un point x, € X on peut écrire u = % br.(uj)
J
ou les “j sont & croissance tempérée comme ci-dessus. (Si u € ?f,"(lR") on peut par

~ N ~
exemple décomposer u = ) ﬁ\j tel que les uj sont & support dans des cones convena-
1

bles).
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*
Théoréme 6.5 : Soit u € D'(X), (xo,go) €ET X~ 0. Alors (:z:o,go) 4 Wa(u) sst

Il existe des cones ouverts connexes Tpe-esTyeiy € Rr" ; y g, < 0},

un voisinage complexe W de z, et des fonctions holomorphes u; a crois-
sance tempérée sur W N (R” x iI‘J.), 1<Jd< PN, tels que
N

(6.11)

wu=173 b, (u,) sur W,, .
3 l"j g — IR
Démonstration : On suppose d'abord (6.11). Sans perte de généralité on peut prendre

N =1 et aprés avoir remplacé u;, par une primitive itérée on peut supposer que uy
soit continue.

Alors par la formule de Stokes, pour (x,£) dans un voisinage conique de (xo,go)

(6.12) J. ei(x-y)g - |€|(x-y)2/2 u(y) dy

. 2
- J efov)E - lel (N2 (y) ay
1

ol pour éviter les fonctions troncature on a aussi supposé que u € 5'(F{"). Ici M
est un contour de la forme y > y + i X(y)y,, ol e > O est petit, y, €T, |y0| =1,
0< X € C:;(]Rn), X(xo) > 0 et supp X est dans un petit voisinage de Xo- Le long de
M on a

~
2
I (x-y)e - el (x-9)%2 = 151 ((x-Re )% - e% x(Re 1)?) - ¢ x(Re ¥) (y &) >0
quand (x,&£) est dans un petit voisinage conique de (xo,so) ete > 0 est suffisam-
ment petit. Alors 1'intégrale (6.12) est & décroissance exponentielle et (xo,ao) 4
NFa(u).

On suppose maintenant que (xo,go) ['4 WFa(u). Alors si W est un petit voisinage
complexe de Xo et Ve R" un petit voisinage conique de £, Nous savons par la
Proposition 6.2 que 1'intégrale

. 2
(6.13) J T (x¥)E -1l (x=¥)7/2 45y e) u(y) dy
est & décroissance exponentielle sur W x V. Ici a est 1e méme symbole que dans

(6.8).
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Pour g, € R" <V soit I, un cone fermé d'intérieur non-vide tel que

&1

,Y§1>0, .y50<09 V‘yerﬁl

* *
Soit aussi l‘E un voisinage conique fermé de £1» tel que y& > O sur I‘E x I‘g . On
1 1 1

peut trouver £;,...,&y tels que

Alors comme dans la démonstration du Théoréme 6.3 on obtient modulo une fonction

analytique prés de Xyt

N . 2
-y)e- - d

(6.14)  u(x) = § [[ eTOMENENONTZ ey ey xi(er ) uty) dy —

1 IIE (2m)"

N

= % uj(x)
o* N n
ol supp X.:i < PE - XJ. =1 sur R~ V. Il est facile de voir que uJ.(x) est la
J 1

valeur au bord de

. 2
- -y)e-lel(z-y) /2 d¢
uy(2) = ” ei(z-y) lel (z-y) a(z-y,.£) Xj(£/|5|) u(y) dy T

qui est une fonction holomorphe & croissance tempérée dans Wn (]Rn x i Fr,.) » Si
J

W est un petit voisinage complexe de X, . H

Pour terminer cette section nous aurions di aussi établir les propriétés fonc-
torielles de WFa(u) : comportement de WFa pour produit tensoriel, image directe
et réciproque, action des opérateurs intégraux. Cela peut se faire le long des mé-
mes lignes, voir aussi Laubin [Laul.
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7. TRANSFORMATION DE FOURIER-BROS-IAGOLNITZER (FBI)

Ces types de transformation ont été introduits et é&tudiés par beaucoup de ma-
thématiciens et physiciens. Pour se restreindre seulement aux travaux en équations
aux dérivées partielles on peut citer Kawai-Kashiwara [ 1, Boutet de Monvel [B2 ]
Lebeau [L], Trepreau [T ], Hormander [Livre a paraitre], Cordoba-Fefferman {C-F ],
Unterberger [U ], Boutet de Monvel-Sjostrand [B-Sj ], Melin-Sjostrand [M-Sj 2],
Sjostrand [Sj 5]. Voici encore une autre version.

Soit @(x,y) une fonction holomorphe définie dans un voisinage de (xo,yo) et x
R", telle que

(7.1) g—‘)‘,’ (%gs¥g) = = ng € R",
azm

(7.2) Im <=5 (x,s¥,) > 0
3y
52

(7.3) det % (xgs¥,) # 0 .

On introduit ¢1(x.y)

- Im @(X,y) qui est donc une fonction pl.h. avec % 3@ =

3 et

(7°1) %aaiyl (Xgs¥y) = - ng € R",
(7.2) 7y 01 (XgrYo)| 0 < O
(f?3) det v, vy @ (xo,yo) 0 .

Ici v désigne le gradient au sens réel.

Pour x € C" voisin de Xgs la fonction wl(x,.) n admet un maximum strict en un
BRy X
point y = y(x) voisin de Yo C'est 1'unique point réel (prés de yo) ol 5% (x,y) est

réel et on pose

Y. *
(VXD (x)) = (v(x)s - 22 (xay(x)) = (%), - § 55 oy € TR~ 0.
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Lemme 7.1 : L'application x > (y(x),n(x)) est un difféomorphisme d'un voisinage
complexe de x  sur un voisinage réel de (y ,m,)-

Démonstration : L'application (y, - %% (x,y)) » x € ¢" est bien définie sur un voi-
sinage complexe de (yo,no). La restriction 3 R“" donne alors un inverse a droite
de 1'application x » (y(x),n(x)). I1 suffit alors de remarquer que " et szn ont

Ta méme dimension réelle. +#

Dans la suite on travaille localement prés de X5 ou de Yo» mais pour ne pas
alourdir les formules on les présente comme si elles étaient globales et le lecteur
devra rajouter dans sa téte les voisinages convenables.

Pour y € R", soit Fy ={xec"; y(x) = y}. Alors les Fy forment une fibration
d'un voisinage de Xy Chaque Fy est de dimension réelle n. En plus Fy est totale-
€ » C.a.d. r i r)) = s r,. s
ment réelle, c.a.d Tx( y) n i Tx( y) {0}, x € y En effet

= n . " n
Tx(ry) = {tX et ; @y t, €R }

Pour x dans un voisinage de X, on pose

2(x) = ©1(X:¥(x)) = sup ©(x,y) .
YER

¢ est réel-analytique et aussi plurisous-harmonique en tant que supremum d'une fa-
mille de fonctions pluri (-sous)-harmoniques.Avec d(x,I'y) = distance de x a I‘y s on
a méme

3(x) > @ (x.y) + C d(x,ry)2 ,C>0
ce qui montre que ¢ est en effet strictement pluri sous harmonique.

On introduit le difféomorphisme (canonique) complexe local

EI0) 9.
2 1 2 1
2®: (¥, '-.I'B—y‘)" (x, TW)

d'un voisinage complexe de (yo“’o) sur un voisinage complexe de (xo,Eo) ol

10}
_2 1 _ 239 . . _ 2 3% n
0 =T 3% (xo,yo) =37 5% (xo). Soit aussi A(p = {(x, %) 5 x€ C}. Alors

£ T 3%
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- *on
AQ—QC(TR).

Soit a(x,y,r) un symbole analytique classique et elliptique d'ordre 0, défini
dans un voisinage de (xo,yo). Soit Ye R" un petit voisinage de Yo» X € C:(Y) éga-
le a 1 prés de Yo- Alors si X = €" est un petit voisinage de X, on pose

(7.4) Tu(x) = [ eP09Y) a(x,y0) x(9) uly) dy

pour x € X, u € D'(Y). (On choisira X assez petit pour que x'l(n'l(x) n AQ) [=
cT'R"~ 0 se projette dans un ouvert od X = 1). Il est clair que T : D '(Y) ~

HIOS(X). Si 1'on écrit a = (y(x)»n(x))s ¥(¥sa) = @(x,y) + i 8(x) i1 devient clair
que T permet de caractériser wFa(u).

Proposition 7.2 :  Soit u € D'(Y), x; € X. Alors (y(x;),n(x;)) € WF, (u) si et
seulement st Tu(x,\) = 0 dans H .
SeeEERE 2 == Y,z

On s'intéresse maintenant au lien entre Tu et Tu, si T est une autre tf. de FBI
donnée par (7.4) avec (g,a) remplacé par (¢,3) ol ¢, a sont définis prés de

n n L 5
(Yo,yo) €eC xR, 3y (xo,yo) =-mng. L'idée naturelle est de donner un sens a la
relation Tu = (? T-l)TIJ. Comme dans la section 4 on peut inverser T formellement

par un opérateur de la forme

(7.5) Sv(y,r) = A" J e he(xsy) b(Xs¥>A) V(X,A) dx .

En général on ne peut pas espérer avoir u = ST u modulo une fonction analytique
pour u € D'(Y), puisque Tu ne décrit u que microlocalement prés de (yo,kao). Néan-
moins on cherche un contour aussi bon que possible dans (7.5), c.a.d. un contour
sur lequel

= 01(X.y) + o(x) = - @1(Xsy) + @;(X,y(x)) ~ ly=y(x)1?

est aussi petit que possible. Le choix naturel est de prendre T'  sur lequel

M
- @©y(x,y) + ¢(x) = 0. Méme le contcur ry n'est pas tout a fait bon quand v € H

. . _ _ 2 2
mais si v € Hw ol ¥ < ¢, w(xo) = ¢(x0), v w(xo) r <V ¢(x0) T alors Fy est
y o
o 0
un bon contour et donc Sv est bien définie et d'aprés la section 4 on a TSv =

modulo équivalence dans H, dans un voisinage de x

1]
<

0°
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Montrons que malgré cette difficulté on peut définir TS comme opérateur H¢ -

H@.

Lemme 7.3 :  Pour x dans un voisinage de } Lla fonction (y,z) ~ @, (x,y) - @, (3,y)+
1'%Y 1

¢(z) a un col prés de (y PR ), donné par y = ny) y(z), W) = n(z). La valeur
critique est 3 (x).

Démonstration : Le point indiqué est bien un point critique et la valeur critique
est bien $(x) il s'agit donc de montrer que le le Hessien est non-dégénéré de si-
gnature 0. Ceci peut se faire directement on montre d'abord sans trop de difficul-
tés que le Hessien est non-dégénéré. La signature est O parce que sur le contour

y € R", z ¢ ry on a $1(x,y) - wl(z,y) + 0(z) < 3(x) et une perturbation standard

de ce contour donne un bon contour. Une maniére plus simple encore est d'utiliser

les résultats généraux de la section 11 (Exercice). +
Comme dans la secon 4 on peut maintenant définir 1'opérateur Ts loc (X) -~
loc ¥
H (X) par
¥
(7.8)  (Ts)yu(x.n) = A" ” e (@(%:¥)-0(2:Y)) §(x,y,2) b(z,ys2) u(z,2) dz dy

Vx

ou V désigne un bon contour et X, X sont des petits voisinages de %o et x0 respec-
t1vement En particulier (TS)u ~ u dans H]Oc (X).

Proposition 7.4 : Pour u € d'(¥Y) on a Tu ~ (TS)Tu dans Héoc (X). (82 X est un
petit poisinage de ).

Démonstration : Si w(y) est une fonction de classe C” plurisous-harmonique définie
prés de y et telle que v(yg) = 0, 2 aw (y ) = Ny ¥(y¥) s 0 pour y réel, et si

loc
“w

p*(x) est la valeur critique de y ~ ©1(X,y) + y(y). Pour estimer y*(x) on applique
le lemme suivant de Melin-Sjostrand [M-S].

(7) (ol Y < ¢" est un ouvert avec Y n B%" Y), alors Tu € H1OC (X) ou

Lemme 7.5 :  Soit f(z,w) une fonctzon c” réelle defv,m,e prés de (0,0) dans

ZZ x m_k—. On suppose que f(ac,w) 0 pour x € R" et que £(0,0) = 0, —-t (0,0) =
mais que x = 0 soit un col pour f(z,0). Si z(w) désigne le point crzttque prés d_e

0 de z ~ f(z,w), alors pour w dans un voisinage de 0 on a f(z(w),w) s - C|Im z(w)|2

ou C > 0.
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Preuve du Lemme : On choisit des coordonnées réelles C* ¥(z,w) = (¥;»-.-5¥,) »
N Y N n
X(z,w) = (xl,...,xn) comme dans le Lemme de Morse :

F(zow) - F(z(w).w) = 32 - X2 .

Comme nous avons vu dans la section 2 on retrouve ]Rg comme un graphe 3‘/’ = h(%,w)
ol h est une fonction réelle lisse avec h(0,0) = 0. On constate alors d'une part
que |[Im x(w)| ~ |h(O,w)| et d'autre part puisque f < O pour X = 0, ¥ = h(0,w) que
£(z(w).w) < - |h(0sw)|2. 4+

Appliquons maintenant le lemme a y - gpl(X,y) + y(y) - o(x). On trouve alors que
p*(x) < o(x) - C |Im ?(x)|2, ol Y¥(x) est le point critique complexe de y - @1 (xsy)+

Y(y). Aussi w*(xo) = «1>(x0). Si 1'on restreint x & I‘y on sait que R">y-
o

wl(x,)') + y(y) - ¢(x) atteint son maximum strict en y = Yy, ou la valeur est O.

Alors pour y € R",

VRe y, Imy (@106Y) +0(y) = e~ [x-x5| + ly-y,l
Donc | Im y(x)| ~ IX'X°| et d'aprés le Lemme 7.5 ,

(7.9) y*(x) < ¢(x) - C |x-x0|2 pour x € T
o

I1 est alors clair que T : HJ'OC > HJ}fc admet comme inverse S : Hlfc > Hloc (de-

fini avec Ty comme contour d'intégration dans (7.5)). Aussi pour u € ploc

on a bien
1]

Fu ~ ("I\"S)Tu dans Hloc si U* est définie de la méme maniére que P*.
*

2n

Soit V un petit voisinage réel de (yo,no) de R et 1Y une realisation de 1'i-

dentité comme dans la section 5. On trouve alors que pour u € D'

v v loc

[

?u~?l udansH,;,oc,Tu.vTI u dans H

f ¥z .V =, v loc s v _ -

D'autre part, T I" u~ (TS) TI" u dans H3 puisque I u = .ua(x,x) dx ol
agV

u, € H et by, est essentiellement une fonction comme ci-dessus. Ceci achéve la dé-

a

)

monstration de 1a Proposition 7.4. +
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Dans notre discussion nous n'avons pas utilisé le fait que T soit a symbole
elliptique. On peut alors considérer le cas particulier ; T = A™ T o P, o0 P est

un opérateur différentiel d'ordre m & coefficients analytiques. Alors d'aprés 1'as-
tuce de Kuranishi,

Ts=2"1pPs="7

est un opérateur pseudodifférentiel classique d'ordre 0. On voit immédiatement que
les symboles principaux de P et de P sont 1iés par la relation classique P o 2¢ =p
ou on rappelle que %= 96T est la transformation canonique donnée par 7¢:

- 9 20
(¥s = 53) ~ (xs 50-

Exemple 7.6 : @(x,y) = i(x—y)2/2 > P (X5y) = - Re (x-y)2/2. Pour y réel, ml(x,y) =

-(Re x-y)?/2 + (Im x)%/2, donc o(x) = (Im x)%/2, n,
a = 1 dans (7.4) alors T et P commutent quand P est un opérateur a coefficients

: g =-1Imx. Si 1'on prend
constants.

Dans le reste de cette section nous allons montrer comment transformer un opé-
rateur de type principal (mais pas forcément a symbole principal réel) en Dx par
n

une transformation de FBI convenable. Ce résultat dans un autre formalisme est di
a Trepreau [T] qui a développé une idée de Kashiwara et Kawai.

Soit p(y,n) une fonction analytique définie prés du point (yo,no) € T*an ~0
vérifiant p(yo,no) = 0, dp(_yo,no) + 0.

Lemme 7.7 : Il existe une fonction holomorphe définie prés de (:x:o,yo) (od x € o

est un point comvenable) qui satisfait a (7.1)-(7.3) et

0 10
(7.10) —— = ply,- ) .
g oYy

Démonstration : On pose d'abord

2

(7.11) O(x',0,y) =3 (x'=y")% = no y" + i c(y" - ¥D)

ol C doit vérifier Re C > 0. (On note les coordonnées x = (xl,...,x") = (x',x") ).

. n < v n p .
Soit X, € ¢ donné par Re xé = yé > Im x —-tfo, Xg = 0. L'équation (7.10) donne

alors ¢ dans un voisinage de (xo,yo) et (7.2) est vérifiée puisque Re C > 0. On a
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aussi (7.1) et pour avoir (7.3) on peut d'abord supposer (aprés un changement de
ses ré ap_ ien| 2P - p_
coordonnées réel en y) que N (yo,no) + 0 ou b1enf 5n (Ygsmg) = 0 et oy (¥gsmp)

* 0]. Alors on peut trouver C avec Re C > 0 telle que

(7.12) — p(y,- E;L;) £ 0 en (x.y,)-
Yy

Maintenant on a les équivalences :

(7.3)
>

La différentielle de y - %% est bijective en (xo,yo)
g

La différentielle de y » (%%T s p(ys- %%)) est bijective en (xo,yo)

Pu—,
(7.12) ) )
La derniére équivalence résulte du fait que ——2 = =0, det 2@ 40
ax'ay ax'ay'
en (xo,yo) . :H:

Soit maintenant P un opérateur pseudodifférentiel classique formel d'ordre O de
symbole principal p. I1 est alors bien connu (Mizohata [M], Hormander [H], Sato-
Kawai-Kashiwara [SKK]) que 1'on peut trouver un symbole analytique formel d'ordre O
elliptique dans un veisinage de (Xo’yo) tel que formellement

(7.13) D - PaDya0)) (alxayar) eMOONY)) <0
X

(Nous donnerons une preuve de ce fait dans la section 9). Ici ¢ est la fonction
donnée dans le Lemme 7.7. (a est déterminé en résolvant les équations de transport
classiques en chaque degré d'homogénéité). Nous avons alors démontré :

Théoréme 7.8 : Soit P un opérateur pseudodifférentiel formel analytique classique

d'ordre 0 défini prés de (yo,no) dont le symbole principal p vérifie dp(yo,no) * 0,
ply,sn,) = 0. On peut alors trouver une tf. de FBI T tel que formellement
Y

DnT:TP.
x

Soit maintenant P un opérateur différentiel dont le symbole principal vérifie
les hypothéses du Théoréme 7.8. On identifie P & un opérateur pseudodifférentiel en
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~ -
posant P(x,Dx,A) =7 P(x,Dx) o m est 1'ordrede P. Soit u une distribution défi-
nie prés de Yo et supposons que

(7.14) (¥go1y) € WF,(Pu) .

Disons que P est hypoelliptique analytique dans les germes si (7.14) entraine que
(yo’“o) 4 wFa(u).

Soit U=Tu € HQ i Alors d'aprés le Théoréme 7.8 la propriété (7.14) équivaut

a o]

(7.15) D _U=0 dans H
xn CD,XO

Plus explicitement, sous 1'hypothése (7.14) il existe un voisinage V de Xy et un
nombre e, > 0 tels que
~ )\(¢(X)'€0)
(7.16) D, U(x,r) = 6(e )s X EV .
X
On peut supposer que V = V' x V"n , ou V" est un disque centré en xg =0 et V' est
x" X
un voisinage de xé. Quitte a diminuer V avec €o fixé& on pourra supposer que

€ €
o(x,) - 1§'< o(x) < o(x,) + 1§-sur V Alors on obtient de (7.16) que

Ao -3¢ /4
(7.17) [U(x52) - U(x',0,A)] = @ (e (00x)=3 <o ))

et que pour tout e > 0 :
A(¥y(x")4)
(7.18) Ju(x*,0,1)]| < C. e , X' eV
ol wv(x') = inf ¢(x) (de classe Lipschitz). Si wv(xé) < ¢(x0) on déduit que U = 0
x"evn
dans Hyox > donc que (yo.no) € NFa(u). Plus généralement soit ?V(x') = sup f(x'),
>“o
ou f(x') est pluri-sous-harmonique et f < wv(x') sur V'. Puisque U(x',0,)x) est ho-
lomorphe on sait que log |U(x',0,x)| est pl.s.h. . Donc par (7.18) :

Ay (x")+e)
(7.19) [u(x',0,1)| < C e , X' eV
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pour tout e > 0. Quand on diminue V alors WV et %V augmentent. Notre discussion
donne immédiatement :

Théoréme 7.9 : Soit P un opérateur différentiel d coefficients analytiques, dont

Le symbole principal satisfait aux hypothéses du Théoréme 7.8. On suppose en plus
que pour tout V = V' x v* on ait qu < 0(0:0) dans un voisinage de xo'. Alors P est
h.e.a. dans les germes en (y,,n_ ).

En utilisant la version initiale de cette méthode, Trepreau [T] a démontré que
les opérateurs sous-elliptiques au sens de Egorov sont h.e.a.

8. THEOREME D'UNICITE DE HOLMGREN ET EXTENSIONS

Rappelons d'abord le théoréme classique de Holmgren :

Théoréme 8.1 : Soit @ « R" un voisinage ouvert de 0 et P un opérateur différen-

tiel d'ordre m sur Q@ a coefficients analytiques de la forme

m
_ -7
P = Dzn + 7 Aj(x,Dx,)zf;'n )

Jg=1

Alors si u € D'(Q), Pu =0, u n =0 on au =0 dans un voisinage de 0.
x <0

Siue€ea'(a), supp u c (x" >0}, 0¢ supp u alors u ne peut pas étre analytique
dans un voisinage de 0 et il existe donc ¢ € R" tel que (0,g) € WFa(u). Nous avons
le résultat suivant qui se trouve comme une remarque de Kashiwara dans Sato-Kawai-
Kashiwara [SKK] et qui a &té démontré aussi dans une forme 1égérement plus faible
par Hormander [H].

Théoréme 8.2 : Soit u € D' (Q), supp u < {1z » 0}, 0 € supp u. Alors
(0,(0y...,0,1)) et (0,(0,...,-1)) appartiennent a WFa(u).

Pour n = 1 la démonstration de ce théoréme est assez simple si 1'on utilise la
définition de NFa en termes de valeurs au bord. En dimension supérieure on peut se
ramener au cas n = 1 en utilisant la convexification standard dans la démonstration
du Théoréme.de Holmgren et des images directes. Comme Hormander [H] et Sato-Kawai-
Kashiwara [SKK] 1'ont bien remarqué le Théoréme 8.2 donne le Théoréme 8.1. En effet
pour P et u comme dans le Théoréme 8.1 on a p(0,(0,..., 1)) # 0O et donc
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(05(0,...5£1)) € WF(u).

Le Théoréme 8.2 résulte facilement du résultat suivant di & Kashiwara (le
"Water Melon").

Théoréme 8.3 : Soit u € D'(Q), supp u c (" 5 0}. Alors st (O,no) ¢ WFa(u) pour

un n, * 0, on a aussi (0, (nl,t)) € WF, (u) pour tout t € R.

—_— o

I1 y a un résultat encore plus fin di a Kashiwara, 1ié a la deuxiéme microlo-
calisation. Ce résultat et des généralisations de ce résultat seront discutés dans
la section 16. Sous les hypothéses du Théoréme 8.2 on sait qu'il existe un point
(0,&,) € WF,(u). Alors le Théoréme 8.3 montre que (0,(gq4-t)) € WF,(u) et en fai-
sant tendre t -~ + =« on obtient (0,(0,.., +1)) € NFa(u). Donc le Théoréme 8.3 =
Théoréme 8.2.

Nous avons appris 1'idée essentielle de la démonstration suivante de A. Grigis
et P. Schapira pendant le Colloque de Marathéa en Septembre 1980. Hormander a éga-

lement produit une démonstration récente et semblable.

Preuve du Théoréme 8.3 : On pourrait travailler avec une tf. de FBI arbitraire et

cela montrerait mieux des aspects invariants, mais pour ne pas trop compliquer les
choses on travaillera avec la transformation de 1'Exemple 7.6. Nous pouvons suppo-
ser que u € E'(H?n), supp u < {xn > 0} et nous posons alors pour x € (AL

2
U(xan) = j e X2 y(yy ay .
Alors U € HI°® (¢") oa

2 (Im x)? si Re x" 50

(8.1) o(x) =
% [(Im X )2 - (Re Xn)Z] si Re x" < 0.

L'observation cruciale est maintenant que x" ¢(x) est harmonique dans la région

Re x" < 0.

Lemme 8.4 :  Soit @(z) = 0 dans le demi-plan supérieur et = (Im 2)2/2 dans le demi-

plan inférieur. St a, b, ¢ > 0 il existe une fonetion continue ¢(2) < ©(z) sur le

rectangle R : Re z € [0,al, |Im z| s b avec y(x) < @(x) pour x € [0,al telle que
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|u(z)| € exp Ap sur R 82 A > 0 et u est une fonction holomorphe, continue sur R
vérifiant |u(z)] < exp A ©(z) sur R et |u(z)| s exp A(p(z) - ¢) pour z € <[-b,b].

Démonstration du Lemme 8.4 : Pour O < 6 < b on considére le rectangle fermé o :

jmz 4\
v aA+{(6-§)
7
I / s
-8 Z ;; L L L igz

dont l1e bord est I U II U III U IV comme sur la figure. Alors % log |u| - 52/2 <0
sur IT v IIT U IV et %—109 ul - 62/2 < - ¢ sin %-(y+a) sur I. Par le principe du
maximum on a donc %— log |u| - §%/2 < - ¢ w(z) sur @, ol w(z) = f(x) sin(% (y+8))

est la fonction harmonique donnée par
I ig i Jig
a -t a -+ (x-a) (x-a)
f(x) = (e b e b ) (e b - e b )

Ici f(x) > 0 pour 0 < x < @ et donc - ¢ w(x) + 62/2 < 0 sur tout intervalle compact
< [0,a[ si 6 > 0 assez petit. Ceci donne donc le Lemme. +

Le Lemme est encore valable si 1'on remplace 1'axe réel par 1'axe imaginaire, R
par un rectangle R symétrique pour 1'axe imaginaire et ¢ par la fonction

% ((Im z)2 - (Re 2)2) » Rezg O

o(z) =

%—(Im 2)2 s Rez 30

Siue€g(R"), supp uc (x" 0}, (Oun,) € WF,(u) alors U € H%OC 00 ¥ <o (00 o
est donnée par (8.1)) avec inégalité stricte dans un voisinage de i“b' 11 suffit
alors d'appliquer la forme modifiée du Lemme 8.4 aux fonctions x"

exp(=A(Im x')2/2)x U(x,A) pour x' proche de i né et on déduit que U € Héoc ol

® < ¢ avec inégalité stricte prés de tout point i(né,t), t € R. Ceci donne le
Théoréme. 1#

On peut noter comme curiosité que si n, est de la forme (0,...,0, 1) alors
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U = 0 dans H@ o - Donc pour x réel, voisin de 0 on a

2 2
u(x) = lim (z%)n/ J e AxY)2 vay - 0

A>oo

Ceci donne une démonstration plus directe du Théoréme 8.2 ou 1'on n'utilise pas le
fait que 5 supp (u) <= Supp Singa(u).

Nous allons maintenant discuter des extensions du Théoréme de Holmgren au cas
d'une hypersurface qui peut étre caractéristique. I1 s'agit des extensions purement
géométriques du Théoréme de Holmgren classique et le “WFa" n'intervient pas. Le ré-
sultat le plus remarquable dans cette direction est di a Bony [Bo 2]. Nous pré-
senterons ici une amélioration de ce résultat qui contient aussi des résultats de
Hormander [H 4]. On ne discutera pas ici le cas beaucoup plus difficile de coeffi-
cients C*, ni certains résultats de Baouendi-Zachmanouglou, concernant 1'unicité
a partir d'une sous-variété de codimension > 2.

Soit X< R" un ouvert, K < X un ensemblé fermé. Suivant Bony on définit le fi-
bré conormal de K :

* * IS
Définition 8.5 : N K ={(x,,£) €T X~0; x, €K et Il existe h € C (X;R)
telle que £, = * h'(x ) et h|, admet un maximum local en .

On peut décrire N*K comme les points (xo,so) ol £, est normal & une hypersurface
H qui touche K en X, est telle que*K soit "localement d'un seul coté de H". Si K
est une sous-variété lisse alors N K est 1e fibré conormal habituel. Le lecteur est
encouragé a calculer N*K quand K = R" est un quadran fermé ou bien le complément
d'un quadran ouvert. I1 verra alors que N*K n'est pas nécessairement fermé. Le
Théoréme 8.2 prend la forme plus invariante :

*
Théoréme 8.6 : Si u€ D'(X) alors N supp u < WFa(u).
*
Nous allons maintenant établir un résultat entiérement géométrique sur N K qui

entrainera les différentes extensions du Théoréme de Holmgren. Si f(x,£) est une
fonction C” réelle, définie prés de (xo,go) € T*HI" on définit son champ Hamilto-

nien Hf =7 §f3-~33 - él:—j——-a-\].-et on remarque que f est constante le long des cour-
9EY ax axY a3

bes intégrales de H¢ puisque Hg(f) = 0. Soit h(x) une fonction & valeurs réelles
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définies prés de X, avec h'(xo) = £,- Alors 1la théorie de Hamilton-Jacobi nous dit
que le probléme

22+ f(x0)) = 0
(8.2)
@(0,x) = h(x)

n

admet une solution C” unique dans un voisinage convenable de (O,Xo) €eR x R . Si

1'on introduit

th = {(%0 (%))} 5 Ay = {(x5hy (%))}

(Tocalement, prés de (x,,£,)), alors o(t,.) est déterminée & une constante C, prés,
par le fait (bien connu) que

(8.3) mpt = exp (t Hf) (Ah) .

La constante Ct est déterminée par

t
(8.4) oltixy) - 0(0.x) = [ (7 F9) (xe)ed - fixgaeg))ds
o
ol (xs,gs) = exp (s Hg) (xo,go) .
Théoréme 8.7 : Soit K © X un fermé, (a:o, Eo) € IV*K et f(x, &) une fonction c” réel-

le, définie prés de (aco, eo) et telle que f‘N*K = 0. Alors pour to > 0 assez petit,
*
exp t H (xo,Eo) € N K quand || < t,

Démonstration : Soit h(x) une fonction réelle €%, telle que gy = h'(xo) et telle
que h K admet un maximum (ou minimum) local isolé en Xy Soit ¢ la solution de
(8.2). Alors si W est un petit voisinage de x, et |t| suffisamment petit nous sa-
vons que (p(t,.)|an atteint son maximum dans 1'intérieur de W sur un ensemble

At < 3K qui est uniformément compact dans W. Soit

o(t) = max o(t,.) .
KnwW
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Si 1'on écrit o(t) = w(t,xt), o(s) = w(s,xs), Xy € Ais X € AS on obtient

S

o(tsxy) - o(ssxy) si o(t) » o(s)
je(t) - o(s)| < ,
w(S’XS) - w(t,xs) si o(t) < o(s)

c.a.d.
[e(t) - o(s)| < max (|o(tsxy) = @(s>Xp)[s |o(tsxg) = @(s>x.)]) -
Or,
TR (taxy) = - Flxppp(xy)) = 0
T2 (s5xg) = = Flxgoy(xg)) =0

puisque f|,* =0 . Donc |o(t) - o(s)| < C |t-s|2 c.a.d. 9'(t) = 0 et & est indé-
pendant de t.

On pose maintenant g(x) = h(x) - (x-xo)2 de maniére que g ait les mémes proprié-
tés que h et on désigne par y(t,x) la solution de (8.2) avec h remplacé par g.
Alors pour |t| suffisamment petit,

(8.5) max o(t,.) = max p(t,.) = h(xo) = g(xo) .
KN W KnW

D'autre part, avec (xt,gt) = exp(t Hg) (xo,go) on obtient de (8.3), (8.4) :

20 (t,xy) = 2L (toxy) = gy
(8.6)
w(taxt) = W(tsxt) .

Les dérivées secondes ne changent pas beaucoup si |t| est petit et donc

2

(8.7) v(t.x) < o(t,x) - %»(x-xt) s XEW.

Soit %t € K un point ot w(t,.)|an atteint son maximum. Alors (8.5) et (8.7) mon-

87



J. SJOSTRAND

trent que %t = Xy» puisque sinon on aurait o(t) > ¥(t). Donc par (8.6) on a

(thgt) € N*K. tt
Le Théoréme 8.7 généralise un résultat de Bony [Bo 2]

Corollaire 8.8 : Soit K < X un ensemble fermé, (xo, 50) € IV*K. Sotent f(x,&),
g(x, &) deux fonctions c® définies prés de (a:o, {0), telles que fIIV*K = g‘lV*K = 0.

Alors le crochet de Poisson ;

{f}g} Z _f;.JZT _i;,_ﬂ_
0g? ax?  ax? aed

*
s'annule sur N K.

Démonstration : On peut supposer que f est reel]e Alors {f, g} = Hf g = 0 puisque
la courbe intégrale de Hf issue d'un point de N K reste dans N K pour des temps
assez petits. 4#

Retournons maintenant au Théoréme de Holmgren. Soit h(x) une fonction C™ réelle

définie dans un ouvert X =« R" avec dh % 0, h(xo) = 0, pour un X, € X. On pose

={x €X3; h(x) 0} , £y = h'(xy)

Soit P(x,DX) un opérateur différentiel sur X & coefficients analytiques de symbole
principal p(x,g). Soit I(p,xo,go) le plus petit ensemble de germes de fonctions C*
en (xo,go) qui contient tcute fonction qui s'annule sur {(x,£&) ;3 p(x,&) = 0O} et
qui est fermé pour les crochets de Poisson : f,g € I = {f,g} € I. Alors I est un
idéal parce que

a {f,g} = { af,g} - {f,ag} , a€C” , f,gel

Dans le Théoréme suivant la partie (A) est did a Bony [Bo 2] et la partie (B) géné-
ralise un résultat de Hormander [H 4].

Théoréme 8.9 : 5'il existe u € D'(X) aveec Pu = 0, z, € supp u < }_{+ , alors
(4) f(xo,go) = 0 pour toute f € pr,xo,go).
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(B) 8L f € I(p,x ,&,) est a valeurs réelles alors pour |t| suffisamment petit on

ax, € X, ou (xt,Et) =z exp t Hf(xo,go).

Démonstration : Soit K = supp u. Alors N*K p'l(O) par le Théoréme 8.6 (ou direc-
tement par le Théoréme de Holmgren classique). Donc si f et g sont des germes de
fonctions C* qui s'annulent sur p_l(O), elles s'annulent aussi sur N'K et donc
{f,g} N*K = 0 par le Corollaire 8.8. Par itération on trouve f|N*K = 0 pour toute
fel p,xo,so) ce qui donne (A) et (B) résulte du Théoréme 8.7. +

Pour illustrer le résultat le lecteur pourra réfléchir au cas trivial ou P est
donné par un champ de vecteurs. I1 y a aussi des applications moins évidentes :

d
Soit i P = Q1 + i Q2 ou - P = ; Qg ol Ql,...,Qd sont des champs de vecteurs analy-

tiques et réels.
Rappellons d'abord un Théoréme de Nagano [N]

Théoréme 8.10 :  Soient Qgs-++52Qy des champs de vecteurs réels et analytiques, dé-

finig prés de =, € r" et soit & 1l'algébre de Lie engendrée par Qs+--,85 et de ses

commutateurs. Soit k = dim < (z ) on L(x ) = {v(z)) ; v € L} . Alors il existe

une variété réel—-analytique T < Rr" de dimension k, telle que z, €T et L(x) =

Tx(I‘) pour tout x € I'. (De plus T sera unique dans des voisinages "convenables' de

x, 81l l'on demande en plus que T soit connexe, fermé).

Des Théorémes 8.9, 8.10 on déduit le résultat suivant de Zachmanouglou [Z].

d
Théoréme 8.11 : Soit 1 P=@Q, + 171 Q, ou — P = QZ. , ou les Q. sont des ch E]

de vecteurs réels et analytiques sur X. S'il existe u € D'(X) telle que Pu = 0,

xz, € supp u < }_(+ > alors
(A) Tout @ € Q(Ql,...,Qd) est tangent a {h = 0} en x .

(B) ST = I‘(Ql,...,Qd) est la feuille de Nagano connexe fermée dans un petit

voisinage sphérique de z_, alors dans un petit voisinage de x, on a
F(QZ""-'Qd) < 9 supp u Cj'{_’_ .

Preuve du Théoréme de Nagano (Derridj [D]). On démontre le Théoréme dans le cas
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plus général ol on a un ensemble dénombrable de générateurs définis dans un voisi-
nage complexe de q de Xy = 0. Les cas k = 0, k = n, n =1 sont triviaux. On suppo-
se par récurrence que le Théoréme soit vrai en dimension n-1. Soit 0 < k < n la
dimension de €£(Ql, Qy5--.) (0). On peut supposer que QI(O) + 0 et aprés change-
ment de coordonnées que Q1 = ;ij-. Pour j > 2 on peut remplacer Qj par Qj -

fj(x) 5%; , avec fj(x) holomorphes dans @, sans changer €(x), x € 2. On choisit

fj(x) comme le coefficient de 3%— dans 1'expression de Qj et on est donc ramené au
1

= _ ) . _ 9 _ 1 ..,
cas ol Qg = Qj(x, 53v) pour j > 2 et Q) = P X = (x",x'). Nous avons
Q; = E x¥ Qs . (x's =2+) , J » 2 et on remarque que
J 1 J,\J s Bx' s ’d
v=0
1

]
(Ad Q)" Q5 = ut Qg+ X7 Ry (66 55)

ce qui montre que ¥ '(x') © £(0,x') si &' désigne 1'algébre de Lie engendrée par
les Qj N En particulier dim €£'(0) = k-1 et si I'' est une feuille intégrale pour
€' (qui existe par 1'hypothése d'induction) alors on peut prendre I' = l-e,e[xT'.

9. ETUDE DES OPERATEURS DE TYPE PRINCIPAL PAR LA METHODE D'OPTIQUE GEOMETRIQUE

Dans cette section on montrera deux résultats sur la propagation des singulari-
tés analytiques pour des opérateurs de type principal. Le premier est did a N.
Hanges [Hal, les deux sont d'ailleurs des cas particuliers d'une conjecture de
Hanges qui a été démontré par Hanges et 1'auteur dans [Ha-Sj] et avec encore plus
de marge des cas particuliers des résultats de la section 15 (obtenus en collabo-
ration avec A. Grigis et P. Schapira). Nous allons quand méme traiter ces deux cas
a part pour montrer comment la méthode d'optique géométrique s'intégre de maniére
simple avec le point de vue de Bros-Iagolnitzer. Cela nous donnera aussi un pré-

texte de plus pour traiter les équations de transport de maniére directe.

Soit X = R" un ouvert, (xo,go) € T*X ~ 0 et P un opérateur différentiel a coef-
ficients analytiques de symbole principal p. On suppose que p(xo,go) = 0.

y ¢ [-a,al 5 T N 0 avee v(0) = (xa,;o). Si u € D'(X), WFa(Pu) ny(l-a,al) = ¢
alors ou bien Y([-a,al) < WF_(u) ou bien Y([-a,al) n WF,(u) = ¢#.

Théoréme 9.1 (Hanges [Hal) :  On suppose que Hp admet une courbe intégrale réelle
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Quand p est réel ceci est un résultat classique de Sato-Kawai-Kashiwara [SKK]
et Hormander [H]. Quand p n'est pas réel le résultat est en général faux pour des
singularités mod C”.

Preuve du Théoréme 9.1 : Pour o = (“x’“g)’ soit

Vo) = (x-agda, + 7 (x-0)? .

V(Xsasr) = el Av(Xsa)
Soit Q(X,BX,A) =, P*(x,Dx), ol m est 1'ordre de P. Pour o voisin de (xo,Eo), X
voisin de Xys t € [-a,a] et a > 0 assez petit nous allons construire approximati-
vement w(t,x,a,A) = exp(-it AQ) (v). (Par un argument de recouvrement il suffit de
montrer le Théoréme pour a > 0 assez petit). Plus explicitement on veut résoudre
approximativement

1]
o

(Dy + Q) w
(9.1)

w(0,x,2,1) = v(X,a,A) .

On procéde par la méthode d'optique géométrique. Soit d'abord ¢(t,x,a) la solution
(locale) de 1'équation eiconale :

(9.2) FF+a(ey) =0 5 (0,x0) = ¥(xsa)

puisque y est aussi une bicaractéristique pour q = p on vérifie aisément que avec
(xgs€4) = Y(t) et pour o = (xo,go):

(9’3) ‘D(tsxtsa) = 0; (D;‘(tsxt’a) = Et Y Im (p;'(x(t,xt,a) >0 .

Quand o est prés de (xo,go) alors @(t,.,a) est une petite perturbation de w(t,.,aOL
oy = (xo,go) et donc inf Im @(t,.,a) est proche de O et atteint en un point %t(a)
proche de x.. De plus Et(a) = %% (t,%t,a) est proche de g;.

On cherche maintenant w sous 1a forme a(t,x,a,A) exp ix @(t,x,a) ol

as= g ak(t,x,a) A_k doit &tre un symbole classique analytique. Substitution dans

(9.1) donne alors la suite d'équations de transport :
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(9.4) La, =0 s a°|t=0 =1,
La;+ fl(ao) =0 s a1|t=0 =0 ,
La + fk(ao,...,ak_l) =0 , ak|t=0 =0

n .
ol L = é% + § q(J) (X’@k) 5%3 + s(x,a) avec s(x,a) analytique et fk(ao,...,ak_l)

est une expression linéaire a coefficients analytiques, des dérivées de P T
IT est évident que 1'on peut résoudre ses équations successivement dans un domaine
complexe indépendant de k. I1 est moins évident que a devient un symbole analytique

mais ce fait (bien connu) sera é&tabli plus loin.

Désignons par a(t,x,a,A) aussi une réalisation. Alors (Bt+Q)w est a décroissance
exponentielle uniforme et w(0,%X,a,A) = V(X,a,A) Si W = a exp irxgp. Sans perte de gé-
néralité on peut supposer que u est @ support dans un petit voisinage de Xg- Alors
pour o dans un petit voisinage de o, et t € [-a,al nous avons modulo des termes a
décroissance exponentielle uniforme :

(9.5) - é% (w(t,.,u,A),U)Lz = 1m (P*w,u)L2 =

AL (w(tshaan)sPu) , 20,
L

n

ol la derniére équivalence résulte du fait que y([-a,al) n WFa(Pu) =¢. Si

Y(to) € WF_(u) pour t € [-a,a] alors (w(t sessA),sU) 2 = 0 pour o dans un voisina-
o (s} L
ge de g et intégrant (9.5) de 0 a t, on obtient (v(.,asx),u) , = 0 et donc que
L
Y(0) ¢ wFa(u). Modifiant un peu notre argument on obtient aussi Y(tl) 4 wFa(u) pour

tout t; € [-a,a]. —_H_—

Théoréme 9.2 : Soitt T < p_J(O) une sous—variété réel analytique, connexe de di-

mension 2 dont l'espace tangent em chaque point est engendré par Hp, p? He, p "

5t u €D'(X) et T N WF (Pu) = # alors ou bien T  WF,(u) ou bien T N WF (u) = & .

Démonstration : On procéde comme dans la démonstration du Théoréme 9.1 avec la dif-
férence que la variable réelle t est maintenant remplacée par une variable complexe
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n " n " —_
z et que g% sera remplacé par g%.. Soit q 1'extension holomorphe de p et consi-
dérons le complexifié ¥ de T dans un voisinage du point a, = (xo,go) € r. Alors
Hp et Hq (vus comme des champs de vecteurs réels dans le domaine complexe) sont
tangents a T et si p € ¥ est un point proche de a, alors {exp z Ho(p) 3 z € € N voi-

sinage de 0} coupe r transversalement en un point proche de ag-

Donc pour z € € N voisinage de O nous avons
def _
(9-6) ¥(z) = exp (f(z,2)H) o exp (z H)) (ap) €T

ou f(z,z) est une fonction réel-analytique. De plus on voit facilement que y est
un difféomorphisme local ce qui permet de paramétriser r localement par z € €.

Soit v(x,a,A) comme avant. Par une construction d'optique géométrique en deux
étapes on peut alors construire comme dans la preuve du Théoréme 9.1 :

(9.7) W(Z,X,as1) = exp(x f(z,E)P*) o exp(irz P)v

irxp(z,s%50)

a(z,Xx,as1) €
pour (z,x,a) dans un voisinage de (0,x0,a0). Si 1'on note v(z) = (xz,gz) alors pour

a = (xo,go) on a toujours (9.3) avec "t" remplacée par "z".

Soit maintenant re > 0 assez petit, mais indépendant de u € ' (X) et supposons
que WF (Pu) n {xy(z) €T 3 |z]| ¢ ro} = 8 sans perte de généralité on peut aussi sup-
poser que le support de u est dans un petit voisinage de Xo- Soit alors

U(z,r) = (w(z,.,a,x),u)Lz s

alors pour |z| < ro et o dans un petit voisinage de ag on obtient modulo des termes
a décroissance exponentielle uniforme :

2y=a of (P* exp A f(z,E)P* °oexpxzPuv,u),
¥4 2Z L
= A 3; (w,Pu) , = 0.
¥4 L
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i

Aprés modification par un terme = 0 on peut supposer que U est holomorphe.

Supposons maintenant que Y(zo) [4 NFa(u) pour un z avec |z| < ro: Alors pour
(z,a) dans un voisinage de (zo,ao) nous avons U = 0. D'autre part, pour toute > 0
nous avons U(z,a,A) = @(eex) pour |z| s ry si o est assez proche de ay- Appliquant
une transformation de Mobius et le Théoréme des 3 cercles de Hadamard on trouve
U(0,a,2) = 0 pour o dans un voisinage de o, et donc que % 4 wFa(u). Le Théoréme
résulte ensuite d'un argument géométrique simple. 4#

Pour terminer cette section nous traiterons les équations de transport. Soit
P(X,BX,A) un opérateur pseudodiff. analytique, formel, classique, d'ordre 0, défini

2n

" -0 oP inci-
prés de (xo,go) € €7 tel que p(xo,go) 0, 2t (xo,go) + 0 pour le symbole princi

pal p. Soit @(x) une fonction holomorphe définie prés de X et qui vérifie

(9.8) P(xs0'(x)) = 0 . ©'(X,) = &

Soit H < €" une hypersurface complexe, passant par Xy» telle que %% (xo,go) g%-soit

transverse a8 H en Xy Aprés un changement de variables on se raméne au cas Xg = 0,

H: X, = 0.

Théoréme 9.3 : Sotent v(x,A), w(x',\) des symboles analytiques classiques formels

d'ordre 0 définis prés de 0 dans c? et 71 respectivement. Alors il existe un sym-—

bole u dans la méme classe tel que

(9.9) Ae_iAw Pty =y 5 ulH zw .

_ . . s s P =ixQ irQ
Démonstration : Par 1'astuce de Kuranishi et.c. nous savons déja que e Pe
est un opérateur pseudodifférentiel et le probléme est réduit au cas €y = 0, ¢ = 0.
Aprés un changement de variables qui ne modifie pas H on peut aussi supposer que

. (x,0) = 0, 222 (x,0) = 1 c.a.d. p(x,E) = g, + o(l£1?).

EX3
Si 1'on écrit P = § pk(x,g)x'k, P = Ps alors la premiére partie de (9.9) devient
0
du
(9.10) 3;; + pl(x,O) Uu(x,A) + x Au = v

64



OPERATEURS DE TYPE PRINCIPAL

- A
(9.11) A= ) TP
k+|a|»2

() (x,0) 02 ,

et comme nous avons déja remarqué, si 1'on regroupe les termes avec 1la méme homo-
généité dans (9.10) alors on trouve une suite d'équations de transport qui vont
déterminer u de maniére unique dans un voisinage convenable de 0. On remarque aussi

que A =) A'k Ak est un opérateur différentiel d'ordre infini du méme type que dans
2

Ta section 1.

Soit

' [Xnl
a={xecm s G}

ol R, r > 0 sont assez petits pour que § soit contenu dans le domaine de définition

de v. On suppose sans perte de généralité que w = 0. Aprés conjugaison avec
X

n
exp J Py dxn dans (9.10) on peut aussi supposer que pl(x,O) =0. Pour0gtgr

' I,
on definit g, < ¢" par lﬁﬁ% + —1 < 1. Soit a(x) holomorphe sur o = o_ et telle
p- r-t o

r

que pour un k > 1 :

sup |a] < C(a,k) t , 0<tgr.
nt

) -1 .
Soit (3, ) a(x'sy,) dy,

>
-9
n
O ——Xx

Alors sup |(ax )'1 al < C(a,k) J s'k ds = ——EigiE%T . Soit maintenant a = ) ak(x)fk
Q n 2

t t (k-1)t
un symbole d'ordre - 2 sur o tel que
k
(9.12) ||ak|lQ = sup |a,| < fjeﬁklg— ,0<tgr
t Q. t
t

ot la suite des (meilleures) constantes f(a,k) est au plus a croissance exponen-

tielle. Alors b = (%’axn)-l a = § by 2K oa by = (axn)'1 a,,; et donc
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k
fa,k+1 k+1 fa,k+
(913)  libllg < —%k_l (k1) 2e T(a ': 1)k

donc f(b,k)<2e f(a,k+l) si 1'on définit f(b,k) comme dans (9.12). Soient
lall, = ] fku o Qo] = T fo,kK
u ; > u E) u } s H
Alors,

= 2
(9.14) bl <2e § fla,kel)uk =22 v) .
M 1 u H

L'équation (9.10) avec donnée initiale O peut s'écrire

1 1, o n1,1
(9.15) U+(;3xn) AU-V’OUV—X(XBH

Ici V est d'ordre 0. Si 1'on définit ||A||u comme dans la section 1 alors
||A||u = t@(uz). Comme dans la section 1 on voit aussi que ||Au||u < ||A||u j|u||u.
Donc avec (9.14) on obtient.

1 -1
G2 )7 Al < Cow lull

oid C > 0 ne dépend pas de nu. I1 est alors clair que ||u||u < o pour py assez petit.
Donc u est un symbole analytique. ##

Voir aussi la Remarque 12.13.

10. LA METHODE DES LAGRANGIENNES NON-CARACTERISTIQUES

11 s'agit de vieilles idées qui sont bien connues par exemple dans le contexte
du Théoréme de Holmgren. Elles sont &galement bien connues dans le contexte micro-
local, par les experts de la théorie des hyperfonctions. Classiquement on cherche
a déformer des hypersurfaces ou dom?ines pour obtenir des résultats de prolongement.
Nous donnerons ici une version assez directe & 1'aide des espaces Hw . On démontrera
aussi quelques résultats de propagation de singularités qui malheureusement sont
tous contenus dans les résultats de la section 15 (obtenus ultérieurement). I1 n'est

cependant pas du tout clair que la méthode plus élaborée des sections 12, 13, 14
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(et qui contient d'ailleurs implicitement des déformations non-caractéristiques)
soit dans tous les cas la meilleure.

Soit e=<C" un ouvert et @ € Cl’l(ﬁ) une fonction réelle. Ici Cl’l(ﬁ) désigne
1'espace des fonctions de Cl(ﬁ) dont les dérivées premiéres sont de classe Lipschitz
sur Q. Soit P(x,£,2) un symbole analytique classique d'ordre 0, défini dans un voi-

. 30 = loc
sinage de Ay = {(x, 7-5§-(x)) 3 x € a}. Pour u € Hy () on pose alors

n .
(10.1) Pu(x,1) = () IJ eTMX=¥)8 p(x,6,2) x(x»y) u(y) dy de
r(x)

N . s . . _ 239 A (x=y, o w A _
ou r(x) est le contour singulier : ¢ = T 5% (x) + co {;:y% et ou x € C (axp) véri
fie :

x(xsy) =1 pour |x-y| < ?%I»d(x,CQ) s
x(x,y) = 0 pour |x-y| >/t1_ d(x,Cq)
1

(L'existence d'une telle fonction sera établie dans la section 12). Ici les cons-
tantes C0 > 0 et Cl > 1 doivent étre assez grandes pour que (x,6) reste bien dans
lTe domaine de définition de P(x,6,A) pour (y,e) € r(x), (X,y) € supp X. On demande
aussi que

L

2 2 1
(10.2) | $3% 0 - £3% ) < gz pour Ix-yl < g dixCa)
o

1 93X 1 39X

Alors sur r(x) n supp X on a

| 3t 1]
|e1A(x-y)e-A(¢(X)'¢(Y)) <e ©
Pour u € Hloc (2) on a
(10.3) T Pue Li;]°° L oy(x) = o(x) - géit;-d(x,Cn)

Pour ¢ € C2 ceci résulte de la formule pour 3 Pu que 1'on &tablira dans la section
12 et pour ¢ € 01’1(5) on obtient ensuite (10.3) par un simple argument de régula-
risation.

67



J. SJOSTRAND

Plus généralement, si ¢ € Cl(rz) n C(q) et —1?-%‘)‘(3 - %—% < % alors pour
o
loc 2,loc = 2,1oc - 1
H P N > = -
ue ” (p) on a Pu € L(p (2)> 3 Pu e L‘pl (@), od @y(x) = o(x) m d(x,Cq).

En effet, pour |[x-y| < C—ll d(x,Ce), (y,0) € r(x) on a
eU(X'}’)G'Q\((D(X)'(D(.Y))I = !eiX(X'Y)G'X(¢>(X)‘®(Y))">\(((D'Q)(X)'(‘D'Q)(Y))

A
N [x-y|

< e

1,1

Si prés d'un point X, € 9, ¢ est aussi de classe C°~ et Pq)u dénote un opéra-

teur muni d'un contour régulier adapté a ¢, alors pour u € H]OC

” () on a Pu - P(pu=0

dans H‘p K Ceci se démontre par la formule de Stokes.
>"o

Proposition 10.1 : Soient P,Q, ¢ comme ci-dessus, vérifiant (10.2) et soit
wec@ ncllia), telle que

Y 23p_23| _1
(10.4) “’lan > "’Ian 2|79 "7 (ST,
2
(10.5) ox) < 3(x) = plx, ;:%5) £0 .
. — . Loe 2, loc Loec
Ict ¢ < ¢ est dans C(Q). ST u EHN (@), Pu €L<D R aZorsuEHw (Q).
]

Démonstration : Soit Q) =< Q. Alors si Pw désigne 1'opérateur P muni d'un contour
régulier T(x) convenable, adpaté & ®, on trouve a 1'aide de la formule de Stokes
que pour toute fonction u, holomorphe dans €,

€A
IIPu-P(puII 2 < C e ull

2
Le(9y) BACH!

ol @) = 9,c<=qet C, e > 0. Ici 1 2 désigne la norme L2 sur @, pour la me-
Lo(99)
o1

e-ZAw(X) L(dx). Si Qu désigne 1'opérateur, obtenu en remplagant P(x,8) par q(x) =

p(x, %g—;‘:) dans la formule intégrale pour Pwu (x) on voit que

lou-poull , <cA™M2qul , .
Lo(®7) Lo(9)
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Avec T(x) choisit convenablement, on trouve & 1'aide de la phase stationnaire comme

dans 1'exemple 2.6, que

- A
lQu-q.ull , <ce “Mull , .
Le(a;) L2(a,)

Donc pour toute fonction u holomorphe dans @ ,
lPu-aull , sca V2l :
Ly(2q) Lo(%)
Pour un e > 0 donné, prenons maintenant 2; = {x € 2 ; w(x) < g(x) - e}. Alors

T%T est borné sur Ql et on trouve

-1/2
I ull < C.|l q.ull s Cy(lfPull + A I ull )
L2 2ga,y 5 1 L2( 2

ol (O | () %) Lw(QZ)
Donc pour A assez grand :
-1/2
lull , sz2c (lipull , +27Y2 Q0 , :
Lo(?y Lo(2q) Lo(2™ 29)

Nous avons © > & - € dans N9, et si u vérifie les hypothéses de la proposition

on en déduit que :

[l ull 2 < C(e) eZeA.
L (29)

o1

Quand € >~ 0, 2 tend vers {x € 2 ; @(x) < g(x)} et on trouve bien u € H;?C(g)

H
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Toc

Dans les applications on a u ¢ H (W) o Wee t" est un ouvert et Qcc W,

D€ C (w) et P¢uln € Lgb;gc(ﬂ) pour un & > 0. Ici Ppu est défini avec un contour

régulier adapté a @®. Quitte a modifier ¢ > 0 on a plus explicitement

n .
(10.6) Pou (x:1) = () “ e MX=¥)8 piy,6,1) u(y) dy de
r(x)
_ 30 i — _
ol T'(x) est le contour 6 = %’5?'(x) + E;%;»(x-y), |x-y| < d, » ol dj < d(2,CW) est

assez petit pour que

13 (2 x-2%w)

Comme avant on peut remplacer I'(x) dans (10.6) par le contour singulier

1
s gc- Pour x €0, [x-y| < d

(o]

(o]

.2 gi (x) + C; X-y y et avec x et P comme avant (et Cl > 0 telle que
d(x,Ca) < do) on obtient
¢
2,1
(10.7) Pu - Pyu € Lq,l oC (q) .

Ici @, est défini dans (10.3).

Toc

Supposons maintenant en plus, que u € H5 (2), oi ® € Lip(q) et

2,1oc (@)

. . Puisque
min(@,max(¢l,¢-2e))

1 (—-- =) < IC” Alors on obtient Pu € L

a+b a+c

min(a,max(b,c)) < max (= ) on a alors
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Pu € L2 ]°C o+3 . On peut toujours supposer que 3 < @
max (’Z (o+3)- TGC—C_ d(x, Cn), -¢€)
quitte a remplacer 3 par min (9,3), et alors
Pu € 2 ]OC (Q)

max (-2‘ ((IH‘%) = -rs-c;c; d(x,CQ),<l>-e)

Corollaire 10.2 :  Soient Q, ¢, €, comme précédemment, Q <<W od W est un ouwvert,

1,1 = Lloc 2, loe N
® € C°7(W). On suppose que u € Hy " (W), Pyul, € Lyl o (@) ot e > 0 et P, est donné

par (11.6) avec d  vérifiant les conditions supplémentaires domnées aprés (11.6).

Y
B¢ 29 1
Soit Tso une fonction Lipschitzienne sur Q telle que l 5z EE) < ac, et sup-
posons que u € HZOC(SZ) Soit ¢ € cia)n C (Q) telle que ¢ > > 3 sur aQ,
2 50 _ 39 1 2 Bcp 1 N~
7 Gz = 3 S4Coetp(a:, )*Osurﬂ 5% en plus ¢ » max (3 (o +9)

d(z,C0),@ —c), alors u € Héoc(ﬂ}.

-3
loCOCJ

Ici on peut diminuer @ sans changer ¢, Co, C, et le Corollaire 10.2 est encore
valable (mais il faut en général modifier le choix de ¢).

Comme la premiére application nous allons démontrer un résultat important de
Kawai-Kashiwara [KK] sur la propagation des singularités analytiques pour des opé-
rateurs microhyperboliques. Soit d'abord p(x) réel-analytique défini prés de Xo €
R"

s'il existe un voisinage réel Vo de X et €y > 0 tels que p(x+it yo) + 0 pour x €
Vo’ 0<tsx LPe D'aprés une version microlocale du théoréme des tubes de Bochner
die & Kashiwara [K] (voir aussi Komatsu [Ko]) i1 existe alors des voisinages réels
V de x_. et W de Yo tels que p(x+ity) + O pour x € V, y € W, 0 < t < ¢_. Cette

o o
"stabilité" dans la définition de microhyperbolicité est trés importante, une pre-

. Si Y, € R" on dit que p est microhyperbolique en Xq dans la direction Yor

miére conséquence est que la définition s'étend au cas od R" est remplacé par une
variété analytique et Yo par un vecteur tangent. Si 1'on remplace x par (x,&) et

= p(x,&) est le symbole principal d'un opérateur différentiel P, on a alors une
deflmtwn évidente de microhyperbolicité pour‘ P en un point (x sEg ) € T R"~0
dans une direction réelle (y Ny ) € T(x s )(T R"~ 0).
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Théoréme 10.3 (Kashiwara-Kawai [KK1) :  Soit P un opérateur différentiel a coef-
ficzents analytiques défini dans un ouvert X r™. Soit (x ,g ) ET X‘\O et y(x, &)
€ C (V) une fonction réelle , nulle en (x &5 ), telle que P sozt micerohyperboli~
que en (x ,& ) dans la direction . Iei Ve T*X‘\O est un voisinage de (x_,& ).
St u € D'(X), (xo,b;o) ¢ WFa(Pu), {(x,8) € V; Y(x,g) < 0} n WFa(u) = 4, alors
Cxo,go) 4 WFa(u).

Démonstration : Sans perte de généralité on peut supposer que y est analytique.
Pour § > 0 assez petit on pose

3
T2 S s(xex )+ (eme)?)

On peut aussi remplacer V par la boule (x-xo)2 + (g-go)2 < 62. Alors P est microhy-
perbolique en tout point de V dans la direction H, et $(xo,go) < w(xo,go) = 0 pen-
dant que § > y sur 3V. Donc ¥

(10.8) WF,(u) naV n {§ <0} =9
et il suffit de montrer
(10.9) WF_(u) nVn{J<0}=¢g.

*
On fait maintenant une tf. de FBI ; T qui transforme T R" en Ay et par abus
o

de notation on désigne encore par P, p, $ les quantités transformées. On sait donc

que p Ay # 0 si ¢, est telle que A¢t =exp it H$ (A¢ ), 0 < t g t, -
o}
t

En général, si q(x g) est holomorphe et @(x) est une fonction réelle de classe

A\
qu1 vérifie q(x, T ) = 0, alors les champs de vecteurs réels Hq, H_iq associés

a H et H; sont tangents an ={g = 2 20 } . (Aussi, comme on le verra dans la

q iq () T ax
section 11, Re q et Im q sont en involution pour la forme symplectique réelle Im o=
n

Im § dgj Ade, et Aw est une variété Lagrangienne pour cette forme). Appliquant ces

observations & t + i%(x,g) on voit que 1'on peut prendre oy = o(t,x) comme la solu-
tion du systéme de Hamilton-Jdacobi (en involution pour Im o)
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2 39 . 2 30y _

Tort 1 V6 350 =0
(10.10)

2(0,x) = 2,(x)

Ici on se restreint a 0 < t g €g et on observe que
30
_ t 2 Yo 2
@(t,x) = ‘Po(x) + > :p(x, TW) + 0(t ) .

Soit v: GI 1'ensemble qui correspond é V et W un petit voisinage V Les hypo-
théses sur WF (u) entrainent que U = Tu € H$ (N) ol &< o, et & <o suravn
{q; < 0}. Ici 3’ est une petite perturbatwn de ¢, dans 1a norme de C2 et pour un
e > 0 assez pet1t~nous avons PU € H; (V) A1ors pour t > 0 assez petit on a
o(t,.x) > 3 sur 3V et méme

1 v 3 t i
cp(to,x) > max (’2- (e +2) - TEC_q d(x,CV), o, - e) dans V .
o

En effet, cette megahte est triviale quand vxcC t car alors q>(to,x) ®, et
dans la région u; < C t et pour t > 0 assez petit on a

1 v 3 v
i (o+0) - W—c—l d(x,CV) < ¢ - a ,
o
o a > 0 ne dépend pas de t,-

On peut alors appliquer le Corollaire 10.2 avec ¢ = @(t .X) et on trouve

.loc . .
Ue h¢t (V) pour 0 < t, < g si g, est assez petit. Donc U = 0 dans H¢0’X1 pour
o

tout x; € V avec 'J(xl) < 0, et par FBI inverse on obtient (10.9).

#

Comme notre deuxiéme application nous allons considérer certaines " pertur-
bations" d'opérateurs étudiés par Bony-Schapira [Bo-Sch]. Soit V < T*]Rn la variétée
involutive donnée par ¢" = 0, ol on écrit x = (x',x"), & = (g',&"), g" € ]Rd. Soit
Ty € V la feuille bicaractéristique donnée par x' =0, &' = (1,0,...,0), &" = 0.

On considére un opérateur différentiel P, & coefficients analytiques, défini dans
un voisinage X de 0, tel que le symbole principal p vérifie dans un voisinage W de

(O,no) = (0,(1,0,...,0)) les conditions :

73



J. SJOSTRAND

(10.11) p=6(d), 00d, =d. (x,6) désigne la
T T
[o] [o] [o]
distance de (x,£) a Ty >

4 _ 2
(10.12) Ply = (¢ ) - Wy = 6(dr) .

(10.13) Sur r,ona< v, p"v > # 0 pour tout vecteur

tangent réel v = (tx’tg) avec tgn + 0 .

L'hypothése (10.12) entraine que Tr V est dans le noyau de p" et (10.13) est une
o
condition d'ellipticité transversale (par rapport a V). A 1'aide de (10.12),(10.13)

on obtient dans un petit voisinage complexe de (O,no) :
2

(10.14) p(x,£) + 0 pour [Im g"| + [x'|% + |g'-n}]

1 "
o <t;|Re{,|,

si la constante Co est assez grande. En effet, il suffit d'écrire le développement
de Taylor :

(10.15) p(xse) = I a,0e) (e + 6((x 12+ fet=nyl D) len] + |x' 1%+ [gt-ng]?)
|a|=2

Théoréme 10.4 : Supposons en plus que r, N W soit connexe. St u € D'(X),
WE_(Pu) N WNT =g, alors ou bien T N W N WF, (u) = ¢, ou bien T N W < WF, (u).

Ce résultat est di a Bony-Schapira dans le cas oi (10.11), (10.12) sont rem-
placées par la condition plus forte : p = @ (d%). Le résultat sera encore généra-
T1isé dans la section 15.

Preuve du Théoréme 10.4 : On applique d'abord la tf. de FBI

o 2
A(i(x-y)%/2 -
(10.16) Tu(x,1) = f (1 (x-y)™/2 -y n5) u(y)dy

pour laquelle ¢ = 1 (Im x)2, Ay 1 &8 = - Im x. Le point (O,no) se transforme en

(0,0), 1e complexifié VC de V est conservé pendant que la feuille complexe rot

devientmx' =¢g' =0, g" =0. Si 3 est le symbole principal de 1'opérateur trans-
formé, P, alors (10.14) devient
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B n [ 2 2 1 "
(10.14) P(x>g) *+ 0 pour |Img"| + |x'|°+ |g'|° < o |Re £"|
(o)

dans un voisinage de (0,0).
En termes de fonctions poids (10.14) s'écrit
'ﬁ'(x, %—% (x)) # 0O pour

P
(10.14) l

3y 112 1 P
aRex|+ix|+1ax‘ OIaImx"l

et (x, %—%‘)‘:-) dans un voisinage de (0,0).

Nous avons besoin du Lemme suivant ;

Lemme 10.5 :  Pour tous r;, r, € 10,11, ¢ > 0, Zl existe une constante € > 0 et

une fonction @ (x") € Cl’l({IRe x| < vy, |Imx"| < ry}) telle que 0 < @, <
3‘0
1
Rex"l ST aTImac"l s %

= 0 pour |Imx”| < e(ri - ]Reac"]g). Fina-

i
1 (I n 2 )y n - 1 n 2
5 (Im "), @ est radiale en Im x" et |3 =5 (Imx")

quand |Rez" | = r; od |Imx"| = r,, @,

N
Lement on peut choisir e, @  telles que || @, || EN <G, ou C est une constante qui

ne dépend pas de r,;, ry, C.

Preuve du Lemme 10.5 : Soit

n 2 n 2
(Im x"| - e(r] - |[Re x"[%)),

x(x") =
(ry - e(ri - |Re x"|%))

od a, = max(a,0). Alors x(x") est Lipschitzienne et méme €” 1a ol x + 0. Dans 1la
région X # 0, on obtient les estimations uniformes en rys ete < r2/2r§

) 1 3 _ €
3] Im X" X"'??j * TRex™ X ° @(?E) >
2 _ 1
vxn X = @(rz m X ) .

On pose alors cpo(x“) = % rg x2 et on vérifie les propriétés voulues (avece > 0

assez petit). H#
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On se place maintenant dans un domaine :

Q: |[Re x"| <ry, [Imx"| <r,, [x'| < |Imx"|,

N
avec ry, r, assez petits. Avec C = C, ou C, est donnée dans (10.14) on choisit

¢b(x") comme dans le lemme et avec une constante C1 > 0 assez grande on considére

2

L] 2 " L} n n 2
ve(x) =[x 2+ oy [Im x| [x (2 4 g (x") + (I x*)

pour 0 < t < 1. On prendra r, < éL-. Alors by est continue sur Q et de classe Cl’1
1

sur Q. La norme Cl’l de by peut étre majorée par une constante qui ne dépend pas de

ro» 1» Cy» C0 (quitte a choisir "e" assez petit dans le Lemme (10.5). Ainsi by

sera aussi proche de %-(Im x")2 que 1'on veut dans la norme Cl, quitte a choisir

r, > 0 assez petit.

Si C1 est assez grand,

N 2 " 1 (1]
Nous avons wtlan > |x'|° + @, (x )Ian > 5 | Im x i2 |an’

0 < t< 1ona aussi dans @

e +Ix'|2+|—rawt|2<i Py
3 Re X" X CO Imx™

Si r, est assez petit, en fonction aussi de U = Tu, on peut alors appliquer le

Corollaire 10.2 avec ¢ = Ve s 0 < t < 1. Faisant tendre t vers 0 on obtient :

(10.17) Tu € K% (a)
[o]

La seule contrainte sur rq est qu'il soit assez petit pour que 1'on ne rencontre
pas la région correspondant & wFa(Pu). Soit Py < ry- Alors pour €g > 0 assez petit

on a y,(x) = ]x'l2 + CqlIm x“||x'|2 < 2|x'|2 pour [x'| < [Im x"| < e ,|Rex"| < py.

Puisque % | Im x|2 < 2|x'|2 pour |Im x"| < |x'| on a donc

(10.18) Tu € H

dans la région [Re x"| < o, [Im X"| s €, [x'| < €4 Ici 2|x'l2 est trivialement
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W2
pluri harmonique en x" et on peut appliquer le principe de maximum & x"+e 2x| x| Tu

pour conclure que si Tu = 0 dans HQ o alors Tu = 0 dans H 0) pour tout xé réel

o,(x’
o
avec |x6| < py. Nous avons alors montré que si (0’“0) € WF,(u) alors (xé,O,no) 4

WF,(u) pour |x6| < pq- Le méme argument marche si 1'on remplace (O, ) par un autre

point sur ro N W et on obtient 1e Théoréme 10.4. 4*

*
La version invariante du Théoréme 10.4 est la suivante : Soit ' <« T X~0 une
sous-variété réel-analytique connexe et isotrope pour la 2-forme symplectique. On
suppose alors que le symbole principal p vérifie dans un voisinagede I :

(10.19) p=0(d),

(10.20) Si V est une sous-variété involutive dont T est une feuille
bicaractéristique, alors

2 4
Vplv = @(dr) s plv = @(dl") s
(10.21) < p"vsv > # 0 pour tout 0 % v € NF(V).

I1 est facile de voir que (10.20), (10.21) ne dépendent pas du choix de V car
pour p €T on a To(V) = Tp(r)l, 1'espace orthogonal de Tp(r) pour la forme symplec-
tique.

Soit 26 une transformation canonique qui envoit V localement sur g" = 0. Alors

modulo un changement de variables en y, il est bien connu qu'il existe une fonction
@(x,n) réelle et analytique de 2n variables telle que 72¢ soit donnée par

(gf (Xsn)sn) + (x, gi) et bien entendu det %;%; + 0. On peut alors considérer 1'o-
pérateur Fourier intégral formel, Ru(x,iA) = IJ eiM(@(X5n)=yn) u(y) dy dn et faire
le composé formel ToR oil T est comme avant. Pour calculer ce composé, on applique
tRy sur le noyau K(x,y,A) de T et on trouve alors une nouvelle Tf. de FBI, ? qui

transforme P en un opérateur B du méme type que dans la démonstration du Théoréme
10.4. On obtient alors,

*
Théoréme 10.4' :  Sous les hypothéses plus générales (10.19)-(10.21), ol T<T X0
est une variété réel-analytique isotrope et connexe, si u € D), TN WFa(Fu) = &

alors ou bien T N WFa(u) =g oubienTc WTa(u).
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Ce Théoréme s'applique au Laplacien de Kohn sur une hypersurface réelle de ¢2
qui contient une courbe complexe, voir la section 15.

11. VERS UNE THEORIE GENERALE

Dans la partie géométrique on s'est inspiré de Schapira [Sch] qui a observé
1'intérét de distinguer entre Re ¢ et Im g quand on travaille dans le domaine

. i = I . . . = . iy . . = A | .
complexe. Ici o dI;JAdZJ, 25 = Xy +iygs T E;J ing s

Re 0 = % (o+0) = = dEJ.Ade. - dnjAdyj

-1 7Y =
Imo = VE (o-0) = % dEjAd_yj + dn\j/\dx\_j .

On vérifie que Re o et Im o sont des formes symplectiques réelles, c.a.d. des 2-
formes fermées et non-dégénérées. Par exemple Im o devient la forme symplectique

standard sur IR)Z(" % IRgn

si 1'on pose X = (y,x)s = = (&,n).

Nous avons donc une géométrie symplectique complexe et deux géométries symplec-
tiques réelles données par o, Re o, Im a. Etudions d'abord la relation entre les
champs Hamiltoniens. Soit r = p + iq une fonction holomorphe (définie sur un ou-
vert de Czn). Les équations de Cauchy-Riemann ; 5—p +1i9q =0, 3p - i 3g = 0 en-

trainent dp = i 9q, or = 2i 3q. Soit H € T, 0(CZ") ct ® T(t?") le vecteur Ha-

miltonien (holomorphe) défini en tout point par Hr 4l o = - dr (od on observe que ©
3

est une (2,0)-forme et dr est une (1,0)-forme). Explicitement, Hr =z ———ggj 3_23. -

—g;j 3——2‘1 . Par définition on a donc (en tout point) < o, tAaH > = - < dr,t > pour

tout t € T1 0(¢2"). Cette relation est encore vraie trivialement pour t € T0 1(022").

N\
donc pour t € ¢ ® T(CZ") et en particulier pour t € T(Czn). Soit H,. le champ de

_ P " 2n PP o
vecteurs, réel, associé a Hes c.a.d. Hr € T(C™") est défini par H. - H. € T0 1

r
> = = < dr,t > et

o 2n N
Alors < o,tA(H.-H.) > = 0 pour Vt €C @ T(C") donc < o,tAH,

on déduit que

A\
(11.1) H.do=-dr.

Séparant les parties réelles et imaginaires on obtient
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Pl

ey
(11.2) Hr 1 Reo=-dp , Hr 41 Imo=-4dq .

Im o
p
tivement. Alors par définition

Soient d'autre part H s Hse ® les champs Hamiltoniens pour Im o et Re o respec-

(11.3) HémoJImo=H§e0JReo=-dp
Imo _ yRe o _

(11.4) Hq 4 Imo = Hq 1 Re o =-4dq .

Comparant avec (11.2) on trouve
o Req Imo

11.5 H =-H =H

(11.5) = H a

La méme discussion s'applique aussi a ir = - q + ip :
o _Reo_ , Imo

(11.6) Hip = Hq = Hp

Une conséquence immédiate est que p et q sont en involution pour Im o :

tp.a™ ° = H %(q) = - HE® °q) = 0

En général, les champs Hamiltoniens conservent la forme symplectique :

;‘:Hw(w) =0,

ol w est une forme symplectique réelle, p est une fonction réelle de classe C2 et
& désigne "dérivée de Lie".

Proposition 11.1 : Soit p(z,t) une fonction réelle de classe 02 sur un ouvert de
an
7. Alors
% (Re ©) = 2 ? 3p
Hfm o 7
p

Preuve : On a

11.7) £ (Re ©) = Hé‘“ 1 dRe o+ d(H;m °J Reo) = d(Hém “J Re o)

Im o
H
)
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Im o

puisque d Re o = 0. Pour calculer Hp 1 Re o en un point donné, on peut supposer

que p est Tinéaire, donc pl.h. ; r = p + iq, ar = 0. Alors par (11.6) :
Im o _ _yRe o _ _ = _ 1 1=
Hp J Re o = Hq 1 Re 0 =dq = 3q + 3q = T-ap TP .
Substitution dans (11.7) donne
& Im o (Re o) = (3+5—)(-1%— ap --}-?B-p) =%§3p . B
Hp

Suivant la terminologie de Schapira [Schl, on dit qu'une variété A dans CZ" est
I-Lagrangienne (resp. R-Lagrangienne) si A est Lagrangienne pour Im o (Re o). Si
A est une variété I-Lagrangienne C, telle que A 3 (z,z) >z € ¢" soit un difféo-
morphisme local, alo:s puisque d(Im(z dC)|A) = Im 0|A = 0, il existe localement une
fonction ¢ réelle C sur A, telle que

Im(z dz) = - do ,
c.a.d.
%{cdc--zli-fdf=-3w-§w.

Considérant ¢ comme une fonction de z on trouve alors 1'expression locale pour A :

3

€

-4
D
N

Inversement si A est de cette forme alors A est I-Lagrangienne. (On é&crira A = Aw).
Les variétés qui sont a la fois I et R-Lagrangiennes sont précisément les va-
riétés Lagrangiennes complexes. Une telle variété A s'écrit en coordonnées holomor-

. ar - N
phes, canoniques, convenables : ¢ = 5z > our est holomorphe. Alors A = I\w ol
@=-1Imr.

On dit que A est R-symplectique, si Re UIA est non-déoénérée. Comme exemple on
*
observe que T R" est I-Lagrangienne et R -symplectique. Une variété I-Lagrangienne

de la forme A = I\(D est R-symplectique ssi la forme de Levi ; 3 3¢ est non dégéneé-

rée. En effet, puisque tdz = -f— 9¢p sur A et o = d(tdz), on obtient
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(11.8) Re o, = (a+§');dz|A=%§a¢.

Pour décider si ¢ est strictement pl.s.h. i1 faut savoir aussi quelque chose sur le
choix des coordonnées (z,z) et plus particuliérement sur le choix d'une variété
C-Lagrangienne F (c.a.d. une variété complexe, Lagrangienne) que 1'on raméne a

z = 0.

Pour analyser ce probléme on commence par 1'étude de la situation linéaire.
Soit A < c2n un espace (linéaire) I-Lagrangien et F un espace C-Lagrangien t.q.
F i A ou "f" désigne intersection transversale, c.a.d. F + p = ¢2n‘ Alors aprés
transformation C-canonique (linéaire) on peut ramener F 3 z = 0O et A & A = l\‘.D ol
¢ est une forme quadratique réelle sur c".

Définifion 11.2 : On dit que N est F-pseudoconvexe st ¢ est pl.s.h.

Cette définition ne dépend pas du choix de transformation C-canonique, qui ra-
méne F & x = 0. En effet, si % est €-canonique avec (F) = F (supposant que F est
déja donné par x = 0) alors 9 = ?Gzo 961 ol 9&1(y,n) = (y,n+Ay) ol A est une ma-

trice symétrique et m&z(y,n) = (B'ly,tBn) ol B est inversible. Il est évident que

¥ , et 96, conservent la pluri-sous-harmonicité pour les fonctions génératrices.
1 2

Soit Lk(cn) 1'ensemble des plans I-Lagrangiens avec Re o A de rang 2k. LO(CZ")

est alors 1'ensemble des plans C-Lagrangiens et Ln(CZ") est 1'ensemble des plans
I-Lagrangiens et R -symplectiques. Soit (L°ka)t = {(F,A) € Loka s F @AY
k)t

Proposition 11.3 :  Soit (F,A) € (L°xL tel que N\ soit F-ps.c. . Alors pour

N o . k,t s X .. P
(F,A) € (L'xL")" les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes :

. N ~

(Z) A est F-ps.c.

.. v . o k,t
(27) (F,A) et (F,N\) appartiennent 4 la méme composante connexe de (L xL")"~ .

Démonstration : On suppose (i). Aprés une premiére déformation par une famille con-
N

2n 3 x =0}.

Alors A = Aw, X = A@ ol les matrices de Levi de ¢ et $ ont le méme rang k. On peut

tinue d'applications C-canoniques on peut supposer que F = F = {(x,g) € €

alors trouver une déformation continue [0,1] 2t - @, de formes quadratiques réel-

les telles que Oy = ©s @) = $ est telle que rang %ﬂw soit constant, ol Fﬂw
t t
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désigne la matrice de Levi. Alors t » (F,A(p ) donne une déformation voulue.
t

Supposons maintenant (ii). Soit (Ft’At)’ 0 < t < 1, une courbe dans (L°><Lk)t
avec (FO,AO) = (F,oA), (Fl,Al) = (E,R‘). On peut alors trouver une famille continue
de transformations C-canoniques }Ct avec %t(Ft) = F. Donc par transformation ca-

nonique (dépendant continldement de t) on raméne Ft ax=0et Ay @ A‘p ol ¢ varie
t
continlement avec t et le rang de &’Jw est constant. Alors la pluri-sous-harmoni-
t
cité de ¢ = @, est conservée par la déformation et en particulier ¢ est pl.s.h.

Donc X est F-pseudoconvexe. +

Quand p est I-Lagrangien et R-symplectique, alors A est un espace totalement
Zn 3u - U € Czn
anti-linéaire, égale a 1'identité sur A. (On peut trouver des coordonnées C-canoni-

réel et on peut définir 1'application € comme 1'unique application
ques telles que A s'identifie avec IR2"). Si F est un espace C-Lagrangien, alors

F f A ssi 1a forme Hermitienne % o(u,u) sur FxF est non-dégénérée. Disons que F
est strictement négative par rapport a A, si cette forme est définie négative. Cet-
te propriété est évidemment stable par déformations continues dans (L°><Lm)t et in-
versement si (F,A) et (’I\fl,'/\\') ont tous les deux cette propriété, on peut aprés une

premiére déformation continue supposer que A = X = 1R2". Alors on vérifie facilement

n
"
que F et F sont de la forme ¢= -f- g—ﬁ s £ = -fr g—; oll f,?’ sont pluri-harmoniques, > 0

sur R™. 11 y a alors une déformation évidente de F en F.

Propesition 11.4 :  Soit (F,A) € (L°xL™®. Alors A est F-pseudoconvexe ssi F est

strictement négatif par rapport a4 A.

Démonstration : D'aprés la Proposition 11.3 et les remarques précédentes il suffit
de trouver un seul couple (F,A) € (LoxL")t qui a les deux propriétés. On prend F :

x =0, A = Aw avec ¢ =% |x|2. Evidemment A est F-pseudoconvexe. Nous avons A :

-}r—i et u > u devient (y,n) > (%—rT, %—Y). Donc pour u = (O,n) € F :

g
1owd = o((om), G700 = - [n]?

ce qui montre que F est négatif par rapport & A. '-ﬁ:

Soit toujours A < cZn un espace I-Lagrangien. Si ARe° (A°) désigne 1'espace
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orthogonal par rapport &8 Re ¢ (o) on pose L = ARe °na=A° On constate que L est

C-isotrope et si V = LY est 1'espace C-involutif correspondant, alors A = V. Si

d = dimcL, alors dimcv = 2n-d et V/Vo = V/L est un espace C-symplectique de dimen-
sion 2(n-d). Si A' est 1'image de A dans V/L, alors A' est I-Lagrangien et R -sym-
plectique (de dimension réelle 2(n-d)). Dans des coordonnées C-symplectiques con-

venables (x,g) = (x',x",£',&") on a

2n 2(n-d),

(11.9) A= {(%x,g) €E° ;5 g" =0, (x',£') € R
Soit maintenant F < c2n un espace C-Lagrangien transverse a A. Alors F est
transverse a V et V n F est de dimension n-d, transverse a L dans V. Donc la pro-
jection F' <« V/L de V n F est de dimension n-d, clairement C-Lagrangien et trans-
verse @ A'. On peut maintenant choisir des coordonnées €-symplectiques telles que

F:x=0,V:¢g" =0. On paramétrise V/L par (x',g') et alors F' est donné par

x' = 0 pendant que A' : g' = %—%%L~. Alors A : ¢ = %.2&%%71., c.a.d. ¢" =0,

(x's£') € A' et on déduit que A est F-ps.c. </ est F' - ps.c.

Proposition 11.5 :  Sotent (F,,A), (Fy,A) € (Loan_d)t ol A est a la fois F, et

F1~pseudoconvexe. Alors il existe une déformation continue [0,1] 3t - Ft de plans

C-Lagrangiens transverses d A, qut relie F_ a F; .

Démonstration : On réduit d'abord A @ 1a forme (11.9). D'aprés la discussion autour
de la Proposition 11.4 on sait alors que Fé et Fi sont de la forme

dys(g')
- =<%.__i____ , j =0,1
2’
ou wj sont pl.h. et < 0 sur ﬁ'“d. Rappelant aussi que V est de la forme ¢" = 0 on

constate que les projections Fj 3 (X&) » € € ¢" sont bijectives et donc que Fj est

de la forme

EIOM
g =23 .
X*—Tag ,J—O,l
ol ®; sont pl.h. et wj(g',O) = wj(g'). Pour conclure, i1 suffit de prendre
2 3¢
Ft.-x=-{-—a€—0uapt=(l-t)q)o+tw1.

4
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Définition 11.6 : Sotent A, Ay e CZn deux espaces I-Lagrangiens et F < ¢2n un

espace C-Lagrangien . On dit que A; < A, relativement 4 F, st %(Aj) = Aw avec
J

©; ¥, pluri-sous—harmoniques, &t W est une tf. €-canonique telle que W (F) :x =0.

Cette Définition ne dépend pas du choix de 2 . Elle est aussi indépendante du
choix de F pourvu que A, soit F-pseudoconvexe :
N
Proposition 11.7 :  Soient A, < Ay relativement a4 F et soit F un espace C-Lagran—
N - — - - Y
gten tel que A, soit F pseudoconvexe. Alors A, < A, relativement d F.

Nous pouvons donc définir une relation évidente "A1 < Az" et on remarque que si
. o -
Ay s A et Ay < Ags alors Ay < Ag- Si Ay s by et A, € L", alors Ay = Ay

Preuve de la Proposition 11.7 : D'aprés la Proposition 11.5 on peut trouver une fa-
mille continue [0,1] 3t - Fy € L° telle que Fo =F, F; = F et telle que A, soit

Ft—pseudoconvexe pour vt. Soit ’)C,t une famille continue de transformations C-cano-
niques avec ’)Ct(Ft) = {x = 0}. Alors %t(AZ) = Aw2 . ol @ ¢ est pl.s.h. et la ma-

trice de Levi Sl,(p est de rang constant k.
2,t

Pour t € [0,a[ avec a > 0 assez petit on sait que Ft ] Aq et donc que %t(Al) =
ALp ou 0] ¢ est pl.s.h., car la matrice de Levi est de rang constant. De plus le
1,t d
rang de ¥, ¢ ~ $1 4 est constant (mesurant la dimension de Ay, N Al) et ®.07%1,0> 0,

par hypothése. Donc ©p 4 =@y ¢ >0 pour t € [0,al.
E] E]

Ici on remarque que si f < g sont des formes quadratiques pl.s.h. que 1'on dé-
compose f = fk + fh’ g =g, + g, comme au début de 1a section 3, alors avec

¥ f(x) = f(ix), on déduit de fh s g, que —fh < 39, c.a.d. fh > - #g. Donc

- 99< f < g, et dans notre situation

FP,tSP SV ¢ -

Donc F_ [ Ay et i1 est clair qu'en fait F [ Ay pour Vvt € [0,1] et que ®; ¢ est

pl.s.h., @L< Py -

++
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Toujours dans la situation linéaire on discute maintenant les fonctions phase.

Définition 11.8 :  La forme quadratique réelle o(x,e) sur cz x Cg est appelée

"phase admissible' st

1° @ est pl.s.h.

2° 3 une forme quadratique sous harmonique y(x,w),w € ¢ teile que

©(x,08) + Y(x,w) soit non-dégénérée de signature 0.

Remarque 11.9 : Dans 2° on peut toujours remplacer y par une forme pl.h. majorée
par y. On peut donc supposer que y est pl.h. et aprés une 1&gére perturbation que
v(0,w) est non-dégénérée. Si Y(x) = v.c w(¥(xsw) alors F(x) + o(x,6) est non-de-
générée de signature 0. Dans 2° on peut donc prendre y = y(x) pl.h.

Remarque 11.10 : Si ¢(x,8) est admissible et ®(x,06) < @ une forme quadratique pl.
s.h. alors @ est admissible. Remarquons aussi qu'une phase ¢(x,s) admissible, est
toujours non-dégénérée au sens de Hormander [H3], c.a.d. que 1'application (x,e) -~
Ve @(x,0) est surjective. Cela résulte du fait que (x,0) + (v, (@(x,0) + y(x)),

Y @(x,8)) est bijective, si y est comme dans la Définition 11.8. Donc si ¢ est
une phase admissible, on sait que toute forme pl.s.h. ® ¢ ¥ est non-dégénérée

sens de Hormander.

Exemple 11.11 : Soit N = n, ©(x,6) = |§;9|2. C'est une phase strictement pl.s.h.
non-dégénérée au sens de Hormander avec variété critique

Co dff {(x,e) e ¢"N Vo @ = 0} = {(x,e) ;8 = 7} ]

@ n'est pas admissible car @ > 0 et la fonction O est pl.h. mais pas admissible.
D'autre part les fonctions @ (x,6) = |x-612 - t|x+6|%, 0 < t< 1 sont pl.s.h. non-

dégénérées de signature 0, donc admissibles, et ®; est pl.h.

Soient ¢(x,9), ¥(x) comme dans la Définition 11.8, avec ¥(x) pl.h. . On pose

v {(x’
() {(X’

=
n

W (x) ;s x € e

- N

=
]
59

20 (%:0)) 5 22 (x,0) = o} .

LN
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Nous avons déja vu que Aw est €-Lagrangienne, et on montre que Aw est I-Lagran-

gien : en effet, 1'application C(p 3 (X,0) » (X» %~ %%) € e?" est injective donc

2
Im d(g dx)lA ~ Im d(5 -'gﬁ)g dx)|c =
© ©

Aw est de dimension réelle 2n, et Im olA

® _ . _
Im d(%—%% dx + %—%% de)iC =Imd % awlc Im %-3 aqﬂc = 0 puisque %»a 3¢ est
© © ©

réelle.

La non-dégénérescence de y(x) + @(x,6) équivaut a la transversalité de Aw et de

A_w-

Proposition 11.12 :  Soit y(x) pl.h. et @(x,8) une phase admissible. Alors y(x) +

@(x, 8) est non-dégénérée de signature 0 ssi A(p est A-\p pseudoconvexe.

Démonstration : De remplacer (g,p) par (gty,0) équivaut a Ta transformation C-canoni-
que (X,z) - (X,g + %~%¥ (x)). On peut donc supposer que y = 0, c.a.d. A'¢ est don-

né par ¢ = 0. Si ¢ est de signature 0, alors H(g) = v.c.

aH
[

(x,e)(w(x,e) + Im xg) est

, ce qui montre que /\(p est A_w-pseudocon—

N

pl.s.h. et Aw est donnée par - x =

vexe.

Inversement, soit Aq> A_w—pseudoconvexe et soit wo(x) pl.h. telle que ¢ + Yo
soit non-dégénérée de signature Q. Alors Aw est A_w -pseudoconvexe et d'aprés la
o

Proposition 11.5 on peut trouver une homotopie [0,1] 2t - Ft € LO avec Fo = A-w s
o

F1 = A_,, et avec Ft transverse a A . Aprés une perturbation on peut supposer en

~y ©

plus que les Ft sont transverses & x = 0 et donc de la forme A__ avec be pl.h.,

b
by = v Alors vt o est non-dégénérée et donc de signature constante = 0. ##

Le méme argument de perturbation que dans la Remarque 11.9 montre que la Propo-
sition reste vraie quand y = y(x,w) est pl.h. sur ¢"M. soient maintenant ®1(x%50) 5
wz(x,g) deux phases admissibles, alors de dire que ¥;(x,8) + wz(x,g) est non-dégée-

nérée de signature O est équivalente a la condition que wl(x,e) + wz(y,g) - Im(x-y)w

N
t3n+N+N ~ , donc avec ¢y = - Im(x-y)w et

soit non-dégénérée de signature O sur
9 9 XsYsWs058

® = wl(x,e) + wz(y,g) on obtient
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Proposition 11.12" : Soient @, (z,8), (pz(x, §) dew phases admissibles. Alors

©; (x,0) + q)2(:x:, §) est non—dégénérée de signature 0 ssi A(p x AtD est F-pseudocon-—
1 2

vewe. Iei F e ¢ x ¢ est le fibré conormal de la diagonale,

2 (me) € @2"} = N (ta=y)) .

r= {(:c,i,:c,—é) €™ < ¢
Remarque 11.13 : Si (x,8) est admissible et y(x,0) < ©(x,6) pluri-sous-harmonique
alors A < Am. En effet il suffit de répéter la premiére partie de la preuve de la
Proposition 11.12, en utilisant encore le Lemme fondamental. Remarquons aussi que
pour F € L°, 1 € LK est F-pseudoconvexe ssi X @ F pour tout K <A. Dans un sens ce-

la résulte de la définition de "<" et de son invariance, dans 1'autre sens, suppo-
sons que XBF pour vk < A, et soit Fo € LO tel que A soit Fo—pseudoconvexe. (L'e-

xistence de Fo résulte de la discussion avant l1a Proposition 11.5). Aprés une pe-
tite perturbation de F0 on peut supposer que Fo fi F et donc aprés tf. canonique
que F0 = {x=0}, F = {g=0}. Alors A = Aw ol @(x) est pl.s.h. non-dégnéérée de signa-

ture 0. La proposition 11.12 montre alors que A est F-pseudoconvexe.

On discute maintenant la situation non-linéaire. Dans la suite on s'occupera
uniquement de la théorie (micro-)locale et les différentes fonctions de phase et
variétés ne sont que des germes, définis prés de certains points fixés. (Néanmoins
le Théoréme 11.17 ci-dessous devrait pouvoir servir comme point de départ pour une
théorie globale). Toutes les phases et variétés ci-dessous sont supposées étre de
classe C*. (11 semble possible cependant de relacher cette hypothése de régularité
et de considérer des phases de classe Cl’1 et des variétés I-Lagrangiennes de clas-
se Lipschitz).

Soit A < c2n une variété I-Lagrangienne C* définie prés de (xo,go) € c2n

2n

(con-
tenant ce point), et F « €© une variété €-Lagrangienne définie prés de (xo,go)

qui coupe A transversalement en (xo,go). Aprés une transformation C-canonique % ,
on peut se ramener au cas (xo,go) = (0,0), F : {x=0} et A est alors de la forme Aw

ol @(x) est C*, réelle, définie dans un voisinage de 0.

Définition 11.14 : On dit que A est F-pseudoconvexe en (x ,t ), st ¢ est pl.s.h.

dans un voisinage de 0.

La pluri-sous-harmonicité de ¢ prés de 0 équivaut a dire que T( (Aw) est

ysn)
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T(y n) ({x=y})-pseudoconvexe pour n =~2- - (y) et tout y présde O et nos résultats sur la

F-pseudoconvexité dans le cas 11'néa1re montrent alors que la Définition 11.14 ne
dépend pas du choix de 1a transformation C-canonique, qui raméne Fma {x=0}, et

(x ) a (0,0). De plus, si A est F-pseudoconvexe en (x »E ), et F une autre va-
r1ete C-Lagrangienne passant par (x,.£,), alors A est F pseudoconvexe en (X,s&,) ssi
(XO’EO)(A) est T(x JE )(F) pseudoconvexe

Comme avant on a une relation d'ordre partiel. Si Al’ 1\2 sont des germes de va-
riétés I-Lagrangiennes en (xo,Eo) et F une variété C-Lagrangienne en (xo,Eo) on dit

que Ay < A, relativement & F en (xO,E

0) si K (AJ.) = ij avec ®; <¥, pluri-sous-

harmoniques, wl(O) = w2(0). Ici 2€ est une transformation C-canonique avec
X (xo,EO) = (0,0), JC(F) = {x=0}. Vérifions d'abord que cette définition ne dé-

pend pas du choix de 2¢ . D'abord on a bien 1'invariance voulue si 1'on remplace
2 par %1 o 3¢ , ol ')Cl est linéaire avec ’)61({x=0}) = {x=0}. I1 suffit alors

de considérer le cas ou 1'on remplace ¥ par 3, o ¢ ou 96, vérifie 9 ,((0,0))=
(0,0), d%z(0,0) = I. Alors si ®(x,n) est la fonction génératrice (holomorphe) de
962 avec ©(0,0) = 0 on a ®(x,n) = x n+ (-9(|x|3 + |n|3). Avec ®(x,n) = - Im @(x,n),
MW (b, ) = A5 ,ona
2 @5 <DJ

@, = V.C. d(x, . s

(DJ(x) v.c (y,n)( (x,n) + Im y.n + wJ(y))
et le lemme fondamental montre que $l R 52 sont pl.s.h. et que 31 < "52 prés de O.

Le méme type de raisonnement donne aussi 1'indépendance de F.

Propostition 11.15 : Soit Ay € Ay relativement d F en (x 2 € ) et soit F une autre

variété C-Lagrangienne passant par (x 9 &y ) teZZe que py soit F-pseudoccmvexe Alors
A7 < Ag relativement a4 F

On a donc défini la notion "Ay < A, en (Xg285)"-

Définition 11.16 : Une fonction réelle (c®) @(x,0) définie prés de (xo, eo) € ¢n+IV
est une phase admissible si ¢ est pl.s.h. et s'tl existe une fonction pl.s.h.

Ylx,w), w € ¢ terle que y(x,w) + @(x,0) ait un col en (xo,eo,mo).
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Comme dans la situation linéaire, on constate que les phases admissibles sont
des phases non-dégénérées au sens de Hormander, et que dans la Définition 11.16 il
suffit de considérer des fonctions ¢y = y(x) pluri-harmoniques.Si y(x,w) est
une phase pl.h.non-dégénérée et v(y+p) = 0 en (xo,eo,wo) alors A‘p est A_w-pseudo-

2 . .
convexe en (xo,go) = (xo, 3 %% (xo)) ssi @+ ¢y a un col en (xo,eo,wo). (Ici la va-

riété I-Lagrangienne est définie comme auparavant). Si V] < Wy wl(xo,eo) =

¢?(xo’9o)’ ¥ pl.s.h. et @y admissible, alors Awl < sz .
Si @(x,06) est une phase admissible définie prés de (xo,eo) on désigne par Iw
1'espace des objets formels

U(x,r) = J a(x,0,r)de , a(x,e,r) € Hw,(x )
0’0

Bien entendu, si & » @(xo,e) a un col en 8, ON a un choix de bon contour et on

trouve u € HQ M ol ¢(x) = v.c.e(w(x,e)). En général on ne cherche pas & définir
>0

u(x,r) directement, mais on observe que si y(x,w) est une autre phase admissible
t.q. @(x,8) + p(x,w) ait un col en (xo,eo,wo) avec valeur critique 0, alors si

V(X,2) = J b(x,w,A) € Iw on peut définir le produit scalaire

< U,V > = JJI a(x,0,x) b(x,w,1) dx do dw
r
modulo le signe (qui dépend d'un choix d'orientation sur r et modulo un terme qui
décroit exponentiellement. Ici T est un bon contour pour ¢ + y.

Si $(x,8) est une autre phase admissible avec G(xo,go) = w(xo,eo),
2 @

3P ¥y =230 .
X (Xo’eo) - (Xo’eo) = &g A

T 5% = Ag alors y + ¢ a un col en (xo,eo,wo) ssi

©
¢ + @ a un col en (xo,ao,wo), en effet, la Proposition11.12' est valable aussi dans

le cas non-linéaire. Nous allons identifier u € Iw et U € 15 si<u,v>z<U,vo>
modulo un terme exponentiellement petit, pour toutes v € Iw et toutes y comme ci-
dessus. On écrit alors u = 4.

rhéoréme 11.17. (Equivalence des phases) : Sotent @(x,08), E(x,'é') deux phases ad-

missibles définies prés de (xo,'é'o) et (x,, ’é'o) respectivement, avec ¢©(x ,6 ) =

Tix .y ), 22 - 220 y ) def
@ix s eo)’ 7 3x (xo’ eo) T 7 3x (mo’eo) = &

s> A = A~ Alors I = I_.
o e e o @
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Démonstration : Aprés multiplication de I et I~ par exh(x) ol h(x) est holomorphe,

on peut se ramener au cas ol Eo =0 et l\,\D = Ag est pseudoconvexe par rapport a

o = 0, 8 = 0. Donc ©(x,0)
et $(x,3) ont des cols en (xo,eo) et(xo,go) respectivement et comme avant, on in-
troduit la fonction pl.s.h.

EO = 0. On se raméne aussi facilement au cas X = 0, ©

H(E) = v.c. (®(x,8) + Im xE) = v.c. (®(x,8) + Im xE) .
Pour u = J a(x,o,1r)de € I‘p on peut définir la transformée de Fourier.

Fu(En) = ” a(x,0,0) e X dx do € Wy ¢

et de méme on définit FU € H, ¢ Ppour U E€ Iz L'application H 3 a(x,0,1) >
*7o

m’(xo’eo)

F u€ HH 0 n'est pas injective et on rajoute donc (comme avant) des variables 6*

duales aux 6, et on définit une transformée de Fourier plus compléte :

_ -iA(xE+66%)
Ta(£,6%,1) = ” a(x,0,1) e dx d& € H,. (0,0) °

ou P (£,6*) = v.c. )(w(x,e) + Im(xE+66*)) est pl.s.h. avec un col en (0,0). D'a-

(x50
prés la Proposition 3.3, T : Hcp,(O,U) -> Hx,(O,O) est bijective avec 1'inverse

N . .
a(x,0,1) = STa(x,0,1) = (2%)'” ” IMXEYOOR) 1y o ok 3y de do*

Lemme 11.18 : F o I(p - HH,O est surjective.

Démonstration : D’aprés notre discussion, i1 suffit d'étendre tout &lément f(E,)) €
HH,O en un élément g(&,8%,1) € Hac,(O,O) : g(&,0,2) = f(€,2). On le fait pour une
variable a la fois, et il suffit donc de considérer le cas ou 6* = z est une seule
variable complexe. Soit x € C:(C), = 1 prés de 0. Alors on pose d'abord E(E,z,k) =

f(g,\) x(rz) € Lix (0,0)" On cherche ensuite g sous la forme a + z k(&,z,2). Ilsuf-

fit alors de résoudre 3k = - I-%li)-g(x()\z)) dans L%K (0,0)° Se plagant dans un pe-
> E]

tit voisinage pseudoconvexe de (0,0) on trouve alors k € L2

25 (0,0) par les résul-

++

tats standards sur la résolubilité de d de Hormander [H2].

90



THEORIE GENERALE

Soit maintenant y(x,w) admissible telle que ¢ + y ait un col en (0,0,wo) de va-

leur critique 0. Soient v = I b(x,wsx) €EH , u = J a(x,0,1)de € H‘p, A(g,8*,1) = Ta.

‘p!
Alors avec un contour naturel

n+N .
. s (A ia(xgtee*) * dr de* de dx d
u,v > = (25) IJJJJ e b(x,wsr) A(g,6*,1) dg de* de dx dn

La fonction poids y(x,w) + ¥ (£,0*) - Im(xg+66*) a un col par rapport & toutes les
variables, mais aussi par rapport aux variables (6,6*). Aprés une déformation de
contour on peut alors d'abord appliquer la phase stationnaire en ee* et on obtient

(puisque A(£,0,1) = Fu(g,r))

n .
< U,V > = (’2%) J” e'AXE b(x,w,A) Fu(g,x) dx dw dg .

On a la méme formule avec u remplacée par U € 15' Siue I'G est donnée on peut d'a-

prés le Lemme 11.18, trouver u € I, avec Fu = F U dans H et alors <u,v> = <U,v>.

H
avec b € H
®5(X,56,)
alors I a(x,6,x) deo = O dans I(p. Inversement, si I a(x,6,x) do = O dans Iw, et méme

N
Fu =0 alors Ta(g,0*,1) =} Aj(g,e*,)\)e; dans H
1

H,0

. g =1
Remarque 11.19 : Si a(x,6,r)ds = £y d9 b(x,e,x) dans H‘p’(xo’eo)

%’(go’o) avec AJ. € H

(Cette décomposition qui ne résulte pas directement de la formule de Taylor est

’a{s(go’o)

Taissée comme exercice). Par la formule de Fourier inverse, on obtient

1
a(x,0.1) = | 75 % b;(x>652)
i

n+N .
= (A ix(xg+00*) *
by =G [fe Ay de 0™ € Mo, (x50)

Donc a(x,0,A)de = 117 de b(x,8,1) avec

= y(-1)3+1 N
b = y(-1) aj doj A...dej... Adey

J
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Exemple 11.20 : On considére la phase
_ 2 2
@ =1Imx Re 8 + Cl(Im x)© + Cz(Im 8)

avec Cl’ C2 > 0. C'est clairement une phase non-dégénérée avec Cw : Im x =0,
Im 6 = 0. La matrice de Levi est

2

%0 2% 1

SXoX %06 A C a7 !
329 a 1

380X aﬁae 201

Donc ¢ est pluri-sous-harmonique si C1 C2 >‘I Sous cette hypothése vérifions que
® est admissible : Soit y(x) une forme quadratique pl.h. et < O sur R". Alors
¥(x) s - Cy(Re x)% + ¢, (Im x)% pour C4 > 0, Cy > 0. Soit T = €2" 1'espace de di-

mension réelle 2n, donné par Im x = - ¢ Re 6, Im 6 = 0 avec € > 0. Alors
2 2 2
@+ ¢|r < - e(Re 9)" + (C1 + Cq) (e Re g)” - C3(Rex)
2 2
< -5 (Re 8)” - C3(Re x)° ,

sie > 0 est assez petit. Donc I est un bon contour pour @ + y et par conséquent
@ + ¢y est non-dégénérée de signature 0. Finalement on trouve

Aw = {(x,-e) 3 Imx = Im g = 0} =TR".

Exemple 11.21 : Voici un deuxiéme exemple de phase admissible qui engendre T*Eln

Soit w(6,y)s @ (0,y) = - Im (6,y), ¢(6) = sup ¢(6,y) comme au début de la sec-
n

YER
tion 7, vérifiant (7.1)-(7.3). On considére alors la phase pl.s.h.

©(y>8) = - @y(8,y) + o(8).
Soit y(y) une fonction pl.h. avec % aw = -1, v2¢ < 0. On vérifie alors que
y o rR"

pour € > 0 assez petit T1e contour

{mo) e R"x e 50 et} 3 (120) > (= T,@.0) + ¥(3)).0)
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est un bon contour pour @ + y. Ici v désigne le gradient au sens réel sur En,

c'est donc un vecteur dans €". Ayant montré que @ est admissible, on trouve ensuite
*

que Cto est donnée par 6 € T(y), ¥ € R" et que Ay = TR

Pour terminer cette section on discute finalement les opérateurs intégraux de
Fourier. Si ¢(x,8), ¢v(x,w) sont des phases admissibles telles que ®¥(x,8) + y(x,w)
ait un col en (xo,eo,wo) nous avons vu que cette condition équivaut a la

s s 2 3¢ .

* = - - R vl .
N*({x=y})-pseudoconvexité de Ay * Aw en (xo,go,xo, go), €0 = T 3x (xo,eo) Ecrivons
alors Ay 13 “w‘ Quand y est pl.h. alors “-w est €-Lagrangienne et une troisiéme con-
dition équivalente est que Ay soit A_w-pseudoconvexe.

N(.\)

n +
Soit maintenant @, (y,®) une phase admissible, définie prés de (yo,wo) 4

n_+n_+N
et ©(x,y,0) une phase admissible définie prés de (xo,yo,eo) ec* Y ° on suppose

que

%
_ 23 _2°1 =
T oy (oYo'%) = 73y Woruo) def 0

et on pose
. 220
8o T 7 ax (xo’yo’eo) .
Introduisons 1'hypothése géométrique suivante :

IT existe une phase admissible y(x,w) définie prés de
n_+N

X W __ 223
(H) (xo,wo) €eC avec g, = - 3 o5 (xo,wo), telle que
Ao B2y Acpl

Plus explicitement, y(x,w) + ©(X,y,6) + ml(y,w)doitavoir un col en(xo,yo,wo,eo,wo)

et 1'hypothése (H) équivaut a dire que

Wy, = @(X:¥50) + @ (ysw)
def

est une phase admissible avec y,6,w comme variables de fibre. Si 1'on introduit la
relation I-canonique A& = {(X5&E,¥>=n) 3 (X>E,Y.n) € Aw}’ alors la condition (H)
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2n

entraine que T (Aé) h (T(xo’go)(c X) x T(Awl)) et comme observé par

(Xo,Eo:yo,no)
Hormander [H3], cette transversalité seule entraine que Cw(Aw ) est une variété
1

(I-)Lagrangienne. Bien entendu,

A = A' (A ) .
@, ~ To ey

Soit maintenant u(y,)
Alors sous 1'hypothése (H)

J f(y,w,A) dw € 1 s> A(X,y,2) = J a(x,y,o,r)de € I .
@1 2

M) = [ AG6y) ursndy = [[[ atay,0.0) u(ye.0) ay do aw

he

constante telle que w(xo,wo) + w(xo,yo,eo) + wl(yo,wo) = 0, soit

est un élément de I . Avec ¥ comme dans (H) c.a.d. Aw b Aw et normalisée avec une
2
V(Xx,A) = J g(x,w,A) dw € Iw .
Alors on peut définir

< Vv,Au >

]

””J a(x,y,0,1) g(x,w,1) f(y,w,A) dx dy dé dw dw

<A,v®Uu > .

s

3 . Y = 3 Ky ~
IT est clair que si @(x,y,0) vérifie Aw = A$’ v cp(xo,_y0

~ . v P . . =
w(xo,yo,eo) = w(xo,yo,eo) et si A€ Ig vérifie A = A, alors

Y
e v ,0),
o) w(xo,yo o)
n
Au = Au. De méme, si

U € I'Co" U= u, alors Au = AU. En effet,

N N
<v,Au>=<A,v®u>=<tAv,u> <tAv,u>=<v,Au> .

-

Ecrivons maintenant IA s 1
!

. ou les phases sont

seee la place de I > I ..
A‘D (Dl ©®

maintenant normalisées : wl(yo,mo) = w(xo,yo,eo) = ... = 0. Alors tout A € IAw don-
ne sous 1'hypothése (H) une application bien définie (modulo le signe) ; A : I -
(1)
1

I, . Soit maintenant B € I, , od $(z,x,3) est une phase admissible telle que
. L%
2
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($>90,) vérifie (H). Alors on a un opérateur B : I, -1, o0 A_ =A'(A_). On
2 A A © ~\ N,
@, ®g 3 [
peut alors former C = BoA : I ~1, . IciC€IL o0y = ©(2,%,8) + @©(x,y,0) est
(2 ©.
1 3

une phase admissible avec (¥,y,0) comme variables de fibre et (w,wl) vérifie (H).

Bien entendu, A& =A' o A’
® ®

Remarque 11.22 : Dans le cas Ny = Nys et quand ¢ est pluri-harmonique et Aé est le

graphe d'une transformation €-canonique 3 ,alors la condition (H) est automatique
pour toute phase admissible (normalisée ...)p,. En effet il suffit de le vérifier

dans le cas linéaire : Soit y(x) pl.h. t.q. A, B H(A_), c.a.d. (A J est A_ -
wl wl Y

v
pseudoconvexe. Soit [0,1] 3t - @) ¢ une déformation continue décroissante de pha-

ses admissibles avec ©1.0 =% 911 pl.h. Alors ’a{.(Alpl t)~s QC(Awl) donc

>

A, b QC(Awl’t). Puisque alors
V(x) + ©(x,y,0) + wl,t(st)

est non dégénérée pour tout t € [0,1] et de signature O pour t =1, ¢ + @ + @, est
non dégénérée de signature O et on a donc (H).

12. ETUDE PRECISEE DES OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS DANS UN DOMAINE COMPLEXE

Dans cette section et la suivante on établira des résultats un peu techniques
qui serviront dans la démonstration du Théoréme 14.1.

Le premier travail sera d'établir 1'existence (sans doute classique) de fonc-
tions troncature convenables. Soit @ cc ¢" un ouvert. Pour 0 < a < b on pose

Q,p = (X €03 ax d(x,Cq) < b}. On choisit une famille 0 < X, € c0(95/2,4e) e >0

=lal,

telle que Xe(x) = 1 sur & 2 et laaxe(x)l < Ca € Avec €y = 27J on pose

o(x) = [ ejx €C7a)
e J
qui est une somme localement finie avec au plus 3 termes # O en tout point. En plus

il existe une constante C > 0 telle que
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(12.1) Td(x) co(x) € Cd(x) » d(x) = d(x,Cq) »
et

vk | -k
(12.2) ol 26" ) , k=1,2,...

p

Soit 0 < y € Co({x € ¢" 5 |x]| < 1}) avec I »(x) L(dx) = 1 et posons

b (6Y) = 0 (0)e) ™ WP E CTlaxa) -
Alors supp y_ < {(x,¥) € @x@ 5 [x-y| s e p(x)} et
[ 00m Ly =1
Utilisant (12.2) on montre sans difficulté que
17w | = 0 o (x))™* M) ) )

donc

19 v ol 3 = €1 0 0N™ ) -
Yy

On pose

4.0 = [ d(y) v (oy) Lidy)
et puisque |d(x)-d(y)| <« |x-y| on a

|de(x)-d(x)|
—— < C_ e

d(x) °
De plus
|Vk de| -k
—g—— = 0((ed) ")
Proposition, 12.1 : Ssoit @ cc € un owvert et 0 < C; < Cy < 1. Alors 7l existe

X(x,y) € C”(axq) telle que suppyx 8oit convexe pour tout x € Q et ,
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(12.3) supp X < {(x,y) ; |=~y| < Cy dlx)} ,
(12.4) X(x,y) = 1 pour |a—y| < ¢, dlx)
(12.5) x=0W® , k=012....

Démonstration : Soit 0 ¢ $(x) € C‘;(C"), a support convexe dans |x| < C, et égale
d 1 dans un voisinage de x| s C;. Alors, si ¢ > 0 est assez petit on peut prendre

x(y) = ¥ 4.

On aura aussi besoin de rappeler une version de 1la formule de Stokes. Pour
t € [-e,e], € > 0, soit Ty le contour donné par x -+ f(t,x) € ]Rn, X € W, oiu W est

k

un voisinage ouvert de 0 € R" et f est de classe CI. On pose v = gf (0,x) que 1'on

peut considérer comme une section du fibré normal de (1'image de) Ty- Soit w une
k-forme différentielle de classe C1 sur R" telle que rlx(f'l(supp w)) c= W, ol
o, : [-e,e]lx W-> W est 1a projection naturelle.

Lemme 12.2 : Dans la situation ci-dessus

d
(=) Iw=J’dew.
a?t___a

l"t PO

Démonstration : Par la formule de Stokes

e ] s

Ts To

[ *(dw) .
XEW

o YV—n

On peut écrire f*dw = g(t,x)dt /\dx1 A...Adx , o0 g est continue. Alors

d
= 0,x)d ceo Adx .
(a§)5=0 J N Ig( X)dxg A ... Adx,

Ici g(0,x)dxy A... Adx, = 55 4 Fidw = £ (v 1) .
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Soit 2 cc C" un ouvert, @ € Cz(ﬂ), et P(x,E,1) un symbole analytique défini
dans un voisinage de Acp = {(x, —frg—;p; x € 5}. Soit aussi X comme dans le Lemme 12.2

et C > 0. Alors pour u € c1() on definit Pu € cl(2) par :

(12.6) Pu(x,A) = (Px ©.C u) (Xx,A) =
n .
= (7}) ” e (XYM pxn,a) x(x.y) u(y) dy on
r(x)

ou I'(x) est le contour singulier :

2 3 (X<
(12.7) n =TT(>%(X)+C‘1(§_—§')T

Bien entendu on choisira C1 < C2 et C assez petits pour que (x,n) soit dans le do-
maine de définition de P, pour (y,n) € r(x), (X,y) € supp x. Rappelons que (12.6)
s'écrit aprés paramétrisation

(1276) Pu(x,1) = (zx) k(X,¥s1) u(y,r) L(dy)

n I 2 % (x) (x-y) = Cr|x-y|
e
oll supp k « supp x et dans le cas ol P est un symbole d'ordre O :

(12.8) [k(x,ys2)| < Const. [x-y|™" .

I1 faut d'abord examiner la dépendance de ¢ et de C dans (12.6) :

Proposition 12.3 : Soit (9,C) avec les memes propriétés que (9,C). Alors
1

12.9 P - P o~ =1 4 dt

(12.9) %®C % T e T ,[ tu ’
0

ou

(12.10) Atu(x,l) =

kin A" X (z-y)n 2 50 _ 3P e KV
=37 (-1) () ” e P(x, n,l)(-f (0 = =) + 2(C-C) —
i % 21 e A axk 3:ck X y[
t

3 x(x,y) uly) i~ N
’ay. dyjAdylA...AdynAdllA...AdnkA...Adnn

J
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Ict 1, (x) est le contour

oy (2 29 .(x-—)) (ga_(”p . (z=y)
n= (1 t)(—{ax (x) +C < F.ZT +t Z o (x)+z’1-,;§|— 5

et » indique que le facteur en dessous est supprimé.

Remarque 12.4 : Dans le cas ou P est d'ordre 0, si 1'on écrit Py = (1-t)p + to,

Ci = (1-t)C + t T, alors (12.10) montre que Au = By %—Sh + Dyu ol

(12.11) Btv(x,x) =

[
—
8>
-

3(91:
n 2A aT- (X'y) - Actlx-yl
” e by(x5¥51) V(ys2) L(dy) ,

b | < A Const.

< 'l—x—:y—l—ﬁ—_—r s Supp bt < Supp x
akpt
A n 2 57—».(x-y) = A Cylx-y|
(12.12)  Dyu(xsa) = () ” e d (x,y,1) u(y»2) L(dy) ,
|V X(x’.Y)l -n
|dy| < Const. ——QL—————I—— < Const. |x-y|
t IX_yln-

Démonstration de la Proposition 12.3 : On procéde d'abord formellement, comme si

les contours Ty étaient de classe Cl. Alors d'aprés la Proposition 12.1 on obtient
(12.9) avec

n .
Au(x:1) = () “ XYM p(xona) v 1 (3, (X(xy) u(y)) Ady adn)
ry(x)

Sy o= 2 59 _ 39 v X=-y o
ol v = (O,vn), v, 1-( (x) X (x)) + i(C-C) Xy (considéré comme vecteur

réel). De plus,
v 1 (gy(xu) Ady adn) =

~ (X =y )\ —
(_1)k+n(_1?_ (%o_k - g_(fk) + i(T-C) ﬁ)a (xu) .

|
N o~ 3

k=1

A
dyll\.../\dyn/\dnll\...AdnkA...Adnn

99



J. SJOSTRAND

Introduisant ici la formule explicite pour 3&(xu), on obtient (12.10). Pour justi-

fier ce calcul formel, on approche les contours singuliers Ft(x) par les contours
réguliers

T

X) :n =—_I%-——E+1C _(__l)_

t,e(

et on voit que toutes les intégrales tendent uniformément par rapport a t vers les

intégrales correspondantes, quand € - 0. La proposition en résulte alors, puisque

1'argument avec la formule de Stokes devient rigoureux pour les contours Ty e ._##
s

On s'intéresse maintenant & 3 Pu. En général, si I'(x) est de la forme
n = f(x,x-y), alors T'(x+6x) est de 1a forme n = f(x+8x, x+Sx-y), et avec w = y-6x

comme nouveau paramétre on peut représenter I'(x+6x) par

y=w+5x,n-f(xx-w)+ f 6x+g—f.6; ,

c.a.d. on pourra prendre v = (8x, Ef—<5x + 3: 8x) quand on cherche a appliquer 1la

Proposition 12.1.

Pour calculer % Pu i1 faut prendre v dans 1'espace tangent complexifié

2n J_.
C®T C"". On trouve finalement
2
+ 2@

e — n
oy 9X.9X X.9
yJ Ja ] j X 9n

)

RN

v =

2
3

ol e‘j est le j:iéme vecteur de base ¢". Donc, en employant aussi le méme argument

ae régularisation que ci-dessus on trouve :
3 A n iX(x- 3

(12.13) 3= Pu(x,A) = (x) ” e VI px,n,2) (3= x(x5¥)) u(y) dyAdn
J r(x) J

+ (731)" ” e XYM p(y,na) v 1 (5 (xu) Ady adn)
T'(x)

Ici vh 1 (5& (Xxu) Ady Adn) s'annule quand ¢ est pl.h. et s'analyse comme avant

pendant que
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v, 1 (3(xu) ady adn) = 2 A dy; Ady adn = XU 4y adn
a.Yj BYj B.Vj
On obtient alors
Proposition 12.5 : Avec Pu comme dans (12.6), (12.7) nous avons
1 — 1 —
(12.14) =~ 93 Pu=Au + B = du ,
A A
on
NG 2 g_ﬂp () (x-y) -2 C |x~y|
(12.15) Au = (?II_) JJ e z alx,y,\) ul(y) L(dy)
NIRC 2x %‘2 (x) (x-y)—x C |z-y|
(12.16) Bv = (33) JJ e x blx,y,A) v(y) L(dy)

(12.17) la] < (("L)\St') v x(z,y)|. |z=y| ™"
(12.18) |B| < (Comst.) |x—y|™" , (supp b = supp X) .

Pour étudier la composition, nous prenons maintenant un deuxiéme opérateur

Q = Qx ©,C du type (12.6), avec le méme contour, et fonction troncature. Alors,

(12.19) PoQ u(x,2)

2 .
S [[J] eoeyImy=22) pix,nn) ayaean) x(xay) X(ys2)

To
u(z) dz dz dy dn ,

ou Ty est le contour

=22 X=
“'Tax(x)+C1 Xy
r
o ——
_ 23y . y-z
C—T—)('(.Y)"'C"'D,T{r
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Pour pouvoir "appliquer P sous le signe somme de Q" on aimerait remplacer r, par Te
contour

_ 23 . X=Z . _X-y
n =3 ox (x) + Ci [x=2] + C i =

¢ =220 () + ¢ i X2

19X Ix— |

On déforme alors r, en Ty par les contours intermédiaires :
-%g—‘)‘(’(x)+t0i1%+ci ]—”?;’7[
- (1) (322 () + o )+t oo e %)
Le facteur phase devient sur Ty ¢
exp i).[(x-y)(—%— %‘E(x) + Ci T%I— + tCi Tg[-)
+ (322 00+ (-t Hw- () + (1-t) C i L+ e Tf—:‘fT)]

= exp ia %—%% (x)(x-2z) + Ci|x-y| + tCi|x-z| + (1-t) Ci |y-z|

3
i

Fti

[al
i

-t) 2( 2¢ - 3 -
+ (-0 §(22 v - 2 0)v-2))
On suppose maintenant que X est choisie telle que

(12.20) 220 (y) - 220 (y)

1
T 5x T 5% <97 C sur supp X .

Utilisant aussi que
%’lx-YI + % | x-z| +-% ly-z| < |x-y| + t]x-z| + (1-t) |y-z|

on obtient sur Ty :

(12.21) | ((x=y)n+(y-2)c)

sexpr(2Re 22 () (x-2) - § (Ix-yl+ly-z|+[x-2]))
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Avec un champ de déplacement v = (Vy’ Vs Vi V) = (0,0, ®(1), 6(1)) on a 1la

Z)
formule de Stokes (que 1'on peut justifier par régularisation des contours)

(12.22) (2%)2n ( “” ... dz dg dy dn - ”” ... dz dg dy dn )

To T

4

= Jl' (g‘ﬁ)zn “‘J'[*eix((x‘y)“'*(f‘z);) P(XsnsA) Q(¥sZs2)
0 Ty

(v 1 ~a—(y’z)(x(x,y) x(y»2) u(z))/\dz dz dy dn) dt

Ici 1la forme différentielle est une somme de termes de quatres types différents que
1'on peut résumer en écrivant

_ ~
—i— x(x,y) x(y>z) u(z) dyj dz /\dnl... Adng AL Adng
3y
©(1) . Adz ady A
— N
-2 X(x,y) x(y»z) u(z) dz; dzy A... adgg A... Adg Adn
9z,
J

Quand on paramétrise le long de Ty, ON fait intervenir des mineurs d'ordre
2n-1 du Jacobien

an  an
(12.23) 3 = det 2mwT) gt [ Y 2z
3(.V,Z) a_C 3z
3y Y3
ou
An-@( 1 ) u=@< 1 )
ay X-y a'z— X=-Z
(12.24)
eolotn) el )
2y Ty-2T 27 Ty=zT © Tx=zT
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La restriction de v 1 3 ) x(x,y) x(ysz) u(z) dz dz dy dn a Ty s'écrit donc

(y.z
comme une somme de termes du type

1vy,, 2 x(%y) x(y,2)|.u(2)

(12.25)  ®(1)< ou bien L. L. L\ (dy dz),
[x-y|*  ly-z|®  |x-z| Y

ou
x(xsy) x(¥.2) 337
J
OUa<sn, BN, Y$n,a+8+'y<2n-1.

Dans le support de vy Z(x(x,y) x(y>z)) on a d'aprés (12.3), (12.4) que |x-y| <
C, d(x,C), |y-z| < C, d(y,Ce) et que [x-y| > Cy d(x,Ca) ou bien ly-z| > C; d(y,Ca).
Alors d(y,Ca) > (1-C,) d(x,C) et on obtient :

1
Nous avons |Vy,z x(X,y) x(y>z)| = 6 (1) qx,cay et dans
le support de cette quantité, ou bien |x-y| > C1 d(x,Cq)
(12.26)
ou bien |y-z| » Ci(1-C,) d(x,Ca), et |x-y|, |y-z|, |x-z]| =

© (d(x.,C)).

IT est maintenant clair que 1'intégrale a droite dans (12.22) converge et que
(12.22) est vérifiée.

Supposons maintenant que P, Q soient d'ordre 0. Alors (12.22) et la discussion
aprés donnent

(12.27) (5%)2n ( IIIf ... dz dg dy dn - JIJI ... dz dg dy dn )

0 T

i A(2Re 22 (x).(x-2) -5 (Ix-yl + |y-z| + |x-z|)
e

]
—~
8>
—
N
=1
O

" g du
(at(x,y,z,x) u(z) + bt(x,y,z,A) —:) L(dy dz)dt
9z
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ol
f 'é't et ’Et sont respectivement des sommes finies de termes du type
R R e e set O (1) —1— .
d(x,Ca) [|x-y|® |y-z| | x-z| |x-y|
(12.28) ¢ 1 1 avec a, B, Yy< N, o + 8 + v < 2n-1. De plus

ly-z|®  |x-z|Y

[x-y|, |y-z|, |x-z] = © (d(x,C2)) dans le support de 'ﬁ't et gt et

|x-y| ou |y-z| > C,(1-C,) d(x,Ce) dans Te support de '5t .

\

Dans (12.27) on intégre en y et pour cela on majore |x-y|™® |y-z|°B par

Ix-y|"(**8) & |y-z|7(**8) ot on constate que

- C - -
)‘znjex‘g(lx)""‘lyz‘) 1 1 L(dy)

Ix-y|*  |y-z|®
- @()\01'8) - @(AZn-l-y)
Avec C3 = %— Cl(l-Cz) on a donc

AC
-5 (Ix-y| + |y-z])
22" f e 3 &, L(dy) = a, est une somme finie de

-AC C, d(x,CQ)
. 2n-1-[y| 1 1 3
t du t 1 . e
(12.29)J ermes du type @ (1) a E[CRED) P
avec 0 ¢ y< n. De plus, |x-z| = @ (d(x,CR)) et d(z,CQ) >

1
Sxcaen) d(x,Ce) dans le support de ces termes.

4 AC
2n -5 (Ix=yl + |y-z]) ~ ..
A J e by L(dy) = bt est une somme finie de

2n-1-|y| 1

(12.30) ¢ termes du type @ (1) a
| x-z|Y

a support dans |x-y| =

@ (d(x,Ca)), d(z.Ca) 3 —

d(x,Cq) .
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1 1

Bien entendu a = J ay dt et b = I bt dt vérifient aussi (12.29) et (12.30)

respectivement, et (12.22) devient

[ (?ﬁﬁ)2n ( ”” ... dz dz dy dn - u” . dz de dy(h)

Ty 1

A(2 Re 22 -z) - & |x-
(12.31) < = J e (2 Re 5% ()(x-2) - 3 Ix-z]) a(x,z,1) u(z) L(dz)
2 Re 22 (5. (xez) - & [x-
+ I e}‘( ® ax (%) (x-z) 3 Ix-2[) b(x,z,1) 9% L(dz) .
9z

~

Examinons maintenant 1'intégrale le long de ry dans (12.27) qui se réduit a

n .
(12.32) (2) ” R(x:2sz.1) e MX2)T 45y dz ade
.23 cq {xz
T = Fax (¥ + 015
ol avecr : ¢ =-Ci t/|t] ,
N
R(X,Z,C,}\) =

n s
(-2%) ”e Tate P(Xsz+tsA) Q(x+t,zsa) x(X,x+t) x(x+t,z) dt ade
T

x(Xs2) R(X,zsA) + (-Z"I’—I)n X(X52) ” e At p Q X(x,x+t) dtadet

(12.33) =
(ts‘l')er
|t|>C1d(x)

A" ([ -iate
+ (7];) ”e P Q x(x,x+t) (x(x+t,z) - x(x,z)) dt dt ,
T
n .
(12.34) R(21) = () ” e AT iy car,a) QUxtt,c,n) dt dr .

rn{ | t|<C;d(x,Ca)
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-AC C;d(x)/2
L'avant-dernier terme dans (12.33) est @ (1) e . Pour examiner le der-

nier terme de (12.33) on distingue deux cas. Le premier cas est quand |x-z| < Cy

d(x)/4. Alors |t]| > C, d(x)/4 dans le support de X(x+t,z) - X(x,z) et on majore le

-AC € d(x)/5
dernier terme de (12.33) par O (1) e . Dans le deuxiéme cas, |x-z| >

Cl d(x)/4 et on se contente de la majoration @(1). On obtient donc
(12.35) 'F\('(x,z,;,x) = X(x,2z) R(X,z,A) + X(x,2) kl(x,z,r,,k) + kz(x,z,z;,x)

-ACCld(x)/S
ol k1 = (@(1) e et k2 = @ (1) est a support dans {(x,z) € supp x ° supp X;

|x-z] » Cy d(x)/4}. Pour résumer :

2n .
(12.36) (gﬁ) ”” e MYt (Y=2)2) by na) Qlyszan) X(%ay) X(ys2)
T
1
u(z) dz dg dy dn =

= (%‘ﬁ)n J J eir(x-2)z (R(Xsz51) X(x52) + ki(X:252,4) X(X52) + ky(X52,551))
_ 9 . Y—7
C"aL)I(,“ i-i u(z) dz dg .

On obtient alors le résultat sur la composition :

Proposition 12.6 : Soit g cc € un ouvert, ¢ € 02(5), P(x,E,A), Q(x,E,A) des
symboles analytiques d'ordre 0, définis dans un voisinage de {(x, %% (x) + &) 3

T - . P . . 112,
x €0 ; |g] g 36‘} On définit les opérateurs PX,(D,C B QX,@,C comme dans {12.6)

avec X comme dans la Proposition 12.1, vérifiant aussi (12.20). Alors avec R don-

né par (12.34) on a pour u € CJ(Q) :

Q R u+Au +B%E¢_,

P u =
%9,C ° x,0,C X @, C

A(ZRe%% (z) (xz-z) - C|lz-z]|/3)
Au(x, ) = I e alx,z,)) u(z) L(dz) ,
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A2 Re2® (x)(z-2) - Clz-z]/3)
Bv (x,A) = I e blx,z,A) v(z) L(dz) ,

Iet a(x,3,)), b(x,z,)) sont 4 support dans (supp X) o (supp X). a est une somme
finie de termes

@ (1)

22n—y ( 1 ) e—)\ 04 d(x,CQ)

"z, car 1 s 0

n
<
/N
3

|z-s| ¥

avec C4 =min (C 03, 001 /5) = 003. De méme b est une somme finie de termes

an—y
o) 2

N
/A
N

0< vy
E

Nous allons utiliser ce résultat dans le cas ol P est un symbole elliptique
classique et Q est le symbole de la paramétrixe formelle. Alors modulo une erreur
exponentiellement petite on a R = 1. On veut alors estimer la différence entre 1'i-
dentité et 1 .
X>®,C

Pour ceci on va d'abord étudier 1'intégrale

(12.37) 1(0) = (2%)" ” e TAXE y(x) dx de

r
oll u € Ci (C"), et r est un contour de la forme ¢ = f(x) ou f est de classe C1 en
dehors de 0 et vérifie

(12.38) [df] = @(1) -:;:—
(12.39) |x F(x)| ~ |x] |Ff(x)| » Imx f(x) ¢ O
(12.40) I1 existe e ) > 0 tel que

€o
[x| [f(x)| = ©(|x] "), x>0

Les conditions (12.38), (12.40) assurent que 1'intégrale I(A) converge. Soit

_ 1 n-1 (n-1)(n-2) n-1)!
4 = -
(12.41) 9,(t) ("_fu + ) + ) + + (1'>\t)n)
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Alors on a
Lemme 12.7 :  Dans la situation ci-dessus, on a
(12.42) I(\) =

Jk T 3y

n . . el
A 1 -ZA ] -
=u(0) -} ] () j (-1)"HI*L GAxE g, (zE)E; L T Adm ADE A AdE A .. AdE

n

Ici les conditions (12.38)-(12.40) assurent la convergence des intégrales dans

(12.42) comme on verra dans la démonstration.

Démonstration du Lemme 12.7 : Soit
n

) p ~
U=y (-1)Jtn+l g,( x& gy e PXE y(x) dx deg ... de;...de, -
1

Un calcul montre alors que
(12.43) du = u(x) e M€ dx de

+ 1Y (DI eTE g (xeye 2L T adxadey A L. A
X
k

Avec T_ =T ~ {(x,g) €T ;5 |x| < s} on a

-iAXE

I(A) = Tim I_(x) = lim (,3—)n J e u(x) dx dg
€ €0 I

-0 T
€

et la formule de Stokes et (12.43) donnent

n n N .
(12.48)  1_(A) = (zx) j U- 3T f(-l)“"” e e gx(xe)ajifc’)-_—
X
k

or T
€ €

~
axkAdXAdglA ...dgj Adgn

Les intégrales de la double somme sont du type

[xf(x) " |xf(x)]

@, (1) I ( 1 + 1 )|f(x)|.%%§i|_(dx) = @7x(1)|xLE

|X]>
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et convergent donc quand € + 0, vers les intégrales correspondantes de (12.42).

On étudie ensuite

n . _ \ A
- Vim () u(0) j Pyl LoD gy gg) . dege o de

n
lim (o U
" () J (irxe)

€0 or €0 or
€ €

u(0) 1im J_(»)
€20

n .
(n-1) _qyJ+n+l ~
o) = - n-1)! J ) 1—3)——————gj dx dgy A...dg;... adE

n X n n
(2m) ar, j=1 (ixg)

La (2n-1)-forme que 1'on intégre ici est fermée, donc 3€(X) ne change pas si 1'on

déforme € ou f. On peut donc se ramener au cas e = 1, f(x) = - ix, ce qui donne
n .
- _1ynHI+l _ — = __
To) = ) = b g L) U7 % dx dx,...dx;. . .dx
€ 1 (2n)" ;N J 1 J n
af | x|<1} j=1
S— jd dx_ Adx. ax =N J L(dx) = 1
—m XpA...dx Adxg AL A xn—n— (dx) =
[x[<1 |x|<1
Faisant tendre ¢ -~ 0 dans (12.44) on obtient alors le Lemme. ##

Plus généralement si r(x) est un contour de la forme n = g(x) + fx(y—x) ou la
fonction Ty vérifie (12.38)-(12.40), alors on obtient

(12.45) (fﬁ)n ” (XY vy dy adn
r(x)
n .
~u) -1 G [ eI g (v (re ) (00
r(x)
(-1)3*m+l au_ () Ek/\dy/\dnl...d/n\j...dnn )
ayk

Revenant a la situation initiale on trouve
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1 U(X,2) = u(x,A) =

X:(psc
n . . Ci(Xi-ys)
A +n+ A(x- c
=-11Gp (" 1 - J __ exy)n 9, (F [x-y]) —T_—JT_A_
_ 2239 - (x- x-y
"= Ty (x) +Ci Xy
3 — N
— (x(x,y) u(y)) dy, Ady Adn; A...dn....dn_.
k 1 J n
Byk
On obtient 1a :
Proposition 12.8 :  Soient Q,¢ ,x , C, u comme dans la Proposition 12.6. Alors
- 15
lx’w,cu—u+Au +BA =

avec A et B de la méme forme que dans la Proposition 12.6. Ici a et b sont d sup-

port dans supp X et a est une somme finie de termes

\2n=y ; -Zce, xdw,ca)
@ (1) e , n< y< 2n-1

|e-z|Y rad(z,ca))

pendant que b est une somme finie de termes

)\Zn— Y

ozl ¥

& (1)

ng yg 2n-1.

Toujours sous les hypothéses de la Proposition 2.6 on suppose que P est ellip-
tique (classique) et que Q soit une réalisation de sa paramétrixe formelle. Alors
dans une région ou d(x,Ce) est borné inférieurement on obtient de (12.36) et la mé-
thode de 1a phase stationnaire :

-C5>\
(12.46) R(Xxsz52) =14+ 6(1) e
La constante C; > 0 dépend d'une part de 1'estimation du reste dans la formule de
phase stationnaire, et d'autre part du choix de Q qui est déterminé seulement mo-
dulo un terme exponentiellement petit. Bien que C5 soit difficile a expliciter on
constate néanmoins que si les différentes données du probléme dépendent de para-

métres mais varient dans des ensembles compacts alors on peut choisir la méme
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constante Cg > 0 indépendante des paramétres.

Quand d(x,CQ) est petit on remplace d'abord le domaine d'intégration dans
(12.34) par un domaine |t]| < Const. et (12.46) est alors valable pour la nouvelle
intégrale. Ceci produit une erreur supplémentaire :

> -AC C, d(x,Ca)/2
(1) A" “ e T gt dr = ©(1) e 1

C; d(x,C2) <|t| < const.

t

T=-Cim

Donc avec une nouvelle constante (35, a laquelle nos remarques d'uniformité s'appli-
quent toujours, on obtient

-Cg d(x,C2)2
(12.47) R(x,z,2) =1+ ©@(1) e

Ceci avec les propositions 12.6 et 12.8 donne alors

Proposition 12.9 : On fait les mémes hypothéses que dans la Proposition 12.6. En

plus on suppose que P est un symbole elliptique classique et gue Q@ est une réali-

sation du symbole paramétrixe formel. Alors

U=u-+Alu +B-§—§—Li

(12.48) P. =
9z

X,0,¢ ° ¥, 0,C

ou A et B sont de la méme forme gque dans la Proposition 12.6. Ici a(x,z,A), b(x,z,N

Y

sont d support dans supp X o supp X . a est une somme finie de termes

A&n=y 7 —Cs Ad(x,CR)
©(1) Y()\d(m,Cﬂ7+1>e » 05 Y< 2n-1
|z-2]
et b est une somme finie de termes
)\Zn—Y
@ (1) — s 0S¥ 2n1
|z-z|

mg05>0.

Pour terminer cette section nous allons montrer un résultat de surjectivité pour
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certains opérateurs elliptiques. Sur @ on fait une hypothése supplémentaire :
(12.49) Qest strictement pseudoconvexe a bord C” .

I1 existe alors une fonction 0 g w € C*(2) qui est équivalente & d(x,Ca), et stric-
tement pluri-sur-harmonique.

Lemme 12.10 : Pour tout entier N 2> 0, la fonction
gy(®sA) = log (1 + )‘—71—7 ool F —1——W) = log (hy(x,2))
wix (Aw(x))

est pluri-sous—harmonique sur , quand X > 1.

N N N

Preuve : Soit &(y) = Z—lk » ¥y > 0. Alors 2'(y) = -} —'l:Tl" <0et"(y) =1
Yy Yy

o o 0

k(k+1 : W2 jk
+5- > 0. Aussi (2') =zz;j%k?2' et

NN
”..=zz%%=zzpém,%(j(j+1)+k(k+1))
y

00

Donc (J?,')2 s 24" et on en déduit, que si k(y) = log £(y), alors

kK'(y) =%-<0
n 1 2
kr(y) = 22500 50
L

Avec kA(_y) = k(Ay) on a toujours k; < 0, ky > 0, et un calcul simple montre
alors que gN(x) = k, (w(x)) est pl.s.h. +

2,N 1'es-

Si ¢ est une fonction Lipschitzienne sur @ et réelle, on désigne par L
pace des fonctions sur @ qui sont de classe L2 pour la densité(hN(x,A)e}‘“)(x))_2 L(dx).
Si V> 01 sont deux fonctions réelles et Lipschitziennes sur 9 on pose

N 2,N 1 - 2,N+1
H = LN .1 L
s {u(—: O,Aaue },

113



J. SJTOSTRAND

HN ={u€L2’N ;Eu:()}.
‘Po (DO

Ces espaces qui dépendent de A sont équipés avec les normes évidentes.

Soit maintenant @, € Cz(ﬁ) une fonction réelle et pl.s.h., et P(x,E,X) un sym-
bole analytique classique d'ordre 0, défini dans un voisinage de Aw .Avec C0 > 0 et

(o}
X, € C (@xQ) comme auparavant, on peut alors définir 1'opérateur

P=p
“b’co’xo

On suppose que (¢b’co’xo) véfifie (12.20). La Proposition 12.5 montre que

—rHN v
0 ©gs®
est uniformément borné par rapport a A > 1, si

v CO c].
@ = @ (x) - —5— d(x,Ca) ,

ot la constante Cl est donnée dans le Lemme 12.1.

Soit maintenant [0,1]13t » @, € Cz(ﬁ) une famille continue décroissante de

fonctions pl.s.h., vérifiant

(12.50) o, =e ,
tlea  9)an
10} 29 C c C
2 t _ 2 S . 0 0’1
(12.51) T T 1% <““"(1—-—2'~) :

N N

> H est uniformément
(Dt s (DS ‘Dt s ‘-Ds

N4 . 3 v
Alors wt > ¢ et 1a Proposition 12.5 montre que P : H

borné pour 0 < t ¢ s < 1.

v
Théoréme 12.11 : Sotent P, P = Py o X ? ®, comme ci-dessus et supposons en
o®70* "o
plus que P soit elliptique sur v A¢%. Alors il existe un entier M > 0 et des

osts1
opérateurs
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£ : i N N
©,0, " Yo 0.0, Yo,

N
de norme o) tels que PE = I + K.

Démonstration : Soit Q(x,&,A) un symbole paramétrixe pour P, défini dans un petit

visinage de U Aq) . Puisque le domaine de définition de Q en général est plus petit
t

que celui de P on n'est pas sir de pouvoir définir Q'.p . Par contre, si
o

:CO,XO
Ce ]O,Col est assez petite et X € C7(axQ) comme dans le Lemme 12.1 avec supp X <
{(x.y) s xo(x,y) = 1} assez proche de la diagonale, on peut s'arranger pour que

(wt,c,x) vérifie (12.20) pour 0 < t < 1 et 1'opérateur Q. = Q soit bien défi-

tPt,C s X
ni. De méme on peut définir Pt = P(Dt,C,X' Posons ®g = @) pour s > 1.
Lemme 12.12 : Il existe un nombre y > 0 tel que pour t € [0,1], N >0, x > 1 :
(12.52) P, et @, sont bornés HN - HN et
T T PPy P Ppyy
LZ’N - LZ’N, uniformément par rapport 4 A et t.
Py wt -
(12.53) PLQ =I+K, , 00K, : 0. IV cot
e Cory Ly
untformément borné
(12.54) P - P, # - LZ’N+1 est uniformément borné.

®ps Py -y ®, Y

Aussi, (12.53) reste vraie avec P, remplacé par .

~
Preuye du Lemme 12.12 : (12.52) résulte de la Proposition 12.5 (voir aussi (12.6),
(12.8)). (12.53) résulte de la Proposition 12.9. Finalement (12.54) résulte de la
Proposition 12.3 et 1a Remarque 12.4, si 1'on remplace X, par X dans P. #

Par "récurrence" supposons que pour un certain t et un certain N il existe des
opérateurs
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0 N
H“’o""l 3V — u € H(p
\ (o]
N+1
Wiy € Hco ®
t+y>71

N Y _ . =
d: ;lorme O (1\") tels que2P Ug =V + W . Soitalors hy = - Qt+Y Wity €
+ N+2 . s =
H et g e L™ la solution de norme minimale de 3 g = -
Pty >Pps2y t+2y Prioy t+2y

qui existe a@ cause du Lemme 12.10. Alors uniformément,

1 9gapy i 2 < 62 hy, I 2 < 6() Il hy,
Piroy Pevoy Pty P2y
s o) |lwe
Y N+l
Pear>Pra2y
_ N+2
On pose ut+Y =up ¥ ht+Y + Y42y € H“’o . Alors
P Ytey =V (wt+Y - P Qt‘,+Y wt+Y) +P It+2y d:f V¥ Weroy
. N+2 o 1 2,N+3
Puisque Uy € Hl\o0 etve H(po"pl on a3 Wipoy € L(D1 et

1 —
133 Weazy|| € €1 Qlugll + 1vID)

pour les normes correspondantes. D'autre part TD'(g ) € L2’N+2 ainsi que
T2’ " Ty

w - P Q w Donc w €L2’N"'2 et nous avons vérifié que w €H

t+y t+y Tty t+2y Cpioy a t+2r

3 h

N+2

t+y °

Notre pas de récurrence nous a permis de remplacer t par t+r et montre aussi

que 1'hypothése de récurrence est correcte pour t = 0. Au bout de [%]+ 1 pas on

arrive a t = 1 et le Théoréme 12.10 est démontré.

+
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Remarque 12.13 : Considérons un opérateur

’\m NN _1 n
P =D} + Al(t,x,Dx)DQ + ...+ AL(t.X,D,)

pour t € D = {tecC; |t] <r}, o Aj sont des réalisations d'opérateurs pseudo-

No oy s W (e

différentiels dépendant holomorphiquement de t, avec Aj : Hmb’wl 0,01

uniformément bornés pour un certain N et pour A > 1, |t| < r. Alors pour VgrVpseees

Vin-1 € Hg © on a par des arguments abstraits faciles, une solution holomorphe
0’71

N -0 nd =
Dr 3t - u(t.x,r) € H(p .0 telle que Pu =0, Dt u o vj . De plus

0’71 t=0

Cltia
(12:55) lluttanll gy < Sl vl e Tyl N
‘Do ,'-01 ﬁPo ""1 (DO ,(01

ol la constante C dépend seulement d'une majoration uniforme sur les normes des Aj.
En principe, on doit pouvoir dans certains cas améliorer (12.55), par exemple en
utilisant la méthode des déformations non-caractéristiques. Le cas le plus simple
est probablement quand m = 1 qui donnerait sans doute un traitement alternatif de
la méthode d'optique géométriqué (y compris les équations de transport). Un autre

cas intéressant serait quand P est microhyperbolique a partir de B?% . % A(p dans
bl
o
la direction Tt =1, t = 0, x = £ = 0, ol trés probablement on a une amélioration
substantielle de (12.55) pour t réel. Cette remarque un peu vague ne sera pas ex-
ploité dans le reste de ce cours, mais peut se révéler utile dans une approche plus
constructive (paramétrices, solutions nulles et.c) et aussi dans les problémes aux

Timites.

13. D'AUTRES PREPARATIONS

Dans cette section on étudie d'abord 1'aspect que prend le produit L2

(13.1) < UpsUy > = J ul(y) uz(y) dy
au niveau des transformations de FBI. Ensuite comme application on donne une nou-

velle définition de WFa (proche d'une définition de O.Liess [Li]). Finalement on
donnera quelques précisions techniques sur la transformée de Fourier. Le travail
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dans cette section servira dans la démonstration du Théoréme 14.1.

On se donne comme dans la section 7, deux transformations de FBI ; T1 et T2,
définies microlocalement prés de (yo,no) e R"x R" et (yo,-no) respectivement :

J e.'MPJ'(xLY)

(13.2) Uj(x,x) = aj(x,y,x) uj(y,x)dy = TJ. uj -

Ici aj sont des symboles analytiques elliptiques classiques d'ordre n/2. Comme dans

ia section 7 on introduit aussi ¢j(x) = sup - Im ¢ﬁ(x,y). Les fonctions o5 et Uj
' yeR"
sont alors définies prés de xg et Jj = 1,2 , correspondant respectivement a

(yo,no) et (yo,-no). Quand uj € D' sont indépendants de A, nous avons vu que

Vj € Hloc (sur des ouverts convenables). D'autre part nous pouvons inverser for-
J

mellement T1 et T2 :

-ix¢5(x,y)

(13.3) uj(y,x) = [ e bj(x,y,x) Uj(x,x) dx

ou les bj sont aussi des symboles classiques analytiques elliptiques d'ordre n/2.

Alors formellement :

(13.4) <upuy > =[] Moy (6y) ey (2,9))

T

bl(x,y,A) by (z,y,1) Ul(x,A) Uy(z,1) dx dy dz ,
od 1'on cherche un contour r bien adapté a la fonction de poids
(13.5) F(X52,y) = 21(x) + Im @ (X,y) + 05(2) + Im @y(2,y) -

1,2 , le

n

Notant comme dans la section 7, par (yj(x),nj(x)) € T*nz"-\o, J

point qui correspond 3 x € ¢", on définit "1'anti-diagonale” A < CQ x t; (dans un

voisinage de (x;,xg) par les équations yl(x) = ¥o(X), nl(x) +no(x) = 0. Pour
(x,z) € A, la fonction y ~» $(x,z,y) a un col eny = yl(x) = yz(x) et A§ 3 RO >0,
y
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A2 3 n < 0. La valeur critique est 0, et on choisit le contour
Y li R
Yy
rgc: (2)€a, xea, y=y(x)+it , te R" , [t] <C
td

Ici C > 0 est une constante dont le choix sera négligeable, et Q ¢" est un voisi-
nage ouvert de x;

Soit Q) =9, 9y = f(@) o f est 1'application de graphe a. Alors pour

2
Uj € LQJ(QJ) on pose

< Uy,U, > =
1°72 Qq

=i (01 (X:y) + ©y(25y)) b b U U dydxd
(13.6) J” e 1(%:752) bp(2,52) Uy (x,2) Up(2,2)dydxdz

r
QI,C

= [ J eAW(X’Z) g(Xs2,1) Ul(x,A) U2(z,x)dx dz
(x,z)EA,xen1
Ici la derniére équation résulte de la méthode de la phase stationnaire, g est
un symbole elliptique classique d'ordre n/2 et y(x,2) = v.c.y(-i(wl(x,y)-rwz(z,y))y
Clairement
(13.7) Re ¢(x,z) + ¢1(x) +0,(2)] =0 ,
A

(13.8) V(Re y(x,z) + ¢1(x) + ¢2(z)) =0 sura.

Aussi dx dzIA = (1) L(dx) et on obtient immédiatement :

Proposition 13.1 :  Pour Uj € Li (Qj) on a
J

2
(13.9) I< v.u, > < ¢, N2 ol

Il o, ll
2 2 g
1 2
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Ce résultat est encore valable si 1'on remplace ®15%, par deux autres fonctions

continues réelles @i, @é vérifiant (13.7).

"
Soit maintenant P(x,Dx,A) un opérateur pseudodifférentiel analytique, classigue
formeil défini prés de (yo,no), alors nous avons vu dans la section 7 qu'il existe
des opérateurs pseudodifférentiels de la méme classe ; Pj » J = 1,2 définis prés de

9%
Ay = {(x, E'SQJ'( X)) 3 x €Q } (si 2, est assez petit), tels que formellement
J

= _ t
Py Tl =T, P, Py T, = T2 P . De plus

~ A
(106801 = ,00.8,01) (s0xysn) &2 ¥ ¥)) 2 0
formellement. Pour 2, assez petit et P d'ordre 0 nous avons alors 1la

Proposition 13.2 : On réalise Pj = Pj o..x. c comme dans la section 12. IcZ
> j.’ j’ o

C, > 0 est fixée, et les fonctions X5 € C“(njxnj) sont données par le Lemme 12.1

avec C, = 2C,; (pour se fixer les idées). Alors, st les constantes C > 0, C; > 0

sont assez petites, il existe une constante C3 > 0, telle que :

st e, o€ Lip(ﬁj) vérifient |v(<pJ'. - ¢j)| <C, |v(<1>:7: - ¢j)| < C,

d(x,CQl)) <0, Rey + ¢g + ¢é <0,

Re v + &! + ¢! - min(C, o 1
1 2 2 A A

R 2 = 2
1 n
Re y + 07 + ¢ l < 0 et st UJ. €Ly, (QJ.), auj € L%! (Qj), alors

2 A i

|< Py UpUy > = < UpPy Uy >|

(13.10)

"/2(uvn Hogll o+ 3oyl oyl o+ ol WiEwgll )
' ¢" Q' @I q),,
s 1 2 1 2

La constante C dépend de C_ mais peut 8tre choisie indépendante de 2, et de X.
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Démonstration : On é&crit :
< Pl UI,UZ > =
(13.11) ]
: Y
= [[[] 22 stz 0N Ry X008 Uy Ran)
T
0

Up(z,2) dx dz dxX de .

Y3 v
- _2°7 . (x-x)
o r, est le contour donné par (x,Z) € A, 8 = T35 (x) + i Co Ix-yl . Pour

t = %-+ %'e1(n-s) » 0 s Tonpose x, = (1-t)x + tX, X, = tx + (1-t)X, et on
remarque que Ixt'%tl = |x-X]|, [xt|2 + |'>\('t|2 = |x|2 + |§|2, fdx; d%tl = |dxdX]| .
On introduit les contours
29 7
: -2_1 ic {x=X)
I‘t.(Xt,Z)GA s B—T-s—x——(xt)+1co | ~
x-X|

Puisque "(x4,z) € A" s'écrit aussi z = f(x,) et |xt-x| < |x—§|, on peut associer a
cette déformation un champ de déplacement v = 0([x-§|). L'intégrale (13.11) avec

Ty remplacé par Ty est :

1= J J U (x51) tpl(e“'("z) 9(+»251)) (x) Uy(z,1) dx dz
(x,y)€A

ol tP1 est une réalisation évidente du transposé formel de Pl‘ Par 1a formule de

Stokes (que 1'on peut justifier avec des troncatures et régularisations de contours)
on obtient

< P1 Ul,U2 > -1-=

[}
QY

o [[[] ew(x,z)ﬂ‘)\(x-')\(')eg(x,z,x)({‘i)nPl(x,e,x)(vJg(xl(x&)ul(}',A)
T
t

(1) U,(z,2)dx dx do dy))
1 30y N .
= J dt ” eAw(x,f(xt)) + 20 g (X)) (x-X)-2 €y [x=X| \ )n )
° x|
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2 n n n
@(Xn/)d(x) a—?r__,)‘_(_’_;; (Xl(x:)x) Ul(x,A) U2(f(xt)’)‘)) L(dxdx) .

A cause de la dérivation du triple produit on obtient ensuite 3 termes que 1'on
peut traiter de la méme maniére. On se contente donc d'estimer le terme qui con-
tient |5x1|. Puisque d(x)|3x ;| = @(1) est & support dans Cq d(x) < |x-X| <

C2 d(x), on peut écrire ce terme (avec majorations uniformes en t) :

(13.13) I = “ Ky (X5X51) UL(X:2) U5(F(x,)s2) LdxdX)

'A¢j
ou Ué = e , et

n 3
(13.14) kt(x,'i’,x)=0(x"/2)l Ly\ exp A(Re y(x,F(x,)) + 2 Rea;zl(xt) (x-X) -
x—
= Colx=X| + o7(X) + 05(f(xy)))
est & support dans |x-§| € [Cy d(x), C, d(x)]. Maintenant ¢i(x) + o5(f(xy)) +

CO Cl C0 o 2Co n
Re y(x,f(xy)) <« —5— d(x) + 5 |x-X| < 3 |x-X| sur supp ky» si C et C; sont as-

sez petits. L'exposant dans (13.14) est donc
32 C
' . 1 o
< A(@1(X) - o1(x) + 2Re e (xg) (x-X) - = |x-X|)
N
< = a2 Cy |x-X|/6
si C et C1 sont assez petites. Donc
"
-A Cy [x-X|/6

n
o) 0L

x-X|"

et les intégrales J Ikt(x,y,x) L(dx) et I |tt(xt,§t,x) L(d%t) sont donc uniformé-

ment (9(An/2). Ici on a posé Et(xt,yt,x) = kt(x,k,x).

On peut alors majorer 1'intégrale (13.13) :
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|11] < % ” lkp(x:X,2) | |ui(3¥,x)|2 L(dx dX) +

N

.k “ [K, (%, % 00) | [US(F(x,))]2 L(dx, dX,)
>T t\Xgs Xy ) 2( t t t
< Consta™2 (T lujll 2+ A luzi2)

o || +|| designe la norme L2 sans poids. Avec T = ||U'1H-1 ||Ué|l on trouve,
|11} < const. A2 [|Ui|| . ]IUéIl. Les deux autres termes de (13.12) peuvent étre
estimés de la méme maniére, et on trouve que |< Py UpsUy > - If est majoré par le

second membre de (13.10). De méme on majore

ty (A
< UpuPy U, > - ” Uy Pz(e g) U, dx dzl
A

et la majoration de

t, t A
UJ v, ( P, - Pz)(e"’g)u2 dx dz|
A

est encore plus facile puisque

(e - %2))],

Nous allons utiliser notre produit scalaire pour établir une définition alter-
native du NFa, proche d'une définition de 0. Liess [Li]. Soient donc T1,T2 comme
avant, W une petite boule centrée en (yo,-no) et

cC
. 01
ex(Re v(x,F(x))-min(C,—5= d(x)))xn/z . H

<

Ha,}\(x9.Y) = e'l)\(p(X,y,a) a(Xs¥sash)

une résolution de 1'identité, définie pour o = (ux,ag) dans un voisinage de W. Soit
u une distribution définie dans un voisinage de Yos qui contient la projection de W

Alors U(x,2) =T, J i
a€W

u da est bien définie dans un voisinage @, < ¢" de W,,
asA 2 2

si w2 est la projection dans cQ de QCTZ(N). Alors U € ng(nz) ol 32 = ¢, sur Wé s

32 < 0 dans 92~\Wé. Soient Wy,2, les ensembles correspondants associés & T, et
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J. SJOSTRAND

<,> le produit scalaire associé. Quitte a prendre W assez petit on peut supposer
que 91 soit pseudoconvexe et méme une boule.

Soit maintenant ¢ < ¢, une fonction pl.s.h. de classe C2, définie dans un voi-

1

° € t" est le point qui correspond a

sinage de Ei et telle que w(xg) = Ql(xg) ol x

(.Vo’no) par le

Proposition 13.3 : S'il existe C > 0, ¢ > 0 telles que
—€eA
|<1,4_,U>|5CeE || ]| s, u€H () ,
mel) © 1

alors (yo,—no) ¢ WFa (u).

Démonstration : Pour a > 0, soit $a Te supremum des fonctions pl.s.h. sur 21 plus

petites ol égales a min(@l,m+a). Alors pour a > 0 assez petit nous avons G% =9
dans la boule autour de xé de rayon §,a- Ici 8y > 0 est une constante qui ne dé-
pend pas de a. En effet, pour |x| < 6,35 soit QCX Ta transformation canonique avec

30 39 ~ _
26 x(xi, %—3;1 (xé)) = (X, %-371 (x)) qui est de la forme 26 o Qfx ° 3C-r1 ol

¢ X est une translation. A 1'aide du Lemme fondamental on montre alors que
P4 x(Aw) = A, s ol @, < @ est pl.s.h. et @, (x) = ¢(x). De plus, @ = + O(|x|) =

X
@+ @(6Oa) < @+ a si 8, est assez petit.

Soit maintenant y(x) une fonction pl.h. telle que y(x) - ¢y(x) ~ - Ix—xélz.
Pour r > 0 petit, soit X € C:({Ix—xg| < 8,r}) telle que X (x) =1 pour |x-xg| <
dor/z. Alors, si v € H¢(Ql) nous savons que

l3xvil 5 = llvax,ll ,
L~ 91) L¢1(91)

2
< @ =Cr= 2
@ Ml o) )
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2
I1 existe donc w € L2 (o)) telle que 3w =3x v, [[w]| , < 6(e tr vl 5 -
Pr L L

Al X - - < 1 v . Maintenant v-x_v
ors X.V-w € Har(ﬂl) et || x.v-w|| H‘B (ap) < 6(1) | vl H,(ay) r

est a décroissance exponentielle dans L (nl) Plus précisément
-cr?a
< VolUy > = < XV,U, > + ©(e vl Hq,(nl) )

00 pour simplifier les formules, on suppose que || U2|| H o= @(7\-"/2). D'autre

[}
part, 2

<er,U2>=<xv—w,U2>+<w,U2> N

r

2 2
et puisque w = @ (™" AMivil y ) dans Lils L% on a < w,U, > = o Mivil Ho)-
v v

r
Puisque . s @ + rona |[x.v - w||, = 6™ || v|| H ) et donc par notre hypothé-
[ ]

se de départ,
r-e)A
<xpu - wily > = G Iy, )
v
Avec r =¢/2, & = min(e/2, C(e/Z)Z) on obtient alors

(13.15) < Vol > = 6 (e || v]| H (2) ) -
v

Si ¢y = Re f, ou f est holomorphe, on peut prendre v = a(x,\) e"f , ol a est un
symbole analytique class1que e111pt1que Alors i1 est facile de voir que v = Tlv ou

V(ysr) = 3(1 A) e”‘ f avec Im f o |y- Yo | dans le domaine réel. De plus, modulo un

terme exponentiellement petit,
<Vl s = [ Vyan) u@y) @

et cette derniére intégrale est donc a décroissance exponentielle. Ceci est prati-
quement la définition du fait que (yo,-no) ¢ NFa(u). Pour terminer la démonstration

i1 suffit de faire varier f 1égérement d'un paramétre o proche de (yo,-no). L'inté-

grale correspondante J V(y»>asr) u(y) dy est toujours a décroissance exponentielle

125



J. SJOSTRAND

puisque (13.15) nous laisse une marge. :H:

Pour terminer cette section, on fait quelques précisions sur la transformée
de Fourier. Soit ¢ € C2 pl.s.h. définie prés de 0 dans " et supposons que

(13.16) ©(0) = 0, ve(0) = 0, ‘75 »(0) R 0.

Pour ¢ € ¢" voisin de 0 on pose @*(g) = v.c.g(w(x) + Im xg) et on remarque que @*
vérifie aussi (13.16J. En effet pour x,£ réels et proches de 0, on a @(x) + Imxg<0
et |v, (o(x) + Im x£)| ~ |x| + [g]. Donc, si x(g) € ¢" est le point critique de

X + @(x) + Im xg, on voit que |Im x(£)| ~ |g| quand ¢ est réel. Utilisant que

vzw > 0 on obtient @*(g) < - %-]Im x(g)l2 < - % |g|2 pour ¢ réel et donc que

'iRn

2
v (p*(O)I]Rn < 0. c.q.f.d.

Soient B [ (0,r), B n(O,r) les boules ouvertes centrées en 0 de rayon r dans
c R

" et R" respectivement. Pour ry > 0 petit et u € Hw(B n(O,rl)) on pose
c

(13.17) Fu(e,r) = e X yx,a) dx .
SCROVE

Si r, > 0 est assez petit on constate comme dans la section 3, que Fu €

H¢f (Bcn(O,rz)) et méme que
13.18 -n/2 .
(13.18) 15 ull gy < €372 Huly (e

pour les normes correspondantes. En effet, modulo une erreur exponentiellement pe-

tite on peut déformer le contour en x(g) + B _(0,r,/2). Pour v € H ,(B (0,r,)) on
va 1 ©* ¢n 2

pose de la méme maniére

(13.19) GV(xs2) = (?%)n e y(za) de
B (0,ry/2)
R

et alors pour rs > 0 assez petit (en fonction de r2) ona Gv e Hw(Bcn(O,r3)) et
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n/2
(13.20) Gl < C.a vl
G H(r3) Hw(r)
Proposition 13.4 : Choisissant successivement r,Py,ry << r; assez petits, on a
our tout H (B _(0, :
p oute u € 0B r'l))
(13.21) u=GF u+w dansB (0,rg)
—
on
(13.22) c.e M€

Noll g o) < Null y o)
03 @2

Ici les constantes rl,rz,rs,c peuvent Etre choisies indépendantes de ¢, si ¢ varie

dans un compact de C'Z(Q), ou Q est un voisinage de 0 (et si ¢ vérifie (13.16)).
Démonstration : Dans 1'intégrale

n .
G Fu(xsx) = (’2%) e I y(ya) dy dn
n€B_ " (0,ry/2)
R

yEBR"(O,"l/Z)

on déforme d'abord le contour en n en un "bon contour" r*(x) avec le méme bord que
B_,(0,ry/2) le long duquel on a
R

©*(n) - Im xn < @(x) = C [n-n(x)|?

ol n(x) est le point critique pour n > @*(n) - Im Xxn. Ensuite pour chaque n € r*(x)
on déforme B n(0,r1/2), sans bouger le bord, en un bon contour r(n) le long duquel
R

o(y) + Im yn < @*(n) - C |y=y(n)[?.

On obtient alors un bon contour pour (y,n) - @(y) - Im (x-y)n et aprés des déforma-
tions supplémentaires on se raméne (modulo une erreur exponentiellement petite) a
un contour régulier standard pour lequel on peut appliquer 1'exemple 2.6 ol bien

Eiz

le Lemme 12.7, pour conclure.
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14. UN RESULTAT GENERAL SUR LA PROPAGATION DES SINGULARITES

Soit P un opérateur différentiel a coefficients analytiques défini prés d'un
point Yo € ]Rn, soit Q = tP et p, q les symboles principaux de P, Q. On fixe un

point (yo,no) € T*]R"\O, ol p(yo,no) = 0 et on s'intéresse a la propagation des
singularités analytiques prés de (yo,-no) pour une distribution u définie prés de
Yo» telle que (-yo"“o) ¢ NFa(Pu). On introduit pour cela une condition qui porte

sur Q.

Soit A < T*an\O un germe de variété I-Lagrangienne en (yo,no), on désigne par
*
AR les points de A N T R"~0 qui correspondent aux points avec ¢, =@ aprés une

. . . . . *
transformation canonique associée a une transformation de FBI qui transforme T R"

en Ag» A €n A“’o avec @) s @, wo(xo) = ¢(xo). (Ici X, est le point qui correspond a

(yo,no) ). Soit r(x,g) une fonction réelle et analytique définie prés de (yo’"o)

avec r(yo,no) = 0. On fait 1'hypothése de non-microcaractéristicité suivante :

(H) IT existe 6 € [0,n1], ¢ > 0 et un voisinage complexe V de (yo,no) tels que
a(exp(et H)) (x.g) + (van)) # 0 pour 0 <tse .
(X8) €V N A 5 (yon) € €™ avec |(ym)]| s €t

Ici, aprés une petite perturbation de e, on peut toujours supposer que ¢ € ]0,n[. Le

résultat principal, qui a &té obtenu par N. Hanges-J. Sjostrand [Ha-Sj] dans le cas
€-Lagrangien, est alors :

Théoréme 14.1 :  On suppose (H). Soit u(y) une distribution définie prés de Y,

telle que (yo,—no) € WFa(Pu) et Vi? n Ai? N {(y,m) 5 r(y,—n) > 0} N WFa(u) =4, ou

Vﬂ? est un voisinage réel de (yo,no). Alors (yo,no) ¢ WFa(u).

Ici on écrit en général K' = {(¥>,=m) 3 (¥sn) € K}. Le reste de cette sectionest
consacré a la démonstration du Théoréme 14.1, qui est techniquement plus compliquée
que celle du résultat correspondant dans Hanges-Sjdstrand [Ha-Sj], mais qui est ba-
sée sur les mémes idées.
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Nous allons d'abord "convexifier" la surface r = 0, en posant
§3 2 2
rg(ysn) = r(y.n) + 5 - 8((y-yy)" + (nny)7)

ol § > 0 est a choisir assez petit, pour que (H) reste valable avec r remplacé par
—_ *
rg et We Vg, siW=1{(y;m) € TR0 ; (y-y,)% + (n-nj)? < 6%. Alors

(14.1) NFa(u) n Ah{ nAW' N {(x,8) 5 rg(x,-8) >0} =¢ ,

puisque rs < r sur 9W. On remarque aussi que rG(yo,no) > 0. Ecrivant ry =rgon

rajoute n-1 fonctions réelles et analytiques Foseeesly telles que drl,...,drn sont
indépendantes, {rj,rk} =0, Vj,k et rz(yo,no) = ... = rn(yo,no) = 0. Ceci peut étre
fait de telle maniére que les Pise-eslp soient des fonctions analytiques de 8. Pour

t € ¢" assez petit on introduit la variété I-Lagrangienne
At = exp tg Hr1 0 ...0expt, Hrn a) .

Soit maintenant T une transformation de FBI définie dans un voisinage de (yo,no)
. . s *oN
avec transformation canonique QCT > on écrit (xo,Eo) = QCT(yO,nO) s Mg = QCT(T R"),

Am = QCT(A) ol ¢ est strictement pl.s.h., @, est pl.s.h., ¢%(x) s %(x) avec éga-
O Y -1 o
1ité en x . Soient ry=rje L Xt = % ;(Ay). Alors xt = Awt ol @, (x) = ©(t,x)

résoud le probléme

] 9 .
(14.2) %%+?j(x,§§)=o , 1<sj<n
J
(14.3) @©(0,x) = @ (x) .

Ici (14.2) consiste de 2n équations réelles, en involution pour Imo, ce qui en-
traine 1'existence et 1'unicité locale de w. En plus la variété I-Lagrangienne

Ao = {(t,x, %-g% N %—%%)} est feuilletée par les variétés intégrales (pour la géo-

métrie C-symplectique) de {Hf s+ . -sHe }, ol fj =Tyt ?j(x,i). Ces feuilles sont
1 n

évidemment de dimension complexe n.

129



Lemme 14.2 :

J. SJOSTRAND

La fonction @ est pluri-sous—harmonique et la matrice de Levi ;

est partout de rang < n.

Démonstration :

tangents des projections dans 0%2 x) des feuilles intégrales de {Hf ,...,Hf } sont
’ 1 n

dans le noyau de téﬂw. Donc le rang de ﬁlw est au plus n. Ce rang est également cons

tant sur la projection de chaque feuille. Pour montrer la pluri-sous-harmonicité il
suffit alors de le faire en un point de chaque feuille et on prendra celui avec

Stw mesure la C-linéarité de TA(p et il est clair que les vecteurs

0. Sive Czn est un vecteur tangent arbitraire dans un tel point on décompose

t =
v =v'+ v ol v est tangent & t = 0 et v" est tangent a la projection de la feuil-
le. Alors v"€ Ker t%w et donc < v,&,(p? > =< w,gﬁw v' > > 0, ce qui montre que ¢
est pluri-sous-harmonique. o
Séparant (14.2) en parties réelles et imaginaires on obtient
W 2 3¢

E_Tﬁ_fg = Re ?j(x, T'EY)
(14.4) 20 Im ¥ (x, 2 29)

3 Re tj J'7? 1 ax ’
donc
(18.5)  o(t.x) = o (x) + < ¥(xs 232 (), Int > + G(lo-0| 2 [t] + [t]?)

\<%gpo(x) +%q>(x) + < 'r“(x, %g—i), Imt > + @(lt]z) .

Avec o € ]0,n[ comme dans 1'hypothése (H) on pose

by = {t e c" H tl = e16
€o

[ n-1 '
s, 0<ssey s t" €RT T, [t'] < eoltll} .
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Soit 2 = €" une petite boule ouverte centree en x,. Prenant @ suffisamment Betn: on
peut rendre la norme de @, - ¢ dans C (2) aussi petite que 1'on veut. Soit Q 1'ima-
ge de Q par T, que 1'on reahse sur H@(Q) comme dans la section 12. Alors si Q et

e . sont assez petits on a le :

[¢)
. v Mt
Lemmne 14.3 :  Pour tout t € T, et toute v € H, (), il existe v € H,"(2) ,
2, o t t
M
w € L(‘; (SZ) telles que pour A 2 1
t
U,
(14.6) QU =v +w
M
N
(14.7) N3l <c, r il
M t H
t (0]
H(p t
t
Mt
(14.8) | wll <c, x ol
2, t H
t ()
La t
t
Ict Ct’ Mt sont des fonctions croissantes de 1/|t1| et Gt = tDt - Itllc d(z,CR), ou

C > 0 est indépendante de t.

Démonstration : On peut supposer que Xg = 0 et on pose alors 0y S(x) = gpt(x) -
s(R-|x|)2, ol R est le rayon de Q. Alors le symbole principal de '(\)' est # 0 sur

A n@xeM),siter ,0ss<a |t]> si a > 0 est assez petit et il suffit
Pt,s & €o 1

d'appliquer le Théoréme 12.11 pour conclure. #

Soit W < EQ Ta projection de xT(W) (ot 1'on rappelle que W est la boule de

rayon s autour de (yo,no)). Si 6 > 0 est assez petit en fonction de q,
(14.9) WF,(Pu) nW' = ¢ ,

(14.10) Weea et $t <o surW pour t € r_
o

Ceci est possible car (14.5) montre que q)t(x) <%+ 0(5|t1| + |t1|2) dans une bou-

le autour de Xy» de rayon proportionnel a §.
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Soit m, , une résolution de 1'identité définie pour « dans un voisinage de W'
3

N

et rappelons que [P’Ha,xld“ = du n,

N modulo un opérateur a noyau exponentiellement
’

petit dans C:(n22n), ou ﬁa est une famille Fourier intégrale avec les mémes pha-

A

A" Soit U= w-“a 3 Y da, U' = T'U, ol T' est une transformation de FBI,

définie microlocalement dans un voisinage de (yo,-no). Soit ¢' la fonction poids

ses que I

associée a T' et o' < €" 1'ouvert qui correspond & @ via ®po o 96;1 . Alors
u' € Hw(n'), ol v est une fonction continue réelle sur @', = ¢' dans ﬁ} et < o'
dans Q' ~ ﬁ}. Ici W' désigne la projection de QCT.(N'). Par < , > on désigne le
produit scalaire, défini dans la section précédente, avec (Tl,Tz,Ql,nz) =

(T.T',Q,0').
Si § > 0 est assez petit et €o > 0 assez petit en fonction de § nous avons :

Proposition 14.4 : Pour t € r. v € Hw (Q),
o t

My
(14.11) l<v,0" >l s co a7 vl

he”

Iect Ct’Mt sont des fonctions croissantes de 1/[1‘;1].

aad s e v s n=n a
Démonstration : Soit x € CO(Q), égale a 1 dans un voisiange de W'. Si "=" dénote
"égalité modulo un terme majorable par le second membre de (14.11), on a < v,U' > =

< V,XU' > = < 3V,XU' >. Du fait que xU' est & support compact, on peut appliquer la

]

Proposition 13.2 avec ¢; = ¢ » Uy Ve Hgi(n) (a la place de H¢i(n)) 3 95 = ¥ et

@5 convenable, pour conclure que

[

A
<o
.
>
o
[

v
v

N N
< QV,XU' > = < V,PXy' > =

ol 3 est 1'image de P par T', réalisé dans H¢.(Q') comme dans la section 12. De
plus

(14.12) < v, XPU* > =

1]
A
<7
Ll
>
—
o
Sy
=
Q
>
[ =
o
R
v
m
Y
=
A
<
-
>
—
=
Q
M
>
o
A\
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Si x;. € Q' est le point qui correspond & o, alors T' ﬁ; AU € H¢. ol
t ]
o

@&(x) < o' (x) - Clx—x;lz, et pour majorer la derniére intégrale de (14.12) on dis-

tingue entre deux cas :

I , Si a est dans un voisinage de Ai{ naW' n {ry »0}', alors a ¢ WFa(u) par

hypothése et on obtient uniformément en o :

~ 1 -
(14.13) <V, XT ?IO‘,A u>=0.

II, Si o est dans un compact de (aN'\~Aiz) u (Ailz noWw'n {rl < 0}'). Alors pour
r, e, assez petits, t € T, |x-x(a)| < rona @y (x) < ¢(x). Ici x(a) dénote la

projection de DCT (ax,-ue). Alors on a encore (14.13). 44:

Soit ry > 0 un nombre assez petit pour que ¢(t,x) soit bien définie dans un
voisinage de {t € €" ; |t]| < rod » Q. Pour v € Hw({ltl < ro} % Q), considérons la
fonction f(t,x) = < Vis u' >, Vi = v(t,x,A), qui est holomorphe en t. Nous avons

le résultat suivant pour r, et @ assez petits, § > 0 assez petit en fonction de @ :

Proposition 14.5 : Pour tout € > 0 Zl existe r. >0, C >0 telles que

e e Im t1
(14.14) Iree, 0] s c o 2™ e ol 4 (B _(0,r )x ) °
©® ¢J’l o

pour toute v GHw(B (0,r,) x ), quand Im t; » 0, Im t' =0, |t1| e |t < r.

€

"

Démonstration : Pour t' réel et |t| < r,/2, ona

c e>‘c0|1m t|

(14.15) [f(t0)] < €y 2 ° vl g
©

D'autre part, si e € 10,n[ est donné par (H) et €0 > 0 assez petit, nous avons pour

o >0, arg t; =06, t' € R", ¢ 5 |tg] 20 » |t'|/e, » 1'inegalite

c
(14.16) IF(t] <€ af vy
[0
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Ici on peut supposer que Cp ;,Co, et on pose alors

1 [f(t.n)]
(14.17) h (t:3) = 3 log  ——p—
P
Cp A [l vl H(D

Alors (14.15) entraine que hp(t,x) < C0 Im ty> pour Im t > 0, t' réel, et (14.16)

n-1

montre que hp(t,x) < 0 pour o < |t1| < €ge It'] < e arg ty = o, t' € R . Pour

® 4 w et en imitant la démonstra-

t' e Dln'l fixé avec |t'] < e s ON pose ty =p ei
tion du Théoréme de Phragmen-Lindeldf on va établir des majorations séparemment
dans les secteurs I : arg w € [0,6], II : arg w € [6,11]. Avec p < 50/2 on considére
dans I n {|w| s e,/2} 1a fonction h (t,2) - Cypsine - Cy Im wt = g,» 00 1 <a<
1n/e. Alors avec C1 > 0 assez grande, on obtient 9, < 0 sur la frontiére et donc a
1'intérieur par le principe du maximum. D'autre part, pour tout ¢' > 0, il existe
tor > 0 tel que C; Im w* < e’ Imw, pour |w| < 7_, arg w € [0,6]. Alors

q)(t,x) < Cop sin 8 + ¢' Im w, pour ces valeurs de w, et une modification de cet

argument donne le méme résultat pour arg w € [6,n]. Donc pour tout ¢' > 0, il exis-

te > 0 indépendant de o tel que

(14.18) h (t:A) < Coosino+e' Imty

6

~ i
pour t' réel, |t'| < eom ty =0 € +w, avec Imw >0, |[w| >,

€
Nous allons fixer d'abord ¢' et ensuite p, en particulier on s'arrangera pour

quep <<t_,. Posant %;. = % T » on obtient alors (14.18) pour t' réel, |t'| <

0
fonction harmonique dans le demi-disque Im t; > O, |tl| < ?;. » qui vaut 1 sur
c

€gp s Im ty > 0, |t1| < ?E. . Rappelons que q} < 0 pour t réel. Si ”e'(tl) est la

[ty] = };. et 0 sur Im t; =0, ona p_.(ty) < ﬁfT Im t; dans le demi-disque con-
centrique de rayon %-%;. . Iei 02 est une constante universelle. Le principe du

maximum montre alors que
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h (t:3) < (Cpsin o +e' T 1) u (b)) <

o]
< gi— Int) +Cpe' Imt,
el

sur le dimi-disque de rayon %-%;. . Pour € > 0 donné, on choisit d'abord ' < 7T
n 2

€ T ,
et ensuite p < = . Alors h (t,A) <e Imt, , pour t,; dans le demi-disque de
2C3 ¢} 1 1

rayon %—?é. , t' réel, |t'] < €yP - 4#:

I1 reste a faire un argument de superposition. Soit f(t) la fonction réelle et
linéaire sur C" donnée par

9 of
5% (0,x) + 55 (0) =0

c.a.d.

af ~ of  _ ~ _

5ImE = - Re r(Xys80) »  smet = - Im r(x,.8,) = 0 .
D'aprés le choix de ¥ = (¢1’¢2""’¢n) qui a été fait, ona f = - a Im ty,a> 0.

Pour C > 0 assez grande, on pose
W(t.x) = ©(t,x) + f(t) - C Re(t?)

Alors ¥ est pluri-sous-harmonique et Viw est non-dégénérée de signature 0. Donc

par le Lemme fondamental w:(x) = v.c. ¥(t,x) est aussi une fonction pl.s.h. et on
rappelle que w: est donnée par une formule de mini-max avec une famille de contours
dont fait partie n22 . (On suppose ici, pour éviter des difficultés globales, que

Q, o sont petits et que r, est grand par rapport a ).

*
Lemme 14.6 : On a y,(x) < ¢(x) avec égalité si et seulement si @, (x) = o(x) et

2 o~
Mz, ;:-g% (x)) = r'(a:o,go).

Démonstration : La formule de mini-max montre que
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by(x) < Sup ©(t.x) + F(t) - C Re(t?) = sup o(t,x) - C t°

teR" teR"

avec égalité si et seulement si le point critique est réel. Puisque @(t,x) < &(x)
*
pour t réel on a bien wo(x) < ®(x) et pour avoir égalité i1 faut que t = 0 soit un

point critique et wb(x) = ¢(x), ce qui est justement la condition dans le Lemme.

Proposition 14.7 :  Fixant d'abord r, >0 et ensuite Q assez petits on a pour tou-—
te v; € HW* (9) deux fonctions ¥ € Hq,(BCn(a’ro)x Q), w €H *(.Q) telles que
() by
* N
(14.19) vo(x,)‘) = v(t,x,\) dt +w ,
B (0, /2)
B" o
et
-)/C *
|
Nollg @ sce™ lvlly ca)
*
Yo Yo
(14.20)
v 3n/2 *
Wl 5 (0,0 yx ) < €277 livglly (@)
b o *

Yo

Ict r ,9 C >0 sont indépendants du paramétre § introduit au début de cette sec-
tion, pourvu que ce paramétre reste assez petit.

Démonstration : Soit y™*(1,%) = v.c.t(w(t,x) + Im t.t) qui est une fonction pl.s.h.
définie dans un voisinage de B n(O,rl)x Q, ry > 0. Si v;(x,x) € H *(n) on peut
¢ v
o
étendre cette fonction en une variable a la fois résolvant chaque fois un probléme

de 3, jusqu'a une fonction v*(7,%,1) € H *(B n(O,rl)x 2), telle que
o €

n
VR0, x.0) = vE(xA) s (VI < Gl TRy
v vy

Ici ry > 0 est supposé assez petit, mais on peut encore diminuer @ sans changer ry-
On pose ensuite
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n .
Wtd,w=(§§ I eWTvﬂrﬁ,ndreHJ%“OJ&xQ)
B n(0r1/2)

Choisissant d'abord ro > 0 et ensuite « assez petits, la Proposition 13.5 nous per-
met de conclure. _##

Proposition 14.8 :  Fixant successivement r, >0,0,8 (comme au début de cette

section) assez petits, on a des constantes C > 0, € > 0 telles que

—e A *
(14.21) l<vgs v >l sce™ vl o)

o

* .
pour VUOQH*(Q) .

¥

Le Théoréme 14.1 résulte des Propositions 14.8 et 13.4 et le Lemme 14.6.

Démonstration de la Proposition 14.8 : Pour v; € H * (@), soit V comme dans la

Y
o
Proposition 14.7. Ecrivant
N A(F (t)-Ct?)
vV = v(t,x,2) . e
Y
ol F(t) = -a - est la fonction complexe linéaire avec Re F = f, il suffit alors
de montrer (14.21) avec v; remplacée par
A(F(t)-Ct?)
h = v(t.X,1) e dt .

B n(0:1/2)

ca3vZ

ona || v|| < | vall 'apra
Hw(Bcn(O’ro)x Q) o Hw (o) d'aprés (14.22) et

(o]

2
(14.22) <h, U' > = A FO-CET) vy, Ut > dt .
8 n(0:75/2)
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Puisque eA(F(t)_Ctz) < e-}‘C tz pour t réel et ¢(t,x) < ¢(x) pour t réel il suf-
fit de majorer 1'intégrale dans (14.18) avec le domaine d'intégration diminué a
[t'] < ros |t1| s r_, o0 e >0 peut &tre choisi arbitrairement petit et r_ > 0 est
donné par la Proposition 14.5. Alors pour t' réel, |t'| < re» Itll <r_,Imt) >0
nous avons

C re Im tl

(14.23) l< v(t,.)oU' > sC 2% e IIV;"Hw* (@)

o

D'autre part, dans la méme région, avec a > 0 ,

2 2
(14.24) e*(F(t)-Ctz) < A Im g - C(Im £))T + C(Re ) )

et si 1'on choisit € < a/2 on peut trouver un contour de la forme t' € H?"'l ,

It'| sr_ sty =s+ibXx(s), -r_ ss<r_ ,b>0,x€CH(lr_,r[;[0,1]) avec
x(0) > 0 et b assez petit le long duquel

—AE
<v(t, )t >l < Coe LIV L (ap)
v
(o]

‘eA(F(t)-CtZ)

pour un e; > 0. On obtient alors 1'estimation voulue sur < h,U' > aprés une défor-

mation de contour. l

15. APPLICATIONS DU THEOREME 14.1

Comme une premiére application, on retrouve le Théoréme 10.3 sur les opérateurs

microhyperboliques. I1 suffit en effet de choisir A = ™ R" et g = %-.

Dans tout le reste de cette section nous allons choisir A de la fagon suivante :
Soit V une variété involutive analytique réelle, définie prés de (xo,go) € ™" R"<O0.

Soit alors V le germe de variété en (xo,go) donnée par la réunion des complexifiées

des feuilles bicaractéristiques réelles. Alors V.s T*R" est une variéte I-Lagran-
gienne, dont la partie réelle est V. La maniére l1a plus simple de le voir est de
faire d'abord une transformation canonique réelle, qui raméne V & ¢" = 0 o 1'on
écriteg= (g',8"), g" € B%d. Alors V est donnée par £" =0, (x',g') € EIZ(n-d) et la

138



APPLICATIONS

* ~
transformation canonique QCT de la tf. de FBI de 1'exemple 7.6 envoie (T nz",V) sur

(Rgoh,) OO =3 (i x)% 0= 4 (mx)2 .

Du Théoréme 14.1 on obtient le résultat suivant qui a été démontré aussi par
P. Schapira avec d'autres méthodes :

Théoréme 15.1 :  Soit P un opérateur différentiel a coefficients analytiques, dé -

fini prés de x_ € r" et p(x,E) son symbole principal. Soit V une variété involuti-

ve analytique réelle passant par (x ,g ) et r, la feuille bicaractéristique de V

qut passe par (x 2 &0 ). Soit r(x, 5) une fonctzon réelle et analytique définie prés

de (xo, g,) avec r'(ac 08, = 0. ST V s " r" désigne la variété I-Lagrangienne asso—

ctée a V on fait 1'hypothése suivante :

Il existe un voisinage complexe W de (x ,g ) et une constante

consrante

(15.1) C > 0 tels que plexp t H (x,8) + (y,n)) # 0 pour (x,E) € V NW,
0< tsg 1/C, (y,n) € oo s |(ysn)| < t/C .

Alors st U < T*Bn est un voisinage de (xo,go), u€ DUR™, (xo,F,O) € WF_ (Pu) et
WFa(u) nU n{(x,g) € T, s r(x,g) > 0} = 4 , nous avons (xo,e;o) ¢ WFa(u).

Démonstration : Pour p et V donnés, la condition (15.1) ne dépend que de

dr . Dans des coordonnées symplectiques (x,&) = (x',x",£',&"), telles

T (ry)
(x5285) " 0
que V soit donnée par g" = 0, si (15.1) est vérifiée pour (r,(xo,go)), alors il
existe un voisinage U de (xo,ao) dans V et un nombre €0 > 0 tels que (15.1) soit
encore vérifiée si 1'on remplace (r,(xo,go)) par (h(x,g) - h(xl,gl),(xl,gl)) avec

2. R((x'-x(‘))z + (E"Eé)z): ol 0se <¢

(X15E7) € U et h(x,£) = r(x,€) - (x"-x} .
et R > 0 peut étre choisi arbitrairement gnand. Alors par un argument géométrique
simple (que nous laisserons comme exercice) on montre d'abord qu'il suffit de mon-
trer la version plus faible du Théoréme 15.1 obtenue en remplagant 1'hypothése sur
wFa(u) par wFa(u) n{(x,g) eV r»U 3 r(x,g) > 0} =g . Ensuite le Théoréme 14.1

N
s'applique avec A = {(X,-E) ; (X,&) € V} et r remplacé par r(x,-£). ##

Tous les résultats ci-dessous ont é€té obtenus en collaboration avec A. Grigis
et P. Schapira et sont annoncés dans [G-Sch-Sj]. A part les contre-exemples, ils
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résultent tous du Théoréme 15.1. Dans la suite, P désignera un opérateur différen-
tiel a coefficients analytiques, défini prés de X € R" dont 1e symbole p(x,&)
s'annule en un point (xo,go) € T*]{"~\0.

Théoréme 15.2 (Grigis—Schapira-Sjdstrand) :  On suppose que p soit transversalement

elliptique dans un voisinage U de (x_,€ ), c.d.d. quedansU, lp(x,€)| ~d((x,8),2)" on

I est une variété analytique et m > 0 est un entier. On suppose aussi qu'il existe

une variété involutive V passant par (aco, go) telle que I < V soit invariant par le

flot bicaractéristique de V. Soit r, = U une feuille bicaractéristique passant par

(x,E,) (localement unique), qui est connexe. Alors si u € ‘D "(R") et r, NWF, (Pu)
=4, ou bien T < WF_ (u), ou bien T, NWF (u) =& .

Démonstration : I1 suffit de vérifier (15.1) si r(x,g) est une fonction avec
r(xo,go) =0, driro(xo,go) + 0 (et ensuite faire varier (x6,go) dans ro). On choisit

des coordonnées symplectiques telles que V soit de 1a forme ¢" = 0. Alors & est de
la forme £" = 0, ul(x',g') = ... = uk(x',g') = 0, ol dul,...,duk sont indépendants.
On peut supposer que r = Xo- P prend alors la forme
(15.2) P= T alee)ut (en)P

la|+|g|=m

L'hypothése d'ellipticité transversale entraine que dans un voisinage complexe de
(xo,go), on ait

> (Juxe) ] + ("™

‘p(x,s)

quand |Im(x',g' + [Im g"| < 1 Re £"|. Ici C > 0 est une constante assez grande.
g Elst g

La validité de (15.1) devient alors évidente. +

Si o|Z est de rang constant alors Ker qlZ donne un systéme de Frobenius inté-
grable. On sait (voir Grigis [Gr]) que les feuilles intégrales sont aussi des feuil-
les bicaractéristiques d'une certaine variété involutive V o x. Le Théoréme 15.2

donne alors propagation de régularité le long de ces feuilles.,

*
Théoréme 15.3 (G=S-S) : Soit p 4 valeurs réelles et soit r,er R™~N0 une varié-

té isotrope réel-analytique, passant par Cxo,go). Soit alors vV, une vartété involu-

tive dont I‘O est une feuille bicaractéristique et faisons les hypothéses (10.11),

(10.12). Soit r une fonction analytique et réelle sur T, avee r'(xo, Eo) = 0 telle que
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(15.3) < H,, p" H,> >0 en (:x:o,go)

(Ici H, est bien défini dans T, . ,(T'R™) /T )(V,) ). Alors si u € D'(R",

o’ %o (mo’go
(xo,go) € WF (Pu) gE_WFa(u) n {(x,g) € r, s r(x,g) > 0} = 4 , nous avons (xo,ao) 4
WFa(u).

Ce résultat est une amélioration du Théoréme 10.4 et il serait intéressant de
savoir si 1'on peut 1'obtenir aussi directement avec la méthode des déformations
non-caractéristiques.

Preuve du Théoréme 15.3 : On peut trouver des coordonnées symplectiques réelles

centrées en (xo,go) telles que Vo soit de la forme £¢" =0 et r = - X+ Notant
g" = (g™ ,gn) on introduit la variété involutive
Vg =RxZag?),gm =0

Donc V est tangent a V0 et

4 2
(15.4) Ply = @(dp ) » Wy = @(dL )
0 o
ol dl‘ désigne la distance a To- Si R > 0 est assez grand nous avons aussi sur V :
o
2 4
(15.5) B 4 , pnd R
g, Ty Ty

2 o
puisque a__g > 0. Soit V 1a réunion des complexifiées des feuilles bicaractéristiques

13
n
de V. Pour o € '\\i on note par Rep € V le point réel le plus proche sur‘mla méme
feuille complexe, [Imp | = |0 -Rep |, et d (o) = d. (Rep ). Pour p €V on a alors
0 0
2
vp(e) = vp(Rep) + &(|Imp| d} )
(15.6) °
4
Ple) =p(Rep) + O(|Imp] d )
0

En effet, il suffit d'exprimer vp et p sur V dans des coordonnées (t,s) ol t est
constante sur chaque feuille réelle. Alors, par exemple p‘v = a (t,s) t* et
[a]=4
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et p|, est donné par la méme expression avec s complexe et t réel.

v
D;aprés (15.5) et (15.6), pour tout €o > 0 i1 existe un voisinage de (xo,go)
dans V od

arg p(p) € J-egse s [pCe)] ~ d? >
o

ap_ ] > 2
arg $8- ) € Iequegl o+ |3 ()]~ df

Alors avec €9 > 0 assez petit, on obtient par un développement de Taylor & 1'ordre
2, que

Pl + tleg + (yam))) + 0
n

n
sip €V est assez voisin de (xo,eo), 0<t=x< €40 (y.n) € $2n, [ (y>n)]| < € - Nous
avons donc vérifié (15.1) et nous pouvons appliquer le Théoréme 15.1. ##

IT est naturel de se demander ce qui arrive si 1'on remplace "p|v = Cﬁ(d? "
o
par “va = O(dg )" dans 1'hypothése (10.12). L'exemple suivant (due a G-S-S) mon-
o

tre que la conclusion du Théoréme 15.3 est alors fausse : sur nz?x on considére

~ sYst)
1'opérateur

_nl 2 i
(15.7) P=Df - x Dy D, + 7 X Dy s

et on observe que Pu = 0 si u est de 1a forme u = f(%-tzx + y). Avec f =8 on a

*
WF,(u) = N™({y + zlr t%% = 0}) = {(tsX,y,ts60m) 3y + 7 t% =0 , t = % txn ,

£
n=1, x =0, y = 0 en un seul point pendant que avec V : t = 0 toutes les hypothé-
ses du Théoréme 15.3 sont vérifiées sauf pour (10.12) ol on a la version modifiée
mentionnée ci-dessus. Ce contre-exemple a été trouvé par la méthode de 1'optique

%.tz ns n # 0}. Cette variété coupe la feuille isotrope Tyt 1= 0, £ =0,

géométrique. Dans des coordonnées symplectiques convenables on a alors trouyé une
phase réelle ; ¢, telle que p(t,x,wé,m;) = 0, et dont la variété Lagrangienne coupe

2 - a(xe)s a =0 (Ix% + e, Ty i x=£=0;

T, enun seul point. Ici p =
T =0 (x€ H!z). Si au contraire q = (5(|x|4 + |g|4) et p(t,x,wi,q&) = 0, on peut
montrer avec des développements de Taylor et le Lemme de Grdnwall, que si Aw coupe

ro alors ro c Aw
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d
Corollaire 15.4 (G-S-S) : Soit p = ) pg- ou les fonections P; sont réelles et s'an-—

nulent en (xo, go). Soit alors r, < T*R"™ <0 une feuille connexe passant par (aco, go)

comme dans le Théoréme de Nagano (c.a.d. l'espace tangent de T, est en tout point

engendré par H_,...,H_ et leurscommutateurs itérés). On suppose que
engenarée par p; pg == on que

(15.8) pPlp = 0o .

Alors si u € D'(R") et T, ONWF (Pu) = # , ou bien T, < WF,(u) , ou bien

r,n WFa(u) =4 .

Démonstration : L'hypothése (15.8) entraine que Ty soit isotrope. Si V est une va-
riété involutive avec r, comme feuille bicaractéristique, alors

2
P; = @(d )
Jly To

et les hypothéses (10.11), (10.12) sont donc vérifiées. Si r est une fonction sur
T, telle que Hp (r) (x &g ) + O pour au moins un j, alors toutes les hypothéses du
Theoréme 15.3 sﬂnt ver1f1ees au point (x ,go) €T, (si r(xo,go) = 0). Les résultats
géométriques de Bony (Corollaire 8.8 et la partie A du Théoréme 8.9) permettent
alors de conclure.

+

La conclusion du Corollaire est aussi valable pour p = p; + ip, quand d = 2 et
Py » P, vérifient les hypothéses du Corollaire. Ceci est un résultat de Hanges-
Sjostrand [Ha-Sj] qui utilisaient le cas €-Lagrangien du Théoréme 14.1. Le Corollai-
re 15.4 est plus général, car si p = Py + 1p2, il suff1t de 1'appliquer & 1'opéra-
teur Q = P*P, dont le symbole principal est p% + p2 .

Dans le reste de cette section on considére des opérateurs transversalement el-
liptiques & caractéristiques doubles de symbole principal p » 0. Soit donc ¢ =
T*R" <0 une sous-variate analytique passant par (xo,go). On suppose qu'il existe

une sous-variété analytique connexe r, < I passant par (xo,go) telle que

(15.9) T Ty =T 0 szl (=Ker(o|;))

en tout pointp € T_. Le symbole principal p doit vérifier

o
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(15.10) pnrd

™M N

dans un voisinage de = .

Théoréme 15.5 (G-5-S) :  Sous les hypothéses (15.9), (15.10), st u € (rR™ et
T, N WF (Pu) = ¢, alors ou bien T N0WF (u) = g, ou bien T < WF, (u).

0
Soit Lp 1'image de Tp(l"o)"' dans Ep = Tp(T*]R") / Tp(z). Le Hessien de p induit une

Démonstration : I' est isotrope d'aprés (15.9). Pour p € r,ona TD(I‘O)"‘ = Tp(z).

forme bilinéaire symétrique non-dégénérée positive sur Ep. On désigne par Lc; 1'or-
thogonal de Lp pour cette forme. On peut alors trouver une sous-variété Iy < T*R"

. R s . r n
qui contient £, telle que Tp zs / sz Lp pour Vp € T . Par construction Tp o
L _ . R 1
(Tozs) =0 et I est symplectique. En effet, si t € Tp(zs) nTp(zS) alors
1 . . 1 _
te Tp(zs) n Tp(ro) ce qui entraine t € Tp(z). Donc t € Tp(z) nTo(z) = Tp r, et
1

t = 0 puisque Tp(zs) est transverse a Tp Ty

On choisit maintenant des coordonnées symplectiques locales (x,&) = (x',x"“£'g")
centrées en (xo,go), telles que z soit de la forme x" = g" = 0 et telles que

I, = Iy soit de 1a forme y =n =0, ¢ =0, o0 (x',£"') =(y,2,n,z). Par un développe-

ment de Taylor sur I, on obtient
(15.11) p(x.g) =

= q(X',E.) + Z fa’j(xu,gn) pj(xu’gl) (X",E")a + Z ga(x’g) (Xn’gu)a .

|a]=1 |a|=2
1<d<ky
Ici pl(x',g') = ... =Py (x',£') = 0 sont des équations réelles pour = dans I que
o
1'on peut choisir telles que
k
(o}
(15.12) a(x'.g') = T py(x.e)? .
1

La derniére somme de (15.11) est une forme quadratique définie positive en (x",£").

Nous avons choisi I telle que Tp (}:S) et Tp I‘ol sont orthogonaux pour v©p, donc
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(15.13) f . =0 sur T,

L =7t = dp =0 .
car Hp. € sz n TDZS sz f\sz Tpro , donc Pj Tr

J 0’0

1

Soit maintenant r une fonction réelle et analytique sur r, avec r(xo,go) =0,
dr *# 0. Pour démontrer le Théoréme i1 suffit de montrer qu'il existe une variété
involutive V telle que les hypothéses du Théoréme 15.1 soient vérifiées. (Ensuite
on fait varier r et (xo,go)). On peut supposer les coordonnées (y,z,nsz) choisies
telles que r = - zy. Pour R > 0 & choisir assez grand on introduit

V' o= {(Y,Z,n,c) €502y = R(y2 + nz), o= 0}

00 ¢ = (zy>¢'). C'est une variété involutive dans r, et on définit une autre varié-
té involutive

v={e) s (e evi}.

N
Soient V', V les variétés I-Lagrangiennes obtenues en complexifiant les feuilles
bicaractéristiques réelles. Comme dans la démonstration du Théoréme 15.3, si R > 0
est assez grand, alors sur V'

4 3q 2
(15.14) qn~nd , ~od
o 431 To

n
de plus pyl = o), vy = © (4% ). Desormais R est fixé. Si o € V' on dési-
[s] (o]

gne par Re a le point réel le plus proche sur la méme feuille complexifiée, un
2k
N N
point p € V sera toujours noté p = (a,B), OO a € V', B = (x",8") € R 1. Par dr
o

on désigne la distance de Re a a ry -

Puisque p:(a) = p;(Re o) + O (|Im o d2 ) on a pour tout e_ > O donné ;
J J ry (o]

4 3
(15.15) la(a)| ~ dro . Ia_?] (a)

2 2
~ d > |vg] = 6(d7 )
I‘O l-‘0

arg q(a) , arg %%; (a) € 1- eo,eo[ >

145



J. SJOSTRAND

n
pour o € V' suffisamment proche de (xo,go). Soit maintenant o = (a,B) € V proche de
(xo,go). Par (15.11),

4 2
(15.16) Pp) = P(Rep) +0(1) |Im o] (d, +d 8] + IBIZ)
o [¢)
Puisque p(Re p) ~ d? + |s|2 on obtient que pour tout €g > 0,
[
4 2
(15.17) [pGe)| ~dp + [8]" » arg p(p) € I- egsel
o
pour p € V assez voisin de (xo,go).

"
Puisque fa jc 0 sur r, on obtient aussi sur V

_ 2
(15.18) VP T VA O, sl + [el%) -

Egalement par (15.11)

(15.19) v p =@(d§ + l8]) -
(o]
Aussi
32 92
(15.20) P2 pe)| v 1 s arg 2B e 3- coe,l -

A 1'aide de (15.15), (15.17)-(15.20) et un développement de Taylor & 1'ordre 2
N
on trouve qu'il existe une constante C > 0 telle que pour o € V assez voisin de

(X028q) 3

1,4 2 2
(15.21) Re p(o + t e, * W) >z (dro + t% + |89

quand 0 < t < 1/C, w € Czn, |w] < t/C. Nous avons ainsi vérifié la condition (15.1).

R

Comme exemple nous allons étudier le Laplacien de Kohn. Soit < T*R" <0 donnée

par q; = ... =qq = 0 ou Gqs.--sGQq Sont des fonctions a valeurs complexes et dql,..q

dqd’ qu,...,HaE'sont Tinéairement indépendantes et vérifient

(15.22) {qj,qk} =0 surz.
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Alors ¢ est de codimension 2d et si 1'on introduit la matrice de Levi

L = % (@j»a;}) alors en tout point o € 1 :

d
-
(15.23) TrnTzt=(ReJb;H :%b=0}=
P o J Qj
1
d
= {Re } bj qu € sz }
1

Soit Ty & I une sous-variété de dimension 2k. Les hypothéses du Théoréme 15.5
sont alors satisfaites (pour un opérateur transversalement elliptique & caractéris-
tiques doubles de variété caractéristique 1) si dim Ker & = k en tout point de Ty
et si les vecteurs tangents de Ty sont de la forme Re 3 bj qu N bj €.

Si X = ¢" est une hypersurface et nous considérons le Laplacien de Kohn P = o,
sur des formes de d° arbitraire alors la variété caractéristique est de la forme
Q; = --- =q 1 = 0, ol les q; sont les symboles de n-1 champs de vecteurs holomor-
phes Ql""’Qn-l indépendants et tangents & X. L'hypothése (15.22) est alors véri-
fiée. (P n'est plus un opérateur scalaire, mais le symbole principal est de 1a forme
p(x,&) Id avec p scalaire et les Théorémes 14.1, 15.1, 15.5 sont encore valables).
Si T est un champ de vecteurs réel sur X, indépendant des Qj, ﬁ;} alors

1
3

[Q5- Q) = 7 ¢4 ()T mod(Q.Q)

ol la matrice cjk est a un facteur # 0 prés la matrice de Levi

Soit maintenant G = X une sous-variété holomorphe de dimension ko. On peut sup-
poser que Q,,...,Q ont été choisis tels que Q;,...,Q (et donc aussi Qq,.--,Q, )
1 n-1 1 k0 1 k0

sont tangents a G. Alors Cjk = 0 sur G pour 1 < j,k < ko. On suppose maintenant que
1a matrice de Levi est semi-définie dans les points de G. Alors Cjk = 0 quand j ou

k est < ko (ce qui montre que dim Ker & » ko)‘ Alors {qj,ak} = 0 sur ZIG pour les

o
mémes valeurs de j,k. Par ailleurs {qj’qk} = 0 sur £ et les champs Re( ) bj Hq.)
=1~
sont tangents a ZlG. I1 est facile de voir que ces champs forment un systéme de

Frobenius (invariant) et ZlG est localement fibré par ses variétés intégrales. Cha-

147



J. SJOSTRAND

que variété intégrale TS est de dimension 2kO et difféomorphe a G par la projection
naturelle. Si 1'on suppose que dim Ker & = k0 sur G alors les hypothéses du Théo-
réme 15.5 sont satisfaites pour chaque feuille T, et on obtient :

Corollaire 15.6 (G-S=S) : Soit X c " une hypersurface réelle et analytique et

soit G < X une sous—variété holomorphe connexe de dimension complexe k o On suppose

la matrice de Levi semi-définie de rang 2n-1-k_ en chaque point de G. Soit P = O,

le Laplacien de Kohn sur X sur des formes de degré arbitraire. Si u € D'(X; &F )

et Pu € a(X; ¥ ) alors, ou bien G < Supp Singa(u) ou bien G N Supp Singa(u) = 4.

(Lot F désigne le fibré vectoriel %9 (3p) SWr X, od £°29 est le fibré de (o,q)-

formes (q arbitraire) et () < £%29 11idéal engendré par %, 0 est une fonection de

classe C avec P =0, do # 0 sur X).

X

L'auteur ne sait pas si le Corollaire 15.6 est encore vrai si dim Ker & > k0
dans certains points de G. Par contre on peut trouver un contre-exemple au Théoré-
me 15.5 si 1'on affaiblit 1'hypothése (15.9) a

1
(15.9f) ﬁaro c sz n sz » Vo €Ty
En effet, dans CZ, zj = xj + iyj, j = 1,2, on considére le domaine faiblement
pseudoconvexe @ : y, > y4 et on identifie son bord avec F23 . Le Laplacien
2 1 X1sY1s%p

de Kohn sur les fonctions prend alors la forme o, = 2*2, o Z = 2 4 y3 2 et
3z, 1 X,

(15.9 f) est satisfaite avec Ty ¥ =Xy = 0, g1 =mn = 0, €y = 1. D'autre part,
puisque é—Re(zi) + y? > 0 avec égalité seulement en 0, on constate que la fonction
v(zl,zz) = (z2 + izg/Q)_l, est holomorphe dans @ et que si u(xl,yl,xz) €D '(X) est
sa valeur au bord, alors wFa(u) est donné par x; = Yo = Xy = 0, g, > 0, g =nq = 0.

Donc WFa(u) nr, est réduit a un point pendant que oy = 0.

16. MICROLOCALISATIONS D'ORDRE SUPERIEUR

La notion de 2% microsupport a partir d'une variété involutive réelle a &té in-
venté par Kashiwara et développé ensuite par Laurent et d'autres. Voir [KK1],
Laurent [Lal et un travail a paraitre de Laurent-Kashiwara. Dans cette section nous
introduirons une notion de deuxiéme front d'cndeanalytique & partir d'une variéte

Lagrangienne réelle. Des résultats préliminaires de Bony et Laurent semblent indiquer
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que cette définition (dans le cas d'une variété Lagrangienne réelle) coincide avec
celle du deuxiéme microsupport. Les techniques employées ici permettent aussi d'in-
troduire des fronts d'ondes d'ordre quelconque ; wFék)(u) et de montrer des rela-

tions entre Wng)(u) et WF§k+l)(u) entiérement analogues aux résultats connus de
Kashiwara et d'autres qui donnent des relations entre supp(u) et WF, (u). Peut-étre
a-t-on aussi des relations entre Wng)(u) et WF§k+£)(u). I1 semble aussi que les

techniques de Laurent [a paraitre] permettent de développer des microlocalisations
d'ordre supérieur.

I1 n'est pas clair pour 1'auteur, dans quelle mesure NF§3)(u), w§4)(u),... sont

des notions intéressantes et non-vides. Nous laissons ces questions parmi d'autres
a des futures investigations. Néanmoins, les Théorémes 16.5 et 16.7 dans le cas

k=2 constituent aux yeux de 1'auteur une justification suffisante pour cette sec-
tion. (Dans la démonstration du Théoréme 16.7, on fait intervenir WF§3) au moins
implicitement). On peut aussi soupgonner 1'existence d'une théorie systématique
peut-étre dans 1'esprit de la section 11, qui permettra de mieux comprendre NFék)m)
Pour ces raisons nous avons choisi de ne pas investir trop de travail ici. Voici
quelques points ou il faudra un jour revenir :

1° Dans la définition de WFék)(u), on fait certains choix arbitraires et nous n'a-
vons pas montré 1'invariance de la définition par rapport a ces choix.

2° Dans quelle mesure peut-on définir les microlocalisations d'ordre supérieur a
partir de variétés I-Lagrangiennes, et unifier les sections 14 et 16 ?

3° Jusqu'a quel k est-ce que wFék)(u) contient des renseignements non-triviaux ? I1
est probable que ngk)(u) soit invariant pour k homogénéités accumulées. D'autre
part on peut modifier les définitions pour avoir des ensembles non-coniques. Voir
Remarque 16.10.

Dans cette section on travaillera systématiquement avec la transformation de
FBI suivante :

n/2 f e_)‘(x_y)z/z

T, u(x:2) = (ory) u(y.r)dy

qui envoie ' dans H;OC avec & = 1 (1m x)2.
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TA admet 1'inverse formel

n/2 2
J eMx-¥)7/2 v(x,A)dx

-1 _ A
T,7 v(ys2) = (z37)
Sur H¢(Cn) nous avons aussi le projecteur de Bergmann :

=A(Im y)2 L(dy) .

_.2
J eV y(ya) e

P
SA u(x,:) = (2ﬁ7)

(On le voit en écrivant 1'identité comme opérateur pseudo-différentiel et en choi-

-1

).SA

et on utilise 1a phase stationnaire pour réduire 1'intégrale double que 1'on obtient.

sissant le contour 6 = i.(x+y-2y) ). Toujours formellement, on écrit T;l =T

Alors on trouve (négligeant dans tous les calculs des facteurs + 1 et leurs influ-
ences accumulées).

_2 2
(16.1)  T;1 v(y.a) = (2i)™V2 (%)n J e MY=X)/Z iy ny e MIM X gy

Pour définir ngz)(u) on introduit un petit paramétre u > 0 et on travaillera avec

TuA ou plutdot avec

(16.2) S =T, o T, (composition formelle)

La phase stationnaire donne 1'expression (que 1'on prendra comme définition).
An —\ 2
2u V2 5 M - y (x¥) -A(Im y)2
(16.3) s, , uxan) = (12 ) [ e ZOTW u(y.n) eI Lay)

Bien entendu, S1 z SA. Pour localiser la contribution essentielle a cette inté-

grale on trouve

(16.4) Re(- 7ty (x¥)%) - 3 (Imy)? =

=32‘1(Imx)2-%(-1—$—;(Rey-Rex)2+%(lmy-uImx)2)

Donc (16.3) définit bien un opérateur uniformément borné par rapport a A :

n n .
Su,x : Hy(€7) » HMQ(C ). L'inverse de su,A est R , = Sl

A
uap
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— 2
n/2 n - (x-y) _ 2
(16.5) R, u(x:2) = (ﬁ—u) 32 Ie 2(T+n) u(y,») e PMIMY)T | gy

comme on le voit bien a 1'aide de la phase stationnaire. Quand on travaille loca-
lement, c.a.d. quand on intégre sur des domaines bornés (convenables) on trouve que

Ru N inverse Su N modulo des erreurs exponentiellement petites, que 1'on controle a
E] b
cause de (16.4). (Remarquons aussi que Su N peut s'écrire avec un bon contour dans
2n 2 _ = ?
cy,w donné par w = y).
Si
n/2 i
(16.6) Fyuen) = G [ e ut)dx

est la transformée de Fourier, alors

(16.7) T, F, u(x:2) = ()

2 o -z -y)ére
j e u(y,a)dy =

2
- o~Mx/2 (T,u) (é A) = (6, Tyu) (x51) .

def

Fixons maintenant le cadre géométrique. Soit A< T*R" <0 une variéte Lagran-
gienne réel-analytique, passant par le point pél). Si N(Al) désigne le fibré nor-
mal de Ay on a un isomorphisme N(Al) = T*A1 engendré par la forme symplectique. Soit
alors A, = T*Al‘\o une variété Lagrangienne réel-analytique qui passe par Qé?) , ol
Hl(oéz)) = oél). Ici My : T*A1 > Ay désigne le projecteur naturel. Ainsi par récur-
(k)y - ,(k-1)
o ) =P :

rence on se fixe une suite (Ak,pék)), o(k) € < T*A N0, T

° k k-1 k-1
Si u est une distribution définie dans un voisinage ouvert wo de Ho(pél)), nous al-

Tons définir Nng)(u) < (T*Ak_l-\o) n Hlil(wk-l)’ ol wk_1 est un voisinage ouvert
convenable de oék_l) dans A, _,. La définition dépendra de Ays.ooshy g mais pas de

Ak, Ak+1"" . On fera aussi quelques choix arbitraires dont la définition (espé-

rons-le !) ne dépend probablement pas, mais ceci reste a démontrer.

Soit 2. la transformation conique associée & T et soit 26, une transformation
T 1
canonique réelle que transforme A, en {& = 0} avec (o(l)) = (0,0). Alors
1 1Yo
521 = QCT o % o ac}l transforme A, en lui méme et A@1 en A

o Si Aw1 = (nyg).
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Si @(x,y,6) est une phase pluriharmonique admissible qui engendre §t1, alors pour
tout x voisin de 0, la fonction (y,8) -+ @(x,y,8) + &(y) admet un col et, aprés mo-
dification de ¢ par une constante, la valeur critique est ¢(x). A 1'aide d'une tel-
le phase on peut alors définir un opérateur intégral de Fourier elliptique

. N n - . (1) . _ N
A1 : Hq)’xl > “¢,o > Ol Xy € € est la projection de QCT(po ). Soit V1 = Tu, ol

ue 33'(w0). Alors U1 = A1 V1 est bien définie & équivalence prés dans 2y, ou
Q) < ¢" est un voisinage ouvert de 0. La définition de WFéz)(u) sera donnée en ter-
mes de V2 = Su N Ul’ mais d'abord on va définir des espaces "Hw a plusieurs paramé-

tres".

Définition 16.1 : Soit @ < € un ouvert, @ € C(Q;IR). Nous dirons qu'une fonction

u(.’x:,A,uZ,...,uk), x € Q, A >1, W > 0 est dans 1'espace Hg{)(ﬂ)

, 81 u est holomor-—

phe en x et si pour tout € > 0 et tout K =ccQ on a

AHge. .uk(tp(x)+£)
|u(x,k,u2,...,uk)| < e s

pour x € K et
(16.8) 0 <wp s frKel),ooos0 < ;s fi(Ke s goecmy)

0 < 1/x < fl(K,s,uz,...,uk) .

Ict fj >0 sont des fonctions qui dépendent de u, décroissantes en K et croissantes

N Eslg, ey Nous dirons que Uy Vu, dans H:)k)(n), st u; = Uy € H(k), ou

©®
1
®; € C(Q;R), ©; < Q.

On dira que A, Hos...sl soOnt "comme i1 faut" en fonction de K,e et éventuelle-
ment d'autres paramétres, si (16.8) est vérifié pour un certain choix de fonctions

fl,...,fk comme ci-dessus. Remarquons que Hél)(n) = H;?c(n) et que Héf)(n) est sta-
ble par multiplication avec des puissances de X, Hoseesly -
Proposition 16.2 : Sotent W ccq cc € des voisinages ouverts de 0, ¢ € C(Q; R),

U pour
v
z€EW={xe " s Re x € R" nw} par 1'intégrale (16.3) avec W comme domaine d'in-

o< ¢. 55 v-€ 8* (2), on definit alors Vi, ug,...siy,y) = S o Mige i
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v N
tégration. Alors V € Hq()k'ﬂ) (W). Plus précisément, si U € H:)k) (Q), alors VEH(k+1) (W),

~

~ — . ©
ol ©(x) = &(x) - % d(Rex,K)%, K = {x € R W ; o(z) = o(z)}. ST W' est un autre

Y Y
ouwvert comme W et V' la fonction correspondante, V ~ V' dans Hd()kﬂ) (W nw').

Démonstration : Utilisant (16.3), (16.4), on obtient pour tout s > O,

2
AUo. el (Imx)“/2+ 8 pp. ..t
/2 2 k+1 2 k
|V(x,x,u2,...,uk+1)| <c A" uk+1n e

N
si x e W, 0 < Mpyq S 1eta, Mpses sy sont “comme i1 faut" en fonction de §. Si

e >0 onchoisit 6§ = ¢ uk+1/2, alors pour 2, Hpse ek "comme i1 faut" en fonction
de ¢ > 0O on a

2
n/2 Adge -y 1((Imx) /2+¢/2)
IV(X,)\,uz,...,uk.'_l)l <C }\n e e + ,

n/2
pour ) > 0 assez grande en fonction de Ups--+sHpy 1> €5 NOUS avons c A" Upe1 <

EAUn-. .Uy, 1/2 n
e 2 k+1 et il est alors clair que V € H(k+1)(w).
3

~
On suppose maintenant que U € Héf)(n) et on restreint x & un compact dans W.

Pour a > 0 on découpe W en 2 parties :
2 2
[Re y - Re x|~ < d(Re x,K)® - a
2 2
|Imy - ] Im x[ < Va1 (d” -a)
II : W T .

Soit vV = VI + VII la décomposition correspondante de V. Pour tout a > 0 i1 existe
e(a) > 0 tel que o(y) < ¢(y) - 2 ¢(a), pour y € I, quand Mes1 est assez petit en
fonction de a. Donc pour 2, Hpseeslpyq "comme i1 faut" en fonction de a,

2
(16.9) Wl < i . 2 e).pz...uk+1(1m x)°/2 - e(a)xr LTS
: s k+1

D'autre part, & 1'aide de (16.3), (16.4) on obtient pour tout 5§ > 0 :
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(16.10) Vil

n n/2 2 Mgy 2 I
< Ca Meal / exp[xuz...ukﬂ(lmx) /2 - W—(d(Re X, K) -a) + 8A “2“'“kJ’

POUr Xs hpse--smy "comme i1 faut" en fonction de s. Si ¢ > 0 est donné on peut ren-

dre les exposants dans (16.9) et (16.10) plus petits que
2 2
M- epyq ((Im x)7/2 - d(Re x,K)7/2 +€/2) ,

en prenant d'abord a assez petit dans (16.10), ensuite W41 3ssez petit en fonction
de ¢, a, et § assez petit en fonction de ¢, a, LY et finalement 2, Hose-oslys
"comme il faut" en fonction de ¢, a, Wip1- Ceci montre que V € Hé:+1)(ﬁ). Finale-

ment 1'équivalence V ~ V' devient maintenant assez évidente. 44:

On retourne maintenant @ la situation décrite avant la Définition 16.1. Ayant
defini U1 € H¢(Ql), on fixe un voisinage ouvert de O ; wl c< g et comme dans 1la

Proposition 16.2 nous avons alors V, = S U; € H(Z)(ﬁ ). Soit v, € T*A; ~0 avec
1129)\ o] 1 2
Hl(VZ) assez proche de pél). Alors d asl(vz) = (y2’“2) avec y, € Wy, n, + 0, et on

N~
pose x, =y, - iny € W;. (X, est la projection dans GQ de ?GT(yz,nz) ).

Définition 16.3 : On dit que v, € WF(Z) (u)

n
- > ST VZ € HJ)Z) (WJ), avee @ < ¢ continue,

wﬂxz) < ¢(x2).

Ainsi, nous avons défini un ensemble fermé Wng)(u) c T*A1 ~0 au-dessus d'un
voisinage de pgl). IT ne semble pas trop difficile de montrer que cette définition
ne dépend pas du choix de Qﬂl et de A1 et que wFéz)(u) est conique pour la struc-
ture conique de T*A; ~0. (Si A; est déja conique dans T™R", alors WFéz)(u) est
probablement conique aussi pour la structure conique de T*A1 ~0, induite par celle
de Al). Pour définir NF§3)(u) on repéte la méme construction, en faisant intervenir
aussi A,. Soit 262 une transformation canonique réelle qui envoie (y2,0’“2,0) =
d Qﬁl(oéz)) sur (0,0) et d BCI(AZ) sur {n = 0}. Soit alors A, un OIF elliptique
avec uyx comme grand paramétre et 522 = 96T ° 362 ° 96}1 comme transformation cano-

nique associce. On definit alors U(Z) (x,a,m,) = A,(V(2)) € H{Z)(a,), o 2, est un
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voisinage de O dans ", et si N2<:c 2, est un autre voisinage ouvert de 0, on défi-

nit Wé = {X € " ; Re x € wz n B%n} et

V) (x,0mup0mg) = u(8) e n{® (i)

s
el

")
Si vz € T*A, ~0 et Ty(v,) est assez voisin de 082) ators x5 =y - ing € W, , si
(.Y3m3) =d %2(\)3)-

(3)

3"
Définition 16.4 :  On dit que v, € WP (u) € 7 (i, on 0 < & est conti-

p s, 8T V

nue et cp(xs) < <I>(.’x:3).

Par itération, il est maintenant clair comment définir des ensembles fermés
WFék)(u) IS T*Ak_l-\o. A priori ngk) peut dépendre du choix des opérateurs Al""’
Ak—l' Nous croyons que ce n'est pas le cas et qu'il est aussi possible d'étudier

les homogénéités de WFék)(u).

On peut maintenant montrer une analogue du Théoréme 8.3 :

Théoréme 16.5 : Soit H < Ap_4 k 2 2 une hypersurface analytique passant par
(k-1) 2 _ .
P, que 1'on représente par z, = 0 dans des coordonnées convenables Tyseees,

sur Ak—l’ centrées en 0 = po(k_z). Supposons que Ak—l n {xn < 0} N WF;k_Z) (u) = 4,

(k=-1)

dans un voisinage de o,

. Alors,

1° Si (0,(0,...,t)) & WFék) (u) pour un t % 0, alors 0 € WF;k_Z)(u).

2° 8z (0,&8) € WF;k) (u) alors (0,(E',t)) € Wl?’cgk)(u) pour vV ¢t € IR tels que

(g',t) * 0.

Démonstration : On fait essentiellement comme dans la démonstration du Théoréme 8.3.
N'ayant pas établi 1'invariance de ngk)(u) on suppose d'abord que les coordonnées

Xpse--sX, soOnt celles qui interviennent quand on écrit

n

S0 g s (k1)
S SRR |
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Ators utk-1) ¢ Hé}-l avec @(x) < o(x) et avec inégalité stricte pour x € R",
Xn<0.

- (k) (k) ;o -
La proposition 16.2 montre alors que V € HY (wk_l), ol
%)

%—(Im x)2 pour Re x_ > 0

~ n
o(x) =

1 2 2
?-((Im x)" - (Re xn) ) pour Re X, < 0.

Appliquant le principe du maximum comme dans la preuve du Théoréme 8.3, on trouve
alors 2°. Aussi, sous 1'hypothése de 1°, le principe du maximum montre que V(k) ~ 0

dans H(k) dans un voisinage de 0. Appliquant 1'inverse de S ; R avec
¢ Mo Aug- - Mgy

un y, assez petit mais fixé, on trouve que U(k-l) ~ 0 dans Hik_l) dans un voisinage

de 0, donc (aprés inversion de A, _;) pék_l) € Wng-l)(u)-

Dans le cas général, on peut se ramener au cas ol dans des coordonnées X, utili-
sées dans la définition de v(K) ; y(k-1) ¢ Héf'l) et @o(x) < ®(x) pour x réel avec

X, < f(x'). Ieci f(x') = G’(lx'lz) est analytique. La formule explicite pour @ est

alors moins agréable, mais @ est toujours harmonique sur une famille de courbes
complexes dans la région Re X, < f(Re x') et on peut appliquer le principe du maxi-
mum sans changement. l

On peut améliorer le Théoréme 16.5 si 1'on fait intervenir WF§k+1)(u) (au moins
implicitement) avec un choix convenable de A Ainsi nous obtiendrons une analogue

d'un résultat de Kashiwara (que nous allons aussi démontrer, voir la Remarque 16.8).

(k-1)

Soient XqseeesXp des coordonnées sur A _q» Centrées en o

et choisissons Ay =

* =
To(Ak-l)' Comme opérateur Ak-l on peut alors prendre Ghuz---u (modulo une trans

lation sans intérét). Pour préparer les démonstrations, nous allons calculer

A = Sv,A GA TA et B = Sv,uA Gux SuA,A
D'abord sur ‘§ '(B{n) ou bien sur Hy 2 2(Cn) ,
= (Imx)“ - ¢(Re x)
A=S anmFr=Ty F5
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et
n/2 n/2 2,5
A A - - 2-
) = ) G [ R TEIE () gy ae
Eliminant 1'intégrale en & par la phase stationnaire, on trouve

n 2, .
(16.11) A, u(x) = (20 f e MY /2v4ixy) gy

Ici pour y réel

(16.12) Re(-x(y*/2v+ixy)) = § (v(Im x)? - 7 (y-vIm x)%) .
Ensuite, on calcule sur H 2 (m"), 0<e < 1/4 ,
d>-e|X|
- -1 _ -1 _
(16.13) B = Sv,px Gux TuA TA = Sv,ux TuA :rux TA =
_ -1
= Av,uA ° T)\ .

Vu (16.1) et (16.11) on évalue par la phase stationnaire :

_ n _ 2 . _ o2
n/2 (%) (5%%0 e ur(z"/2v+ixz)-a(z-y)“/2 dz =

n/2
(16.14) I = (24) J

2

_ Au kvt 2 _pvi
(" @t oy T
211 v+u

et on trouve donc (méme pour u € H¢(E") a cause de (16.16) ),

(16.15) By, U(x) =
n n/2 o - A (Frivx) 2 - BA 2 A(Im y)?
- & e 20 T um e L(dy) -
De plus,

Re(- 7oy (y+ivx)? - B2 2y - % (1m y)? -

(16.16)

_ A 2 _ A 2
= —%3 (Im x)° - % (;%U (Imy + u Re x)° + ;%; (Re y - v Im x)z)
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Avec le choix de wr§k+1) que nous avons fait, nous avons

k+1) (k-1)
(16.17) V) st ey a) v B U
2 k+1 uk+1,uk,}\u2...uk_1

Proposition 16.6 : Soit k > 2, et supposons que v k1) ¢ Hi)k_l), o ¢ < 9. Pour
se placer dans la situation non-triviale, on suppose que 0 € {x € R" ;
@o(x) = ¢(x)} = K. Alors p(k*1) ¢ H£k+1) ., on

def ©

Bx) =L ((m2)? - (im L acy n2,x0)? ) .

V>0
v>0

Iet 2(&) = Llim % d(vg,K) est une fonction Lipschitzienne, en tant que limite d'une
A1

famille de fonctions, uniformément Lipschitziennes par rapport 4 V.

Démonstration : I1 faut estimer 1'intégrale (16.15) avec v = Mpe1s BT Mg et A

remplacé par X = AMpe-omy_qs U = utk"1) | soit x dans un compact de €". Pour tout

a > 0 il existe v(a) > 0 tel que
(£ d(v In x.K)Z 5 d(Im x)? - 3

pour 0 < v < v(a). On découpe alors 1'intégrale (16.15) suivant les régions

IRey—vaxl2 < vz(?i’(lm x)z—a)

2 N 2
[Im y + 1 Re x|~ < vu(d(Imx)" -a)

[x.

Dans la région I nous avons |Im y| < C(Y»w + u), |[Rey - v Im x|2 < d(v Im x,K)? -

I

% vz, pour 0 < v < v(a), donc si u est assez petit en fonction de v nous avons
o(y) < %~(Im y)2 - 2 e(a,v) pour y € I, oit e(a,v) > 0 est une fonction croissante
de a et de v. Donc pour Asugs...,u_qsu "comme il faut" en fonction de a et de

V= Hpgp On obtient pour y € I
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D (g )| € X NT2 = e (@0))

Pour le découpage V(k+l) = VI + VII on trouve alors

LY 2 Y
(16.18) vyl <cC W Avu(Im x)7/2 - X e(a,v)

POUF Askpseeshy 1sHsV "comme i1 faut" en fonction de a > 0. D'autre part, pour

y € II, on a

;%;‘(Im y + 1 Re x)2 + E%;—(Re y - v Im x)2
2 . 2 2
Hv 2_ _ 4 _ v 2 - apv
> ntv (d"-a) = uvd Y] d ey

Avec (16.16) on tire 1'estimation
2 au\)2 )

X(ou(Im x)2/2 - opud2/2 +¢ + w? v,
(16.19) |v, | < C X" e vu(Im x Ve EICTD) O]
: 1l <

pour Vv ¢ si Askpse -5k 1 sont “comme il faut" en fonction de e

2
. _ s e . . a
Si & > 0 est donné on choisit d'abord a = 6/3 (ainsi ?%EIUT < sw/3), v < v(a),
ensuite u assez petit pour que

ETE%CT sup (32) < %— » Wy Sup (dz)/z < e(a,v)
X

X

On choisit ensuite € < 6uv/3 et il est donc clair que

v 2 v
(16.20) [V| < 2c X" rwv((Im x)7/2 - d7/2 + &)

LY
PoUr Ashps.. .l “comme i1 faut" en fonction de & > 0. Puisque 2C M < Sy pour
2 k+1

A assez grand en fonction de Hosen-slly g ON obtient la Proposition. 4#

Théoréme 16.7 : Comme dans la Proposition 16.6 on suppose que k » 2 et on choisit
(k-1)
o

*
Ak = To(Ak—Z) (o 0 =»p est l'origine pour des coordormnées locales Tgseeesd,

*

. (k) R * N
sur Ak—l)' Soit (O,E,O) € Ay NWF, (u) et soit r, < T(O,EO) (Ak) = To(Ak—l) le cone
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des normales de A, N WF;k) (u) dans L définies comme dans la section 8. Alors

FZ e Ty gp 00 Ty, désigne le cone tangent en 0 de WFék-l) (w) nhy_,. (Par défi-

. , .. - N (k-1)
nition, rk—l est L'ensemble des limites )‘v z v > el oon z € WFa (u) NAp g

x\)—»o, )‘\)> 0).

Démonstration : Soit 0 + t ¢ Te-1- Alors la Proposition 16.6 montre que Q;oa't) €
WF§k+1)(u), o0 o, = (0,g,) € A - Alors la premiére partie du Théoréme 16.5 montre

' (k)
que t n'est pas une normale de wFa (u) nA- :#k

Nous laissons comme exercice de vérifier que le Théoréme 16.7 est plus général
que le Théoréme 16.5.

Remarque 16.8 : Le Théoréme 16.7 donne des analogues a un résultat de Kashiwara
(voir aussi [KK3]). Ce résultat concerne le cas k=1 et peut se formuler mot pour
mot comme le Théoréme 16.7 en remplagant seulement "Ak-l n WFék_l)(u)" par “supp u”.
Un peut 1'obtenir par essentiellement la méme démonstration que ci-dessus. Cette

démonstration est en effet plus simple, car on travaille avec Au a la place de

s A

B\),Ua)\ )

Remarque 16.9 : On peut affaiblir une des hypothéses dans le Théoréme 16.7. Soit
en effet 0 + to € To(Ak_l) et supposons qu'il existe une suite a, %0, v » = et un

nombre C > 0 tels que (pour les coordonnées xl,...,xn) sur A _q oOn ait :

|x - a | < C.la,| = x ¢ ngk'l)(u) NA_q -

\Jto
Alors to n'est pas un normal de WF(k)(u) nAp au point (O,go). Pour le voir on re-
marque d'abord que si 1'on considére seulement les valeurs Wpp1 = 2153050 alors

Ta démonstration de la Proposition 16.6 donne toujours V(k+1) € H(k+1) ol o< o

avec inégalité stricte en Im x = to. D'autre part il suffit de pouvoir contrdler
V(k+1) pour .1 € {27,a55...}, pour pouvoir conclure a 1'aide du principe du ma-
ximum. Peut-é&tre faut-il considérer aussi des définitions modifiées de Nng) ou on

a besoin de varier (A,pz,...,uk) seulement dans certains ensembles discrets ?

Remarque 16.10 : Tous les opérateurs auxiliaires que nous avons donnés explicite-
ment sont en effet des opérateurs intégraux de Fourier (comme dans les sections 4
et 11) donnés avec des contours explicites, et c'est probabfement 1'aspect des
contours qu'il faudra utiliser dans une approche plus invariante de la théorie.
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Dans cet ordre d'idées remarquons que 1'on peut obtenir un "projecteur de Bergmann
approché" dans H;oc(a), o<, si @ est réel-analytique est strictement pl.s.h.,

de l1a maniére suivante : soit y(x,y) 1a fonction holomorphe, définie dans un voi-

sinage de A = {(X,X) 3 X € Q} Czn, avec y(x,x) = @(x). Alors il est bien connu que

2 |
det 22+ 0 et 2Rey(x.¥) < o(x) + o(y) - C(x)|x-y|® ,

0 < C € C(a), pour (x,y) dans un voisinage de A. On peut alors écrire un opérateur

d'identité approché sur Hloc

” (2) sous la forme pseudodifférentielle :

Bu(x) = (i})n ” 2 M(W(%:8)-v(¥50)) a(x,6,2) u(y,r) dy de
r(x)

avec le bon contour r(x) : 6 =y , |x-y| « d(x), ou d € C(2;R,) est assez petite.
Plus explicitement

Bu(x) = A" M (6Y) 3 (x,7.0) u(y.n) e 220U ((ay)
[ x-y|<d(x)

ce qui peut étre considéré comme un projecteur de Bergmann approché. Nous avons

donc un lien direct avec 1'aspect des opérateurs de Toeplitz, voir Boutet de Monvel
[B2].
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