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Cet article est consacré a la propagation des singularités et a la construction

de solutions asymptotiques pour des équations pseudo-différentielles a caractéristi-
ques réelles de multiplicité variable. La méthode consiste a construire une paramé-
trixe de 1'équation Pu = f en superposant des solutions de 1'équation de Schrtdinger
(Dt + P) u = 0. Comme*le flot hamiltonien de p (symbole principal de P) admet un en-
semble N = {(x,£) € T R"~0 N Hp(x,E) = 0} de points fixes, il est nécessaire d'é-
tudier le comportement asymptotiques pour t - «~ de telles solutions. On se placera
dans le cas ol en tout point de N la matrice fondamentale Fp(x,g) n'a pas de valeur
propre réelle (lorsque p est hyperbolique par rapport & une direction, ces équations
sont nommées non effectivement hyperboliques [3] et [4]), i1 n'y a pas alors de points
limites sur les bicaractéristiques de p mais les bicaractéristiques nulles ou non de

p ont pour limites des courbes qui remplissent certains sous-ensembles de N sur les-
quels doit se faire la propagation des singularités - c'est le phénoméne de la réfrac-
tion conique - on renvoit a [4] et [6] pour des cas hyperboliques. L'analyse de 1'é-
quation de Schrtdinger pour t - < donnera une description directe de ce phénoméne de
Timites de bicaractéristiques. Comme il a été noté dans [5] 1'utilisation de la mé-
thode classique de 1'optique géométrique va se heurter a 1'obstruction d'une infinité
de caustiques dés que 1'on veut obtenir une solution sur un intervalle de temps grand.
Pour surmonter cette difficulté on aura d'abord recours & une transformation de Fourier
Bros lagolnitzer (en abrégé F.B.I.) sur P. Cette méthode utilisée par le second auteur
dans [9] pour 1'analyse des singularités analytiques transforme 1'analyse microlocale
d'un probléme pseudo-différentiel sur des distributions de R", en un probléme pour
des "opérateurs pseudo-différentiels dans le domaine complexe" agissant sur des espaces
de fonction holomorphes u(x,A) dont 1a croissance est localement contrélée par des fonc-
tions de poids exp(A@(x)) ol @(x) est pluri-sousharmonique. On y trouve deux avantages
le premier est de fournir aisément une microlocalisation du probléme, le second plus
essentiel est qu'aprés la transformation de F.B.I. on ne rencontre plus de caustiques
et ainsi @ ceci prés que 1'on travaille sur des opérateurs dans le domaine complexe on
développera une méthode assez classique de solution asymptotique. La condition

Im pz(x,g) # 0 sur N (pg(x,e) est le symbole sous principal) précise et dirige la pro-
pagation des singularités, et servira & donner un sens direct & la superposition des
solutions de 1'équation de Schrddinger.

Citons maintenant précisément le résultat.

Soit P(x,Dy) un opérateur pseudo-différentiel (en abrégé o.p.d.) classique de
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B. LASCAR, J. SJTOSTRAND

degré 1 sur R", dont 1e symbole principal p(x,g) est réel. On définit
*on
N = ((xsg) € TR"~0| dp(x,g) =0},

puis sur N Fp(x,g) € ‘(,(T(X,E)(T*IR")) par Hess p(x,g)-(t,t') = g(t,Fp(x,g)t')

n
2

ol ¢ est la 2-forme symplectique et pg(x,g) = po(x,g) - 7211- Y 578(5—g (Xx,£).
; J°=3

j=1

On désigne par ng un point de N et par ,(t,u) la courbe bicaractéristique issue de
u- On fait les hypothéses suivantes :

(Hy14 Siu€N, Spec(Fp(u)) =i R
(Hy)y Le flot sort - Pour tout § > 0, il existe V et V; voisinages de u, tels que :
— t p— —
p(w) =0, 5O>I |Hp(u(s,u))| [ds| > s et § €V entrainent u(t,u) € Vy-.
0
(H)), Il existe C > 0 et o > 0 tels que d(x,p 2(0)) < C |[p(x)|® .
(HZ) Si (x,g) € N Im pg(x,g) >0 .
Soit H = (Hl) n (HZ) .

Remarques 1) Si p(x,g) = gg - q(x,£') ou gq.x0s'annule exactement a 1'ordre 2 sur r sous

variete ¢ de T'R"L, (H;) est satisfaite.

2) On peut donner des exemples non hyperboliques p(x,t) = % (B(x,g)E',E") +
(A(x,g) (g" + ix" gn),(g" - ix" gn))g' e RP, g" € RY. B symétrique non dégénérée,

A auto-adjointe positive, satisfait (Hl)'
Si u € N on définit 1'ensemble d'influence de p par :

t
cw =N G €0, 5 eV np (o) et [ IH (us.)] lds] < 5y
V voisinage de u o P

Théoréme : On suppose que P satisfait (H). Soit w €N et w un voistnage assez petit de u.

Soit u € L '(R") telle que WF(Pu) Nw=9, st WF(u) 0 C(u) N dw = ¢ alors u € WF(u).
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EQUATION DE SCHRODINGER

I - L'action de la transformation de F.B.I. sur les o.p.d. classiques

Soit p(x,y,&) le symbole d'un o.p.d classique sur IRn, on note encore p un prolon-

gement presque analytique de p.
A@(X,Yy) n i 2 x2
Tu(x,x) = J e 77 a(x,¥,2) x(y) u(y) dy x € €7 ol ©(x,y) = Vi [(x-y) - ]

Soit @ (x) = lx|2/4 ; pour y € R" Im o(x,y) > - @ (x) + Cly—y(x)l2 avec y(x) = Rex.
x(y) € C:(]Rn) supportée prés de y, ; a(x,y,A) symbole analytique classique elliptique

n_on _
en (xo,yo) € C'xR", Yo = Re Xy

. A
T(Pu) (1) = [ u(y) dy [ ePOOORIREEI pp ey a(x,z,) x(2) dz g |
]RZn Ven
On note H(X,ys;z,g) = @(x,z) + g(z-y). Hé(x,y;z,g) = wé(x,z) + £, Hé(x,y,z,g) =2z -Yy.
2n
Im H(X,y3Z,¢) » - (po(x) + C|z-y(x)|2 pour (z,£) € R .

v
On notera K(X,y,A) ~ O pour K(x,y,A) € C°°(Vx]R"), si tout multi-indice (a,B)

RUNCY)

bl D) K(xsys1) e = 0(A"") uniformément sur tout compact de VxR".

. n
Soit I(X.y,A) = I eI M@(x:2)+e(2-¥)) p(7.y.0e) a(x,2.2) x(2) dz de { )

A
]RZn 21
On suppose que - ‘Dé(xo’yo) =Imx, * 0 et que V 3 x, et le support de x sont assez pe-
tits pour que sur le support de 1'intégrande w'z(x,z) + 0. Intégrant par parties en g
on voit que I = I1 + K, avec K O et

L;(%5y52) = J eir H(Xsy52,8) P(Zoys2E) a(X>252) wlys£) x(2) AN dz drg]
]R2n (21)

sur le support de w]%l s |l sMety € Vl(yo). Pour w = (x,y) € V(xo) x Vl(yo), = (z,8)
H(w,z) = H(w,z(w)) + 32 2 (w,z) o t(w) = (y =@, (X,y)) et Z(w, ) = Q(&-t(w))ol Q est un

2n

opérateur Tinéaire inversiblesur €. Soit e(X,Y¥,Z,&,A)=p(z,y,AE) a(x,z,7) x(y,g) ’>‘('(z).

Suivant [7] an voit aprés un changement de contour que I1 ~ I2 avec

. 02
Ly(x,ys2) = Ienw(x,y) e ™2 o, c(waR), ) 3 A" dX/(2m)" Y = (det @)t
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ol 1'intégrale porte seulement sur un voisinage de ; = 0. I1 résulte du théoréme de la
phase stationnaire que e-1xw(x,y) Iz(x,y,k) est un symbole classique sur vxR" (au
sens C”) admettant au sens des symboles le développement :

A

L(x,y,A) e PO(6y) =y v L (—g)v (9 e(wz (%)) |3 o (4)

vz0

Ici 3 =1et c(w,%) = (y+§'+i%", -w&(x,y) + %") X = (%',%") € B?zn ; le terme homogéne

de degré m est qn(y,ﬂp§(x,y)) ao(x,y) x(y,-w}(x,y))x(y). Comme pour x € V(xo) et
y € Vl(yo), - Re w&(x,y) € {w = 1}, modulo équivalence on peut remplacer

RECIENY Byamoy(x.y)) () par eY) () car Imo(x.y) > - @ (x) + ¢l ¢§(x,y)|2 -

Le terme de degré m-1 (modulo ~) est donc :

Pm-1 (Yomop(x:¥)) a5(x.y) x(¥) + Pplys-0p(x.y)) ay(x.y) x(y) +

2,06 X(¥) 7 B¢ pp(ys=0y(xsy)) + 1
J

n o~ S

[BE. 2. pm(y,—u&) 3 x*
1 hoi Y

o, Pnle=6) 2y (3(0y) x(9))]

On désigne maintenant par «(x,y,A) un symbole classique équivalent a (47 et ayant la
propriété d'étre presque analytique sur M = {(x,y) € VxC"| (y,-¢§(x,y)) € R2"}. on

a donc vérifié que k(X,y,A) e2(X:¥) o 1(x,y,1).

Si q(x,6,A) est un symbole classique C” dans V><W ol W est un voisinage de

22 . I n . = 2
8 = T'“b(xo) = “&(xo’yo) dans €', presque analytique sur A, {(x, 7—¢b(x)),x €C

on considére 1'opérateur :

ny

D :
Qxs =X 22) v(x,2) = Jr a(x,0.2) e XY yy0) (2" dy ade (5)
X

ou r, est défini par{ 6= %-q%(x) + i R(x-y). R est un nombre positif fixé en fonction
Ix-y| < r

de la fonction
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(po(X), r est alors choisi assez petit pour que lorsque x € V1 cCc VvV, |x-yl| r entraine

<

yeV et-fr(p(')(x) + 1 R(y-x) appartient a W. R étant choisi assez grand, sur r, ona
Im(x-y)o - @,(¥) > - @,(x) + ¢ [|x-yl2 + lo - %(pc')(x)lz]. On en déduit que Q opére de

1'espace C®(V) dans C°°(V1). On calcule Q Tlu sous la forme :

(Q Tyu) (x51) = f u(z) xy(2) 3(6zn) e™®X2) 4z avec
Tu = J e M(XY) 4(x,y.1) x1(¥) u(y) dy ou
x1 € C';’(]Rn), x1 # 1 au voisinage du support de x.

9 (%>2,1) MOy 45 0.0) a(y,z.0) ()" dy ado(6)

o~ 120(x,2) J

T
X

1
Soit H(y.x3;z) = J np)'(((l-t)x+ty,z)dt , soit
o

3 (X,Z,)\) = J ei)\[e-H(y’X§Z)](X-y)

r a(y’za)‘) q(x,e,)‘)(‘;ﬁ)n dy ande
X

[x-y| < r' 0sssl
On introduit v :
6 = (1-5)(0;(()(,2) + s H(y,x3z) + i R(x-y)
s . 2 2 2 . s
Notons que sury> Im[e - H(y,x;z)J(x-y) > R|x-y|® - c|x-y|" = R1|x—yl 3 on choisira
r' assez petit pour que pour x € V, et z € supp x; (contenus dans des voisinages assez

petits de X et yo), le chemin 'ys reste contenu dans VxW. On note J S(x,z,)\) 1'intégra-
. v
le portant sur‘ys. Notons d'abord que : xl(z)[ J (xs2z52) - Jo(x,z,}\)]e”“p(x’z) d 0.

En effet L eiA[(x-y)eﬂp(y,z)] a(y>z,r) q(x,8,1) dyade se déforme en 1'intégrale por-
o

o . 2 . — o .
tant sur r, : [x-y| s r*' et o = T mo(x) + i R(x-y) , par T,z |x-y| s r'

0 = (1-0) @) (x,2) + o % @l (x) + i R(x=y) 3 sur r‘)’(’z
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Im((x-y)o + o(y»2)) > R|x-y|% + (1-0) Imp(y>2) + (x-y)oy(x52)) + o Im [% coc',(X)(x-y)«o(y,Z)]
s Rjx-y|2 + (1-0) (=0, (%) = c|x-y|%+e|2-2(x)|?) + o(py(x) - c|x-y|?

+ lz-z(y)|2) > - (pO(X) + c1]x-y|2 + c2|z-z(x)12

rg z reste également contenu des VxW pour x € V1 et z € supp x. Il est clair que
Ed

%j A le(y,z)+(x-y)ol q dyade = La ‘%V(GU‘() a q dyade)

1..0
X,z X,z

N 2 ' 2 2 . 3
ol V est le champ de vecteur[—i— tpo(x) - tpx(x,z)] 55 + (? wo(x) - cpx(x,z)) 35

%v(fdyAde)=VJ 3f Ady Ade + d(f V1dyads).

v

La contribution du ler terme donne 3 0 a cause de la presque analyticité de q sur
o = %—cp'(x) (1e long de t° _ o - 2 @ (x)] < R[lx-yl + Iz-z(x)l]). La contribution
o XsZ 10 L

)
et donne aussi ml 0. De 1a méme fagon

. . v

1x0(x,2) H%J eu[e-H](x—y) a q dy A do est ,\} 0 puisque le long de
s v .

YS le - %w&(x” < R(|x-y| + |z-z(x)|). Modulo ~ on a transformé el A9(x,2) J(x5251)

du 2éme terme est une intégrale sur le bord Bl‘c;( 2
L]

on voit que e

en eO(X:2) | (4 7.5) ou

2 -
L(x,2.2) = eIV ey, 2,0) aQuHOeyxs2) - 1 R,A) (-iR)" SLADY 1
Iy ‘<r.| (2“)

(-i)n dy A dy = % 2" L(dy), ceci fait que L est un symbole classique au sens c” dans

leIRn admettant un développement asymptotique

L(X,2,2) = Eo R & (8,707 (@(x#y>2,3) Q(x:H(x+ysx,2) = iRy, |, g
v
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Le terme homogéne de degré m est ao(x,z) qm(x,wé(x,z)); le terme de degré m-1 est :

a;(x,z) qm(x,m;(x,z)) + ao(x,z) qm_l(x,mi(x,z)) + ao(x,z) é%—as qm(x,w&) w;X(X,Z) +

+ 1
1

]
3y 35(x:2) 3, ap(Xs05)

modulo des termes qui contiennent D Sé q(x,m;) et qui multipliés par e‘kw(x’z) donnent
)
,& 0. On remplacera L(x,z,x) par un équivalent asymptotique Ll(q) (x5z,1) qui est lui

presque analytique sur M.

Soit un symbole classique K(x,z,A) sur vxg" presque analytique sur M K(x,z,1) ~

Z Amd Kj(x,z,x) ; si V a été choisi assez petit on peut déterminer un voisinage W de
J

w;(xo,z(xo)) de sorte que, (x,w;(x,z)) € VxW entraine ao(x,z) *# 0, on peut alors déter-
miner un symbole q(x,6,x) sur VxW presque analytique sur {(x,8) € VxW|o = %-w%(x)} tel

que K(X,z,\) = Ll(q) (x5z,1) sur {(x,z) tels que (x,q&(x,z)) € VxW} dont on peut sup-

poser qu'il contient V x {voisinage du support de xl}.

ixo(x,z) "1

On s'est donc assuré que xl(z)[K(x,z,A) - J(q)(x,z,x)] e 0 pour un voi-

sinage V1 de x_ assez petit. Si K(x,z,A) a été obtenu, comme plus haut, a partir d'un

o
opérateur pseudo-différentiel sur le domaine réel, on trouve que qm(x,q&(x,z)) =

Hn(z,-¢%(x,z)) x(z) tandis que :

[ 1 2 [ " -1 ' '
qm-l(x’“&) * 77 % qm(x’wx) Pxx * 8 (x,z)[al(x,z) qm(x,¢&) * %'Bx 3 % qm(x,q&)] =
n
' —n! '1] X ' 3 -n!
X(Z)[pm_l(zs"pz) + pm(za (pZ) al aO J + X(Z) 7 AE pm(Z,-wz) +1 .zlaf;j ayj pm(za ‘PZ) +
j=
-1
+ 3,7 3, Py 3, (ax)
[0} EJ m ‘yJ 0

La transformation canonique ¢ de graphe (x,q&(x,z), z,-q&(x,z)) s'exprime par

Z+in

H(zom) = (z-in B30, wl(e) = (§+ e, 0+ 3 .
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a4y (%:0) = (py o 1) (x,0) x(§ + i6) . Puis

-1

Ot (%8) = (X Ppg) o % Ladalt

+ -} Bg(ppx) o yl s 71[ 8, (Ppx) o¥ T +iag o, a [3g(me) +

0 (o) | o3+ 4 2o (o) 2y 3p] oW+ 0 (6 - Eotan))

0

D'ou 1'on déduit qu'un point (x,6) ol dqm(x,e)
1 " _ 1 -1 ¢ 2 ©
U1 (%:0) = 77 (ap)y o(X58) = |X Py = 77 2 2. (xPy) | 0 H T + O((6 - § 05(x))7)

On a donc prouvé :

.y . . . n _ , .
Proposition 1 :  Soit (z .z ) € 'xm ol 2, = Re x, et 0 (x .3 ) * 0. Soit al(x,2,})

un symbole analytique classique elliptique en (.1:0, zo). On peut trouver des voisinages

. _2 . ©
VsV de z,, U de 2, W voisinage complexe de 6, =% ©!(x ), tels gue st X et X, € Co(an)
supp X CC {x1 = 1} CC W, st P est un o.p.d. classique sur r", on peut trouver

un symbole classique q(x,0,)) dans V*W, presque analytique sur Ao = {(x,0) € V|

0 =2 o'(x)) tels que :
D . .
Az, £ ,0) J ale,z,0) x;(2) ulz) 0@ gy = J alz,z,0) x(z) @2 (py)(z)dz +
+ J’ K(x,z,A) u(z)dz

v
K(z,3,)) €C (V,xR") et K <o .

12
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II - La construction d'une solution de 1'équation de phase

- dv _
Soit My = (Re Xgs=1Im Xo) € T™*R™0 ; on note m(t,u) la solution de :{ dt Hp(u)

qui est la courbe bicaractéristique de p issue de u. On prouve :

Proposition 2.1 :  On suppose qu'en tout point de N = {(x, E)al(x,E) = 0}

Spec(Fp(x,F,)) cz IR. Soitt § > 0 et V(uo) un voisinage de ¥, € N. Alors pour tout

e > 0, 2l existe CE > 0 tel que :

2w
au

n

8 entraine que < G exp(e | t|) (2.1)

t
u € V(uo) 5 Jo IHp(u(s,u))l |d3!
Démonstration :

T _
Soit & € V(u,) et T > 0 tel que J |Hp(u(t))| dt < 8, u(t) = u(t,n). Deux cas se
o

présentent. Le premier est celui ou d(u(0),N) < e, on détermine alors T, par
T T

J 1|Hp(u(t))| dt = ¢ (Ty = T si J Ile dt < e). Le second est celui ot d(u(0),N) > e,
o o
[O,Sl[ est Te plus grand intervalle tel que d(u(t),N) > €. On obtient finalement un
découpage de [0,T] en des intervalles (J k) 1<kep ©0 d(u(t),N) 2 e et en des intervalles
(Im)lsst sur lesquel g(“(t)’“l) <2 , u, €N, JI |Hp(u(s))| ds = e. Sur jk s

L

|Hp(u(t))| > K_ donc ) Longueur(,) < K. 6. Soit m (resp. my) la solution au temps
k=1
dmk ) .
bk du systémei-?ﬁ? = Fp(u(t))mk si Y K = [ak,bk] . (et de méme pour mi si te Il= [ég,bij)

mk|t=ak =1

I1 est clair que |[2¥ (t,%)
o

< TT.Iij x TT.|m£|. On a une majoration
J 2

|mk| < exp(C Longeur ( jk)). IT faut estimer plus soigneusement les mk. On utilise
le Temme :
Lemme : Soit A et B(t) des matrices mxm telles que Spec(A) C < R, ||B(t)| <e.
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A varie dans un ensemble compact. Il existe une constante C telle que la solution de

. . du _ P
1 'équation {3? + Au + B(t)u = 0 vérifie :
“|t:0 =t

1/m

lut)| s ce Teap© M E]) Juy)

Démonstration du lemme

Comme Spec(A) =« i R, choisissant un contour y qui est toujours & la distance El/m

d'une valeur propre (longueur de (y) < C El/m)’ on écrit etA = ?%ﬁ'J etZ é%%»on obtient

. z:A € 1/m
donc avec une constante C uniforme lorsque A décrit un compact : |[[e™|| < C —

_1/m -
es I pour t € R. On introduit 1'espace Ly = {y(t) € C°(R)| sup exp(-e el/m|t|)
C teR
[v(t)] = ]| v|]| < + =} . On résoud 1'équation { %%»+ Au + B(t)u = v(t) en inversant
=0

“|t=0

t

) - n
tate aisément que la norme de K dans L, est au plus € 1 C/E-l, on choisit donc C = 1+2C.
C

t
e-(t-s)A

I+ KB(t) dans L, ol Kw(t) = J w(t)dt et en posant u = (I+KB)'1 Kv. On cons-
o

On en déduit le lemme. Le nombre des intervalles mi est au plus 8/e. Pour estimer mi,

on utilise la formule de Taylor au point n, € N et le lemme précédent. Au total

1/m

I 3% (t,w)] < CE exp(C € |t]) : ce qui est le résultat cherché. On exprime le résul-
ou

tat de la proposition 2.1 en posant f(t) = Log sup ( W o(t,m)] . wE v, et
u

t
I |Hp(u(s,ﬁ))| |ds| < 5) et on a Ilim g%él =0 ol <t> = (1+t2)1/2, Procédant par
(o} >0

une régularisation de f, on obtient h(t) C” vérifiant h(s) < h(t) si |s| < |t],

< C, <t>, et aussi h(t) > <t>1/2 .

£(8) < h(D), Tim (D) g, = 0, " nee)
On en déduit :

Lemme 1 :  Pour (p,q) € IVz, Zl existe Cb q > 0 tels que :

£
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|(d%)P dq_u(t,ﬁ‘)! <

c c. h(t (2.1
prq &P (Cp,q Bt )

p— t —
pour w € V_ et IO IHp(u(s,u))l |ds| < 8, -

h,(t)
On utilisera aussi la fonction hl(t) = <t>1/2 h(t)l/z, de sorte que lt> et hhétg
n 1
+1
tendent vers zéro et >(§E)n hl(t) < Cn <t> 2z .

Soit p(x,&) une extension presque analytique de p et q(x,&€) = (p o ‘3{1)(x,£), on

note Hq(x,g) le vecteur complexe (qé(x,i),-q)‘((x,g)) (dérivées holomorphes) et

2n

o (tsp) = (x(t,y>n)s £(t,y,n)) la courbe intégrale issue dep = (y,n) € €°". Soit

o = Bé(uo) et A = JC-(T*]Rn). I1 est clair que A, est stable par le flot de Hq’ et que

sur Ay q,(x,g) = -12 qé(x,E). La courbe intégrale issue de o= (y, %—toc')(y)) €A, est

N

notée (x(t,y)., npé(x(t,y)) = g(t,y)). On peut donc trouver un voisinage complexe V0

d.\p 2%
(gp)" —g (tsy)| =
dt ayq

1

de Xgs 84 > 0, des nombres C > 0 tels que exp(C h(t))

p-q

Cp:q P-q

t
pour y € V et J |Hq(p($,p—))|. |ds| < 8,- La fonction réciproque de y + x(t,y) est
o

qll qII
EX  Eg
2". On prouve :

y(t,x) = x(-t,x). On note Fq(x,t:) = [ }(x,g) ou (x,8) €C

-q;l(x -q;E

Lemme 2 : St t € I~ (6x(t), 8&(t)) € Z‘2n est une courbe CZ qui satisfait d

J % (6x(t),8&(t)) = Fq(p(t,p_)). (8x(t),8&(t))

( (6a:,6€)|t:0 = (8y,dn)

% ‘dx(t)'z - ‘GE(t).Z =2 .5y|2 - Ian‘z (2.2)

Démonstration :

De q)'((x,-iY/Z) = ’12 qé(x,-iY/Z) on déduit que (q est presque analytique sur Ao)
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Ay lp) = 2[ qgg(o) p €A, et que qu(o) = Qg (p) o € A, donc gz (o) = iC(p) 0O
C = C tandis que iA(p) = 2— q (p) est symétrique. Ce qui fait que :

iC iA
&8 s () - [ o -if}("(t"’_” 8 se(t))

-1
le résultat alors est évident.
Sip € Ays do(ts )-8 = & (t) (différentielle totale) satisfait a
S50 () = Folo (t5))e0 (t)
dt q P £y P
80 (t)| =0 = (8¥56n)

on en déduit donc, par récurrence que p » p(t,p) est presque analytique sur Ag- On

. d —y — — . — .
note aussi que gg Hq(p(t,p)) = Fq(p(t,p)) Hq(p (tsp)) sip € Ag- I1 est alors clair
que la 2-forme ¢ = dtadt + dgadx - dnady s'annule sur 1'espace tangent a

= {(ts-q(p)s p(tsp)sp)s t € R, o € €™} en un point (t,p(tsp)sp) Ol p € Ay- 9 s'an-
nule aussi sur 1'espace tangent a Co = {(t,-q(x, %w(')(x)),x, -Ercp(')(x),y(t,x),n(t,x))

2

xet, te ]R} ol n(t,x) =7 gp(')(y,(t,x)). Si o désigne la 1-forme :

= [-q(x, 2 91(x)) + y(t.x) dnllax ]dt +( oy(x) + y(t.x) 2 )dx + y(t,x) 20 dx

X
; °n 2 °n
doa = -dq() adt + ) dyjAdtaT+yJ. d t Adt+ d(D(X)/\dX+ Y d‘yjAdkaTk+
Jj=1 1<j,ksn
on ; an; _ an _
+Yj d —J/\dxk + —~_—‘]—,dy./\dxk +y;d—=adx,
Xk ax J J X
k k
La somme des termes qui contiennent yJ. en facteur est :
n
on ons ans _
d—3 Adt+d-—3d A dx +d——‘]—/\dx]=d2n.=0
at £ k X, k J
k=1 k
D'otl da = - dq() Aadt + % d«p(')(x) Adx - dnady = 0. On détermine donc une fonction g(t,x)
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dg = o

¢” dans RxV, telle que{ (n(0,x) = % 0} (x)) .-

2 .,
9|t=0 = X T @(x)
Comme n(t,x) = £(-t,x,-i1X/2), y(t,x) = x(-t,x,-ix/2) et que x(t,p) et g(t,p) sont
presque analytiques sur Ays On trouve que 31‘—_ (t.x) = - %g—i (-tsx,-ix/2), il résulte

X
alors de (2.2) que lg—i (-t.5) sn| > |sn|, donc |(_"2)'1(t,x)
X

< 2. De méme ’(%)_1(t,x)'

< 2. Ceci permet de déterminer par récurrence des fonctions aj(t,x) a valeurs dans

sym( ® c") telles que :
J
ao(t,x) = g(tsx) » ag(t,x) = y(t.x) , aq(t,x).(dh)q = [(5—)( aq_l(t,x)) (:—;)'lsh] -

(6h)371 (2.3)

-t
I1 résulte alors de (2.1) que pour x € V, et J |Hq(p(s,x, %ma(x)))l lds| < 8, Cha-
0

cune des fonctions aq(t,x) vérifie des inégalités :

h(t))

d k
l(_d'f)p Dx qu(t,x) < Cp,k,q exp(Cp,k,q

On trouve que I(Equ)p Dt aq(t,x) < Cp,k,k exp(hy(t))

Soit w € CI(RZ") égale a 1 au voisinage de 0, 1a fonction wé(n) = w(An) (@ n)
q

vérifie |d‘] ma‘(n)((sn)l < C, )\‘]-q|6n|J pour x > 1, n € R2" . Donc pour un choix

Jsq
A
convenable d'une suite Aq on fait converger la série @(t,x,n) = Zalr mqq(t,n-n(t,x)).

-t q20
a_(t,x) au moins pour (t,x) € U = {(t,x) € RxV, tq f [H (p(s5x))| lds] < 8. }. On
q 0 1 o 9 o
obtient pour (t,x,n) euoxc" des inégalités :
|d? o(t,xsn)| < C5 exp(hy(t)) (lst] + |ex| + [sn])?.  (2.3) bis
- Vérifions que @(t,x,n) est presque analytique sur Ay = {(t,x,n) tq n = n(t,x)}.

I1 est évident que Ennp(t,x,n) est nul d'ordre « sur Ags pour voir que a_xw(t,x,n) est
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3X
v h,k € €" ; pour cela il suffit de voir que aq(ho,...,hq_l) = (§aq_1 mho)(hl’”"hq-l)

nul d'ordre «sura ., i1 faut vérifier que (Kch_l(x) k) ha-1 =aq(hq'1, 3n )

(2.4)q oum = (8—2)-1. I1 s'agit de prouver en fait que dans le second membre de 2.4, on
X
peut échanger ho et hl' Or il résulte de (2.4)q_1 que
2
— =2 = 9 n
Bag_q(mhy) (hysenoshg_1) = “ag_p(mhysmhy) (hys. . shg_g)=Bag_q(m =2 (mh,mh)).
(hgs-nahg_q)
on en déduit donc (2.4)q .
I1 est clair que
w%(t,x,n(t,x)) = 'Q(X,‘i;/g) (p"](t,x,n(t,x)) = y(t,x) = x(—t,x,—i7/2)
(2.5)
@y (taxsn(t,x)) = - 1';/2
D'ou 1'on déduit que
-2 a(x,-ix ) = ] () () @£ Xan(£2))- (23D (%)== (£53))
ax 2=1.. 3,0 q k. . 4, 3% ax %
(2I(-ix,5) = T () G %L (txan(tx) - (2 L., 23 (1)
9% /2 oan’ "X _J J,
2=1...j,j1+...+j1=j ax ax
Ce qui s'inverse sous la forme
3.\J j 3\ i j J
() Yop(txan(tx))(en) = - T Gp)ax,-iX 5) A7 (tsx) (sm)
2=1...J

() Iog(taxan(t)) (6m)d = Ad(e.x) (on)?

ou les Ag(t,x) sont j-linéaires & valeurs dans sym( ®C") et ne dépendent que de n(t,x).
2

182



EQUATION DE SCHRODINGER

1 i anmy-1 _ ,3g,-1 = . .
On trouve que Ay = - » (=) ~ = (£2) (-t,x,=-ix,,) ; puis que
1 z 0% an /2
Jjag iy - J! -
Al an 1X/2)) - z o ) I—j-l—r—“-—-rA (———-5- ( -t,X, 'IX/Z), .s
E=2...J,Jl+...+32 J an
J
2
3 TE 4 s
3, (-t,x, 1x/2))
an

Donc Ai(t,x) est la dérivée d'ordre j de la fonction réciproque de la fonction

n > &£(-t,x,n) inversible au voisinage du point n = -12}2 et presque analytique en ce
point ; on note n(-t,x,g) la fonction réciproque définie au voisinage de £ = n(t,x)
et presque analytique en ce point. Soit Ai(t X) = ( )J n(-t,x,n(t,x)). Si q est une

fonction analytique on a les relations :

34J _ - IV sy J!
GGg)” an(-txse))|eope,x) = L G atixg) ) 5T, T
=1-j sl+...+j =j
2
J J
sym(All,...,All)
Soit f(g) = q(n(-t,x,g)) et f(g(-t,x,n)) = q(n) ce qui donne :
) A iz, = L () (30" f(n(tx)) (5= - (ExmiE )
S B A an 1
g L
——j— ('t,X,"lX/z))
2
an
j j ! 3| Iq
Donc A}]L(t,x) = 3 m?%]rl—r S.Ym(Al ""’Al) (2.6)
j1+...+j1=j

On calcule (g%)j [w{(t,x,n) + q(x,q&)]in=n(t’x) = (fa)j ¢Q(t,x,n(t,x)) +

! 3,2 T 3 ' 3 '
+ 1 o AN !...32! (EE) a(x, 1x/2)(( Jl) P23 @)
2=1...J,31+...+j2=j an an
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I1 résulte donc de (2.6) que wt'.'(t,x,n) + q(x,tp)‘((t,x,n)) est nul a 1'ordre « sur

n= n(t,x). Donc :

4 02 + (x5 (taxam))) | < C; y exp(Cs y hy(1) [n-n(t.x)IN, (tax,m) € U €™  (2.7)
t E) X s < J,N j,N 1 £} E) s (o) .

pour tout (j,N) € ]NZ.

I1 est facile de voir que ®(0,x,n) = x.n+ &((n - %—tp(')(x))w) . (2.8)

- " ) &, -1 Fows
I1 résulte de (2.5) que wnn(t,x,n(t,x)) = (a—):])(-a—f]) (—t,x,-1x/2) et que

" 3€. "1 P " 3 -1 ] s
wxn(t,x,n(t,x)) = (-ﬁ) (-t,x,-lx/z) et que wxx(t,x,n(t,x)) = -(a—ﬁ a—j (-t,x,—1x/2)
donc d'aprés (2.2) :

1 " 2 2 n 2

Llon(tanttyenf2 - |onf2 = - for (taxan(en)on| (2.9)
et aussi :

1 2 _ 1 2 ) 2

Ilﬂlfnx(t,x,n(t,x))&y' =7 |6y| - lw‘xx(t,x,n(t,x))ﬁyl (2.10)
Proposition : Nous venons de construire une fonction phase @ satisfaisant aux estima-—

tions (2.3) bis et vérifiant 1'équation eiconale (2.7), (2.8).

L'étape suivante consiste a rechercher un "bon" chemin vérifiant 2.15 dans le domaine
complexe pour la phase H(t,y;x,n) == Im(@©(t,x,n)-yn) - @ (x) définie pour (t,x)€ ‘lLo .

L} 2 L} 1 2 1 3 2 ) 1
Hy=- 7 (px(t,x,n), Hn=_ 3 (Y'wn(t,x,n)) sur Ay. Le point x =x(t,y), n=3 wo(y) est d'a-
prés (2.5) un point critique de H puisque alors n=n(t,x). Soit 'lk(lj ={(t.y) tq, Y€V et

t
J0|Hq(p(s;y,-1'y/2)) |ds<60} (t,y) € %(1) entraine (t,x(t,y)) € ’U.o .
1
z

V2, HEYix(6Y), § 6p(0)) (86m) = = Inf (Gyon +60) + 3 (G 6%:65) + 7 (ihyon»6n))+
+ 2}|6x|2] .
Si 8v = (6x,68n) € Czn, on note <év,8v'> = Re 6x 6x' + 6n én' , ce qui permet d'exprimer
%Vim H()(8v,8v) = <Asv,8v> ol A est 1'opérateur symétrique par rapport & <> défini par

A(8x,8n) = (8X,6n) ou
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Sv. i " " - 1
8X = ? [(pxx 8X + (pxn ‘Sn] I 8X
" _ 1 r 0 1

én = Vi I_‘an §X + ‘Prm 5"]

Utilisant encore (2.5) et (2.2) on trouve que :

1|67 - fonl? = 3 [oxf? - [Bon s 2 &2 - - a2

8x|% - 2 Re 8x &%

puisque (¢ﬁn(t,x,n(t,x))an + ¢§x()dx’6”) = m(t,x) . (5x,¢&x()6x + “&n()sn) (2.11) ou
m(t,x) = g(-t,x,-ii}z) ol g(t.,p) satisfait a{g% (tyo) = Fq(p(t,a))g pour o € Ay-
90 = 1

Si (t,y) € ué , m(t,x) et m-l(t,x) ont une norme majorée par exp(h(t)), donc

[sx] < C, exp(h(t)) (|én]| + |&n]), donc IACt.) 1] < C; exp(Cq h(t)) pour (t,y) € ué‘

[A(t,y)| < €y et [dIA(t.y)| < C exp(C; h(t)) (lst] + lsy|)? pour (t,y) € ug.

J
Spec A(t,y) ={z € R, Cil exp(-C; h(t)) < |z] < C,}- A est symétrique, non dégénérée

et de signarure zéro.

Si on introduit le projecteur orthogonal P(t,y) sur 1'espace engendré par les va-

1

leurs propres positives P(t,y) = VER ?:F%%_yT r(t) est un chemin dans le plan

Ir(t)
complexe ou la distance au spectre de A(t,y) est au moins %—CII exp(-C1 h(t)). On dé-
duit donc des estimations de la forme |dj P(t,y)| < C‘:i exp(Cj h(t)) (|st] + |6y|)J.

P(t,y) v = (P'(t,y)v, P"(t,y)v) ol P' et P" sont R linéaires de t2n dans ¢".
Soit M(t,y) = Im P(t,y) dim]R M(t,y) = 2n, 1'application (8x,én) € M(t,y) - én
est injective car 5 v2 SH(EY) © (6X,0) = = Im 3 (6, ()6x56x) = lox|2/4 etd apres (2.11)

syl < exp(h(t)) |@ly()6y| donc d'apres (2.10) |ef, (Jey|® < 7 (1-exp(-2 h(t)))|sy|?

soit k(t) = (1-exp(-2 h(t)))}2. Ce qui fait que 4 vin H(t,y). (6x,0) < - 3 (1-k(t))|6x|?;
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I1 existe donc un opérateur R Tinéaire Z(t,y) €" - ¢" tel que M(t,y) = {(Z(t,y)sn,on),

&n € ¢" . On a alors les relations :

P'(t,y) = Z(t.y) P"(t.y) » P"(t,y) (Z(t,y)n,n) =n
et Z(t,y).n = P'(t,y) (Z(t,y)n,n) (2.12)
On trouve donc que Z(t,y) est C* ; puisque si 8x = Zén

0« - #lox|? + 7 k(t)|ex|? + [ox||on| + [n|? < = F(1-k(t)-e(t))[sx|? + |on|Z(14e(t) ™))

D'ol [Z(t,y)] < C exp(C h(t)) (2.12) bis
On déduit de (2.12) %z P + Y () DPz D" - D% =0
l8l<|al
D%Z.n + J 0%z DYP" (Zn,n) - DPP'(Zn,m) = O
l8l<]al ) )

Donc pour tout j € N on trouve Cj tels que |d¥Z(t,y)| < Cj exp(cj h(t)) (lst] + |sy|)?
pour (t,y) € ug, on a assuré que :

1.2 -1 2 2 A

7 Vx,n H(tsy) (Z(t.y)n.m) > €™ exp(-Cy h(t)).(lsn|® + |Z(t,y)én|®) (2.14)

-A h,(t) -As hy(t)

sifanl = In-2@ ()l sse U ax=z(ty).(am), x| <s e T L si

2

X = x(t,y) + Ax , n = %—wg(y) + An H(t,y3x,n) = H(t,y5x(t,y)s 7 05(y)) + % Ven HO-

hy(t)

TN

(Ax,8n) + 6 (|ax| + IAnl)3 e . Si 6, >0 et A, >0 sont fixes, si on a choisit &

-A, h
assez petit et A assez grand le reste est majoré par (IAxl2 + lAnIZ) e 2 1 .1

2

existe donc & assez petit et A assez grand pour que :

H(t.y,xon) 2 = 9,(y) + 5 €11 exp(-C; (1)) (In - 2 @b(y)1% + Ix-x(t.y)1?)
2 -A hy(t) 2
pour |n - ¢ tp")(y)l s8e et x = x(t.y) + Z(t,y).(n - 5 @4(y)) (2.15)

On a donc déterminé en (2.15) un bon contour d'intégration pour H, que 1'on désigne par

I‘t’y.
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III - L'équation de transport

Soit Q(x, 2X ,1) v(x,2) = J a(x,8,1) e (X y(y 3y A0 4 b 4. dans
r (2m)

X

le domaine complexe obtenu en I),Q opére de C™(V) dans Cw(vl). Soit W W = {(t,y) Guél
t —

X(t,y) € Vz} ol Vzccvl,ﬂ est clair que y € Vg voisinage et x et JolHq(p(s,y,-w/z))l

lds| < &; entrainent (t.y) € W.

On voit par le lemme de Gronval qu'il existe K > 0 tel que Ii-uol < K1 o= Kh(t)
1 .
et (t,uo) € ’I,Lo entrainent
[u(ssu) = u(s,ug)l « 2 exp(h(s)) | -u | pour [s] < [t] (3.1)

t B

Donc en se plagant dans u? = {(t,y)ly € V" et J [H (o (s3y>-iy,,))| lds] < &'} on as-
o] [¢] o 49 /2 [¢)

sure que (t,y) €u(1) au moins si |y-y| s Kil e K () o (t.y) € 'Ug. Pour (t,y) Gug s

on trouve que (-t,x(t,y)) E'llg, si 6 et A-1 ont €té choisis assez petits dans la défi-

. 1
nition de Iy . si (x,n) €Iy on obtient (-t.x) eu(l, > (toy(tsx)) €Uy -

2n

Soit Sm’c(]R+><¢ ) pour m € R et ¢ > 0 1'espace des fonctions e(t,x,n,A) c” en

xg2n -ct ,m

(t,x,n) € R satisfaisant a |DP D* D® e(t,x,n,A)| < C e pour A > 1 ;
t "x 'n

p>%,B8

3, e est nul d'ordre = sur n= n(t,x), S'gic(lRJ'xcn) est le sous-espace de S™€ cons-

XN

titué par le e(t,x,n,A) telles qu'il existe des fonctions ej(t,x,n), pour lesquelles

N-1
AT e (tax,m) € 879 C et e(t,x,m) - I e (t.x,ma"d € s™mN-C | si e(t,x,n,A) € S™C
j=o0
on pose EV(t,y,}) = J e IMe(txamynd o (g x,nan) v(x,n) XA ()
r 2n)

t,y

3 .
Pour (t,y) € uo ., on voit que le long de rt,y
eneax)] < [In- 2@l + Iy-y(tal] < ¢ e™® (In- 2@l + Ix(ey)x)  (3.2)

d'aprés (3.1).
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On a Qv(x,1) = I eMX2)T q(x,2,1) v(z,n) $2Ade
Tx (2m)

2 =2 i (x=Z -
00 T, : g =g @ (x) + Ri(x-z), |x-z| < r pour x € Vq(x,)-

On pourra toujours supposer que R a été choisi plus grand qu'une constante arbitraire
donnée, puis fixer r assez petit, en conséquence. Pour (t,y)E‘ug, on peut composer E

et Q sous la forme :

(EQv) (tsy»2) = J,\, e'i)x(.Yﬂ'tD(t,Xsn)+(x-Z)l;) e(tsXsnsn) Q(Xszs2) V(Zs2) dx Adnadz adg

fo (2m)<"
t.y
oil rg est défini par : ( x = x(t,y) + Z(t,y) (n- %»ma(y)) |x-z] ¢ r
o 2 -A hy(t) et 2 o (3.2)
In- T—wb(y)| s 6 e 1 = 1—¢b(x)+1R(x-z)

Nous allons montrer que EQv modulo des restes négligeables est de la forme (*) avec un

symbole e dont on spécifiera les propriétés (voir (3.21) bis page 30).
—~—~~

[5)
r
Su Ft,y

In(-e(t.x,n) = yn) = 0y(x) > = wy(y) + 7 €71 exp(-Cq hy (1)) (Im £ @} (v)13+]x-x(t,y)|?)

In((x-2)2) - 0y(2) > - @0y(x) + 5 |x-z|? (3.3)
Posant X(t,y,n) = x(t,y) + Z(t,y) (n- %—¢%(y)). On introduit les chemins Fz,y Dssgl
(paramétrés par (n,z)) définis par :

13,y (1 RGEZ) = (1-5)(z- § 0)(X(t.y)) + S(z-0(t:X,m))
x = X(t,ysn) + s(x-2) (3.4)
B T N P A T A
Gi assez petit et Ai assez grand.
I1 est clair que le bord de Fz,y a des singulariteés.
Le long de Fi’y on trouve que :
AL

pour (t.y) €W (-t.x(t.y)) €UZ et Ix(t,y) - X(t.y,m)| < 6 e (3.5)
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donc (t,X) € lLO (d'aprés 3.1)

GtaXom) = G(tax(tsy)s & Q1)) = Peltax(t:y)s § @) (Xx(ty)sm- 5 @) +

h
2 2
rel o(lxx®+ Ir 2 @wl?)
en effet le point (t,(l-o)x(t,y) + o X(t,y,n)) reste dans 1L0 d'aprés (3.1).

Comme les dérivées secondes de ¢ sont bornées sur n = n(t,x) pour (t,x) € 1L0,

on en déduit que

2

| (t.%m) = £ @ (x(tay)) | < K(IX(tysm) = x(t.y) |+ [n= 5 @ 1)

la méme inégalité est alors valable pour

1 L} 2 1 L}
o (t:%,m) = 2 @t (X(tay,m)) | < Kp exp(K h(t)) |n- F @ (y)] <K, 6) e (3.6)

d'aprés (2.12).

Donc le long de Fi y on trouve que X(t,y,n) € V2(xo) et que ¢ reste dans W. De plus

-A.h -A;h
11 1 e 11

-Aih1
[x-x(t.y)| < 8; e + 5! e + K
1 R 1

2 di ] d'od 1'on concluera, d'aprés

3.1 que (t,x) € Mb (pour un choix de 6i assez petit et de Ai assez grand, pour

(t,y) € 113 . Alors z € V.

S

Le long de Ft,y

on a encore
In(-0(t,X,n) = y.n) = @ (X) > - @ (y) + 3 €71 exp(-C; h(t)) (In- § @)(y)[? +
|X-x(t,y)|%) (3.7)
®(t,x,n) - ©(t,X,n) - (x-X) . ¢&(t,X,n) = (x=X). @' (t,X,n) + C?(lx-X(t,y)lz) (3.7) bis

X

En effet les dérivées secondes de ¢ aux points (t,XU,n) ol X = (1-0)X+ox sont bornées

car (t.X) € W, et In(t,Xc)-n] s |n- %-¢5(y)| + [n(t,X;) - n(t,x(t.y))|
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N -thl(t)
or d'aprés (3.1) ln(t,Xc) - n(t.x(t,y))] < 2 exp(h(t))|Xo-x(t,y)| <8 e (3.8)
ol 8, et A0 ne dépendent que du choix de si et Ai.

Puisque [X -x(t,y)]| < k1 e Kh(t) d'aprés (3.5) et (3.6). De la méme fagon utilisant
(2.12) :

h h -A'h
1 2 vy N1 N
< Cyln- 2 o () NascN exp(hch))e T ¢ Ksj e 1 1

lw%(t,x,n)l < Cyln-n(t:X)|N e
|n- % tp(',(y)lN vN >0 .

Donc :

In{ ~0( £, n)+0(£:Xon)+ (x-X)@} (£ Xom) | 5 K3l x-X(t2) 2= cln= § 05(v) 12 exp(-Cin(t) (3.9)

In ¢(x-2) = R|x-z|% + (1-s) Im £ @} (X).(x-2) + s Im @}(t,Xmn).(x-2).

D'aprés (3.4) s(x-z) = x-X et (1-s) (x-z) = X-z. D'aprés (3.9) :

In(-g( £+, £:Xan )45 (x-2)) 05 (2)3m06 (X) K| x-X(£23) | “- [ T 05 (1)1 & exp(-C n(e))+

R|x-z|2 - k|X-—z|2

Comme |x-X| et |X-z| sont majorés par |x-z| c'est le choix de R qui permet d'absorber

-k|X-z|2 et —K3|x-x|2. On conclut maintenant & 1'aide de (3.7) que :
Im(-(tsX>n)+2(Xx-2)-yn) -0, (2) 3= (¥ W N x-2|%+ % C71 exp(-C;h(t)). |n- 2 @' (¥)|Z +

@(tsx,n)+g n)-0,(2)>-¢ (Y g 3 L exp(-4y -t T %

R 2 2
+ 7 (|x=X|“+|X-2|%) (3.10)

De plus le Tong de ri y [n=-n(tsx)|s Kexp(Kh(t))|n—~%q%(y)l +2 exp(h(t))|x-z| d*aprés (3.8)

2 ] 2 ] y
le= 5 @3 (x)] < Rlx=z| + C|X=x| + K(|X-x(t:y)| + |n= 5 @}(¥)]) ¥ [X(t.y)-X| < Ky |x-2| +
ch(t)|, -

+Ce 2 Q|

Au total |n-n(t.,x)| + |z- %—¢%(x)| s Kg exp(Kg h(t)) (|x-z] + |n- %-¢6(y)|) (3.11)
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Le Tong du chemin = 4 (-2sv1)(z- 2ol (x)) + BIE (zop(t.x,m))

a
—
w
M
3
-
[at
~

[l

92 (ssmpp) = 1 BIES) (- Zor(x)) + BT o or(t,x,m))

dx 9 dz 3 d
VS:ZRe(‘(Eﬁ*'agﬁ)—ng’ fdx/\dn/\dz/\dc=!s
r r

kiv (f dzAadh AdzAdE)
S S
t.y t.y

L (fdxadnadzadz) = V 4 3fadxadnadzads + d(f V 4 dxAdnAadzAde)
S
f = e'i)\ (yn-(D(t,X,n)+(X-Z)C) e(t’x’n’x) q(X,C,A) V(Z,A)

Soit Rs(t,y) v(2) le ler terme qui correspond & 1'intégrale du 3 a 1'intérieur,

il est clair vu (3.10) et (3.11) que pour v ¢ Hw (V). (t.y) eug on obtient
o

N -ctt Apg(Y)
NeCte (o]

Rs(tsy) v(x) (3.12)

‘<CN)‘

Le second terme s'exprime par la formule de Stokes (puisque les points singuliers de

fr(l‘i y) sont négligeables)

R;(t,y) v(Xx) =I f VS 3 dxAadyAadzade

S
art’y

Notons 1'inégalités :

2 2 4
2= 30 (X(tsysn))| € Rlx-z| + K; exp(K; h(t)) In -7 wo(y)» (3.13)
=A h(t)
= . S - 2 ) 1 11 2 [
On en déduit que sur art,y (ol In -7 wo(y)l = Gl e ou Ic- T wo(X)i =

-A hq(t)
) la partie imaginaire de la phase domine :

6!
_ _ -Alh -A"h, (t)

k 71 exp(-C, h(t)) K2 exp(-2K,h(t)) [a- e 1 1]2 ot e 11
1 1 1 1 1

Comme exp(-c/zt-x Gi exp(-Aihl(t)) s C, A" pour t >0 et A > 1 wvn € N on en déduit

aisément que :
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N -c't X gly)
pour v € H (V), (t,y) e‘u3 [Re(tsy) v(A)] < Cy A Nec'te % (3.14)
N 0 5 N

I1 est clair également que la différence entre 1'intégrale sur ?2 y et rg y vérifie
k] 3

des inégalités analogues. On est donc ramené a 1'intégrale sur Ft y 5 on définit

Fi,y par les conditions :
-A} h,(t)
= 2 . 1M .
z = X(t,y,n) , |n - k] (Do(y)’ < (31 e B
oy . , s'1 -Ai hl(t)
iR(x-z) = ¢ - ¢&(t,z,n) et ‘c - ¢&(t,z,n) s —>—e .
e 1 , I . R
La différence entre Tt y et Ty y porte sur une région od {lz - ¢b(z)| 6 e et
8 ~-Ai h -A3 h s+ -Al h
' 1 17 . . 17 . 1 17
le -0 ()] > e }ou{lc-wo(z)l>61e et [t - @) <—5e },
2 Kb ALy
vu (3.6) on a dans les deux cas |x-z| + |n - T q%(y)l >Ce 8] e et d'aprés

(3.10) une majoration analogue a (3.14). On est donc amené & considérer pour (t,y)€ ug

(EQV) [ (t.ys2) = f P2 gy gm0 v(z,n) d224n
t,y (2m)
- 2, 2 . oAy hy ()
ol Ft,y :z = x(t,y) + Z(t,y).(n - T'“b(Y)) 3 |n - T’qﬁ(y) < 61 e
tandis que :

C(taysz,mA) = [(-1)" eix[w(t’z’n)—w(t’x’n)+(x_z)C]e(t,x,n,A) a(xs 21 EQLA%?%T? (3.15)
v1(z5n) (2mx™H)

8 -A} hy(t)
1 .MM

ol vy(z,n) : ‘C - w;(t,z,n) S - » 1R(x-z) = c-q&(t,z,n) est défini seule-

ment pour(-t,z) € U% le long de yl(z,n), (t,x) € Ub, ainsi que les points x = (1-0)z+ox
©(t,x,n) = ©(t,z,n) = H(t,z,x,n).(x-2) + (x-z). Hy(t,z,x,n)
1

ol H(t,z,x,n) = I w;(t,xc,n)dt et d'aprés (3.8)
0

-A' hy(t
1e ! 1872 (3.16)

In—n(t,xc) < C' exp(C'n(t)) (|n - %—ch')(y)l + \x-z|) SK' s
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Ay 2

(|- Fogw] + [zt

et donc Hl(t,z,x,n) K3 CI:l e (3.17)
et aussi  H(t,z,x,n) = og(t,z,n) + 6(|x-2|) (3.18)
Donc sur vq(z,n) Im(-(x-z)H(t,z,x,n) + (x-2)z) > Rlx-z|2-k|x-z|2>,% |x—z|2 (3.19)
On introduit encore les chemins Yi(z,n) HER A (l-s)(p)'((t,z,n) + s H(t,z,x,n) + iR(E),

-A} hy(t)

R|x-z| < % 8y e le long de Y:S[ Im((x-2)z - (x-z) H(t,z,x,n)) >,§ |x-z|2 .

< K' exp(K' h(t)) (|x-z| + |n - -frcp(')(y) ) . Donc

De plus 'r, - % lD(')(X)| + ln-n(t,x)

modulo 2 restessatisfaisantsa des estimations 3.13 et 3.14 on est ramené & :

(EQV) 11 (tsysn) = J eI ym-e(t,z,m)) i v osian) v(z.\) dzAgn
Tty (2m)

ol c'(t,z,n,2) =Je->\R|le -Arh (t) &(t:Z+Xomo)) q(x+z,H(t,2z,z4+x,n) + iRx,1)
Ix|<R7lsze 11 _
(iR)n dx Adx_,n
(m)"
modulo un reste provenant des a_ Hi qui satisfait({3.14) vu (3.16}. On développe
c'(t,z,n,x) par la formule de la phase stationnaire, qui s'écrit pour tout N € N

comme :
. -la] 1 i a o i
Y A - — 3, 3_ |e(t,x+z,mar) a(x+Z,H(t,2,2+x,1) + iRX,A) +
o X x=0
|a|sN-1
+ Ry(t,z,n,2) (3.20)

ol [Ry(t,z,n,A)| < Cy e €'t m-N

Dans le calcul du ler terme les termes qui font intervenir des dérivées anti-
holomorphes de e ou de q et de H donnent une contribution qui s'estime par :
CN e_c't n - —fr tp(')(y) N W, et donneront donc dans (EQv)II une contribution satisfai-
sant & 3.13. Quitte & changer RN on remplace e et q par leurs développement en sommes

de termes homogénes, on néglige aussi les termes qui contiennent 3 . On obtient donc

une somme de termes :
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Amem(t,z,n) (250, (t525m)) +>‘m-1[_ %— qég(z,wé)-az e (tsz.n) +
+ 5 05, Go(2:0) 0l (txam) e + ay(z.0l)e,
+ ey an,,(2.03) + ay(zaoslen ]
b4 ™ Rj(em,...,em_j) + ... (3.21)

_ 1
On considére un symbole e(t,x,n,\) € S'&C ol c' < c équivalant asymptotique a cette
somme et on obtient : vN € N

(EQ)p(tay2) =

eu[yn-w(t,x,n)] 8(tsXoms2) V(X52) E'x_’_‘% + ﬁ(t,y,;\) ol
r (21

t,y
— -c! - Ao, (y) i
IR (t.ys2)| < Cy e 't N o pour (t,y) € LLg , VN € N. (3.21) bis
e, (t:xon) = e (t.x,n) q(x,@,(t,x,n)) (3.22)
= 1 ey . 1
e =T [-qé(x,w)'() - (BsXsom) + (0 - 5 af, ©), - Az ) e+ q em-l] (3.23)
3 9 s n ] " n ; had hl(t)
SiL=-qi(xe(t.x,n)) 53 div L = - qf (x,0,)0), - az, + O ((n-n(t,x))")e

h
c'est-a-dire que modulo O ((n-n(t,x))")e 1 en

- 1 1 . . 1 .
em-1 77 [L(em) t7 (div Ley + 1(ql i qu)em +q em—l]
correspondant au calcul de - % DtE + EQ on trouve pour symbole principal

em(t,x,n) (‘pt.: + q(x,tp)'((t,x,n)) ; 1'équation de transport devenant :

1 9 ' \ 9 1 . 1
= [ a—i + q(x,0)) a—i ] + 7 (div L)e + qs-l(x,wx)e (3.24)
On posera Ly = 33{ + Qg (X0, (tsx,n)) 'aix (3.25)

L'étape suivante est maintenant de construire E et e de fagon a satisfaire 1'équation
de Schrodinger ce que nous ferons en (3.34) et (3.35).

On a vu que pour (t,y) € ug le long de r,'c y le point (t,x,n) appartient a

W= {(txom [x € v (xy) jot |6 (530 § @0 |es

-A'h
<s8', In‘n(t,x) < 56 e 0 1}
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oM AL M
ol 5. e > [1 + 2C exp((C+1)h(t))]6i e » on prouve :

Lemme 3.1 : §§_6§ gf.zk-ont été choisis assez petits, L'application
1
F : (t,x,n) ~ (t,wé(t,x5n),n) est gg_CP difféomorphisme sur U'. De plus si €, S,

et 4;!

o Sont assez petits F(U') contient

t
2 2
v, ={(t,y,n)| ly=z | < e, JO |2 (5,9, 70 (w))| |ds| <&, In=-Zoiy)] <

-Ag hl(t)}
e

< 8

2

-1
|

Démonstration : Si (t,x,n) € W', alors (t,x) € U et |w;n(t,x,n(t,x)) < exp(h(t)),

|m;n(t,x,n(t,x))| < 1. Or

h

]‘o:‘;(t’x’n)l r l(p:]x(t’x’rl) = ‘p:‘x(tax’ﬂ(tax))l < C3 e

Ay hy

1
66 e s

donc |F'(t,x,n)_1| < K eh(t), donc F est un isomorphisme local. Si F(t,x;,n) =

- h
F(t,x,,n) on trouve que |n(t,x;) - n(t.x,)| s 2 8 o ™1

-A! h
45, € © "1 utilisant (3.1) on trouve que le-x2| < 8 exp(h(t)) 8; e

soit ly(t,xz) - y(t,xl)l's
Po M i
sant encore (3.1), on peut supposer que (t,xT) € ub six, = (1-t)xy*tx5, 0 € T < 1,

par la formule de Taylor on trouve que x; = X, si |x;-x,| < [ZC3 exp(h(t) + hl(t))]'1

qui est assuré par un choix convenable de si et Ai. D'ou la premiére partie du lemme.

La seconde partie du lemme, qui résulte également d'arguments élémentaires est omise.
On introduit la classe 6 (W') des fonctions C” dans W' satisfaisant a

|4l (txan) | < €5\ exp(C; y hp(t)) [n-n(t.x) |V (st]+]sx|+]|sn])d V3I.N .

S

Soit V = F*(Ll) = g% + ) aj(t,x,n) 33— + aj(t,y,n) —é}-champ de vecteur sur F(W') ;
. J oy .
J=1 J

on calcule ajoF(t,x,n) = L1(¢% )J(t.xsn) € G(W') d'aprés (2.7).
-
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n
a"ioF(t,x,n) = Ll((pr:j) = :é’"j + 3 qéz(x,(p)'() (p; (tsx,n) = (p't':’n.(t,x,n) + O (W)
£=1 " J

On note F'l(t,y,n) = (t.g(t,y,n),n) ; i1 est clair que |djg(t,y,n)| < CJ. exp(thl(t)))

(lst] + Joy] + [sn])7.
On utilise le Temme :
Lemme 3.2 : S5t (t,x,n) € W' et (t,y,n) = F(t,x,n), on a les inégalités :

< K" eap(K" h(8)) | n - 2 @ (y) (3.27)

In—:frcoo'(y) < K! ln—n(t,ac)

La preuve du lemme, analogue a celle du lemme 3.1 est élémentaire. I1 est donc clair
que la composition par F_1 transforme ¢ (W') en 1'espace & (F(2')) des fonctions

satisfaisant a

j 2 N .
|a7F (t,yam)| € C5 y exp(Cy y hy(E))|n = F @i(¥)|" Vi.N .

J
n
On trouve donc que V = ?af + 3 Oy oF ! -E_— + W ol W a ses coefficients dans & (3.26)
j=1 ,nJ ayJ
On calcule :
%Ll(dxl A Aan) Y dxq A A at B/ax (de)'\ A dx soit
Jsk=l...n k k

dt A sty (4) adn = (ae(x). G + tr @"e (00))dE adx adn + @ (Wahy,;  (3-28)

-1 P .
Fx' (dt Adx Adn) = (det ﬁ) dt ady adn + O (F(W')) ® A,y

det g—% = (det w;']x)-l o F_1 + O (F(W')). Notant que g est presque analytique sur

n = '3’ LD(')(y) on trouve que :
Ly ((det 2yat ady adn) = (g (det @f,) 7 )dtady adn + O (F(L")) @ Appyg
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Notant que ¥, (dt) =0 et £, (dn.) = O, on voit que £, (dta dxadp) =
b Ly g Ly

dta :{‘L (dx)Adn
1
De F;l( % (dtadxadn)) = éCV(F;l(th dxAdn)), on trouve que
1

" L] " " L} n d n -1 N [}
Ape (Xaoy) 0y + tr Qfy (X)) = (detor) g (detop )™+ Te ¢ (F(u')) (3.29)
On posera h(t,x,n) = cp;](t,x,n). Notons que pour (t,x,n) € W qi(x,np)'((t,x,n)) -

qi(x, %m(')(x)) < c 8 exp(-Ay hy(t)) & cause de (2.12).

Donc dans V (Im g7) (t.ysn) > ¢, > 0 (3.30)

1/2

Par ailleurs V' é&tant simplement connexe, on peut définir (det %)- comme une

fonction sur 'Uo .

t
. ) 2
Soit }LPJ = {(t’.st)l lY'Xol < ej ] JOIHq(S’y’ T‘DO(Y))HdSI < Ej s

J
. =ASh,(t)
| -fam|<ede 2t} (3.31)
_Y
De sorte que V' o ’U'J-+1 > U5 -
~JnsC _ 2n x m,c'
siaesS ° (]R+xt1: ) supporté par UJ., la fonction e(t,x,n) = aoF €5 °
=+ ~2n ' . . .
(R "xC™") (g < N arbitrairement) et on a :
S
1 1 N \ 1 d 3h oh
-yliet oy (div L)e + qsl(x,c.px)e = [(- 7 dt (a(det a_x) ) (det )t
s
+q1a+r]oF (3.32)
. 2 N _Cot - .
oo  |dr(t,x,m)| s Cp ylmn(t,x)|" e (|stl+|6x| +/sn|) on o < Co (3.33)

est arbitraire.

o t 2
Si uj = {(t,y)l ly=-%,| <ej > JOIHq(p(s,y, Fo N ldsl < ej} , par une

* pefinition de S™C: comme précédemment sauf que 3a doit &tre nul & 1'ordre infini sur
=2
n=3 (Doo
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régularisation de la fonction caractéristique de ’U,J-, on construit une fonction

mj(t,y) qui vaut 1 sur 'U.J., a support des ’\Lj+1 et satisfaisant & des estimations :
L 2
|d wj(t,y) (sts8y)| < Cp 5 exp(Cy 5 h(t)) ([et] + Jsy])” .
Procédant ensuite comme au paragraphe 2, on construit une fonction (.,J.(t,y,n) presque
. 2 1 2 ]
analytique sur n = 3 @y(y), SUPP w; < {(t,y,n)l (t.y) € Wjyup et [n -3 @) <

e-A2 hl(t)}

E)

J

|d“ mj(t,y,n)(at,ay,cn)| < Cz,j exp(C%,j hi(t)) (|st]| + lsy| + |5n|)1 (3.33)

Dans ces conditions d = wh o+ Wl ol 1 et Z satisfont & (3.33) et sont presque
a{ Ll)j (A)j (.l)j Ll)j (A)J' . p q

. 2 1 2
analytiques sur n = 3 (po(y), SUpP wj < {(t,y,n)l(t,y) € ’(,LJ-+1 \uj,ln- T (po(y)l <

Az Mty o A 2 R
je }, w5 est nulle @ 1'ordre « sur n = 3 (p;)(y). De méme (1_“’3'+1)“’j est nul-
le @ 1'ordre « sur n = % q;é(y). On peut maintenant intégrer les équations de trans-

port en posant :

ah, 172 (Y os <% -
a, = wo(det ﬁ) ag exp(i Jo qo(s,y,n)ds) €S , supportée par ’l)’l s
ol la fonction ao(y,n) sera déterminée plus loin ; € =35 © F , puis par récurrence
1 d — -1/2 1/2 s — _
I g (aj det () ) det () +q a; = Rj(ao""’aj-l)
35|t=0 = O

m,c.

5 J 5 = a. i i ~w,s) Ry

Rj e’ supporté par UZj—l et aj wp3 aJ. Donc i1 est clair que (1 “’2.]) RJ() est
OJ“’C.

nul d'ordre « sur n = -E- cpc',(y). On trouve donc a; €S Y

j supporté par 'U2j+1’ les c.

J

forment une suite décroissante mais cj > ¢' donné. Procédant ainsi, on a résolu les

équations de transport modulo des restes satisfaisant & des estimations (3.33) avec

un facteur e © t fixe, d'aprés (3.2) 1'intégrale sur r;: y associée satisfait alors a
s

une estimation
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_eny o A (y)
c"t ATH e o

[og(tsys2) | s Cn Vu > 0 pour (t,y) € 1Lg (3.34)

sH

Notons que comme le support de e(t,x,n,A) est contenu dansiL"J e M M=®)g y 4y Adn
I! 1

t.y
a son support dans {(t,y)|(t,y) € ng}.
Résumant la discussion, on a construit e(t,x,n,A) € S?;C tel quevN € NN
N'-1
[- 1D+ EQ]V: Ry(toy>2) + ] j eiA(yn-¢) &;(taxanA™J v dxadn (3.34)
j=0 I‘t,y
N -c't Mo(t)
ol |RN(t,y,A)| < Cy A N g-c't o770 pour v € H(p (V) (3.35)

o
(décrivant une partie bornée)

Soit Rﬁ(t,y,x) lTe second membre de (3.34), on va en faire une &tude plus précise.

Les %5 proviennent eux des termes (w%j 55) ° F-l, on voit & 1'aide de (3.28) que siona
choisi 5j assez petit par rapport a € » On aura sur le support de EJ la relation

- -t 2 —

1 > [ Mgl (saxs F @0 1ds] 5 (3.36)

et |x-x°| <e' , onaura aussi ej >&; > e -

J

+oo
La relation (3.36) entraine que t est assez grand. On veut montrer que j Rﬁ(t,y,x)dt
o

est & décroissance rapide. Notant que sur r{ y
' _ ~ Kh(t) 2
Wt(tsxaﬂ) = th(t,X;n(t,X)) +0(1) (n'n(tsx)) |n'n(tsx)| < Ke |n‘ T‘DO(YH

d'aprés (3.2) w%(t,x,n(t,x)) = =q(X, %—¢%(x)) ,» SOit :

' 2 K h
oL (tsxsm) + a(xs £ @) (x))] < Ky K e ME) 10 2ty
2 Ry 1y ()
Etant donné 8o et A (choisis plus loin) 1'hypothése |q(x, 7‘“%(x))| > 250 e
-A, hqi(t)

entraine [@p(t,x,n)| > & sur une partie de ri y 1'autre contribution

o
donnant immédiatement de la décroissance rapide ; on peut alors intégrer par parties

en t sous la forme :
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1d ia(yn-o) _ 1d , ix(yn-o) 1
3 9t o e elvdXAdn =1, ;af(e elv)dx/\dn +K N
t,y Tt,y t,y
éﬁvt (e yne) e;v)dx adn (3.38)
Al h -A! h
d 2 2 1M a MM
Vo(xon) = 2Re(Sf (tay) + S (nm T @) + Z(tY)(- @) e - Tgpe T ) X+
Al h -A! h
11 d 171 )
+ e at (e ) 3

Avec el(t,x,n) = X(t,x,n) e(t,x,ms2) / ¢%(t,x,n) ol X(t,x,n) est une fonction presque

-A_h
analytique sur n = n(t,x) supportée par {(t,x)| g(x, %-u%(x)) > 2 8, € ° 1} (dont
h,(t)
les dérivées croissent comme e 2 ou hy(t) = o(t) et hy = 0(h2)). La contribution

du second membre de (3.38) vérifie (3.35). L'autre zone :

1= J (1-X(t.x,n)) e 2™ o v dx adn
rl
t9.y

Le support de 1-X(t,x,n) est contenu (par la construction de X) dans {(t,x)]|

2 Ao Ny -1
a(x, 3 Vy(x)) < 8, e }. On trouve alors x; €9 (0) tel que d(x,x;) sc 8
-AO hl(t) . -t 2 ' ' 1 a ' a
e et aussi Io |Hq(p(s,x1, T'“b(xl))l lds| > €¢/2 - D'aprés 1'hypothése

(Hl)b relativement a Eé’ il existe un voisinage V de x, et Vl de Xy tq Xy €Evn q_l(O)
A (x)
"o

entraine y(t,xy) ¢ V&. Soit vV, CCV tel que lv(x,A) | s e (A~%) uniformément sur

tout compact disjoint de Vy et V, cC Vé CC V ; la contribution de x € Vé aIlesta

-A_ hy(t)
o 1 e

décroissance rapide ; pour x € Vé on trouve X, €V avec d(x,xl) <C 60 e t

Ao hy(8)

donc y(t,xq) € V;, comme |x; - x(t,y)| sC ¢ e ¢ et(t) | % @), si

on ne conserve que la contribution essentielle de I on obtiendra ly - y(t,x1)| <C' 60

si 5, 2 été choisi assez petit y ¢ V3 ol V3 cv;.
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En définitive on a prouvé : si ?il"(v) C VZ s ety € V3
+eo N ey (y)

” R’:‘(t,y,l)dt <Cyare VN .

0

On a désigné par WF(V) pour v € H‘p (U) 1'ensemble de V' dont le complémentaire par
o =2, (X)
rapport & V' est {x €| il existe un voisinage de x dans lequel |v(x,x) e 0 soit

a4 décroissance rapide}.

Proposition : Il existe des voisinages v, et Vg de z_ , une constante ¢ > 0 telles

~
que pour tout N € IV, veHwo(V) gz_WF(v)CVZQyET/g

=N -ct
3 SCpr e e:r:p(xcpo(y)) .

Dt
I(- — E + EQ)v(y,}\)

201



B. LASCAR, J. SJOSTRAND

IV - La trace sur t = 0 - La propagation des singularités

1) On calcule la trace sur t = 0 de la solution obtenue :

E(0) v(ys2) = J . eI yn-e(0,x,n)) e, (0:%5n) V(x:2) ()2 dx adn
Fo’y

@©(0,Xsm) = xen + O((n - -f- wé(x))“’). Négligeant © (A ") lorsque v décrit un borné de

I-I(p (V) on remplace ¢ par x.n (en réduisant éventuellement r(')

0 £
\ PP 2

que 1“0,-y est défini par ln -7 (po(_y)

y)' On trouve par ailleurs

2 . '
85> n-F@y) =1iu(yXx), que T'on peut

déformer négligeant encore @ (A~") dans le circuit habituel r)‘( : |n- %— W(¥)| < 8y »
n - -fr (pé(y) = 1 R(y-x) ol R > 0 est choisi convenablement.
it E = iA(X=y)n dy Adn -
Soit E'(0) v(Xx,1) = e e,(05ysn) v(y,x) —_-_l)ﬁ . Reprenant le cal
r! (2mx
X

cul de I 2) on montre que pour u € S'(IR")
E' (o) Liu = I e“‘p(x’z) X1(z) Ky(x5z51) u(z) dz modulo 2o
ou Kl(x,z,A) est un symbole classique presque analytique sur M, pour lequel
KO(x ,2(x.)) = 8 (X.52.) € (0sX.» 2 @ (x.)) # 0O
1'%022 %o o\ %02%0’ €0'92%0> T @\ %o
2) On va étudier le WF d'une expression

+oco .
(EV)(ys2) = Io dt Jr' et TAme(t:Xm)) o x,0,0) V(x2) (A" dx adn
t,y

ol e(t,x,n,A) € S"::,’Lc , supp e = W

Si V est un voisinage de y € c", on pose

t
— ., - - — 2 =
) = KD T evnal) . ta0et [ Hoo(s.3h § oy Ids] < o}
(o]
qui est compact.

On va prouver que s'il existe V tel que Cv(y) nWF(v) = ¢ et si y ¢ WF(v) alors
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y € W?(Ev). On écrit Ev = EIv + EIIv ol on a introduit la troncature pour t < ¢' dans

EI et pour t a-%r . Comme y ¢ WF(V), il y a un voisinage ly-x|l < € qui ne rencontre

pas WF(v) si Iy-yi < %—1e long de ri’y on a |x-x(t,y)|ls C eCh(t)In- %—¢%(§)I, ce

qui fait que pour la contribution de I'' _ provenant de |n- %-wé(y)l assez petit on
t.y

aura Ix-yl < ¢ si €' est assez petit par rapport & ¢ et donc une intégrale a décrois-
sance rapide, 1'autre contribution de 1'intégrale est également a décroissance rapi-

de. On a donc prouvé que y € ﬁF(EIv).
On va prouver maintenant si Cv(y) n ﬁ%(v) = ¢ alors y ¢ ﬁF(EIIv)

EIIV(y’}‘) = Iw(t) dt J' ei)‘(yrl'(ﬂ) eV __d_X_/\Ttlj_r_]ﬁ
Tt,y (2m™)

Etant donné des nombres 3 et A0 > 0, comme dans la partie précédente on montre en

utilisant des intégrations par parties en t, que modulo O(A-m) on peut se réduire a

el vy = f w(t) dt J (1-X(t,x,n)) e 29 ¢y dx adn
T! —

t.y
2 Ao h1(t)y
ol le support de 1-X est contenu dans {(t,x,n)l q(x, T»q%(x)) <5, e . Si
(x,n) €T _, (t,x,n) € supp [(1-X)el, on peut déterminer x; € q-l(O) tel que
t’y
-Ao hl(t) ot 2 .
Ix-x;1 < C &, e et donc aussi Jo IHq(p(s,xl, 7—¢b(x1)))| |ds| < &, le point

Yy = y(t,xl) satisfait a :
ly(tsx1) - y(t-x)| s 2 exp(h(t)) |x-x;| et |y(t.x) - y(t,x(t.¥))] <
< ke 2 o))

Dans la contribution de r% y sur laquelle | n- %—q%(y)| est assez petit on trouve que

ly(tsxq)-y! < € (on peut réaliser n'importe quel & par un choix convenable de 6 , A
1 0’ "o

et de la partie du chemin r' _). On aura choisi ¢ assez petit pour que si |y-y| < %
t,y
y(t,xl) € V donc Xy = x(t,yl) € Cv(y), comme Cv(y) est un compact disjoint de ﬁ?(v),
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on pourra obtenir aussi x € L CC HF(V)C ; et donc 1'intégrale portant sur cette par-
tie de 1‘,'c v est @ décroissance rapide. Comme il en est de méme de 1'autre condition,
on a prouvé que y ¢ ﬁF(EIIv).

Posant C(y) = [) Cy(y) » on a prouvé
V vois. de y

WF(Ev) < WF(v) U {y [cv) nWF(v) + ¢}

Ayant exprimé le WF d'une paramétrixe & gauche, on termine la preuve comme dans [1]
en ayant effectué au préalable une microlocalisation dans w (assez petit) a 1'aide
d'un o.p.d. de symbole w(x, %) ol w € C:(IRzn) a son support prés du point

Py = (x°,€°%) € + 0.
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Appendice 1

o £
Soit @(x,B) ol B = (Bx’BE) une fonction C au voisinage de (xo;xo,- T«‘fg—l oo)

ou Po > 0, satisfaisant a :

- In o(x,8) > C(x-B,)°

—q)=0quandx=[3xe1:cpx=[3"E

Si a(x,B,A) est un symbole classique elliptique au point (xo,Bo), on pose

(Tu) (Bs>A) = Ju(x) eiMp(x,B) a(x,B,A)dx. I1 est équivalent de dire :

(i) I1 existe un voisinage de Bo dans lequel Tu(B,A) est a décroissance rapide
en .

(1) (x,»8") € WF(u).
Démonstration
Prouvons d'abord que (i) = (ii).

On pose a(x,q) = a(x;ax, —I%z—r Po? |a€|) qui est un symbole pour Iagl assez grand
et ¥(x,y,a) = Iugl (x50, T:—z[ Po) = AYysa, T:—ZT Po) qui est une phase homogéne
dans un domaine conique qui contient (xo,xo,-Eo). On désigne par X(o) une fonction
a support dans un voisinage conique assez petit de (xo,-Eo) dans lequel (Tu)

(o> |a—:f— o0 ) s0it O(X 7). Soit (Au)(y) = [ei“’(x’y’“) A(x,2) X(a) u(x) dx da. I1
résulte de la théorie des 0.I.F a phase complexe que A est un opérateur pseudo-diffé-

rentiel elliptique (xo,zo), comme Av € C, le résultat cherché est &tabli.

La preuve de (ii) = (i) est élémentaire (arguments de phase stationnaire) et est

omise.
Appendice 2

Le symbole p(x,&) =% (B(x,E)E',E") + (A(x,E)(E"+ix"En),g"-ix",gn) ol B est
symétrique sur ]RIJ et non dégénérée qé x"=£"=£'=0 et A est auto adjointe positive

quand g"=g"=£'=0 satisfait les hypothéses (Hl)'
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