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Cet article est consacré à la propagation des singularités et à la construction 

de solutions asymptotiques pour des équations pseudo-différentielles à caractéristi­

ques réelles de multiplicité variable. La méthode consiste à construire une paramé-

trixe de l'équation Pu = f en superposant des solutions de l'équation de Schrodinger 

(Dj. + P) u = 0. Comme le flot hamiltonien de p (symbole principal de P) admet un en­

semble N = {(x,€) € T lRn ̂  0 , Hp(x,Ç) = 0} de points fixes, il est nécessaire d'é­
tudier le comportement asymptotiques pour t -> 00 de telles solutions. On se placera 

dans le cas où en tout point de N la matrice fondamentale Fp(x,£) n'a pas de valeur 

propre réelle (lorsque p est hyperbolique par rapport à une direction, ces équations 

sont nommées non effectivement hyperboliques [3] et 14]), il n'y a pas alors de points 

limites sur les bicaractéristiques de p mais les bicaractéristiques nulles ou non de 

p ont pour limites des courbes qui remplissent certains sous-ensembles de N sur les­

quels doit se faire la propagation des singularités - c'est le phénomène de la réfrac­

tion conique - on renvoit à [4] et [63 pour des cas hyperboliques. L'analyse de l'é­

quation de Schrodinger pour t -> 00 donnera une description directe de ce phénomène de 

limites de bicaractéristiques. Comme il a été noté dans [5] l'utilisation de la mé­

thode classique de l'optique géométrique va se heurter à l'obstruction d'une infinité 

de caustiques dès que l'on veut obtenir une solution sur un intervalle de temps grand. 

Pour surmonter cette difficulté on aura d'abord recours à une transformation de Fourier 

Bros Iagolnitzer (en abrégé F.B.I.) sur P. Cette méthode utilisée par le second auteur 

dans [9] pour l'analyse des singularités analytiques transforme l'analyse microlocale 

d'un problème pseudo-différentiel sur des distributions de IRn, en un problème pour 

des "opérateurs pseudo-différentiels dans le domaine complexe" agissant sur des espaces 

de fonction holomorphes u(x,x) dont la croissance est localement contrôlée par des fonc­

tions de poids exp(Atp(x)) où tp(x) est pluri-sousharmonique. On y trouve deux avantages 

le premier est de fournir aisément une microlocalisation du problème, le second plus 

essentiel est qu'après la transformation de F.B.I. on ne rencontre plus de caustiques 

et ainsi à ceci près que l'on travaille sur des opérateurs dans le domaine complexe on 

développera une méthode assez classique de solution asymptotique. La condition 

Im P Q ( X , £ ) * 0 sur N (P Q ( X , Ç) est le symbole sous principal) précise et dirige la pro­

pagation des singularités, et servira à donner un sens direct à la superposition des 

solutions de l'équation de Schrodinger. 

Citons maintenant précisément le résultat. 

Soit P(x,Dx) un opérateur pseudo-différentiel (en abrégé o.p.d.) classique de 
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B. LASCAR, J. SJÔSTRAND 

degré 1 sur ]Rn, dont le symbole principal p(x,£) est réel. On définit 

N = {(x,Ç) € T ]R ^ 0| dp(x,ç) = 0}- , 

puis sur N Fp(x,ç) £ *<T(x.ç)<T *n)) par Hess p(x,ç) - (t,f ) = a (t,F (x.ç)t' ) 

où a est la 2-forme symplectique et P Q ( X , Ç ) = P0(x,ç) 
1 

n 

i 
a2P 
3xj3Çj (x .e ) . 

On désigne par y0 un point de N et par P(t,y~) la courbe bicaractéristique issue de 

y. On fait les hypothèses suivantes : 

<Hl>a Si u E N , Spec(Fp(p)) <= i K 

<Hl>b Le flot sort - Pour tout ô > 0, il existe V et voisinages de yQ tels que : 

P(y) = 0 ' ô0 > f |H (p(s,y))| |ds| >, ô et y € V entrainent y(t,u) t Vr 
<Hl>c Il existe C > 0 et a > 0 tels que d(x,p"1(0)) ̂  C |p(x)|a . 

(H2) S I (x,Ç) E N Im p*(x,ç) > 0 . 

Soit H = (Hx) n (H2) . 

Remarques 1) Si p(x,ç) = 
2 

C0 - q(x ,Ç' ) où q..>o 
s'annule exactement à l'ordre 2, sur Z sous 

variété C°° de T IRn , (H.) est satisfaite. 

2) On peut donner des exemples non hyperboliques p(x,ç) = i (B(x,ç)ç'.Ç') + 

(A(x,ç) (ç" + ix" ç ),fe" - ix" ç E 1 R P , E " E lRq. B symétrique non dégénérée, 

A auto-adjointe positive, satisfait (H..). 

Si y € N on définit l'ensemble d'influence de y par : 

C(y) = n 
V voisinage de y 

{ y ( T , y ) | T >, 0, y E V N P'^O) et 
Jo 

H (U ( S . P))| |ds| « 6Q}. 

Théorème : On suppose que P satisfait (H). Soit y £ N et_ u> un voisinage assez petit de y. 

Soit u € S) r(JRnJ telle que WF(Pu) n w =<J>, s£ JtfFfuJ n CYyj n 3w - <(> alors y g WF(u). 
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ÉQUATION DE SCHRÖDINGER 

I - L'action de la transformation de F.B.I. sur les o.p.d. classiques 

Soit p(x,y,ç) le symbole d'un o.p.d classique sur lRn, on note encore p un prolon­

gement presque analytique de p. 

Tu(x,A ) = J eiXcp(x'y) a(x,y,A) x(y) u(y) dy x € C N où <P(x,y) = \ x2 1 
SoitcpQ(x) = |x|2/4 ; pour y € JRn Im tp(x,y) ̂  - <PQ(x) + C|y-y(x)|2 avec y(x) = Rex. 

x(y) € C~(IRn) supportée près de yQ ; a(x,y,A) symbole analytique classique elliptique 

en (x0,yQ) e CNX]Rn, yQ = Re xQ. 

T(Pu) (x,A) u(y) dy 

L R 2 N 

ix[tp(x,z)+ç(z-y)] p(z,y,A£) a(x,z,A) x(z)dz d£ 
A 

2ïï 

n 

On note H(x,y;z,ç) = cp(x,z) + ç(z-y). Ĥ (x,y;z,f;) = (p̂ (x,z) + ç , Hl(x,y,z,ç) = z - y. 

Im H(x,y;z,ç) > -cp0(x) + C|z-y(x)|2 
n̂ 

pour (z,C) € IR 
V 

On notera K(x,y,A) ^ 0 pour K(x,y,A) € C ° ° ( V X ] R ), si tout multi-indice ( A , ß ) 

D£ Dy K(x,y,x) 
- A i p 0 i x 

e = 0(A~°°) uniformément sur tout compact de V*lRn. 

Soit I(x,y,x) = 

IR2N 

eÌA(cp(x,Z) + 4(z-y)) 
p ( z , y , A ç ) a ( x , z , A ) x(z) dz dç . 

A 

2IT 

n 

On suppose que - <Pz(*0»y0) = Im xQ * 0 et que V 3 xQ et le support de x sont assez pe­

tits pour que sur le support de l'intégrande cp̂ (x,z) * 0. Intégrant par parties en £ 

on voit que I = 1̂  + K , avec K ̂  0 et 

Ijfx.y.A) = 
I R 2 N 

e i A H(x,y;z,C) p(z,y,Aç) a(x,z,A) w(y,0 x(z) An 1 d z dç 

(2n)n 

sur le support de u> 
1 

| E | * M et Y € V ^ Y 0 ) . Pour w = (x,y) E V(x0) X V1(y0), Ç = (z ,Ç) 

H(w,ç) = H(w,ç(w)) + \ C2(w,C) où ç(w) = (y,-<f£(x,y)) et = Q(£-ç(w))où Q est un 

opérateur 1 inéaire inversible sur C n. Soit e(x,y,z,£, A)=p(z,y, AÇ) a(x,z,A) w(y,ç) x(z). 

Suivant [7] on voit après un changement de contour que 1-̂  ̂  I2 avec 

I2(x.y.A) = [eiX43(x'y) e_wc IZ e(w,ç(w,x),x) J xn d3:/(2n)n 3 = (det Qf1 

(x-y)2 
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a. 

où l'intégrale porte seulement sur un voisinage de x = 0. Il résulte du théorème de la 

phase stationnaire que e""1Atp̂ x'ŷ  l2 ( x > y » A ) est un symbole classique sur VxlRn (au 

sens C°°) admettant au sens des symboles le développement : 

I2(x.y,x) еИЛ<р(х'У) = A 
fd 

A " V A 
e1 

p 
ùe p e(w,ç(w,x),x)) 'X, _ 

x=0 
(4) 

Ici 3 =1 et ç(w,x) = (y+x'+ix", -tp'(x,y) + x") x = (x\x") € IR2n ; le terme homogène 

de degré m est Pm(y > - < P y ( x , y ) ) a Q ( x , y ) w ( y , - c p ^ ( x , y ) ) x ( y ) . Comme pour x £ V(xQ) et 

y € Y1(y0), - Re cp^(x,y) € {U E 1}, modulo équivalence on peut remplacer 

e i A . p ( x , y ) 2 ( y , ^ . ( x . y ) ) ( ) par e i A c p ( x , y ) 
() car Im t p ( x , y ) >, - <PQ(x) 

2 
+ c| Im < P ^ ( x , y ) I • 

Le terme de degré m-1 (modulo ̂ ) est donc : 

pm-l (y>-M>y(x.y)) aQ(x,y) x(y) + Pm(y,-<P̂ (x,y)) a^x.y) x(y) + 

aQ(x,y) x ( y ) \ Aç Pm(y»-cp^(x , y ) ) + i 

n 

У э p ( у , - ф ' ) a x + 

j=l J J 

aç Pm(y>-cp^) 3 y (aQ(x,y) x(y)) 

On désigne maintenant par K(xsy,A) un symbole classique équivalent à (4? et ayant la 

propriété d'être presque analytique sur M = {(x,y) € V*(Dn| (y,-«£(x,y)) € lR2nK On 

a donc vérifié que K(x,y,A) e1Vp(x,y) „ 1{x,y>x). 

Si q(x,e,A) est un symbole classique C°° dans VXW où W est un voisinage de 

O0 
2/i l 0(0) = l x (x0,y0 dans Cn, presque analytique sur Ao = {(x' T ^(x))'x e c"} 

on considère l'opérateur : 

Q(x, 
Dx 

A 
, A ) v(x,A) = 

r x 

q(x.e.A) eiA(x-y)e v(y.A) 
(2ïl> 

dy A de ( 5 ) 

où rx est défini par e = | < P 0 ( x ) + i R(x-y). 

|x-y| < r 

R est un nombre positif fixé en fonction 

de la fonction 
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ÉQUATION DE SCHRODINGER 

cpQ(x), r est alors choisi assez petit pour que lorsque x e V-̂  CC V, |x-y| ̂  r entraine 
2 

y € V et j cp̂ (x) + i R(y-x) appartient à W. R étant choisi assez grand, sur rx on a 

2 2 2 

Im(x-y)e - cpQ(y) > - tp0(x) + c [|x-y| + |e - ycp^(x)| ]. On en déduit que Q opère de 

l'espace C°°(V) dans On calcule Q T,u sous la forme : 
( Q T ^ U ) ( X , A ) u(z) Xl(z) J ( X , Z , A ) eiAcp(x'z> dz avec 

Txu = | eiAcp(x'y> a(x,y,A) Xl(y) u(y) dy où 

x i E C ~ ( L R N ) , X L = L I au voisinage du support de x. 

Jtx.z.A) = e-iXtp(x»z) jr eiXt(x-y)e^'z)] q(x,e,A) a(y,z,A)(^)n аул de (6) 
X 

Soit H(y,x;z) 
1 
o 
p'((l-t)x+ty,z)dt , soit 

'1 ( X , Z 9 A ) = t 
X 

eiA[6-H(y,x;z)](x-y) a(y,z,A) q ( x , e , A ) ( ^ ) n dyAde 

On introduit Y5 : 
|x-y| ̂  r' 
e = (l-s)cpA(x,z) + s H(y,x;z) + i R(x-y) 

0 <: s ̂  1 

s 2 2 2 Notons que sur y Im[e " H(y ,x ;z) ] (x-y) ^ R|x-y| - c|x-y| ^ R-̂ |x-y| ; on choisira 
r' assez petit pour que pour x € V 1 et z E supp Xl (contenus dans des voisinages assez 

petits de xQ et yQ), le chemin yS reste contenu dans VxW. On note 3 S(x,z,A) l'intégra­

le portant sur-y3. Notons d'abord que : Xl(z)[ 3 (x,z,A) - -3 °(x,z, A) le1 Xtp(x»z) ^ o . 

En effet f elxUx-y)e+ip(y9z)] a(yjZ5À) q ( x , e , A ) dy*de se déforme en l'intégrale por-

Y o 

tant sur r° : |x-y| v< r' et e = T ̂ (x) + i R(x-y) , par : |x-y| <s r' 

e = (l-o) <P X ( X , Z) + a | K £ ( X ) + i R(x-y) ; sur r^z 
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Im((x-y)e + q)(y»z)) >, R|x-y|2 + (l-0) Im((p(y,z) + (x-y)<p̂ (x,z)) + o Im j<P0(x)(x-y)+tp(y,z) 

>. R|x-y|2 + d-a)(^.0(x) - c|x-y|2+c|z-z(x)|2) + o(^p0(x) - c|x-y|2 

+ |z-z(y)|2) » - cp0(x) + Cl|x-y|2 + c2|z-z(x)l2 

rx,z reste également contenu des V*W pour x e V1 et z e supp x. Il est clair que 

d l 
x,z 

eiA[cp(y,z)+(x-y)6] a q dyAdQ = 

x,z 

^v(eiX() a q dyAde) 

où V est le champ de vecteur 4 <P0(x) - cp;(x,z) 9 
3 0 

(f cp0(x) - <px(x.z)) £ 

^v(f dy A de) = V J 3f A dy A de + d(f V J dy A de) . 

vl 
La contribution du 1er terme donne ~ 0 à cause de la presque analyticité de q sur 

(le long de r ° 
x » z 

i R Ix-y| + z-z(x)| 1 a contribution 

du 2ème terme est une intégrale sur le bord et donne aussi ^ 0. De la même façon 

on voit que eixcp(x,z) d 
H ? 

Y * 

eix[e-H](x-y) a q dy A de est ̂  0 puisque le long de 

y |e - J ^ Q U ) ! ^ R ( | x-y | + |z-z(x)|). Modulo ^ on a transformé e1 xcp(x»z) 3 (x,z,x) 

en elACp(x'z; L(x,z,x) où 

L(x,z,x) = 

\yUr' 

e"XR|yl a(x+y,z,X) q(x,H(x+y,x;z) - i Ry,A) (-iR)n d y A d y 

(2n)n 
Xn 

(-i)n dy A dy = ± 2n L(dy), ceci fait que L est un symbole classique au sens C dans 

YjxIR" admettant un développement asymptotique 

L(x,z,x) = I (XR)"V ^ (Ay>-)v (a(x+ysz,X) q(x,H(x+y,x,z) - iRy>x))|y=0 
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Le terme homogène de degré m est a0(x,z) qm(x,cp2(x,z) ) ; le terme de degré m-1 est : 

al(x,z) qm(x,cp̂ (x,z)) + ao(x,z) V-i(x,tPx(x9z)) + aQ(x,z) ̂  ^ ^xx^'2) + 

+ T 3x ao<x>z> \Q(x6 Q(x6 <x>z) 

modulo des termes qui contiennent D da q(x,<p') et qui multipliés par e1Acp̂ x,ẑ  donnent v e x 

^ 0. On remplacera L(x,z,x) par un équivalent asymptotique L1(q) (x,z,x) qui est lui 

presque analytique sur M. 

Soit un symbole classique K(x,z,x) sur V X C N presque analytique sur M K(x,z,X) ̂  

Y xm~J K (x,z,x) ; si V a été choisi assez petit on peut déterminer un voisinage W de 
J J 

tp'(x ,z(xn)) de sorte que, (x,cp'(x,z)) € V X W entraine a (x,z) * 0, 
X U O X O 

on peut alors déter­

miner un symbole q(x,e,x) sur VXW presque analytique sur { ( x , e ) e V X W | e = 1 cp^(x)} tel 

que ^(x,z,x) E L1(q) (x,z,x) sur { ( x , z ) tels que ( x , t p x ( x , z ) ) G V X W } dont on peut sup­

poser qu'il contient V X {voisinage du support de x̂ i-

On s'est donc assuré que xi(z) K(x,z,X) - 3(q)(x,z,X) e iXcp(x,z) vi 0 pour un voi­

sinage V-^ de xQ assez petit. Si K(x,z,x) a été obtenu, comme plus haut, à partir d'un 

opérateur pseudo-différentiel sur le domaine réel, on trouve que qm(x,tp'(x,z) ) = 

pm(z,-^(x,z)) x(z) tandis que : 

V l ( x ' ^ ) + TT 3e %(x'<) *xx + a^fx.zj^x.z) qm(x,cp^) + i 3x aQ 3Q qm(x,cpx)] = 

x(z)[pm_1(z,-cp') + Pm(z,-cp') &1 a^1] + x(z) f Aç Pm(z,-cp') + i J a ay Pm(z,-^) + 

j=l 3 3 

+ a° Pm Va°x ) 

La transformation canonique ̂ de graphe (x,cpx(x,z), z,-ip̂ (x,z)) s'exprime par 

5é(z,n) = (z - in, p e,v ^ _ 1 ( x , e ) = ( | + i e , e + X*-) . 
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<WX'9> = (Pm ° ^ ' 1 ) ( X ' 6 ) X(f + 16) . Puis 

x Pm-l - TT ax VxPm> Vl<x>6) - TT <Sn>x,e<x'e> = Vl<x>6) - TT <Sn>x,e<x'e> =K(x,z,X) € C°° (V2x]Rn) =K(x,z,X 

Vl<x>6) - TT <Sn>x,e<x'e> = Vl<x>6) - TT <Sn>x,e<x'e> =K(x,z,X) TT <Sn>x 6 = —v-à 

D'où l'on déduit qu'un point (x,6) où dqm(x,e) = 0 

Vl<x>6) - TT <Sn>x,e<x'e> = x Pm-l - TT ax VxPm> 
O ^ T 1 + 0((e - £ ^ ( x ) f ) 

On a donc prouvé : 

Proposition 1 : Soit (x 3z ) € Cn^JRn où z = Re x et ip'(x 3z ) * 0. Sc^t a Ta:, zy X) 
£ o o — o o — z o o 

un symbole analytique classique elliptique en (xQ*ZQ)• On peut trouver des voisinages 

V^V de_ Xq3 IL de_ Zq3 W voisinage complexe de 8 ^ - 4- * P £ ( a ^ 3 tels que si X et_ € C^CJjf1) 

supp X C C ixj = ^ } cc s i P est un o.p.d. classique sur JRn* on peut trouver 

un symbole classique q(x„8^ X) dans V*W3 presque analytique sur - {(x9Q) € V*w\ 

2 
6 = — ip' (x) } tels que : 

Q(x6Q(x6 = D 
y,X)— a(x3z3X) x2(z) u(z) e^(x>z)dz = a(x,zJ>X) x(z) eiX^(x^z) (Pu)(z)dz + 

+ K(x3z^X) u(z)dz 

où K(x,z,X) € C°° (V2x]Rn) et K do. 
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ÉQUATION DE SCHRODINGER 

II - La construction d'une solution de l'équation de phase 

Soit yQ = (Re x0,-Im xQ) G T*IRn\0 ; on note y(t,y) la solution de : 
du 
ïït 

y|t=0 = y 

qui est la courbe bicaractéristique de p issue de y. On prouve : 

Proposition 2.1 : On suppose au 'en tout point de N = {(x, V\(x*K) - 0} 

spee(Fp(x3Ç,)) c i JR . Soit 6 > 0 et_ V(vQ) un voisinage de_ \iQ G N, Alors pour tout 

e > 03 i/L_ existe > 0 tel que : 

y e v(vo) , r 
J o 

\±(s,\i)) | \ds\ <: ô entraine que 
ay 

^ Ce expfe \ t\) (2.1) 

Démonstration : 

Soit y e V(yQ) et T > 0 tel que 
RT 

o V^(t))| dt ̂  ô, y(t) = y(t,y). Deux cas se 

présentent. Le premier est celui où d(y(0),N) ̂  e, on détermine alors T1 par 

|HD(y(t))| dt = e (T^ = T si |H | dt < e ) . 
J o K Jo H 

Le second est celui où d(y(0),N) > e, 

[Ô SjC est le plus grand intervalle tel que d(y(t),N) > e. On obtient finalement un 

découpage de [0,T] en des intervalles (3 k H < k<P où'^(^(t),N) ̂  e et en des intervalles 

(I£}U£^Q SUr les(lue1 d(y(t),y£) < 2e , y£ G N, J |Hp(y(s))| ds = e. Sur ̂  , 

|Hp(^(t))| ^ donc l Longueur( ̂  k) ̂  K£ ô. Soit mk (resp. m^) la solution au temps 

k=l 

b^ du système 
dmk 

" o T F : 
= Fp(^(t))mk si ï k = [ak,bkl . (et de même pour m^ si t€I£= fa^b^l) 

mk|t=ak = 1 

Il est clair que *L (t,ïï) ïï |m. | X TT |m'|. On a une majoration 

i J i * |mk | ̂  exp(C Longeur ( 5k)). Il faut estimer plus soigneusement les m^. On utilise 

le lemme : 

Lemme : Soit A et_B(t) des matrices mxm telles que Spec (A) C i JR * \\B(t)\\ e . 
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A var-ie dans un ensemble compact. Il existe une constante C telle que la solution de 

lTéquation ' 2 £ + Au + B(t)u = 0 vérifie : 

u , n = u 
t=0 o 

\u(t)\ $ Ce 1 exp (C E1/m\t\) \uQ\ . 

Démonstration du lemme 

Comme Spec(A) c i R, choisissant un contour y qui est toujours à la distance e /m 

d'une valeur propre (longueur de (y) < C e ) , 
tû 

on écrit e 
1 

~ 2TÏÏ 
tz dz on obtient 

donc avec une constante C uniforme lorsque A décrit un compact : l | e tA | | « E 
1/m 

e 

ee1/m»ti pour t e IR . On introduit l'espace 
C 

(v(t) e C°(lR)|sup exp(-C eA/m|t|) 
t€lR 

|v(t)| = Il v|| < + oo} . On résoud l'équation 
^ + Au + B(t)u = v(t) en inversant 

u|t=0 » 0 

I + KB(t) dans C où Kw(t) = 
r t 

O 

e"(t"s)A W(t)dt et en posant u = (I+KB) Kv. On cons­

tate aisément que la norme de K dans L~ est au plus e C/C-l, on choisit donc C = 1+2C. 
C 

On en déduit le lemme. Le nombre des intervalles m^ est au plus <5/e. Pour estimer m^, 

on utilise la formule de Taylor au point y e N et le lemme précédent. Au total 

% (t,y)| < C exp(C e1/m|t|) : 
3y 

ce qui est le résultat cherché. On exprime le résul­

tat de la proposition 2.1 en posant f(t) = Log sup ^ (t ,p)| , y G V0 et 
3y 

[* |Hn(y(s,y))| Ids I « s) et on a lim = 0 où <t> = (l+t2)1/2. 
Jo p ' Iti-*- ^ 

Procédant par 

une régularisation de f, on obtient h(t) C°° vérifiant h(s) <s h(t) si |s| < |t|, 

f(t) <: h(t), lim h(t)|<t> = 0, (^)n h(t) ^ Cn <t> , et aussi h(t) >, <t>1/2 . 
t-x» 

On en déduit : 

2 Lemme 1 : Pour (pyq) £ JN * il existe C > 0 tels que : p3 q 
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(4z)F S M(tsM) $ C „ expCC „ h(t)) 
dt — p3q * p3q 

(2.1) 

pour M € V et \H (V(S3\I))\ \ds\ $ 6 
° in P ° 

1/2 1/2 ^ i ( ) Y\( t} 
On utilisera aussi la fonction h.,(t) = <t> ' h(t) / , de sorte que <f> et h 

H n I 7 + 1 
tendent vers zéro et J(̂ ) h1(t) j ^ Cn <t> 

Soit p(x,c) une extension presque analytique de p et q(x,4) = (p O ̂ fA)(x,£), on 

note H (x,ç) le vecteur complexe (q'(x,£),-qA(x,ç)) (dérivées holomorphes) et 
H s. X 

p (t,~p) = (x(t,y,n), 4(t,y,n)) la courbe intégrale issue de p = (y,n) € C n. Soit 

pQ = ^ ( y Q ) et A Q = X(T*IRn). Il est clair que A Q est stable par le flot de Hq, et que 

sur A qA(x9^) = -î q'(x,ç). La courbe intégrale issue de P= (y, \ w\Ay)) £ A est 
\J J\ Cm I \J \J 

2 
notée (x(t,y), y^P0(x(t,y)) = ç(t,y)). On peut donc trouver un voisinage complexe VQ 
de x0, ôo > 0, des nombres Cpsq > 0 tels que | (^)p 0 (t,y)| * exp(Cpjq h(t)) 

pour y € V0 et |H (p(s,p~))| |ds| ̂  S . La fonction réciproque de y x(t,y) est 

y(t,x) = x(-t,x). On note Fq(x,£) = 

"«Sx "qxÇ J 
(x,£) où (x,£) G (D2n. On prouve : 

2n 1 
Lemme 2_ : Si_ t € I -> (&*(t)3 S£,(t)) € C est une courbe C qui satisfait à_ 

•gç (ô*(t)3SE,(t)) = F (ç(t3ç>)). (&*(t)3&Z(t)) 

(ôx36E,) t=Q = (ôy3ôn) 

où p € A 3 on. QL • 

I 6x(t) 2 - tz(tj 2 = I 
ày 2 - ôn 2 (2.2) 

Démonstration : 

De q^(x,-ix/2) = q^(xs-ix/2) on déduit que (q est presque analytique sur A Q ) 
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qxx(p ) = " Ì qër(p ) P e Ao et que q£x<p ) = " qxr(p ) p e Ao donc q^x(p ) = iC(p ) où 

C = C tandis que iA(p ) = q)rç(p ) est symétrique. Ce qui fait que : 

ôp(t) 
= Fq ôp(t) = Fq(p(tiP))fip(t) 
(p(tiP)) 
fip(t) 

iC iA 

- i Â - iC 
(p(t,p)) -ôç(t)) • 

le résul tat alors est évident. 

Si p E A » dp(t,p).<5p = 6p (t) (d i f fé ren t ie l le totale) sa t i s f a i t À 

d 
dt 

ôp(t) = Fq(p(tiP))fip(t) 

<5P(t) t=0 = (fiy»«n) 

on en déduit donc, par récurrence que p p(t,p) est presque analytique sur Aq. On 

note aussi que 4t Hq(p(t'p)) = Fq(p(t,p)) H (P(t,p)) s i p G AQ. I l est alors clair 

que la 2-forme a = dTAdt + d^Adx - d^Ady s'annule sur l 'espace tangent à 

C = { ( t , - q ( P ) , p(t ,p),P), t E IR, p £ <CN} en un point (t,p(t,p),p) où p € A . à s 'an­

nule aussi sur l 'espace tangent à C = ( t , -q(x, f cp0(x)),x, j cpQ(x),y(t,x),n(t,x)) ; 

x E cn, t G 1R Où n(t,x) = f ^ ( y . ( t . x ) ) . Si a désigne la 1-forme : 

a = -q(x, f cp0(x)) + y( t ,x) dn(t,x) 
dt ,dt + 

i 
j cp0(x) + y( t ,x) |5)dx + y( t ,x) ^ dx 

3 x 

da = -dq() Adt + 
n 

ï 
j=i 

dy-Adt Ìli 
3t 

+ y . d 3t 
2 

\ d t + j d cpQ(x) Adx + 
Lsj,k«n 

dy Adxk 
3 , , 

3xk 
+ 

+ yj d 
3n j 

3Xk 

3n.- _ 3n.- _ 
+ -^dy.Adx. + y, d —r-Adxk 
3xk 3 axk 

La somme des termes qui contiennent y^ en facteur est : 

n 
I 
k=l 

- 3ni 3TÌ, 3TÎ, _ 

D HV~ A DT + D JÏT A dxk + d - A dxk k axk 
- d2nj - 0 

D'où da = - dq() Adt + j dcpQ(x) Adx - dn Ady = 0. On détermine donc une fonction g(t,x) 
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r dg = a P 

C°° dans IRxV telle que) 9 (n(0,x) = T < P A ( x ) ) -

N|t-o-xKw 
Comme n(t,x) = ç(-t,x,-ix/2), y(t,x) = x(-t,x,-ix/2) et que x(t,p~) et ç(t,p~) sont 

presque analytiques sur A . on trouve que (t,x) = - i (-t,x,-ix/2), il résulte 

0 3x * 3ri 

alors de (2.2) que ||£ (-t,p~) 6nI » |6n|, donc j (-3̂ )"1(t9x) | s 2. De même j (|̂ )'1(t,x) | 
3 X 

2. Ceci permet de déterminer par récurrence des fonctions Oj(t,x) à valeurs dans 

sym( 0 Cn) telles que : 
J 

a0(t,x) = g(t,x) , Œl(t,x) = y ( t , X ) , aq(t,x).(ôh)q = [ (d"x «^(t.x)) (̂ )"1<Sh] * 

(«h)*"1 (2.3) 

Il résulte alors de (2.1) que pour x e VQ et J |Hq(p(s,x, y cp̂ (x)))| |ds| ̂  6Q cha­

cune des fonctions aq(t,x) vérifie des inégalités : 

|(^)P Dj «q(t.x)| ,Cp9k>q exp(Cpjk9q h(t)) . 

On trouve que |(^)p D̂  aq(t,x)| « Cpjkjk exp(h1(t)) 

Soit a) € C~(]R2n) égale à 1 au voisinage de 0, la fonction < ^ ( n ) = w(Xti) ( <%> n ) 

q 
vérifie |d̂  o)q(ti)(6ti) | « C A^~q | ônl^ pour x > 1, n € IR2n . Donc pour un choix 

X 

convenable d'une suite xq on fait converger la série cp(t,x,n) = I qj wqq(t,Trn(t,x) ). 

r-t q>0 
an(t,x) au moins pour (t,x) € Un = {(t,x) G JR*V, tq |Hn(p(s,x))| |ds| < ô >. On 

q o i J Q q O 

obtient pour (t,x,r.) € UQxCn des inégalités : 

|dJ" cp(t,x,n)| * C- exp(h1(t)) (|ôt| + |6x| + |ôn|)J\ (2.3) bis 

• Vérifions que tp(t9x,n) est presque analytique sur A t = {(t,x,n) tq n = n(t,x)}. 

Il est évident que ¥ cp(t9x,n) est nul d'ordre « sur A+» pour voir que a~vcp(t,x,n) est 
n L X 

181 



B. LASCAR, J. SJÔSTRAND 

nul d'ordre «, sur A il faut vérifier que ( 3cu -.(x) k) hq-1 = An(hq~1, ^J!) j<) 
z q ~ A q 3 X 

v h,k e <CN ; pour cela il suffit de voir que Aq(hQ,... >hq-1) = ( 9OTQ_1 mhQ) (h^... »hq_1) 

(2.4) où m = ( ^ z : ) ~ A . Il s'agit de prouver en fait que dans le second membre de 2.4, on 
q ax 

peut échanger hQ et h^. Or il résulte de (2.4)q_^ que 

- 2 _ a2 
8Vl(mho)(hl'-*-shq-l) = d V2(mho,mhl)(h2'-'-'hq-l)"9Vl(V (mhQ,mh1)). 

(h2,...,hq_1) 

on en déduit donc (2.4)q . 

Il est clair que 

<p{.(t,x,n(t,x)) = -q(x,-ix/2) CP^(t,x,n(t,x)) = y(t,x) = x(-t,x,-ix/2) 
(2.5) 

i 

CP^(t,x,n(t,x)) = - ix/2 

D'où 1'on déduit que 

-(4:)Jq(x,-ix/2) = 1 ( ) (̂ )Vi(t,x,T!(t,x)).(-̂ -)(t,x),...,̂ - (t, 

3 X A = l . . . j . J 1 + . . . + j j l = j S X 3 X * 

(4:)d(-ix/2) = 1 ( ) (̂ )H(t,x,T,(t,x)).(-g- -J- (t,x)) 

3 X i i = l...J9J1+...+Jil=J 3 X 3x * 

X ) ) 

Ce qui s'inverse sous la forme 

(^)j^(t,x,n(t,x))(ôT1)j = - l (^)^q(x,-ix/2).A^(t,x)(ôn): 

£=1...j 

(^)d^(t,x,n(t,x)) (6n)j = Ad(t,x) (ôn)J 
v3n 

où les A^(t,x) sont j-linëaires à valeurs dans sym( ® Cn) et ne dépendent que de Ti(t,x). 
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On trouve que A* = - \ = (f̂ )"1 ( - t , x , - i x / 2 ) ; puis que 
3 x 

A$k ( " t , x , - i x / 2 ) ) = - l 
£=2...j,J1+...+j =j 

j£=2...j,J1+.! A£ 
jl 

3 n 

[ ~ t » X 9 — i X y p ) » . . . 9 

3 *ç 

3 n 36 

( - t , x , - i x / 2 ) ) 

Donc A^(t ,x) est la dérivée d'ordre j de la fonction réciproque de la fonction 

n -* £ ( - t , x , n ) invers ib le au voisinage du point n = - ix^2 et presque analytique en ce 

point ; on note n ( - t , x ,ç ) la fonction réciproque déf inie au voisinage de ç = n ( t ,x ) 

et presque analytique en ce point. S o i t A^(t ,x) =£=2...j,J1+. 
V3Ç7 

n ( - t , x , n ( t , x ) ) . S i q est une 

fonction analytique on a les re la t ions : 

£=2... 
j,J1+. q(n(-t,x,c))|ç=Tl(t,x) = I£=2. 

£=l-j 

q(-1x/2) I 

s1+...+Jt-j 
£=2...j,J1+.(t,x) 

(t,x,n) + 
q(x,c(t,x,n) + q(x,cpx) 
px) 

S o i t f (ç) = q (n ( - t , x ,ç ) ) et f ( ç ( - t , x , n ) ) = q(n) ce qui donne : 

^ > J q ^ > | n - - 1 x / 2 -
dgr 

£=1-- -3 ,02+. . •+J&=J 
( ) (^ )A f ( n ( t , x ) ) 3£ 

3 n Jl 
( - t , x , - i x / 2 ) , . . ....... 

J*, 
3 n 5L 

( - t , x , - i x / 2 ) ) 

Donc A j ( t . x ) = l 

(t,x)q(-1x/2 

j! 
(t,x,n) + q(x,cpx) 

J'i j£ 
sym(A2 V . . . A J ) 

(2.6) 

On calcule 
q(x,cpx) 

q>j.(t,x,n) + q(x,cpx) n=n(t ,x) = (t,x,n) + q(x,cpx) q>i(t,x,Ti(t,x)) + 

£=2...j,J1+. 

q(-1x/2(t,x,n) + q(x,cpx) 

uùù 
(t,x,n) + q(x,cpx) V3Ç; 

q(x , - i x / 2 ) ((-V) 
3 n 

I 3 , X 

cpx"-"— r^x5 3 n 
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Il résulte donc de (2.6) que t0j.(t,x,n) + q(x,cpx(t,x,n) ) est nul à l'ordre 00 sur 

n = n(t,x). Donc : 

I d V ; + q(x,<Px(t,x,n))) I « CJ9N exp(Cj>N h^t)) |n-n(t,x)| N, (t.x.n) G %*tn (2.7) 

o 

pour tout (j,N) G IN . 

Il est facile de voir que <p(0,x,n) = x.n + &((n - -j-(p̂ (x)) ) . (2.8) 

Il résulte de (2.5) que cp̂ (̂t.x, n(t,x) ) = (§^) (||)"'1(-t>x,-ix/2) et que 

<P;n(t.xln(tlx)) = (4|)~Vt,x,-ix/2) et que^(t.x,n(t,x)) = ^ (-t,x,-ix~/2) 

donc d'après (2.2) : 

^ |̂ P,;T1(t9x,ri(t,x))6Ti|2 . |$n|2 s . [p^(t,xsn(t,x))ôn|2 (2.9) 

et aussi : 

i|^(t,x,n(t,x))ôy|2 = J |ôy|2 - |^x(t,x,ri(t,x))ôy|2 (2.10) 

Proposition : Nous venons de construire une fonction phase cp satisfaisant aux estima­ 

tions (2.3) bis et vérifiant 11 équation eiconale (2.7) 3 (2.8). 

L'étape suivante consiste à rechercher un "bon" chemin vérifiant 2.15 dans le domaine 

complexe pour la phase H(t,y;x,n) =- Im (tp(t,x,n )-yn) -tpQ(x) définie pour (t,x) € UQ . 

Hx = - j <px(t,x,n), 2 (y-cp̂ (t,x,n)) sur At. Le point x =x(t,y), n = | ̂ (y) est d'a­

près (2.5) un point critique de H puisque alors n = n(t,x). Soit ={ (t,y) tq , y G VQ et 

j |Hq(p(s;y,-1y/2)) Ids < 60> (t,y) € U*l entraîne (t,x(t,y)) G UQ . 
'0 

\ v 2 s T i H(t,y;x(t,y), 4 cp^(y)) (ô x , ô t i) = - I m [ ( ^ 6 T i . 6 X ) + J «x,6x) + I (^6n,6n))H 

+ ̂ |6x|2] . 

Si ôv = (6x,ôri) G C2n, on note <ôv,ôv'> = Re 6x ôx' + fin <5tT , ce qui permet d'exprimer 

1 2 7 V v H()(ôv,ôv) = <A6v,6v> où A est l'opérateur symétrique par rapport à <> défini par 
^ X »n 

A ( ô x , ô t i ) = (ôx,ôn) où 
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6 X = \ [ c p ^ S X + c p ^ 6 „ ] - \ ÔX 

6X = \ [cp^ SX + cp^ 6„] - \ Ô 

Utilisant encore (2.5) et (2.2) on trouve que : 

1 I ~ I 2 I I ? I l I ? M ~ I 2 I ~ I 2 "^T 
-ç Un - ôn = - ôx + 2 ôx = - 4 ôx - 2 Re ôx ÔX 

puisque (cp^(t,x,n(t,x))ôn + <j£x( )ôx,ôn) = m(t,x) . (ôx,cpxx()ôx + <PXn()ôn) (2.11) où 

m(t,x) = g(-t,x,-ix/2) où g(t,p~) satisfait àf^| (t,p~) = Fq(p(t,p))g pour p~ e A Q . 

Ht=0 = 1 

Si (t,y) € U.Q , m(t,x) et m" (t,x) ont une norme majorée par exp(h(t)), donc 

| Ô X | $ CQ exp(h(t)) ( | ôn | + | ô n | ) , donc lA(t.y)"1! ^ ^ exp(Cx h(t)) pour (t,y) € U^. 

|A(t,y)| * Cl et |djA(t,y)| * C- exp(C. h(t)) (|ôt| + |ôy|)j pour (t,y) € I L J . 

Spec A(t,y) c{Z E IR, Cj1 exp(-C1 h(t)) ̂  |z| ̂  Cj}. A est symétrique, non dégénérée 

et de signarure zéro. 

Si on introduit le projecteur orthogonal P(t,y) sur l'espace engendré par les va­

leurs propres positives P(t,y) = j z-A(t y) T^ est un cnemin dans le Plan 

R ( t ) 

complexe où la distance au spectre de A(t,y) est au moins Ĉ 1 expî-C^ h(t)). On dé­

duit donc des estimations de la forme |dJ P(t,y)| < C exp(C h(t)) (|ôt| + |ôy|)J. 

p(t,y) v = (P'(t,y)v, P"(t,y)v) où P' et P" sont JR linéaires de C 2 N dans C N . 

Soit M(t,y) = Im P(t,y) dim^ M(t,y) = 2n, l'application (ôx,ôn) € M(t,y) -* ôn 

est injective car ̂  v 2 ^ H(t,y) . (ôx,0) = - Im \ (<PXX( )ôx,ôx) - | ôx| 2/4 et d'après (2.11) 

|ôy| * exp(h(t)) k;x()ôy| donc d'après (2.10) kxx()ôy|2 « \ (l-exp(-2 h(t)))|ôy|2 

soit k(t) = (l-exp(-2 h(t)))1/2. Ce qui fait que \ v 2 H(t,y).(ôx,0) < - i (l-k(t))|ôx|2; 
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II existe donc un opérateur IR linéaire Z(t ,y ) Cn -* (Dn tel que M(t ,y ) = {(Z(t ,y )ôn,ôn) » 

on € Cn . On a alors les relations : 

P'(t.y) = Z(t,y) P"(t,y) , P"(t,y) (Z(t , y )n ,n ) = n 

et Z(t,y).n = P'(t.y) (Z(t , y )n ,n ) (2.12) 

On trouve donc que Z(t ,y ) est C°° ; puisque si S x = Zôn 

0 « " ̂ |ôx|2 + J k(t)|ôx|2 + |ôx||ôn| + | S n | 2 « - | ( l - k ( t ) - e ( t ) ) | ô x | 2 + | ôn |2 ( l+e(t)"1) 

D'où |Z(t ,y ) | ^ C exp(C h(t)) (2.12) bis 

On déduit de (2.12) DaZ P" + J () D3Z DYP" - DaP' = 0 
|3|<|a| 

DaZ.n + I D3Z DYP" (Zrun) - DaP'(Zti,ti) = 0 

|3|<|a| 

Donc pour tout j € IN on trouve C. tels que |dJZ(t,y)| s C. exp(C. h(t)) (|ôt| + | S y | ) J 

J J J 

pour (t , y ) € 1AA , on a assuré que : 

\ v 2 ^ H(t,y) (Z(t , y )n ,n ) >. C"1 exp(-C1 h(t)).(|6n|2 + |Z(t , y ) ô n | 2 ) (2.14) 

o ~A h.(t) -A- h.(t) 
Si | A n | = Ixi - j ^ ( y ) | * 6 e 1 A X = Z(t , y ) . ( A n ) , IAx| s< ô2 e . Si 

x = x ( t , y ) + Ax , n = 4 <p£(y) + An H ( t , y ; x , n ) = H(t , y ; x(t , y ) , | <p£(y)) + \ v 2 n H(). 

o M t ) 

( A x , A n ) + 6(|AX| + I A n I ) e . Si 62 > 0 et A2 > 0 sont fixes, si on a choisit <5 

2 2 ~^2 1̂ 

assez petit et A assez grand le reste est majoré par ( | A x | + | A n | ) e <$2. ̂  

existe donc & assez petit et A assez grand pour que : 

H ( t , y , x , n ) - cpQ(y) + \ C]1 exp(-Ca h(t)) ( | n - l <PQ(y)'|2 + | x - x ( t , y ) | 2 ) 

o "A h.(t) 2 
pour | n - f cp^(y) I * ô e et x = x ( t , y ) + Z(t , y ) . ( n - f ^ ( y ) ) (2.15) 

On a donc déterminé en (2.15) un bon contour d'intégration pour H, que l'on désigne par 

rt,y 
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III - L'équation de transport 

Soit Q(x, % , X ) v(x ,X) = [ q(x.e.x) eiA(x"y)e v(y ,X) &L±** , l'o.p.d. dans 

J R X ( 2 N ) N 

le domaine complexe obtenu en I),Q opère de C°°(V) dans C°°(V1). Soit W îï = {(t,y) 

x(t,y) € V2> où VpC^V^il est clair que y € V£ voisinage et x et |H (P (s,y,-iy/2)) | 
J Q H 

|ds| < 6 Q entrainent (t,y) G W . 

On voit par le lemme de Gronval qu'il existe K > o tel que l ^ - V g l < e~K'1^t^ 

et (t,yQ) G entrainent 

|y(s,y) - P ( S , W 0 ) | « 2 exp(h(s))|5 -vQ| pour | S | * |t| ( 3 . 1 ) 

Donc en se plaçant dans XI2 = {(t,y)|y G et J |Hq(p(s;y,-iy/2))| |ds| < «$¿1 on as­

sure que (t,y) €U* au moins si |y-y| « K"1 e"^ h(t) et (t,y) € 1 1 2 . Pour (t,y) G , 

2 - 1 

on trouve que (-t,x(t,y)) G UQ, si 6 et A ont été choisis assez petits dans la défi­

nition de r si (X,ti) € r on obtient (-t,x) G l l l , (t,y(t,x)) e . 

Soit Sm'c(IR+x(C2n) pour m € 1 R et c > 0 l'espace des fonctions e(t,x,n,X) C°° en 

(t,x,ri) € jR+x<C2N satisfaisant À |DP D " D^ e(t,x,n,X)| <: c n ft e~ct Xm pour X > 1 ; 

L X II P j C ) P 

â"x ne est nul d'ordre « sur n= n(t,x), Sm£c(]R+xCn) est le sous-espace de Sm'c cons­

titué par le e(t,x,n,X) telles qu'il existe des fonctions e-(t,x,n)9 pour lesquelles 
N - L 3 

Am"j ej(t,x,Ti) G S m - J ' c et e(t,x,n) - l e .(t,x,n)Am~j G Sm~N'c . Si e(t,x,n,X) G Sm'c 
J=o 

on pose Ev(t,y,A) = f e-1*1^"")-*"1 eft.x.n.x) v(x.x) < * * * * L ( * ) . 

3 

Pour (t,y) G U Q , on voit que le long de R T 

|n-n(t,x)| .< [|n- 2 ̂ (y)| + |y-y(t,x)|] « C eh(t) (ln-f <PQ(y)| + |x(t,y)-x|) ( 3 . 2 ) 

d'après ( 3 . 1 ) . 
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On a Qv(x,A) = f eiX(x"z^ q(x,ç,A) v(z,A) D Z A D C 

Frx (2n)' 

où rx : ç = T + ̂ t*"*)» lx"zl * r P°ur x 6 vl(x0)' 

On pourra toujours supposer que R a été choisi plus grand qu'une constante arbitraire 
3 

donnée, puis fixer r assez petit, en conséquence. Pour (t9y)£V.^9 on peut composer E 

et Q sous la forme : 

(EQv)(t,y,x) = [ e 1 * ^ ^ * ' * ' ^ * - 2 ^ eft.x.ii.x) q(x,ç,x) V ( Z , A ) dxAdnAdzAdg 
Jfo (2n)̂ n 
t,y 

où r? v est défini par : ( x = x(t,y) + Z(t,y) (rr w'(y)) |x-z| ̂  r 
t,y J 1 0 et ? (3.2) 

h" T I ^ 6 e"A hl(t) C = f cp0(x)+iR(x̂ z") 

Nous allons montrer que EQv modulo des restes négligeables est de la forme (*) avec un 

symbole ¥ dont on spécifiera les propriétés (voir (3.21) bis page 30). 

Sur R ° 

{ 
Im(-M>(t,x,n) - yn) - <P0(x) > - «p0(y) + Y C 1 1 exP(-cl ^(tJXln- 4«p;(y)|2+|x-x(t.y)|2) 

Im((x-z)ç) - cpQ(z) > - g>0(x) + C |x-z|2 (3.3) 

2 s 
Posant X(t,y,n) = x(t,y) + Z(t,y) (n- T^A(y))* 0n introduit les chemins r. 0 « s ̂  1 

l u t ,y 

(paramétrés par (n>ç)) définis par : 

TSUy : p R(w) = (l-s)(ç- |^(X(t,y))) + s(ç-cp'(t,X,n)) 

x = X(t,y,n) + s(x-z) (3.4) 
9 "Ai M t ) ' 2 , "Ai hl(t) 

h - | ^ ( y ) | < «i e 1 1 , U- 4^(X(t,y,n))| « e 

<$-[ assez petit et assez grand. 

Il est clair que le bord de a des singularités. 

Le long de on trouve que 
t»y 

-Ai hi 
pour (t,y) €lÇ (-t.x(t,y)) €11* et |x(t,y) - X(t.y.n)| « 6j e (3.5) 

1 8 8 



ÉQUATION DE SCHRODINGER 

donc (t,X) e ILQ (d'après 3.1) 

^(tsX,n) - cAx(t,x(tay), f c^(y)) = V2cp(t,x(t,y), | cp0(y)).(X-x(t,y),n- j cpQ(y)) + 

+ ehl 0(|X-x|2 + |n- | <PQ(y)|2) 

en effet le point (t,(l-a)x(t,y) + g X(t,y,n)) reste dans tCQ d'après (3.1). 

Comme les dérivées secondes de tp sont bornées sur n = n(t,x) pour (t,x) € U Q , 

on en déduit que 

l<Px(t,X,Ti) " y ^(x(t,y)) | * K( |X(t,y,n) - x(t,y) | + |n- y <PQ(y) |) , 

la même inégalité est alors valable pour 

kx(t,X,n) - l <P0(X(t,y,n))| « Kx exp(K1 h(t)) |n- \ cpQ(y) | « \ 6[ e ̂  (3.6) 

d'après (2.12). 

Donc le long de -A1h1 on trouve que X(t,y,n) G V2(xQ) et que ç reste dans W. De plus 

-A1h1 , r -Aini ~Alnll 
|x-x(t,y) | ̂  e +"è6ie 2ôie doù lon concluera> d'après 

3.1 que (t,x) G Mq (pour un choix de 6| assez petit et de assez grand, pour 

(t,y) G . Alors z G V. 

Le long de on a encore : 
*» »y 

Im(-cp(t,X,n) - y.n) - cpQ(X) >. - cpo(y) + \ Ĉ 1 exp(-C1 h(t)) (|n- \ cpQ(y)|2 + 

|X-x(t,y)|2) (3.7) 

<P(t,x,n) - <P(t,X,n) - (x-X) . <P'(t,X,n) = (x^X). cPi(t,X,n) + 6 (|x-X(t,y)|2) (3.7) bis 

x x 

En effet les dérivées secondes de tp aux points (t,XQ,n) où Xa= (l-a)X+ox sont bornées 

car (t,Xo) G U Q et |n(t,Xa)-n| .< |n--|cpo(y)| + |n(t,X0) - n(t,x(t,y) ) | 
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" A n H L ( T ) 

or d'après ( 3 . 1 ) |n(t,Xa) - n(t,x(t,y))| « 2 exp(h(t))|Xa-x(t,y)| < ôQ e 0 1 ( 3 . 8 ) 

où ôQ et AQ ne dépendent que du choix de et A^. 

Puisque |Xo-x(t,y)| < К " 1 e"1^^ d'après ( 3 . 5 ) et ( 3 . 6 ) . De la même façon utilisant 

( 2 . 1 2 ) : 

|<Çt,X,n)| * CN|n-n(t,X)|N ehl « CN|n- | Ф 0 ( У ) | М ( 1 + С М exp(NCh))ehl ̂  K N Ô{ e ^ 

|л-уФ;(У)|М VN » 0 . 

Donc : 

Im[^(t,x ,nW(t^9n)+(x-X№x(t,X ,n)] * -K3|x-X(t,y)|2-e|n- j Ф 0 ( у ) | 2 exp(-C1h(t)) ( 3 . 9 ) 

Im ç(x-z) = R|x-z|2 + (1-s) Im 4 Ф0(Х).(х-г) + s Im ̂ (t,X,n ). (x-z). 

D'après ( 3 . 4 ) s(x-z) = x-X et (1-s) (x-z) = X-z. D'après ( 3 . 9 ) : 

Im(-ф(t,x,л)+ф(t,X,л)+c(x-z))-фo(z)>-ф0(X)-Kз|x-X(t,y)|2-|л- j Ф 0 ( У ) | 2 e exp(-C1h(t))+ 

R|x-z|2 - k|X-z|2 

Comme |x-X| 'et |X-z| sont majorés par |x-z| c'est le choix de R qui permet d'absorber 
2 2 

~k|X-z| et -K3|x-X| . On conclut maintenant à l'aide de ( 3 . 7 ) que : 

Im(-v(t,x^)+c(x-z)-yn)^0(z)^0(y>f^|x-z|2+ J Ĉ 1 exp(-C1h(t) ). |л- y Ф 0 М | 2 + 

+ { (|x-X|2+|X-z|2) ( 3 . 1 0 ) 

De plus le long de r | fo-n(t.x) |< Kexp(Kh(t) ) | n - у Ф 0 М I + 2 exp(h(t))|x-z| d'après ( 3 . 8 ) 

U - j V q M I « R|x-z| + C|X-x| + K(|X-x(t,y)l + | л - | ф 0 ( у ) | ) + |x(t,y)-x| * K4 |x-z| + 

+ С еСН^)|п -|ф0(У)| 

Au total |n-n(t,x)| + | с - | Ф 0 ( Х ) | ^ K 5 exp(K5 h(t)) (|x-z| + | П - | Ф 0 ( У ) | ) ( 3 . 1 1 ) 
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Le long du chemin ^| (s,n,ç) = ̂  (-2s+l)(C- f Ф0(Х)) + Ц^- (С-ФХ(t,X,n)) 

dz 
3s (s.n.c) = i ^ Ц ^ - (С- ̂ ( X ) ) + - i ( 2|" 1 ) р-Ф^(1,Х,л)) 

V s = 2 Rêjf ̂  + if À> ¿1 f d x A d n A d z A d C = f tfy (f dz л di л dz A <K) 
rs rs s 
t.y t,y 

& v ("f dx л dn л dz A de ) = V J Э>л dx л d лл dz л de + d(f V c J dx A dn л dz A dC ) v s s s 

f = eiA(yn4p(t ,x,n) +(x-z)ç) e(t ,x ,n,A) q(x,ç,A) v(z,A) 

Soit R£(t,y) v(A) le 1er terme qui correspond à l'intégrale du 3 à l'intérieur, 

il est clair vu (3.10) et (3.11) que pour v E H ( Y ) , (t,y) E U . on obtient 

Ф 0

 0 

i i M _ r i t Аф п(у) 
Rs(t,y) v(x) * C N x N e c г e 0 (3.12) 

Le second terme s'exprime par la formule de Stokes (puisque les points singuliers de 
fr(r?. ) sont négligeables) 

ь эУ 
К^'У) v( x) = { f V s J d x A d y A d z AdC 

t.y 

Notons 1'inégalités : 

|c- f ^(X(t,y,Ti))| * R | x - z | + Kx exp[Kx h(t)) |n - f^(y)| (3.13) 

s I ? I - Al hi ( t ) I o I 
On en déduit que sur (où n - T <P'(y) = ¿1 e ou k - 4 <P'(X) = 

u,y i i o i J. I i o | 
- A ^ t ) 

6j e ) la partie imaginaire de la phase domine : 

-1 -2 T " A î h l l 2 - A Ï M t ) 
k C 1

I exp(-C1 h(t)) exp(-2K1h(t)) lôj e
 1 AJ* >, 6J e 1 1 

Comme exp (-Cy2t-x ô|[ exp f-AJh^t) ) ̂  C n A~
n pour t ^ O et A ^ l v n e l N on en déduit 

aisément que : 
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pour v € H (V), (t,y) eU3Q \Ws(t,y) v(x)| « CN x~N e"0'1 e ̂  (3*14) 

Il est clair également que la différence entre l'intégrale sur et r ? vérifie 
t»y >̂y 

des inégalités analogues. On est donc ramené à l'intégrale sur rj ; on définit 
»y 

r ! par les conditions : 
**»y 

I 2 I _Ai W*) 
z = X(t,y,n) , |n - f <(£(y)| « &{ e ; 

I I ô ' i " A î h i ( t ) 
iR(x-z) = ç - «^(t.z.n) et k - ^ ( t , z , n ) L < Y e 

1 f 1 "1 
La différence entre et rj. porte sur une région où ||ç - 4>0(z) | -s 6̂  e et 

ôî "Aî h,'-. r ' -Aî h, «î -A| h,-, 
k-4>;()l>-^e 1 xj ou ||c - a£(z)| > S[ e 1 1 et |ç - ч£() | 4 e 1 xj , 

P -K,h -Ai h, 
vu (3.6) on a dans les deux cas |x-z| + |n - y Ф0(у) I С e ô| e et d'après 

3 
(3.10) une majoration analogue à (3.14). On est donc amené à considérer pour (t,y)€ U. 

(EQvMt.y .A) = f eiX(y^(t.z^)) c{t)yjZ>n,x) v(z,x) dz_^n 

4,y <2n> 

? I 2 I -A' h,(t) 
où r^y : z = x(t,y) + Z(t,y).(n - £ ф^(у)) ; |л - f Ф0(у) | « e 

tandis que : 

c(t.y.z,n,x) = [(-l)n eiA[tp(t*z^)-(p(t'x^)+(x-z)^e(t,x9n,X) q(x9ç,x) ^ ( 3 . 1 5 ) 
\(г,п) ( 2 П Х A ) N 

I I ^ -А^ hx(t) 

O U Y1(z,n) : к - Фхи,г,п) ^ ~y e , iR(x-z) = ç^x(t,z,n) est défini seule­

ment pour(-t,z) € V} le long de Y1(z , n ) , (t,x) € Vlq9 ainsi que les points xQ = (l-o)z+cx 

ф ( ^ х , п ) - Ф ( ^ г , л ) = H(t,z,x,n).(x-z) + (x-z). Hj(t,z,x,n) 

O U H(t,z9x,n) = | Ф х и 9 х а , п ^ et d'après (3.8) 
I I I 2 I I I " A î H L ( T ) / 2 

p-*(t,x0) ^ С exp(C'h(t)) ( n - j Ф0(у) + x-z ) s< K' e ,L (3.16) 
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-A-j/«h., (t) p I i I M 
et donc H1(t,z,x,n) « 4 e x/c ô[ ( n - 4 cp̂ (y) + x-z )w (3.17) 

et aussi H(t,z,x,n) = tpx(t,z,n) + é>(|x-z|) (3.18) 

Donc surYl(z,n) Im(-(x-z)H(t,z,x,n) + (x-z)c) >, R|x-z| 2-k| x-z| 2>, ̂  | x-z| 2 (3.19) 

On introduit encore les chemins Yi(z,n) : ç = (l-s)cpx(tsz,n) + s H(t,z,x,n) + iR(x-z), 
-A' h (t) 

R|x-z| < ̂  6 ] e 1 1 le long deY| Im((x-z)ç - (x-z) H(t,z,x,n)) |x-z|2 . 

De plus |ç - i (ĵ (x)| + |n-n(t,x)| < K' exp(K' h(t)) (|x-z| + | n - f ^(y)|) • Donc 

modulo 2 restes satisfaisants à des estimations 3.13 et 3.14 on est ramené à : 

(EQv)n(t,y,A) = [ eU(y^(t,z , n ) ) c.(t,y,w) v(z,x) dz_Adn 

J R I , Y ( 2 N ) 

où c'(t,z,n,A) = je"ÀR'xl _A h e(t,z+x,n,A) q(x+z,H(t,z,z+x,n) + iRx,A) 

|xkR'"1ôje 1 1 

(iR)n d x A d x xn 

(2n)n 

modulo un reste provenant des 3_ H., qui sati sf ai t (3.14) vu (3.16). On développe 

c'(t,z,rlsA) par la formule de la phase stationnaire, qui s'écrit pour tout N G IN 

comme : 

ï *~'a' ̂ TT— a 8x 3- [e(t,x+z,Ti,A) q(x+z9H(t,z,z+x,n) + iRx,A)J 
|a|«N-l * X x=o 

+ RN(t,z,n,A) (3.20) 

où |RN(t,z9Ti,A)| * CN e'0'* Am"N . 

Dans le calcul du 1er terme les termes qui font intervenir des dérivées anti-

holomorphes de e ou de q et de H donnent une contribution qui s'estime par : 

C e"c,t N e 
2 N 

n " T ^(y) VN, et donneront donc dans (EQv)jj une contribution satisfai­

sant à 3.13. Quitte à changer RN on remplace e et q par leurs développement en sommes 

de termes homogènes, on néglige aussi les termes qui contiennent a . On obtient donc 

une somme de termes : 
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xmem(t,z,r,) q0(z,^(t,z,n)) 

+ 7 a*ç q0(z,<p").^x(t,x,n) em + q ^ z , ^ 

+ 7 a*ç q0(z,<p").^x(t,x,n) em + q^z,^+ 

+ ... + xm_J R.(e ,...,e .)+... (3.21) 

On considère un symbole e(t,x,n,x) E Sm^c où c' < c équivalant asymptotique à cette 

somme et on obtient : VN € H 

(EQv)j(t,y,X) = 
T't,y 

elA[yir«p(t,x,„)] ê(t,x,^.x) V(X,A) dx A dn 

(2n)n 
+ R(t,y,x) où 

|R (t,y,x)| £ C N e c t x N e 0 pour ( T , Y ) E , V N E I N . (3.21) bis 

em(t,x,n) = em(t,x,n) q(x,cpx(t,x,n)) (3.22) 

em-l ' T 
O C 1 

-̂ (*.«£> W11 + (^1 - \ *xx " <çx> em + * em-l 

(3.23) 

h,(t) 
Si L = - q̂ (x,cpx(t9x,n)) div L = - q̂ (x,«>x)<Pxx - q£x + & ( ( W t,x) )°°)e 

c'est-à-dire que modulo 6 ((n-n(t,x))°°)e m 

em-l " T L(em) + \ (div L)em + i(qx - ̂  qjx)em + q V l 

correspondant au calcul de - y DtE + EQ on trouve pour symbole principal 

em(t,x,n) (cpj. + q(x,cpx(t,x,Ti)) ; l'équation de transport devenant : 

1 
T 

+ 7 a*ç q0(z,<p"). 
+ 7 a*ç q0(z, 

+ ¿1 (div L)e + q^x.^Je (3.24) 

On posera Ll = Tï + <l£(x.*x(t,x,n)) 
3 

o X 
(3.25) 

L'étape suivante est maintenant de construire E et e de façon à satisfaire l'équation 

de Schrbdinger ce que nous ferons en (3.34) et (3.35). 

On a vu que pour (t,y) € UQ le long de r{. le point (t,xsTi) appartient à 

(t,x9l1) x e V(x0) 
-t 

0 
Hq(p(s,x, l ^(x))) ds < 6* > |n-n(t,x) < 6o e 

-Vi 
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-A' h, r -i -A\ h1 
où 5^ e ° 1 ̂  1 + 2C exp((C+l)h(t)) \ô[ e , on prouve : 

Lemme 3.1 : Si_ 61 et_ -~r ont été choisis assez petits, I 'application 

1 

F : (t3xyx\) (t^^(t9x3 x\)y x\) est un C difféomorphisme sur Uf» De plus si ô^ 

et sont assez petits F( Ur) contient 

VQ =[(t3y,r\)\ \y-xQ\ < e , j* \HQ(83y, j*'0(y))\ \ds\ < e , | n - f «P^l < 

hl(t)^ -A2 hjt)^ 
< 62 e 

Démonstration : Si (t,x,n) € U ' , alors (t,x) € UQ et |tPXri(t,x,Ti(t5x))~1| £ exp(h(t)), 

|cpx (tfx,n(t,x))| ̂  1. Or 

h, -AQ hl 
|<p"_(t,x,n)| + |^x(t,x,n) - ̂ x(t,x,n(t,x))| ̂  C3 e 1 ô0 e 
nx 

donc I F'(t,x,n î"1! £ K e11^, donc F est un isomorphisme local. Si F(t,x1,n) = 
*AÔ hl 

F(t,x2,n) on trouve que |n(t,x1) - n(t,x2)| N< 2 ̂  e soit |y(t,x2) - y(t,x1)| s 

-A' h, -A' h, 

4 6 e , utilisant (3.1) on trouve que Ixi~x21 ̂  8 exP(n(t)) ô0 e utili­

sant encore (3.1), on peut supposer que (t,XT) € Uq si Xt = (1-T)X.|+TX2, o ̂  T ̂  1, 

par la formule de Taylor on trouve que x^ = x2 si Ix-^-x^ < [2Cg exp(h(t) + h-̂ ("t))J~1 

qui est assuré par un choix convenable de ô| e^ D'où la première partie du lemme. 

La seconde partie du lemme, qui résulte également d'arguments élémentaires est omise. 

On introduit la classe 0 ( II' ) des fonctions C°° dans XL' satisfaisant à 

|dJf(t,x,n)| « C. N exp(C. N h1(t)) |n-n(t,x) |N ( | ôt| + | ôx | +1 on | )d Vj,N . 

Soit V = F*(LX) = dt 

n 

f l aj(t,x,n) 

j=l 

3 

dy3 
+ a'.(t,y,n) 

3 

3yj 
champ de vecteur sur F(U') ; 

on calcule a,oF(t,x,n) = M c p ' )(t,x,n) G 6 ( ) d'après (2.7). 
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a'.oF(t,x,Ti) = L,(cp' ) = cpV + l q' (x,cp') tp" (t,x,Tì) = cpV ( t . x . n ) + ù ( IL1 ) 

J J ^ = 1 * X £ T l j J 

On note F"1(t,y,n) = (t,g(t,y,n),n) ; il est clair que | dJg(t,y,n) | « exp(CJ.h1(t) ) ) 

(l«t| + |ôy| + |ôn|)j. 

On utilise le lemme : 

Lemme 3.2 : £yi_ (t3xyr\) € U ' et_ (t3y3x\) = F(t3xyr\)s on a les -inégalités : 

|n- | W'0(y)\ ^ K' |n-nrt^;| «? K" exp(K" hit)) | n - | Wf0(y)\ (3.27) 

La preuve du lemme, analogue à celle du lemme 3.1 est élémentaire. Il est donc clair 

que la composition par F~* transforme 6 7 ( 1 1 ' ) en l'espace & (F[-ïL% )) des fonctions 

satisfaisant à 

|dJf(t,y,Ti)| .< CjjN exp(CjsN h^t)) n - T«£(y) Vj,N 

n 

On trouve donc que Y = -A + Y cpV oF'1 + W où W a ses coefficients dans O (3.26) 
3 j - i 

On calcule : 

(dx^A ... A dx^ , soit S i . ( d x 1 A . . . A d x ) = l d x , A . . . A Ï q . 3 ( d x . ) 
L1 1 n qÇ / 3 x J 

1 j,k=l...n k ' xk 

dt A î £ L ( d x ) A d r i = (qk(X9tpx)tpxx + t r q " ç x ( x . ^ ) ) d t A d x Adn + & (U1 )<»A2n+1 (3.28) 

F ^ C d t Adx Adn) = ( d e t | ^ ) d t A d y A d n + 6 (F(U* )) <8> A 2 n + 1 

det |5- = (det tp" )-1 o F"1 + Ô [ F ( M l ) ) • Notant que g est presque analytique sur 

2 
n = y <PQ(y) on trouve que : 

^ Y ( ( d e t | £ ) d t A d y A d n ) = ( ^ ( d e t c p ^ x ) " 1 ) d t A d y Adn + 6 (F(U')) « A2n+1 
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Notant que \L< (dt) = 0 et 2 , (dn.) = 0, on voit que . ( d t A d x A d ^ ) = 
Ll Ll J Ll 

dtA î £ . (dx)Adn. 
Ll 

De F**( , ( d t A d x A d r i ) ) = <î£ ..(F+^dt A d x A dn ) ), on trouve que 
1 v 

q^(x^).cpxx+ tr q-x(x^x) = 
+ 7 a*ç q0(z,<p").^x(t,x,n) em + q^z,^ + 7 a*ç 

(3.29) 

On posera h(t,x,n) = cp' (t,x,n). Notons que pour (t,x,n) G U' q^(x,cpx(t,x,n)) -

q*(x, 4 cpQ(x)) < c exp(-A^ h1(t)) à cause de (2.12). 

Donc dans 17 (Im qf) (t,y,n) * cQ > 0 (3.30) 

Par ailleurs VQ étant simplement connexe, on peut définir (det l̂ -)"1̂2 comme une 

fonction sur Vf Q . 

Soit -V. = |(t,y,n)| |y-XQ| < e \ , J |Hq(s,y, f cp̂ (y))||ds| < ej , 

1 2 I i - ^ M ^ l 
|n - T * O H < 4 e } (3.31) 

De sorte que 1TQ V j • 

,jn,c _ + 2n * m,cl 
Si a E S (K xC ) supporté par 1/., la fonction e(t,x,n) = aoF G S 

(]R X(D ) (c' < c arbitrairement) et on a : 

" T Li e + À (div L)e + ̂ ( x ^ e = 
1 1 

Tïït (a(det^ )(det -5x> + 

+ q^ a + r )F (3.32) 

où 
-c"t 

|dV(t,x,n) | * C^N|n-n(t,x)|N e 0 (|6t|+|ôx|+|ôn| ) où c£ < ĉ  (3.33) 

est arbitraire. 

Si U j = |(t,y)| |y-xQ| < c| , J |Hqfo(sBy, T*ô(y)))\ Idsl < £j} , par une 

* Définition de Sm,c: comme précédemment sauf que 3 a doit être nul à l'ordre infini sur 
2 , 

n = T<p0. 
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régularisation de la fonction caractéristique de tJLp on construit une fonction 

u)j(t,y) qui vaut 1 sur U j , à support des 'Uj+i et satisfaisant à des estimations : 

|dA «j(t,y) (ôt,ôy)| ̂  C£j exptC^j h(t)) (|<5t| + |ôy|)* . 

Procédant ensuite comme au paragraphe 2, on construit une fonction a>-(t,y,Ti) presque 
J 

analytique sur n = | ^(y), supp ̂  c |(t,y,ti)| (t,y) e tLj+1 et | n - f V0(y)| < 

-A2 hj(t) 
6J 6 }' 
|d* ù)j(t,y,n)(«t,6y,fln)| $ Ct>J exp(Ct>j hj(t)) (|«t| + |«y| + 16n| ) ̂  (3.33) 

H 1 ? 1 ? 

Dans ces conditions - r i - w_- = u)_- + où aw et satisfont à (3.33) et sont presque 
QX J J J J J 

analytiques sur N = 4 C P ^ ( y ) , supp u)] a j(t,y, n) | (t,y) e 1Lj+1 \ Uj » | n- f ipQ(y) | < 
-A2 h1(t)> 2 2 

ôj e k est nulle à l'ordre «» sur n = y <P0(y)- De même (l-^j+i/wj est nul-
2 

le à l'ordre «> sur n = j cpQ(y). On peut maintenant intégrer les équations de trans­

port en posant : 

ao = "o 
ah 1/2 ft q ~m'co 

(det 1^) aQ exp(i J q*(s,y,n)ds) G S , supportée par 1T1 , 

où la fonction aQ(y,n) sera déterminée plus loin ; eQ = aQ o F , puis par récurrence 

1 d - "1/2 1/2 s i £ (ad det () ) det () + q> a., = Rj(a0.... .a^) 

aj|t=0 = 0 

- -ym'Ci - -

Rj G S J supporté par l^j-l et aj = aj* ̂ onc ^ est ĉ air Que (̂ "w2ĵ  est 

nul d'ordre «> sur n = j <P0(y)« On trouve donc aj 6 S J supporté par l^j+l' les cj 

forment une suite décroissante mais ĉ  > c' donné. Procédant ainsi, on a résolu les 

équations de transport modulo des restes satisfaisant à des estimations (3.33) avec 

-c"t 
un facteur e fixe, d'après (3.2) l'intégrale sur ri associée satisfait alors à 

»̂y 
une estimation 
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|pN(t,y,A)| « CNjy e"cHt A"p eA<P°(y)Vy > 0 pour (t,y) € U jj (3.34) 

Notons que comme le support de e(t,x,n,A) est contenu dans U " g-iMyn-^lg Vdx ACIT) 

a son support dans { ( t , y ) | ( t , y ) G VLQ}. 

r1 
t,y 

Résumant la discussion, on a construit e(t,x,n,x) 6 S^c tel queVN e IN 
N'-l 

[- \ DtE + EQJv= RN(t,y,x) + l Jf eU<yn"<p) ëj(t,x,n)Xn,-J' v dxAdn (3.34) 
j=0 Ft ,y 

oû |RN(t,y,x)| « CN x"N e-0"1 eXlP°(t) pour v e H (V) (3.35) 

(décrivant une partie bornée) 

Soit RjJj(t,y,A) le second membre de (3.34), on va en faire une étude plus précise. 

Les ê\j proviennent eux des termes (a^j âj) o F " 1 , on voit à l'aide de (3.28) que si on a 

choisi ôj assez petit par rapport à e2j » on aura sur le support de ê  la relation 

»J * |Hq(p(s,x, l cpQ(x)))| |ds| » F j (3.36) 

et |x-x I < e' , on aura aussi G" >,ê: ̂  e' . 1 o O J o 

Î+oo R|5j(t9y5A)dt 
o 

est à décroissance rapide. Notant que sur R } 
t ,y 

<4(t,x,n) = vt(t,x,Ti(t,x)) + £(1) (n-Ti(t,x)) |Trn(t,x)| « K eKh(t) \rrjf^(y)\ 

d'après (3.2) tp{.(t,x,n(t,x) ) = -q(x, j cpQ(x)) , soit : 

|cp'(t,x,Ti) + q(x, f <PQ(x))| , <K1KeK ^ | n- | cpQ(y) | 
2 _Ao hl(t> Etant donné <sQ et AQ (choisis plus loin) l'hypothèse |q(x, -y cpQ(x))| > 2&Q e 

-A0 h,(t) 

entraine |cp|.(t,x,Ti) | ̂  <5Q e sur une partie de rj. y > l'autre contribution 

donnant immédiatement de la décroissance rapide ; on peut alors intégrer par parties 

en t sous la forme : 
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1 d 
x ~3t 

rt,y 

eix(yîi-cp) ( 
vdx A d n = i ^ ^ i r u ) ) eiv)dxAdn + I 

f, 

# (eixCyn-cp) eiv)dxAdn (3.38) 

Vt(x.n) = 2Re(f (t.y) + ̂ Z (n- f cpQ(y)) + Z(t.y)(Tr j cpQ(y)) ^ ^ e"*1 hl) £ + 

A' h, H -A' h! ^ 
+ e 1 (e 1 1) ± 

dt v 'an 

Avec e-^t,x,n) = x(t,x,n) e(t9x,n>x) / cpj.(t,x,n) où x(t,x,n) est une fonction presque 

2 ~Ao hl analytique sur n = n(t,x) supportée par {(t,x)| q(x, y tpQ(x)) > 2 6Q e } (dont 

h2(t) 

les dérivées croissent comme e où h2(t) = o(t) et = °(h2)). La contribution 

du second membre de (3.38) vérifie (3.35). L'autre zone : 

I = 
ri t,y 

(l-x(t.x.Ti)) e-1A(yTHP) e v d x A d n 

Le support de l-x(t,x,n) est contenu (par la construction de x) dans {(t9x)| 

? ~An nl 1 
q(x, y ^0(x)) < ô0 e }. On trouve alors x1 e q (0) tel que d(x,x1) ̂  c 6 

-A hx(t) r-t 2 
e et aussi j |Hq(p (s,xls y cpQ(x1) ) | |ds| ̂  s%0/2 ' D'aPres l'hypothèse 

(Hl)b relativement a e0' 11 existe un voisinage V de xQ et ̂  de xQ tq € V n q ^O) 

entraîne y(t,x1) £ Vr Soit V2 CC V tel que lv(x,X)I ^ e O (x )uniformément sur 

tout compact disjoint de V2 et V2 CC v 2 CC V ; la contribution de x t V2 à I est à 
-A0 hx(t) 

décroissance rapide ; pour x € V£ on trouve x^ € V avec d^x^) ^ C Ôq e et 

donc y(t,x1) t Vp comme \x± - x(t,y) | £ C ôQ e A° + C eCh(t) | n- \ ^(y)|, si 

on ne conserve que la contribution essentielle de I on obtiendra |y - y(t,x^)| ̂  C <SQ 

si ôQ a été choisi assez petit y 2 Vg où Vg C V^. 
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En définitive on a prouvé : si WF(v) C V2 » et y G Vg 

Ri(t,y,x)dt < CN A " e 0 VN 
' J 0 

On a désigné par WF(v) pour v G H (V) l'ensemble de Vdont le complémentaire par 
^o -Aip (x) 

rapport à V est {x G tf| il existe un voisinage de x dans lequel | V ( X , A ) e so 
à décroissance rapide}. 

Proposition : Il_ existe des voisinages V^ Vg de. XQ 3 un& constante c > 0 telles  

que pour tout N G JN, v G ( V) si_ WF(v) <= et y G 7^ 

V) si_ WF(v) 
V) si_ WF(v) v(y3X) ^ X N e °^ exp(X (y)) . 
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IV - La trace sur t = 0 - La propagation des singularités 

1) On calcule la trace sur t = 0 de la solution obtenue : 

E ( 0 ) v(y,x) = J" t eix<*™<0'x»*>> e0(o,x,n) v(x,x)(^)n/2 d x A d , 

ro,y 

cp(o,x,n) =x.n + £((n - y <P0(X))°°)- Négligeant 0(x~°°) lorsque v décrit un borné de 

(V) on remplace ip par X .TI (en réduisant éventuellement rQ y). On trouve par ailleurs 
0 1 2 1 2 

que ro,y est défini Par p " T ^ô^l ^ 6 ' 11 " T = 1 y t^1*)' que 1,Qn peut 
-oo 1 2 1 

déformer négligeant encore & ( x ) dans le circuit habituel : TT y ^(y) ^ <5Q > 
2 

n " y <P0(y) = î R(y_x) ou R > 0 est choisi convenablement. 

Soit E'(o) v(x,x) = f elA(x"y)n en(o,y.n) v(y,x) dy Ad" . Reprenant le cal-
Jr; 0 (2nx x)n 

cul de I 2) on montre que pour u G S ' ( 3 R N ) 

E'(o) Ixu = j eiXcp(x,z) xx(z) K^x.z.x) u(z) dz modulo VJ 0 

où K^(x,z,x) est un symbole classique presque analytique sur M, pour lequel 

* l < V z < x o » = ao<xo>zo> e o ( ° ' V T Wo» * 0 

2) On va étudier le WF d'une expression 

(Ev)(y,x) = p dt f _ e+U(yrrlp(t'x'ri)) e(t,x,„,x) v(x,x)(^-)n dxAdr, 

0 rt,y 

où e(t.x.n.x) e S'^ , supp e cz UJ . 

Si Y est un voisinage de y G C N , on pose 

Cv(y) = {x(t,y)| y G V n q'^O) , t >, 0 et JjHq(p(s,y, y <P0(y))| |ds| « ô} 

qui est compact. 

On va prouver que s'il existe V tel que Cy(y) n ÏÏF(v) = $ et si y g îfc(v) alors 
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y g WF(Ev). On écrit Ev = E*v + E**v où on a introduit la troncature pour t < e' dans 
I e1 ~ 
E et pour t ̂  . Comme y g WF(v), il y a un voisinage ly-xl ̂  e qui ne rencontre 

pas WF(v) si ly-yi < | le long de R ^ - on a |x-x(t,y)|« C eCh(t)|n- Y ^ ( Y ) | , ce 

qui fait que pour la contribution de r ' _ provenant de |n- T^A(y ) l assez petit on 

t.y 1 0 

aura Ix-yl e si e' est assez petit par rapport à e et donc une intégrale à décrois­

sance rapide, l'autre contribution de l'intégrale est également à décroissance rapi­

de. On a donc prouvé que y É WF(EIv). 

On va prouver maintenant si Cy(y) N WF(v) = $ alors y £ WF(E^v) 

E"v(y,A) = f U(t) dt f e ^ - * ) e v dx AJ\ 
J Jr; - (2nx V 

Etant donné des nombres ôQ et AQ > 0, comme dans la partie précédente on montre en 

utilisant des intégrations par parties en t, que modulo 0(A"°°) on peut se réduire à 

EIHv(y,A) = | u>(t) dt | ( (1-X(t,x,n)) eiX(y"T1"cp) e v dx Adn 

rt,y 

f 2 "Ao M 1 - ) ! 
où le support de 1-X. est contenu dans |(t,x,n)| q(x, y tPQ(x)) < 6Q e j. Si 

(x,n) € r' _ , (t,x,n) G supp t(l-X)e], on peut déterminer x, G q_1(0) tel que 
t.y 

-AQ h1(t) r-t 2 
Ix-x̂ l < C ôQ e et donc aussi j |Hq(p(s,x^, y ^(x^)))! |ds | ̂  <5, le point 

y\ = y(t>*i) satisfait à : 

lyCt.x^ - y(t,x)| * 2 exp(h(t)) |x-xj| et |y(t,x) - y(t,x(t,y))| * 

* K e ^ t ) | n-4 ^(y)| 

2 

Dans la contribution de r' - sur laquelle | n- T ^A(y) I est assez petit on trouve que 
L ,y 1 0 

ly(t,X2)-yl ̂  e (on peut réaliser n'importe quel e par un choix convenable de ôQ, AQ 
et de la partie du chemin R ' _ ) . On aura choisi e assez petit pour que si |y-y| < F -

t,y 
y(t,x1) € V donc x^ = x(t,y1) € Cv(y), comme Cy(y) est un compact disjoint de WF(v), 
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on pourra obtenir aussi x G L CC WF(v)c ; et donc l'intégrale portant sur cette par­

tie de r! - est à décroissance rapide. Comme il en est de même de l'autre condition, 

on a prouvé que y £ WF(E^v). 

Posant C(y) = 
V vois, de y 

C)/(y) * on a prouvé 

WF(Ev) cWF(v) U jy | C(y) fl WF(v) * <|>} 

Ayant exprimé le WF d'une paramétrixe à gauche, on termine la preuve comme dans [1] 

en ayant effectué au préalable une microlocalisation dans (assez petit) à l'aide 

d'un o.p.d. de symbole CJ(X, -|-) où CJ € C~(1R ) a son support près du point 

Po = (xo,ç°) e * o . 
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Appendice 1 

Soit ip(x,3) où 3 = (&x'^ç) une fonctlon C°° au voisinage de (X0;XQ9-

cpx = 
tp(x,3) tp(x) 

où p0 > 0 , satisfaisant à : 

- Im tp(x,3) ^ C(x -3X)2 

- tp = 0 quand x = 3 X et cpx = 3 ^ 

Si a(x,3,x) est un symbole classique elliptique au point (xN93N)9 on pose 

(Tu) ( 3 , A ) = u(x) elXc^x*3) a(x,3,A)dx. Il est équivalent de dire : 

(i) Il existe un voisinage de 3Q dans lequel Tu(39x) est à décroissance rapide 

en x. 

(ii) (x0^°) * WF(u). 

Démonstration 

Prouvons d'abord que (i) =>(ii). 

On pose a(x9a) = a(x;ocx, -ŷ py PQ» \a^\) qui est un symbole pour |a^| assez grand 

et y(x9y9a) = |aç| (tp(xsax, -ĵ -y pQ) - cp(y, ax, -J^-J p Q) qui est une phase homogène 

dans un domaine conique qui contient (x0>x0>~£0)- On désigne par *( a) une fonction 

à support dans un voisinage conique assez petit de (x0»"^0) dans lequel (Tu) 

( V r ^ T T V A ) soit 0(x"°°). Soit (Au)(y) = | e i l ^ ( x ' y ' a ) a(x9a) X(a) u(x) dx da. Il 

résulte de la théorie des O.I.F à phase complexe que A est un opérateur pseudo-diffé­

rentiel elliptique (x , ^ ) , comme Av € C°°, le résultat cherché est établi. 

La preuve de (ii) =>(i) est élémentaire (arguments de phase stationnaire) et est 

omise. 

Appendice 2 

Le symbole p(x9ç) =(B(x.ç)É1,5') + (A(x,E) (C'+ix^n) 9çn-ix" 9^) où B est 

P n 
symétrique sur 1R et non dégénérée qô x"=£ = £ ' = 0 et A est auto adjointe positive 

quand ç"=ç"=ç,=0 satisfait les hypothèses (H^. 
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