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LES CONJECTURES DE LANGLANDS LOCALES POUR GL(n) 

par 

Guy HENNIART 

Resum^. - On exprime, en termes de fonctions L et de facteurs e , les conjec­

tures de Langlands locales pour GL(n) . Cel les-c i relient, pour un corps locale-

ment compact non archimedien F , les representations de degre n du groupe 

de Weil-Deligne de F aux representations admissibles irreductibles du groupe 

localement compact GL(n , F ) . On dit dans quels cas et dans quelle mesure ces 

conjectures ont ete etablies. 

Abstract. - Using L-functions and e-factors, one gives the local Langlands con­

jectures for GL(n) . These conjectures give, for a locally compact non archime-

dean field F , a correspondence between degree n representations of the Wei l -

Deligne group of F and admissible irreducible representations of the locally 

compact group GL(n, F ) . One points out in which cases and to what extent these 

conjectures have been verified. 

1. - Avertissement 

La "philosophic" de Langlands s'attache a. comprendre les representations des 

groupes reductifs sur les corps locaux et globaux. Pour l'arithme'ticien, elle of-

fre 1'interSt imme*diat de ge*neraliser, de fagon considerable, les theories locale 

et globale du corps de classes. Nous allons illustrer ce fait en presentant les con­

jectures de Langlands pour G L ( n ) , dans le cas local. Qu'il nous soit permis 
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G. HENNIART 

ne*anmoins de signaler quelques faits saillants du cas global. 

Les conjectures de Langlands pour le cas global ont en particulier pour conse­

quence la conjecture d'Artin relative aux representations du groupe de Galois 

d'un corps de nombres. Par exemple, on a pu prouver re*cemment [ L a , T u 2 ] 

le resultat suivant : 

THEOREME 1. - Soient F un corps de nombres, F une cldture algebrique de F 

et p : Gal(F/F)—4 GL(2 , <C) une representation continue irre'ductible de degre 

2 du groupe de Galois absolu de F . On suppose que l ' image de G a l ( F / F ) dans 

P G L ( 2 , <C) n'est pas isomorphe au groupe alterne* sur cinq elements. A lo r s la  

fonction L d'Artin attached a p est entiere. 

L ' idee est d'associer a toute representation complexe a de G a l ( F / F ) , con­

tinue et de degre n , une representation automorphe n(a) de G L ( n , , ou 
F 

de*signe le groupe des adeles de F (les representations automorphes gene-
F 

ralisent les formes automorphes classiques, qui sont considerees comme attachees 

au groupe S L ( 2 ) ) . Pour n = l , ce lien est donne par la theorie globale du corps 

de classes. Pour n quelconque, on peut gen^raliser la classique transformation 

de Mell in, et associer a toute representation automorphe TT de GL(n , A ) une 
F 

fonction L(rr , s) d'un parametre complexe s , qui est entiere si TT est uspidale, 

ce qui est le cas pour rr(cr) quand a est irreductible, et verif ie une equation 

fonctionnelle. On a alors L(s , TT(CT)) = ( L ( s , a) , d'ou la conjecture d'Artin pour a . 
Les outils employes sont des outils assez sophistiques d'analyse harmonique 

sur GL(n , A _ ) : theorie de Hecke generalisee [ j L , J P S i ] , formule des 
F 

traces de Selberg [ j L , L a ] . La theorie locale se formule pourtant de maniere 

assez simple, et on peut esperer prouver les conjectures locales de maniere 

purement locale. Le lecteur doit neanmoins savoir qu'une technique qui s'est r e -

velee tres efficace consiste a. obtenir des renseignements globaux a. partir de 

renseignements locaux faciles a. rassembler (en les places de F , ou, par 

exemple, la representation a consideree plus haut est non ramifie*e), et a. en 

de*duire des informations en les autres places (les "mauvaises" places) . 

Plagons-nous desormais dans le cas local , i. e. celui ou le corps de base F 

est un corps commutatif localement compact non archime'dien. Les conjectures de 

Langlands associent a toute representation complexe continue de degre* n du 

groupe de Galois absolu de F , une representation admissible irreductible du 
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groupe GL(n , F ) . De fagon plus precise, si on considere, au lieu du groupe de 

Galois absolu de F , le groupe de Weil -Del igne, on obtient une bijection entre re ­

presentations de degre n de ce groupe, et representations admissibles irreduc-

tibles de GL(n , F ) . Pour n = l cette bijection est celle donnee par la theorie l o ­

cale du corps de classes. L'existence de la correspondance conjecturee a ete 

prouvee pour n = 2 par Ph. Kutzko en 1979 CKu] et par l'auteur en 1981 [ H e l ] , 

pour n = 3 . 

Dans la suite de cet art icle, nous examinons tout d'abord (§ 2) la theorie du 

corps de classes, selon l '^clairage particulier a la philocophie de Langlands (et 

qui, en l 'occurence, est celui inauguree par la these de Tate [ C F ] ) , puis nous 

precisons les objets qui font l'objet des conjectures, tout d'abord du c6te galoisien 

(§ 3 ) , puis sur le versant automorphe (§ 4 ) . On enonce ensuite (& 5) les conjec­

tures de Langlands et les resuttats obtenus jusqu'ici ( * ) , et on termine (§ 6) par 

l 'expose de problemes afferents a ces conjectures. 

2. - La theorie locale du corps de classes 

On fixe un corps de base F , commutatif, localement compact, et non archi-

medien. On fixe egalement une cloture separable algebrique F de F , un carac-

tere additif non tr ivial ^ de F . Nous fixerons egalement sur le groupe additif 

de F la mesure de Haar auto-duale pour ^ . Nous noterons q le nombre 

d'eiements du corps residuel de F , J J la valeur absolue de F qui prend la 

valeur q 1 sur les uniform is antes. On note G^ le groupe de Galois de F sur 

F , qu'on munit de sa topologie de Krull : c'est un groupe topologique profini. 

Le groupe d'inertie I _ est le sous-groupe topologique de G forme des elements 
F J? 

qui fixent 1'extension non ramifiee maximale de F dans F . Le quotient G / i 
F F 

est isomorphe au groupe de Galois absolu du corps residuel de F , done a. Z , 

et possede un generateur topologique pr ivi iegie , la substitution de Frobenius, qui 

agit comme la puissance qeme sur le corps residuel de F . On note W et on 
F 

appelle groupe de Weil de F sur F (ou de F ) le sous-groupe de G forme 

(* ) Nous enongons ici ces conjectures de fagon plus precise que dans [ H e l ] , ou 

le lecteur prendra garde que dans l'e'nonce' de la conjecture au § 4, il faut sup-

poser que la mesure de Haar dx sur le groupe additif F est auto-duale pour 

• • 
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des elements dont 1'image dans G—/I— est une puissance entiere de la substitu-

tion de Frobenius ( * ) . On munit W de la topologie pour laquelle le sous-groupe 
F 

I , muni de la topologie induite par celle de G_, , est ouvert dans W , et le 
F b F 

quotient W / i discret. On a done une injection continue a. image dense de W F F F 

dans G „ , et le diagramme commutatif suivant, ou les lignes sont des suites 

exactes de groupes topologiques : 

1 > iF • wF • X . 1 

1 • Ip. ' GF ' z ' 1 • 

La theorie locale du corps de classes se traduit par l 'existence d'une application 

continue T : F* (que nous normaliserons de fagon que les inverses des 

substitutions de Frobenius correspondent aux uniform is antes de F ) , qui, par 

passage au quotient, induit un isomorphisme avec Fx du groupe topologique abe*-
ab 

lianise W de W ( i . e . le quotient de W par la fermeture de son groupe des 
i F r 

commutateurs) . Autrement dit, il existe une bijection canonique entre, d'une part 
les caracteres de W , i. e. les homomorphismes continus de W dans <C* , 

T F 

et d'autre part les caracteres de G L ( 1 , F ) = F* . Cette bijection associe a un ca-

ractere Y de W l'unique caractere n (x) de Fx verifiant n(x) o T = X • 

On sait qu'on peut definir, pour tout caractere r] de W^, , une fonction 

L(r ] , s) du parametre complexe s , qui est une fonction rationnelle en q 8 , 

par la formule 

L(n , s ) =(1 -Tl(Fr) q'8)"1 

si T) est t r ivial sur 1̂ , , et F r n'importe quelle substitution de Frobenius. 

L(r] , s) = 1 sinon. 

D'un autre c6te, on va definir pour tout caractere x ^e ^* une fonction L(x , s) . 

Notons S(F) l 'espace vectoriel des fonctions sur F , localement constantes et a 

support compact. Pour $ £ § ( F ) definissons sa transformee de Fourier $ (par 

rapport a ^ ) par la formule 

(* ) On appellera aussi substitutions de Frobenius les elements de W^, qui se 

projettent dans W / i sur la substitution de Frobenius. 
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$ ( y ) = J $(x) f ( x y ) dx pour y£ F . ( * ) 
F 

Fixons une mesure de Haar quelconque d* g sur F* . 

THEOREME 2. - Soit x un caractere de F* . 

i ) Pour tout $ £ S(F) , 1'integrate f x(g) I g I S $ ( g ) dx g converge pour 
F* 

s £ <C de partie reel le assez grande et se prolonge analytiquement en une fonction 

Z(x , s , $ ) qui est une fraction rationnelle en q S : Z(x > s, $ )£ <C (q S) . 

i i ) Quand $ parcourt S ( F ) , les fonctions Z (x , s , $ ) engendrent un ideal 
fractionnaire de <C [ q 8, qS ] , ideal qui possede un unique generateur de la forme 

-s -1 

P(q ) , ou P est un polyndme a. coefficients complexes, verifiant P ( 0 ) = 1 . 

On note L ( x > s ) ce generateur. 
i i i ) Pour tout S(F) , on a 

z f r ' 1 . ! - . * ) B « ( x , , , t , a x ) z < x . S ^ ) , 
L(X • ! - • ) L ( X . s ) 

ou e est une fonction de s independante de C'est un monSme non nul en q 

Ce the*oreme, du a. Tate [ C F ] , nous permet de de*finir, pour tout caractere r\ 

de , un facteur e , par la formule 

e ( r ] , s, \f , dx) = e ( n ( T ] ) , s, , dx) . 

Dans les paragraphes suivants, nous allons generaliser les definitions des fac-

teurs L(x , s) et e(x » s, , dx), d'une part aux representations de degre* quelcon­

que du groupe de Weil de F , et mSme du groupe de Weil-Deligne (le cas des 

representations de degre 1 correspondant aux caracteres de W^, ) , et d'autre 

part aux representations admissibles irreductibles de GL(n, F ) (le cas ou n= 1 

correspondant aux caracteres de Fx = GL(1 , F ) ) , et mSme aux paires de telles 

representations. La correspondance conjecture par Langlands s'exprime en 

termes de ces facteurs L et e . 

( ) La mesure dx a ete choisie auto-duale pour \|j , i . e . on a : 

$ ( x ) = $ ( - x ) pour x£ F . 
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3. - Le versant galoisien [ De , T a ] 

Une representation de degre n de sera pour nous une representation con-

tinue de sur un espace vectoriel complexe de dimension n . Si on note V F i 
l 'espace d'une telle representation <j , le groupe W / i agit sur l 'espace V 

F F 
des points de V fixes par a (I ) , et on definit le facteur L de a pa r la for-

F 
mule 

L ( a , s ) = d e t ( l - a ( F r ) q " S | V F ) _ 1 

ou F r est n'importe quelle substitution de Frobenius. Ce facteur L ( a , s ) ne 

change pas si on remplace a par une representation equivalente (au sens usuel) ; 

on peut done attacher un tel facteur L ( a , s) a une classe d'equivalence a de 

representations de W de degre fini. En degre 1 , les classes d'equivalences de 
F 

representations de W s'identifient aux caracteres de W , et cette nouvelle 
F F 

definition coincide avec celle donnee au § 2. 

Considerons l 'ensemble X des quadruplets (K , i ) / ^ , dĵ x> p) ou K parcourt 

les extensions finies de F dans F , les caracteres additifs non triviaux de 

K , dj£x *es rnesures de Haar sur K , et p les representations de degre fini 

de W . A lo r s un theoreme ceiebre de Langlands et Deligne [ D e ] affirme qu'il 

existe une fonction et une seule de X dans C (q ) 

(K ' *K ' dKX' p,l~"* e K ( p , s , l|,K, dx) , 

qui verif ie les conditions suivantes : 

1. - Additivite sur les suites exactes 

Si p est extension d'une representation p " de W„ par une autre represen­ts 
tation p ' , on a 

£K(P > 8 > t K > = eK(P ' • s » *K ' £K(P " > s » *K > dKx) • 

En particulier ^ ( p » > ^ K x ' ne depend ° t u e de *a semi-simplif iee de p et 

les fonctions e - ^ ( p » 8 > ^ » d^x) s'etendent par additivite au groupe de Grothen-

dieck des representations virtuelles (de dimension finie) de W . 

2. - Homogeneite 

Si a est un reel positif, et p une representation virtuelle de W , on a 

e R ( p . 8 » l |^.a d^x) = adim P £ R ( p , s , ^ , dKx) . 
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Si p est de dimension 0 , e__(p, s , A , d x ) est done inde*pendant de d x , 

qu'on pourra 6ter de la notation. 

3. - Inductivite en degre* 0 

Si L est une extension finie de K dans F , on note T r . la trace de L a 

K . Si p1 est une representation (virtuelle) de , on note Ind p1 la repre­

sentation de W induite de p1 . Pour p' de dimension 0 , on demande 
K 

e K ( l n d ^ p ' , s , t K , = e L ( p ' , s ^ K . T r L / K ) . 

4. - Donne*e en degre 1 

Si p est une representation de degre* 1 de W , correspondant a un carac-
rv 

tere de W encore note p , on demande 
K 

e K ( p , s , f K , dRx)= e ( p , s , ^ , c ^x ) 

ou d ^ rx est la mesure de Haar auto-duale pour , et ou le membre de droite 

est celui defini au paragraphe precedent (en remplagant par K le corps de base 

F ) . 

Remarques 

1) Ce facteur e ne change pas si on remplace p par une representation 

e*quivalente. On associe done a une classe d1 Equivalence de representations de 

W__ un facteur e , que l'on note de la mSme fagon. C'est un monSme non nul en 

q"S • 

2) Les facteurs L. de*finis plus haut peuvent Stre caracterises comme donnas 

par l'unique fonction (K , ^ , d^x , p ) i — • L ( s , p ) de X dans <C(q S) qui soit 

i ) additive sur les suites exactes 

i i ) independante des choix de Q^x et ty^ 

i i i ) inductive en degre* quelconque 

iv) telle que L ( s , p ) soit la fonction definie au § 2 si p est de degre* 1 . 

Le probleme naturel du point de vue arithmetique serait en fait d'etudier les r e ­

presentations continues de dans des espaces vectoriels de dimension finie 

sur (Q (ou t est un nombre premier distinct de la caracte*ristique re*siduelle 
<6 
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de F ) ( * ) . On est alors amene a de*finir un groupe de Weil-Del igne W' , et 
F 

des representations complexes de W , qui refletent l'^tude des representations 
F 

t -adiques. Pour la definition de W et la passage de representations £-adiques 
F 

a representations complexes, nous renvoyons a. [ D e ] et [ T a ] . Cette omission 

n'a aucune influence sur la suite de l 'ar t ic le , puisque nous nous interessons unique-

ment aux representations de W et non a ses diverses definitions. Pour nous, 
F 

une representation de degre n de W sera un couple (p , N) forme d'une r e -
F 

presentation continue p de W , semi-simple, ( i . e . somme directe de repre-
F 

sentations irreductibles ou simples) dans un espace vectoriel complexe V ( p ) de 

dimension n , et d'un endomorphisme (nilpotent) N de V ( p ) tel que 
p ( w ) N p ( w ) * = | T ( W ) | N pour w£ . 

Deux telles representations (p , N) et ( p ' , N * ) sont dites equivalentes s'il existe 

un isomorphisme cr : V ( p ) -* V ( p ' ) des espaces de p et p ' , verifiant 
a N = N 'a et ap(w) = p ' (w) a pour tout w ^ W . 

F 

On a des notions evidentes de sous-representations, de sommes directes, de r e ­

presentations indecomposables, etc. Nous identifierons une representation 
(p , N) de W pour laquelle N = 0 , a. la representation continue semi-simple 

F 
p de WF . Si p est irreductible, on a forcement N = 0 . De plus toute repre­

sentation de W est somme directe de representations indecomposbbles, chaque 
F 

representation indecomposable etant equivalente a. une representation irreductible 

type p ®Sp(d) (**) , ou p est une representation irreductible de et Sp(d) 

la representation "speciale" de degre d [ T a , 41.4 et 41 . 5 ] . 
A toute representation (p , N) de W , on associe son determinant detp 

F 
defini par ( d e t p ) ( w ) = det^.^^ p ( w ) ou d e t ^ ^ est 1'application determinant sur 

(*) De telles representations apparaissent, par exemple dans la cohomologie 

£-adique de var ie tes , sur un corps global. 

( * * ) Le produit tensoriel a ® a ' de deux representations a = ( p , N ) et a' = ( p ' , N ' ) 

de W est le couple (p ®p 1 , N<8> 1 + 1® N ' ) , (agissant sur l 'espace 
F 

V(p)<^, V (p') ) . II est compatible aux classes d'equivalence et on note de la m6me 

maniere a ® a' le produit tensoriel de deux classes d'equivalence a et a' de 

representations de W . Si a est de la forme x o T , ou x est un caractere 
F 

de F* , on note aussi x^' au lieu de a ® a ' . 
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le groupe des endomorphismes de l 'espace V ( p ) . Le determinant det p est ainsi 

un caractere de W^, et on note Det p le caractere de Fx tel que 

Det p o T = det p . On de*finit e*galement la contragre*diente (p , N ) de (p , N ) qui 

est le couple forme* de la representation p sur le dual V ( p ) * de V ( p ) , contra-

grediente de p (c 'est-a-dire qu'on a 

< p ( w ) ( v x ) , v > = <vX , p ( w - 1 ) v> 

pour w £ , v g V ( p ) , v x £ V ( p ) * , < > designant l'accouplement canonique 

entre V ( p ) et V ( p ) ) , et de I'endomorphisme N de V ( p ) verifiant 

v -ft 
< N ( v * ) , v > = < vx , N v > pour v £ V ( p ) , v * € V ( p ) . 

Si deux representations de W sont equivalentes, leurs contragredientes le 
F 

sont aussi. On peut done parler de la contragrediente o d'une classe d'equiva-

lence a de representations de W' . 
F 

A une representation a = (p , N ) de W'^, , on associe des facteurs L et e : 

L ( a , s )= det(l - F r q'S | V ( p ) J ) " 1 

V lF XF ou V ( p ) est le sous-espace K e r N D V ( p ) de V ( p ) , et 

lF lF 
e ( a , s , ^ , d x ) = e ( p , s , f , d x ) det ( -Fr | V ( p ) / V ( p ) N ) . 

A nouveau, ces facteurs ne dependent que de la classe d'equivalence de a et 

peuvent done Stre attaches a une telle classe avec la mgme notation. 

4. - Le versant automorphe [ Ct] 

Pour tout entier n > 1 , on considere le groupe GL(n, F ) muni de la topologie 

induite par celle de F : e'est ainsi un groupe localement compact totalement dis-

continu. Une representation admissible n de GL(n, F ) est un homomorphisme 

TT : GL(n, F ) — • GL(W) , ou W est un espace vectoriel sur <C (de dimension 

finie ou infinie) et G L ( W ) le groupe de ses automorphismes l ineaires, qui ve~ 

rifie les deux conditions suivantes : 

( i ) Tout vecteur w de W a un stabilisateur ouvert. 

( i i ) Pour tout sous-groupe compact ouvert K de GL(n, F ) , l 'espace W 

des vecteurs de W fixes par K est de dimension finie. 
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Pour les representations admissibles de GL(n, F ) , les notions d'equivalence 

et d'irreductibilite sont les notions algebriques usuelles. Si TT est une repre­

sentation admissible irreductible de GL(n, F ) , le centre de GL(n, F ) , forme des 

matrices scalaires et done isomorphe a F* , agit a. travers un caractere de Fx 

qu'on appelle le caractere central de n et qu'on note cu : Fy • <CX . Des r e ­

presentations dans la mSme classe d'equivalence rr' ont mSme caractere central, 

note u u ^ , • Pour n = l , les classes d'equivalence de representations admissibles 

irreductibles de G L ( 1 , F ) = Fx s'identifient aux caracteres de F* . Si TT est 

une classe d'equivalence de representations admissibles de GL(n, F ) , et x un 

caractere de FX , on note y^T\ â classe definie par la representation 

g»— • x° det(g). UJ (g) °u cu est un quelconque representant de TT . 

Soit TT : GL(n, F ) — • GL(W) une representation admissible de GL(n, F ) . 

Alors GL(n, F ) agit naturellement sur l 'espace vectoriel dual W de W par 

la representation t ransposee T T * : T T * (g) est l 'endomorphisme transpose de II(g-1) 

On note W le sous-espace de W* forme des vecteurs fixes par un sous-groupe 

compact ouvert de G L ( n , F ) , et TT la restriction de TT a. W . C'est une r e ­

presentation admissible de G L ( n , F ) , appeiee contragrediente de TT . La r e ­

presentation TT est canoniquement equivalente a TT . Deux representations ad­

missibles equivalentes ont des contragredientes equivalentes ; on peut done parler 

de contragrediente d'une classe d'equivalence de representations admissibles de 

GL(n, F ) qu'on notera encore par le signe v 

Comme dans le paragraphe 2 precedent, on generalise les definitions des 

facteurs L et e C Go j ] . 

Soit § ( M n ( F ) ) l 'espace des fonctions localement constantes a. support compact 

dans M ^ ( F ) . Pour $ £ g ( M n ( F ) ) , on definit sa transformee $ (par rapport 

a \|f ) par la formule 

# ( y ) = J $(x) t . t r ( x y ) p°ur y € M n ( F ) » 
M (F ) n 

ou dx designe la mesure de Haar sur M ( F ) canoniquement associee a la 

mesure de Haar sur F , et tr designe la trace des matrices (de M ( F ) a F ) . 

Fixons une mesure de Haar quelconque dx g sur GL(n, F ) . 

Soit TT une representation admissible irreductible de GL(n, F ) , dans un es -

pace W . 

76 



LES CONJECTURES DE LANGLANDS LOCALES POUR GL(n) 

Un coefficient f de TT est une fonction sur GL(n, F ) de la forme 
~ ~ ~ v -1 

g»—• < n ( g ) v , v > avec v£ W , v£ W . La fonction f : g>—• f(g ) est un coef-

ficient de rr. 

On prouve alors les assertions suivantes : 

i ) Pour tout $ £ S ( M ^ ( F ) ) et tout coefficient f de n , l ' integrale 

I f (g) Metg |S $(g) d*g 
GL(n, F ) 

converge pour s £ <C de partie rdelle assez grande, et se prolonge analytiquement 

en une fonction Z( f , s , <£) qui est une fraction rationnelle en q S . 

i i ) Quand $ parcourt § ( M ^ ( F ) ) et f l 'ensemble des coefficients de TT , 

les fonctions Z ( f , s , $ ) engendrent un ideal fractionnaire de <C[q S , qS] , ideal 
-s -1 

qui possede un unique generateur de la forme P(q ) , ou P est un polynome a 

coefficients complexes, v^rifiant P(0) = 1 . On note L(rr , s) ce generateur. 

i i i ) Pour tout $ £ § ( M n ( F ) ) et tout coefficient f de TT , on a 

Z( f , l - s + | ( n - l ) , $ ) Z ( f , s + | ( n - l ) , $ ) 
7 7 - 7 — ; ; = e (n , s , ^ , dx) 7-7 • 
L ( n , 1-s) v ^ ' L(rr , s) 

ou e est une fonction de s independante de $ et f ; c'est un mon6me non nul 
-s en q 

Les facteurs L et e ainsi obtenus ne dependent que de la classe d'equivalence 

ou de TT ; on pose 

L ( u u , s) = L(n, s) 

e ( ou , s , i|f , dx) = e(ir , s , i|f , dx) . 

Pour des raisons qui paraitront claires a l'enonce de la conjecture au paragraphe 

suivant, il est ne*cessaire de ge*neraliser ces definitions des facteurs e et L 

au cas ou on se donne des representations admissibles irreductibles TTj et TT^ 

de GL(n^ , F ) et GL(n^ , F ) respectivement. La definition etant pour l'instant 

de nature tout a fait differente des precedentes, nous renvoyons le lecteur a l ' a r -

ticle de Jacquet, Piatetski-Shapiro et Shalika, ou ces definitions sont exprimees 

[ J P S 2] . (* ) 

( * ) Dans cet article, les facteurs L et e ne sont definis que pour et TT^ 

"generiques" (voir plus haut pour la signification de ce terme) , mais on peut 

les definir en genera l (cf. [ j P S 3 et J P S 4 ] ) . 
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Soient done pour i = 1, 2, . . . , une classe d1 Equivalence TT . de representations ad­

missibles irre*ductibles de G L ( n . ) . On leur associe un facteur L(n1 * TT , s) qui 

s 1 ^ 

est de la forme P(q" ) " ou c C x ] , P (0 )= 1 , et un facteur 

e (TT j x T T ^ , s , i|f , dx) , monSme non nul en q S . On a : 

L 0 V ^2 > s )= L(^2x TT , s) 

L(X ^ x ^ ' S) = L^nix XTT2, S) 
pour tout caractere \ de F* 

L(a tn lXn2> s ) = L ( T T X T T 2 , s+t) 

pour tout t £ C , a* de*signant le caractere x*—• ( x ^ de Fx 

LOTj , s )= L(nlX 1, s) 

ou 1 est le caractere tr ivial de Fx . 

On a les proprietes paralleles pour les facteurs e . 

5. - La conjecture : e'nonce' et r^sultats 

On note G l 'ensemble des classes d'equivalence de representations admis-
n 

sibles irre*ductibles de GL(n, F ) , G^ le sous-ensemble des classes de repré-­

sentations cuspidales (celles dont les coefficients sont a support compact modulo 
2 

le centre de G L ( n , F ) ) , 0 le sous-ensemble des classes de representations 

essentiellement de carre inte*grable (les representations TT pour lesquelles il 

existe un caractere \ de Fx tel que xn a^ un caractere central unitaire et 

des coefficients de carre* integrable modulo le centre de GL(n, F ) ) . On note G 
o o _2 

la somme disiointe des G , pour n >1 , G la somme des G , G celle des 
n n 

a2. 
n 

D'autre part, on note l 'ensemble des classes d'equivalence de represen­

tations de degre n de W'^, , Q° le sous-ensemble forme des classes de r e ­

presentations irreductibles de , Q2 celui forme des classes de represen-

r F n 
tations indecomposables de W . De mSme, on pose : 

F 
Q = U 0 , Q°= U Q° , = U Q2 . 

n > l n n> l n n n > l n 
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CONJECTURE 1. - II existe une unique application de Q dans Q 

a i—• rr(a) 

qui applique dans et ve*rifie, pour tous »0"2 ^ans Q 

L ( a 1 ® a 2 , s )= L ( n ( a 1 ) x n ( a 2 ) ) 

eCaj® CT2, s, \|f, dx) = e(n(a1)x n ( a 2 ) , s, f , dx) . 

CONJECTURE 2. - Cette application est une bijection et ve*rifie 

%(o) =Deta 

T T ( * ) = r r ( a ) . 

CONJECTURE 3. - Elle induit des bijections de Q° sur Q° et Q2 sur Q2 

Remarques 

1) Supposons un instant que F soit un corps commutatif localement compact 

archime*dien, i . e . F = IR ou F = <C . Alors Langlands [ L a ] de*finit une appli­

cation a • — • n ( c r ) de l 'ensemble des classes d'Equivalence de representations 

complexes de dimension finie de W , continues et semi-simples , dans la som-

me disjointe pour x > l des ensembles de classes d'Equivalence de representa­

tions admissibles irre*ductibles de GL(n, F ) (au sens des (® , K)-modules) . Cette 

application verif ie l'analogue de la conjecture prEcedente (voir [ J P S 3] pour la 

definition des facteurs L et e attaches a une partie de representations admis­

sibles irreductibles) . 

2) Soient 3* un corps global, W son groupe de Weil absolu, £ une repre*-
<J 

sentation complexe continue de dimension finie n de W . Pour chaque place v 

de J? , £ possede une composante , et on peut conside*rer (conjecturalement) 

la representation TTv=n (Z ) de GL(n, 3^) . On espere que la representation 
IT = ® T T de GL(n, A ) est automorphe, et on peut le demontrer dans certains v v <$ 

cas, [ J L , L a , J P S l ] . De cette fagon, on obtient peu de representations au-

tomorphes de GL(n , ) . On espere en obtenir d'autres en les associant aux 

systemes compatibles de representations £-adiques du groupe de Galois absolu 

de 3 , et aux motifs sur 3 ( [ T a ] , [ .Dr] ) . 
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On peut espe*rer prouver cette conjecture en proce*dant par etapes de n = 1 

vers n grand. Pour n = 1 , on a la the*orie du corps de classes. Ph. Kutzko 

pour n= 2 [ K u ] et l'auteur pour n = 3 ont prouve* le re*sultat suivant ( * ) 

THEOREME. - Soit n = 2 ou n= 3 . II existe une unique application a »—• n (a) 

de Q(n) dans G(n) qui ve*rifie 

L(X n ( a ) , s )= L(x a, s ) 

£(Xrr(fJ) , s , f , d x ) = e(xa, s, f , dx) 

pour tout caractere x il® F* . C'est une bisection. 

On a de plus 
m , , = Det a 

n (a ) 

TT(S) = n ( a f 

TT(cr)<Ea°(n) » a € Q ° ( n ) 

2 2 

n(a)€ 0 (n) » a 6 9 (n) • 

Remarque. - On peut prouver l 'egali te 

L ^ O ^ x n(or ) , s ) = L (a1®a2, s ) 

pour a16Q(n1), ff^Qfn^, n ^ 3 et n2< 3 . 

On peut aussi prouver 

e (nfrj) x n(a2)» s , \|f , dx) = e ® a2 , s , ^ , dx) , 

sauf si l'une des representations est une representation ir re*ductible primit ive de 

degre* 3 de W [ i . e . non induite a. partir d'un sous-groupe], et que 1 'autre est 

une representation irre*ductible de degre* 3 [ H e 2 ] . 

Dans le cas ge*ne*ral, on ne sait pas grand chose. Tentons de re*sumer ces 

maigres connaissances. 

Soit IT une representation admissible irreductible de GL(n, F ) sur un espace 

W . Nous dirons que rr est ge*ne*rique s'il existe une forme line*aire X non nulle 

sur W telle que Ton ait 

( * ) Avant la demonstration de ce resultat, on savait neanmoins construire 

TT(CJ) pour de nombreux a : voir [ T u l ] pour le cas n = 2 avant 

[ K u ] et [ J P S l ] pour le cas n = 3 . 
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X (TT (n ) v ) = 0(n) v 

pour toute matrice n unipotente triangulaire superieure de coefficients n . . £F , 
n-1 XJ 

ou on a pose 0 (n) = ( £^ n. ^ ) . 

On a alors le re*sultat suivant [ j P S 2J , [ j a ] . 

THEOREME. - Soient n un entier, n > 2 , et TT^ , T T ^ deux classes d'equivalence  

de representations admissibles irrEductibles generiques de GL(n, F ) . Si pour tout  

entier i , l < i < n / 2 , et tout T T £ G ° ( i ) , on a 

L(rrx n1, s) = L ( T T x n2 , s) 
et 

e ( T T x TT1 , s , i|f , dx) = e (TTXTT2 , s , dx) 

alors TT., = TT  
1 2 

Si n vaut 2 ou 3 , on peut supprimer l'hypothese generique (C J L ] et 

[ J P S l ] ) . On espere pouvoir la supprimer en general. 

Supposons qu'on sache construire une application T T ° : Q ° — • Q° qui verifie 

L(n°(cj1)x n ° ( a ^ s) = L((j ®CT , s ) 

^ ( o ^ X T J ° ( ° Z ^ , s, if , dx) = e(a1® a , s , ^ , dx) 

pour tous C T ^ , a2 dans Q ° . Alors on sait prolonger TT° en une application TT 

de Q dans G qui verifie 

L(n(cJ1)xn(c72),s) = L f a ^ o y s) 

E (TT(CT1 ) x TT(CT ) , s , , dx) = e (a1 ® a2 , s , ^ , dx) 

pour tous (j , a2 dans (J . Si on peut supprimer l'hypothese generique dans le 

theoreme precedent, ce prolongement de TT° a Q est unique. 

En tout cas, on a ou , = Det(a) et TT (a) = TT(c j ) pour tout a dans Q , et, 
o n(cT) 2 2 

si TT est une bijection, TT en est une et induit une bijection de Q sur Q 

Cette construction ramene la conjecture au probleme de la construction de T T ° , 

Remarquons que si a £ Q ° ( n ) est donnee, il existe au plus un element TT de Q° 

qui vErifie les conditions impose*es a T T ° ( a ) (en effet une representation cus-

pidale est gEnErique) . Malheureusement, pour n> 4 , on ne sait construire un 

bon candidat T T ^ pour T T ° ( a ) que si a est monomiale, induite a partir d'un 
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caractere du groupe de Weil de 1'extension non ramifie'e de degre* n de F 

( [ G e ] , voir aussi [Lu] ) , et encore ne sait-on prouver pour ce candidat n que 
G 

les egalite's 

L(xnG > S ) = L ( X C J , s) 

£(XTT(J . s, \i« , dx) = e (XCR, s, J , dx) 

pour tout caractere x de F* ( [ G e ] ) , 

§ 6, - Quelques problemes 

Les problemes que nous voulons poser sont pour la plupart des problemes de 

traduction, une fois admise la conjecture. Les exercices de traduction sont ne*-

cessaires, car les ensembles Q et G que nous voulons mettre en bijection 

sont munis de structures riches et fort interessantes. Par exemple, on peut faire 

la somme Gi®02 ^e deux Elements et de Q. Utilisant la construction 

de TT a partir de TT° signalee au paragraphe precedent, on peut dire comment 

construire n (a^© a^) a. partir de n (a^ ) et TT ( a ^ ) , mais on n'en possede pas 

de construction directe. On n'a aucune idee non plus de la fagon dont determiner 

TT(CJJ ^^2) directement a partir de TT ( a ) et TT (a^) , sauf si ou cr est de la 

forme x Sp(d) pour un caractere x de Fv , ou somme de representations de 

cette forme. 

Plus ge*ne*ralement, on peut se poser le probleme suivant : 
k 

Soient n , . . . , n^ , n des entiers > 1 et r : J I GL ((C)—• GL (<C) une r e -1 k — n^ n 

presentation (algebrique) . Si on se donne, pour l < i ^ k , un element o\ de 

Q. (n.) , on peut parler de l 'element r(<jj, . . . , a ) de Q(n) . Comment construire 

n( r (a^ , . . . i C ^ ) ) a partir de TT (a^),..., n (a^) ? Le seul cas non tr ivial connu de 

ce probleme de "fonctorialite" ( * ) est celui de la representation adjointe de 

GL(2, <C) dans GL(3, C) ( [Ge j ] ) . 

Considerons une extension finie K de F dans F , et les ensembles Q et 
F K 

G correspondants. On peut definir des applications IndT : (J • Q et 
K F K K 

R e s ^ : Q—• (JK grSce, respectivement a l'induction a WF de representations 

( * ) C'est un cas particulier du ceiebre principe de fonctorialite de Langlands 

[ B o ] . 
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de W et a. la restriction a W de representations de W . De fagon plus K K F 
precise, soit o - (p , N ) une representation de W . A la representation p de 

F F F W on associe sa restriction Res p a W , et on pose Res o = (Res p , N ) . F K K K K 
En sens inverse, si p1 est une representation de dans un espace W , on 

F K 
note Ind p' la representation de W induite par p' : c'est la representation, 

K F 
par translations a. droite, de W dans l 'espace des fonctions f de W dans 

F F 
W qui verifient f(h g ) = p'(h) f (g) pour h ^ W „ , g £ W _ . Si a' = ( p ' , N ' ) est 

F F 

une representation de WJ^ , on pose Ind^ a' = (*n<^ P' » N ' ) , N ' etant I 'endo­

morphisme qui transforme la fonction f : g»—• f(g) en la fonction f : g>-+ N ( f ( g ) ) . 

Le probleme est alors de voir comment se traduisent ces operations d'induction 

du c6te des representations admissibles irreductibles des groupes GL(n, F ) . 
La. encore, les resultats sont maigres . 

En degre 1 , la restriction R e s ^ Q ( l ) — • SC trac*uit Par *a comPosition 

avec la norme de K a F d'un caractere de F* . En degre 2 et 3 , et pour F 

de caracteristique 0 , pour K une extension cyclique de F de degre premier , 

Langlands [ L a ] (resp. Fl icher [ F l ] ) ont defini un changement de base 

CI(2)—<• Q(2) (resp. 0(3)—*(2(3)) qui reflete la restriction de K a F . 

Ce qui correspond a 1'induction n'a ete construit que si K est quadratique sur F, 

a ( 1 ) — • a (2) [ J L ] ou cubique sur F , Q (1) —• G ^ ( 3 ) [ j P S l ] . Onne 
K F K F 

connaft rien sur les autres cas. 

Le versant automorphe egalement fournit une structure tres riche. Soit ft 

le Zj-module l ibre de base G (J { 1} (ou 1 designe la representation triviale du 

groupe tr ivial G L Q ( F ) ) . A lo r s on peut munir ft d'une structure de bigebre 

graduee commutative, a unite et co-unite, munie d'une inversion de bigebre trans-

formant ± G en ± G [ Ze l ] . Comment traduire cette structure du c6te galoi-

sien ? (voir [ Z e 2 ] pour un exemple de ce genre de problemes) . 

En fait ft apparait comme la somme disjointe pour n > 0 de groupes ft^ , 

ou ft est le groupe de Grothendieck de la categorie des representations lisses n 

de longueur finie de GL(n, F ) (* ) # Cette categorie possede-telle une interpreta­

tion galoisienne ? 

(* ) Une representation lisse de GL(n, F ) est un homomorphisme de GL(n, F ) 

dans le groupe des automorphismes d'un espace vectoriel W de dimension quel-

conque sur C, chaque point de W ayant un etabilisateur ouvert dans GL(n, F ) . 
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