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SERIES DE DIRICHLET
par

Pierrette CASSOU-NOGUES

Soient un corps de nombres totalement réel K et CK sa fonction zé&ta de

Dedekind, définie par

CK(3)= T No'® pour Re(s)>1

la sommation étant étendue 2 tous les idéaux entiers non nuls de K et Nqg dé-
signant la norme absolue de 1'idéal o . T. Shintani [ 13] a montré que 1'on pou-
vait écrire QK(S) pour Re(s)>1 comme une somme finie de séries du type
by P(m+x)-s
me]Nr
ou P(X)e @l XI' ,Xr] est un produit de n =[K:D] polyndmes homogenes du
premier degré a coefficients réels positifs, r est inférieur ou égala n ,

xel)r et

P(X+x) = P(X1+x vees Xr+xr) .

1’
Il a alors montré que ces séries se prolongent & tout le plan complexe en des
fonctions méromorphes dont les valeurs aux entiers négatifs sont rationnelles.

I1 retrouvait ainsi le théoréme de Klingen-Siegel [9J, [14] : pour tout entier

3*
keN , ¢ (1-keR.

Soit maintenant une extension abélienne finie M de K et ¥ un caractdre
du groupe de Galois de M sur K . Notons L(x,s) la fonction L associée au
caractére x . En utilisant les résultats de Shintani [13], on peut montrer que

pour tout idéal ¢ entier (1-N cl-s x(¢)) L(x ,s) peut s'écrire, pour Re(s)>1,
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sous forme d'une somme finie de séries du type
% P(n+x)-s gn
ne]Nr
n, n
ol §n= 51 grr , les gi étant des racines de 1'unité différentes de 1 . Ces

séries ont un prolongement holomorphe sur € et on peut leur associer des fonc-

tions p-adiques ce qui permet de retrouver les résultats de Deligne-Ribet [e].

Nous voulons maintenant étudier des séries

z(P,Q,8)(s)= £' Q(n) P(n)%¢"
ne]Nr
ou P,QelX,,....X ] et g =(gl,...,gr)ecr, [g.]<1 (' signifie que
l'on somme sur les n tels que P(n)#0 ). Mellin [10] a étudié ce type de séries
dans le cas ou les coefficients de P sont de partie réelle positive. Une telle série
converge absolument dans un demi-plan et Mellin a montré qu'elle se prolonge
atout le plan complexe en une fonction méromorphe dont tous les pdles sont sur

la droite réelle.
Nous allons seulement étudier le cas ou P satisfait la condition suivante (¥) :

Ecrivons P comme somme de polyndmes homogenes de degrés distincts

0,1,2, ...,a.

(X

1

P(X;, ... X )= pa(xl, ws X )P (X

,Xr)+ ...+P°(X1, ,xr) .

Notons { le nombre de gi tels que gi= 1. Si 0<{4<r, on suppose que
€ =1 pour 1<is<{ et g‘i;( 1 pour ¢ <i<r . Alors, ona, Re P(tl,...,tr)>0
i
T
peur tout (tl,...,tr)e R, , (tl,...,tr);!(o,...,O) et Re (%(tl,...,tr)po pour tout
T _ _ .,
(tl,..., t.)€ 1R+ﬂC{(t1,...,tr)|t1—0, "”tL_O} . Si 4=0, on suppose seulement que

r
Re P(tl,...,tr)>0 pour tout (t;,....t )€R_, (tl,...,tr);!(o, e’ 0).
de +
Dans ces conditions, la série converge absolument pour Re(s) > —-%I_Q—L

et elle se prolonge sur € en une fonction méromorphe dont les pdles sont
simples et appartiennent 3 l'ensemble
{s=§ , keZ, k<deg Q+¢ , -s ¢IN} .

Nous étudions les valeurs aux entiers négatifs et les résidus aux pbles. Ces
valeurs appartiennent-elles au corps K engendré sur D par les coefficients des

polyndmes P et Q et les gi ? Si ce corps est un corps de nombres, peut-on
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définir des fonctions p-adiques associées ? Si ces valeurs n'appartiennent pas 2

K, que peut-on en dire ?

Nous allons tout d'abord traiter le cas des séries de Shintani pour introduire
les outils utilisés dans la suite. Apreés avoir donné les moyens de calculer les
valeurs aux entiers négatifs et les résidus aux pdles nous étudions des cas ou les
valeurs sont interpolables p-adiquement et nous faisons quelques remarques dans

le cas ol elles ne sont pas algébriques.

Pour un polynéme P quelconque, les résultats les plus précis que l'on ait

actuellement sont ceux de Sargos [11].

I. - Séries de Shintani

On considere ici des séries du type

*r
(1) 2(B,.8)(s)= 5 Pltx) " g%, x=fx)_._ €R
ngINT
ol
7 .® (i)
(2) P(xl,...,xr)=i[=1l (vi' Xp+.tv ) X ) rs<n
Posons
o) ey 4o
(3) (X)= vy Xyt by OX
_[1) (1)
(4) Mj (Y)-vj Y1+._.+ vj Yn
LEMME 1. - Pour tout s¢ € tel que Re(s)>1
© © -1
(5) r(s)® Z(Px,g)(s)=.[;) % g(H) (¢, .. tn)s dt ... dt
ol
s -Mj(t) xj
(6) g(t) ,1, -M (t) g 1
e j
Preuve. - On utilise
N0 s . n ® ® g1 -1 -_g_lL(i)(m+x)ti
g7 lll (m+x)) " I{(s) =£ ...j‘o ty ety el dtg...dt
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n i) r
S LV (mtx)t.,= & M. (t) (m. +x,) .
i1 i35 G

et

LEMME 2. - Pour tout s¢ € tel que Re(s)>1

, n ®opge1. A .1 — §-17
(M e z®,.8)(s)=3 [u Taul ... gluy) ||y, ]| ay
x & {)‘ro1 tAY At
ou
. e—qu(y)xj
(8) gi(uY)=]_l'TM(y)—"‘ y=lypeabny) -
=1 £.-1
j

Preuve. - On considére pour 1<i=n, D, le sous-ensemble de ]Rn tel que
1

D, = {te R", 0<t <t 4=1,..,i-1,i+1,...,n]

et dans Di , on fait le changement de variables

t
_ -4
u = tl s yL ti 4 7! i
Posons
m 3™ 3™ am 3™
) Ai = ’ m m
Y3 91 i oY,
6i =(0, , 1, , 0)
LEMME 3. - Pour tout entier m =0
mn mn
(-1 m! - m
(10) Z(Px'g)(-m)_ n(mn)! i=21 au‘mn Ai gi(uY) u=0
y=58,
On a donc a étudier
&S L e A e
au &Y g-1 lu=0 ktl g k4l cu o oo

DEFINITION 3.- Pour tout je]N* , pour tout P¢C [X] on pose :

R S A
= -1 P(- .
(11) A(P) A (P (D (-2)

Avec ces notations, on a :
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LEMME 4. - Pour tout entier k=0

1 a5t g eubx K Ktz A ((Xx R )
(12) ue | = (-1) +1 1 :
k+1 dllk+1 e-ub_1 u=0 k+1 j=1 j
k _k
. g -ubx K k+1 A ((X+x) b))
(13) "k _-ub =(-1) = j
du e €-11lu=0 j=1 (1-8)

Remarque. - Si bk désigne le k-iéme nombre de Bernouilli, (12) donne 1'égalité
+1
z, (XS
ke2 A (X7

b =z :
k+l =1 Jj
Preuve. - On utilise les égalités formelles
Log T _ & a-y? SO - (1-1)’"!
1-T j=1 J T-§ j=1 (l_g)-]
et le fait que
k
d—[ mulee) (g _ouyi 1], =0 si k<j-1
du u=0
et
dk -u(x-1) uJ -1 k+ j- k
S_[e (1-e ] = (-1) ( )( 1y (x-u
k | = -1
du u=0

On considére maintenant plusieurs indéterminées.

DEFINITION 5. - Pour tout je N'T, pour tout Pg €lX,,....X 1, onpose

h booget ,- A 4 teteT
19 % ®=z . f (). 1)(-1)1 F B(ety et ) -
Jl,..., Jr L1= r_l Ll - T
On a donc
i i i i
A (XX D)= (X)) een (X
Jlr --.er 1 r Jl 1 _]r r

On rappelle que 1l'on a supposé que si { est le nombre de §i tels que k;i:l

et si O0<{<r, alors

§=(L..,1,g, 1vhB)

r

DEFINITION 6. - On note cpg la forme C -linéaire

o : c[x,...,xr]—. C
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On a alors

mn mn+4{,
g(uy) = e (A_)(-1)
. ™" Iu=0 § m
ou rnj+1
Xtx )M,
L nyt L EFMN T m
m,!... m! (m +1)M.(y) ' ,((X+x)Mj(y” :
m1+...+m =mn 1 -roj=1 j j j=4+1
Posons
.-m! 2
m  n(mn)! i§1 Ai(Am) :
Nous avons donc montré
THEOREME 7. - Pour tout entier m =0
2(P,,€) (-m)= 9 () -
Le polyndme am possede la propriété suivante :
PROPOSITION 8. - Pour tout entier m =0
t m
aQ
a =P
BXI BXL m x
Preuve.

1 T m
2 = 3 —mal T (x x ) M(y))
3X,...2X m,!..m_! y

1 1 m1+ +m =mn 1 r j=1 U

r n n (i) mn
=( 2 (XAx)My)] P (2 L (X4)y,)
j=1 J J ] i=1 1
t .
© m ! n n (IZ)X n m
L (X+ =
n(mn)! j 51 Ai1(1§=1 ( x)yiz) B (X)

COROLLAIRE 9. - Si gi;!l pour tout i, pour tout m=0

A.(P;n)
Z(Px,g)(-m)zz 'j— .
jo(1-¢)

On peut maintenant montrer comment interpoler p-adiquement ces valeurs
(ce qui permet de retrouver le théoréme de Deligne-Ribet [6]). Soit p un

nombre premier impair de Z , on note Dp le corps p-adique élémentaire et
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Cp le complété d'une cldture algébrique de Dp . On suppose que P satisfait la
propriété suivante : il existe Pl(xl’ X )€ Z[Xl, cees Xr] tel que

Px(xl' vees Xr)= Pl(pXI, ,pXr)
et Pl(O,...,O)E 1(p) .

On suppose aussi que gie Cp et ll-giIZI pour tout i, On déduit alors du

corollaire 9 que, pour tout m =0

[Z(P_,8) (-m)|=1 .

On pose ) .
J j, -1 j -1 EAPE SRS SRS o
1 T ) Je 1 r s
ki(s)_l,f:l "'Lz=1 (Ll-l)"'({,r-l)('l) Px(-Ll, cees =)
r

La fonction >‘j est une combinaison linéaire finie A coefficients entiers de

fonctions exponentielles. De la propriété Aj(Xk) =0 si j>k+l, on tire

2
')\j(s),Sp1 pour tout sezp
A.(s)
On en déduit donc que la série I ] est uniformément convergente et dé-
i o(1-8)

finit une fonction d'Ilwasawa,

II. - Cas_général

Dans le cas général, on obtient un résultat du m&me type que pour les séries

de Shintani. Pour l'obtenir, on étudie

-P(n)t, dt

M(s) 2(P,Q.6) (s)=[ ¢°( £ Qm&" e MY <

0 nelN
et on cherche le développement asymptotique au voisinage de zéro pour t>0 de

o rQ(n) gn e—P(n)t
nelN

a1'aide de la formule d'Euler Maclaurin [15]. Avec les hypotheses imposées

au polyndme P le développement asymptotique est de la forme

5 a tn/cx
n=-deg Q-{ B

Si tous les §i sont différents de 1, il est de la forme
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s,

ou a_ ne dépend pas du polyndme P .

Sil'on n'impose pas la condition % , la série Z(P, Q, £)(. ) peut avoir des

-P(n)t

pdles multiples et le développement asymptotique de Z,‘];\Ir Q(n) gne est
ng

de la forme Y a (Log t)m tn/a [8], etles coefficients a ne s'obtiennent
n,m nm nm
pas par les méthodes précédentes.

Lorsque P vérifie des propriétés particulieres, on peut utiliser une trans-
formée de Mellin adaptée a2 P . Par exemple, dans le cas des séries de Shintani

o P est un produit de n polyndmes homogenes de degré 1, on a utilisé I‘(s)n.

Pour étudier les fonctions z@ta associées a des cdnes homogeénes auto duaux,
Satake [12] construit une fonction I" associée au cdne. La fonction dont on
cherche le développement asymptotique est plus simple mais le domaine d'inté-

N

gration peut &tre difficile a étudier [12].

Le théoréme qui permet de calculer les valeurs aux entiers négatifs et les

résidus aux pSles est le suivant :

THEOREME 10.- La série Z(P, Q, €)(.) absolument convergente pour

+de R . .
Re(s) > L_a_g_Q_ se prolonge a tout le plan complexe en une fonction méromorphe

dont tous les pdles sont simples et appartiennent A l'ensemble

[E , avec keZ, k<{ +deg Q} .

Pour tout k¢ Z , k<4 +deg Q, il existe un polyndme SkeC[XI, ,Xr] tel

que
lim (s-X) r(s) 2(P,Q,8)(s)= v, (S))
a € "k
s+ (k/a)
Le polyndme Sk est donné par les formules suivantes :
Posons
(s
= cees +... yeees .
P(xl,... X Y) Pa(xl,...,xr)w Paﬂ(xl, X )+ 4Y Po(x1 X)

On définit de la méme fagon le polyndme 2. Posons

-P(xl, ...,xr,y)
H(xp, .o X 1Y) = 9(x1, X hY)e

Soit S, la fonction définie sur IR:+1

e
S(xl,...,xr,t)= H(tl,

. t(f . ...,(xr+a!)t,t)dt1...dtL
*1 al) X ar)

ey t{’y (x{,+1+a{,+l)t,
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Alors le polyndme Sk est le polyn8me associé A la fonction polyn8me

1 a (1 +degQ-k)

Sk(xl""’ = T (7) le,...,xr,t),

(¢ +deg Q-k)! 'dt =0

On peut remarquer que le polyndme Sk vérifie

gL—————s(x X )= QP° oh k= -k'
3%, ...9X, “k 1o X)E ou Xk =-ka

= 0 sinon.

III. - Cas ol les valeurs sont algébriques et interpolables p -adiquement

On déduit du théoréme 8 les corollaires suivants :

COROLLAIRE 11. - Si gi 7! 1 pour tout i, alors Z(P, Q, ) se prolonge en

une fonction holomorphe sur € et pour tout ke IN

A.(QPk)
Z(P,Q,¢€)(-k) =X
J(1- 5)
COROLLAIRE 12.- Si P(X;,...,X )= x‘; +x‘; +...+x‘i‘ et si
) a-1
QX e r X )= x‘; e Xy QX e X))

alors Z(P, Q, g)(.) a {4 poles qui se trouventen s=1,...,4 . Pour tout

entier k=0

k!
(k+2) !

k+4,
P
g (

Z(P, Q, §)(-k)= Q) -
Dans ces deux cas, il est clair que Z (P, Q, §)(-k) appartient, pour tout k ,

au corps K, engendré sur D par les coefficients de P, Q etles §i .

Soit p un nombre premier impair. On suppose qu'il existe

P (X X )€ zp[xl, e xr] tel que

1 1,-

P(X s, X )= Py(X), 00, X)) et

Pl(O, v.,0) =1 mod(p Zp)

Choisissons un plongement T de K dans CP . On suppose en outre que pour
tout i tel que §, £1
[1-(g)[21
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et |t(Q(n))]<1 pour tout ng N® . Ona alors le

THEOREME 13. - Il existe une fonction analytique sur Zp , f‘r.' (P,Q,8)(.)

telle que pour tout entier k=0

fT(P,o.g)(-k)upg(Pko)-

Si gi% 1, pour tout i, alors f est une fonction d'Iwasawa.

La preuve est la m&me que pour les séries de Shintani.

Les applications essentielles de ce théoréme, sont d'une part le théoreme
de Deligne-Ribet, d'autre part l'existence de fonctions p-adiques pour

P(X,,..., Xr) =X, +...+ X’r qui permettent de définir les analogues p-adiques

1 1
des fonctions T -multiples de Barnes [1].

Il faut encore noter qu'il existe des fonctions Z(P, Q, €)(.) qui prennent
des valeurs algébriques aux entiers négatifs et que 1'on ne sait pas interpoler

p-adiquement. C'est le cas des séries de Shintani si 1'un des gi est égal a 1.

IV. - Cas ou les valeurs aux entiers négatifs ne sont pas algébriques

Il existe effectivement des cas ou les valeurs ne sont pas algébriques. Par
exemple
3 3 3 3 8 13 4, =
z(x1+x2+x3+x4 ,1,1)(0)= -5 b4 r(3) +b1g ()

1
puisque I‘(g) est transcendant,

On va seulement faire ici quelques remarques sur ces valeurs lorsqu'elles

ne sont pas algébriques.

On suppose P fixé homogene de degré o . On note K le corps engendré
sur D par les coefficients de P et les racines q-iémes de 1'unité. On suppose

€ =1 pour tout i.
i
Pour tout ke Z, k< deg Q+r , on note
Z(P, Q) (k)

pour désigner la valeur de Z(P,Q)(.) pour s=k si -k¢ N, ou le résidu
pour s=k si ke]N* .

10
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On note 60 le K-espace vectoriel engendré par les Z(P, Q) (k) lors-
que Q¢ K[Xl, e Xr] et ke Z , k<deg Q+r . On a le théoréme

THEOREME 14, - L'espace 60 est un K-espace vectoriel de dimension in-

férieure ou égale 3 ar-l dont un systéme de générateurs est donné par
v, -1 v-1 X v

1 r i
Z(P,X1 Xr ) ( a )
r
ou (vl, ,vr) parcourt 1'ensemble des r-uples d'entiers tels que X V.= 0
i=1

mod (a) , 0<v,=a .
Exemples

Notons a ~b pour exprimer le fait que a/bcF .

F
= x% o . .
a) P(X.,XZ)- 1 + X2 . La dimension de do est 1 . En effet,
4
v,-1 v_-1 v +v v v
1 1 2 1 2
Z(P,X X ) ) ~ T~ T
1 2 a a a

. _ [ ) K
puisque v1+ v, = 0 mod a.

b) P(X,,X,,X —X3+X3+X3 La di ion de & t 4 é

) P( 10 Xy X3)= Xy ,*+X; . La dimensionde § es . 8, apour
systéme de générateurs
2

z(P,1)(1) ; z(P,XYZ)(2) ; z(P,X YZZZ)(3) H Z(P,YZZ)(Z).

On a

Z(P,1)(1) ~ 1"(%)3

Z(P,XYZ)(2) ~ I‘(%)3
0
Z(P, XZYZZZ) (3) ~ 1
Z(P,YZZ)(Z) ~ r(-;-) 1‘(%) .
[ 9]

On sait que I‘(%) et T sont algébriquement indépendants et donc 60 est de

dimension 4 .

On peut remarquer que dans tous les cas ol le polynéme P est symétrique
ar-l est strictement supérieur a la dimension de 60 , car on ne distingue pas

les séries

1
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vl-l vr-l
Z(P,X1 e X ) (s)
vr-l Vl-l
et Z(P,Xl e X ) (s)

On ne sait presque jamais calculer la dimension de 60 . D'une part, lorsque l'on
peut faire des calculs explicites on a des valeurs de fonctions I" en des
nombres rationnels, sur lesquelles on a peu de résultats, d'autre part dans la

plupart des cas on ne sait pas faire de calculs explicites.

Le phénomene signalé pour les polyndmes symétriques disparait si 1'on intro-

duit les séries suivantes :

Soit Hy le groupe des racines @-iéme de 1'unité. Pour tout ¢ EH; et tout
polynéme Q tel que deg Q+r = 0(a), on définit

-8
rr

Zg(P,Q) (s)=2 Cqeee grQ(glnl, e Cm) P(glnl, . C.n )
On voit que si { estun élément diagonal

Z. (P,Q)(s) = 2(P,Q)(s) .

On note ﬁ; le quotient de u; par les éléments diagonaux. On étudie alors la

matrice
vl-l v =1 Zvi
_ T
xp ZQ(P, X1 Xr ) ( " ) . oy
€ “a
zviso(a)
o<v. =a
1
THEOREME 15. - Si les formes Xi _BB?P n'ont pas de zéro commun non trivial,
i

la matrice ZP est inversible.

3 3 3 . .
Si le polyndme P(Xl , X2 , X3)= X1 + X2+ X3 , la matrice considérée est

12
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13
., Zg(P,l)(l), ...,1“(3) €16565 -
23 2 2 2
Zg(P,XYZ)(Z), ...,r(3) €16y 650 -
2 1 -2
.,Zg(P,XY)(Z),... ...,r(3)r(3)g1g22,...
2 1, 2
.,Zg(P,XZ)(Z),... ...,r(3)r(3)g1§23,...
2 1. 2 2
i, - ...,zg(P,YX)(z),... - e TRITE) ¢, ¢ -
2 1. 2 2
.,Zg(P,YZ)(Z),.... ...,1‘(3)r(3)gzg3,...
2 1 2 2
.,Zg(P,ZX)(Z),... ...,1“(3)1“(3) €381 » e
2 1 2 2
.,zg(p,zy )2y, ... ...,1“(3)r(3)g3g2,...
.,zg(P,szzzz)(Z),.. 1
-3 3
CeHy CEM,

r
Etant donné un r-uple (Vl' «o»v) satisfaisant 0 <v, <a et '21 V= o(a),
1:
notons

A={ilvi,=£o(a)}.

Notons aussi PA le polyndme déduit de P en faisant Xi= 0 pour i{A et gA

le Card A-uple déduit de ( en supprimant les composantes pour i @A . Il est

facile de voir que

v, -1 va-1 Zv, v.-1 . v,
1 r i T 1 1éA i
Z (P,X, ..X_ )=~z (P, ,]|]| X, )

¢ 1 r a K Ca A icA

v.-1 L Vi
Les valeure Z_ (P, , , , X.1 ) (LE'A——’) peuvent alors s'identifier avec les
CA A icA i a

périodes sur les variétés PA= 0.

Prenons 1'exemple de la courbe de Fermat F(3)

X3 + X3 =1
1 2"
Rohrlich [7] a montré que la lattice des périodes de F(3) relatif au choix des
différentielles holomorphes xI-l x;-3 dx1 avec 0O<r, s, t<3 et

r+s+t =0 mod 3 est l'espace engendré par

13
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. r® rd
rj+sk r s 3 3
N ¢ Y N e
3T 3 ) 0<r,s,t<3
r+s+t = 3
0<j, k<3

On considere ZQ (P,1)(1) et ZQ(P,XYZ)(Z). Alors A ={1,2,3}. On iden-

tifie D,i a “; par

(gl’ QZ’ €3) b————— (gl ’ QZ’ 1)
z o (®,1)(1)=3 "
.
1
z . (P, XYZ)(2)== ¢
. 3

rG) rG re

2j+2k 2 2 2
d r@) ri reG -

L'identification avec les périodes dans ce cas est claire.

Cette identification est étudiée dans [5].
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