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SÉRIES DE DIRICHLET 

par 

Pierrette CASSOU-NOGUÈS 

Soient un corps de nombres totalement reel K et Q sa fonction zSta de 

Dedekind, de*finie par 

C ^ ( S ) = i : NQ"S pour R e ( s ) > l 

la sommation e*tant etendue a tous les ideaux entiers non nuls de K et No de-

signant la norme absolue de l'ide*al Q . T. Shintani [ 13] a montre* que l'on pou-

vait e*crire C T ^ ( S ) pour Re(s)> 1 comme une somme finie de series du type 

S P(m+x)"S 
rnelNr 

ou P(X)£ (Q[X , . . . , X 3 est un produit de n = [K : Q] polynSmes homogenes du 
1 r 

premier degre* a. coefficients re*els positifs, r est infe*rieur ou egal a n , 

x £ <Qr et 
P(X+x) = P(X„ + x, , . . . , X +x ) . 

' v 1 1 r r' 

II a alors montre* que ces series se prolongent a tout le plan complexe en des 

fonctions me*romorphes dont les valeurs aux entiers ne*gatifs sont rationnelles. 

II retrouvait ainsi le theoreme de Klingen-Siegel C9J , [ 14 ] : pour tout entier 

k€lN* , CK(l-k)€«Q • 

Soit maintenant une extension abelienne finie M de K et x un caractere 

du groupe de Galois de M sur K . Notons L(x>s) la fonction L associe*e au 

caractere x • En utilisant les re*sultats de Shintani [13 ] , on peut montrer que 
1 -s 

pour tout ide*al c entier (1-Nc x(c))L(x»s) peut s'e*crire, pour Re(s) > 1, 

1 



P. CASSOU-NOGUBS 

sous forme d'une somme finie de séries du type 

S P(n+x)"8 §n 
n f N r 

n n 
n 1 r ^ 

ou § = £ . . . £ , les £ etant des racines de l'unite* diffe*rentes de 1 . Ces 
1 r 3i 

series ont un prolongement holomorphe sur <C et on peut leur associer des fonc-

tions p-adiques ce qui permet de retrouver les re'sultats de Deligne-Ribet [ 6 ] . 

Nous voulons maintenant e*tudier des series 

Z(P.Q, § ) ( • ) = E' Q(n) P(n)"s?n 
ngINr 

ou P , Q € C [ X 1 , . . . , X r ] et S = ( 5 1 . - - . 5 R ) € « , | § . | ^ 1 ( £' signifie que 

l'on somme sur les n tels que P(n)^0 ) . Mellin [10 ] a etudie ce type de series 

dans le cas ou les coefficients de P sont de partie re*elle positive. Une telle serie 

converge absolument dans un demi-plan et Mellin a montre* qu'elle se prolonge 

a. tout le plan complexe en une fonction meromorphe dont tous les p61es sont sur 

la droite re*elle. 

Nous allons seulement etudier le cas ou P satisfait la condition suivante (#•) : 

Ecrivons P comme somme de polynomes homogenes de degres distincts 

0 , 1 , 2 , . . . , a . 

P ( X l f . . . , X ) = P ( X 1 f . . . , X ) + P . ( X , , . . . ^ ) + . . . + P ( X , , . . . , X ) . 
x 1 r7 a 1 r a-1 1 r7 o 1 r7 

Notons t le nombre de ĝ  tels que § .= 1 . Si 0<t < r , on suppose que 

g =1 pour l < i < £ et g .^1 pour £ < i< r . Alors, on a, ReP(t , . . . ,t )> 0 
i r 1 i r 

pour tout ( t r . . . , tr)€lR+ , (t1,.. . , t r ) / ( 0 , . . . , 0 ) et Re (P ( t J f t r ) ) > 0 pour tout 

(t . , . . . , t )£ l R r n f { ( t . t )lt = 0 , . . . , t = 0 } . Si 1=0, on suppose seulement que 
1 r 4- t 1 r ' l 

ReP(t1 , . . . , tr )>0 pour tout ( t j , . . t r ) € , (tj tr) ^(0, . . . , 0) . 

, deg Q+l 

Dans ces conditions, la serie converge absolument pour Re(s) > 

et elle se prolonge sur <C en une fonction me'romorphe dont les pdles sont 

simples et appartiennent a l'ensemble 

{ s = - , k ^ Z , k <deg Q+l , -s ^1N] 

Nous e*tudions les valeurs aux entiers negatifs et les re*sidus aux pales. Ces 

valeurs appartiennent-elles au corps K engendre* sur (Q par les coefficients des 

polynSmes P et Q et les §. ? Si ce corps est un corps de nombres, peut-on 
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SERIES DE DIRICHLET 

de*finir des fonctions p-adiques associe'es ? Si ces valeurs n'appartiennent pas a 

K , que peut-on en dire ? 

Nous allons tout d'abord traiter le cas des series de Shintani pour introduire 

les outils utilises dans la suite. Apres avoir donne les moyens de calculer les 

valeurs aux entiers ne*gatifs et les re*sidus aux pSles nous e"tudions des cas ou les 

valeurs sont interpolables p-adiquement et nous faisons quelques remarques dans 

le cas ou elles ne sont pas alge*briques. 

Pour un polynSme P quelconque, les re'sultats les plus precis que l'on ait 

actuellement sont ceux de Sargos C l l ] . 

I. - Series de Shintani 

On considere ici des series du type 

(i) Z ( P , § ) ( s ) = 2 P(n+x)"S§n, x = { x ) eG*r 
X n€]Nr j l S j ~ r 

où 

(2) P ( X r . . . , X r ) = | | (v[l) X j + . - . + v ^ Xr) r s n . 

Posons 

( 3 ) L(i)(X,= X1+ . . .+v ( i>X 
v ' 1 1 r r 

( 4 ) M. (Y)= v ^ Y , + . . . + v f ^ Y . 
J J 1 J n 

LEMME 1. - Pour tout s ^ C tel que R e ( s ) > l 

(5) r ( s f Z ( P , ? ) ( s ) = / ° ° g ( t ) ( t . . . t j8"1 dt . . . dt 
0 0 

ou 

(6) 

-M.(t) x. 

J e J bj 

Preuve. - On utilise 
n (n 

n , oo a i 1 -2 Lw(m+x)t. 

f\| | L ( l W x ) r s r ( s ) n = ; ...j t - - i . . . t - - i . i - i ' d t r d t . 

i=l o o 1 1 n 
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P. CASSOU-NOGUSS 

et E l i^ (m+x)t. = Z M.(t)(m.+x.) . 
i=l 1 j=l J J J 

LEMME 2 . - Pour tout s £ <C tel que R e ( s ) > l 

(7, r(s)n Z(P . ? ) ( - ) = S / " u " - 1 ^ / . . . J 1 g (uy) | | y8-1 | | dy 
i=1 0 0 0 1 IA 1 lA 1 

où 

(8) gi(uy)= 
r 

j=l 

-uM .(y) x. 
e J J 
-uM.(y) 

e > Sj-1 

y = ( y 1 . . - . . 1 . . . . .yn) • 

Preuve. - On considere pour l < i ^ n , D. le sous-ensemble de IRn tel que 

D.= ft£]Rn, 0 < t < t . ; I = 1, . . . , i -1, i+1, . . . ,n] 
i L * I i 

et dans , on fait le changement de variables 

u = t. , y = 
l 'x. 

t 

t. 
I 

I 4 i • 

Posons 

(9) ^M1 

am 

* 1X1 
3yl 

am 

ay i - i 

am 

aymi+1 

9m 

aymr 

6. = (0 , 1 , . . . , 0) . 

LEMME 3 . - Pour tout entier m > 0 

(10) Z ( P X , 5 ) ( - m ) = 
(-1)mn m ! 
n (mn) ! 

n 

i=l 

mn 
o 
^ mn 
d u 

m g.(^y) 
u=0 " 
ly=6. 
J I 

On a done a e*tudier 

dk 

duk 

-ux 
e 
e"U S-l u=0 

si e / 1 et 
1 

k+1 

dk+1 

-i k+1 du 

-ux 
ue 
e"U-l u=0 

DEFINITION 3 . - Pour tout j £ IN* , pour tout P £ < C [ x ] on pose : 

(11) Xj(P) = 
j 

1=1 

j-1 
l-l' (-1) 

l - l 
P ( - 4 ) . 

Avec ces notations, on a : 
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SERIES DE DIRICHLET 

LEMME 4 . - Pour tout entier k^O 

(12) 
1 

k+1 

> + l a 
. k+1 
du 

-ubx 
ue 

-ub , 
e - 1 

u=0 
( - D K + 1 1 

k+1 

k+2 

j=1 

x.((x+X)k+1 bk+1) 

j 

(13) 
dk 

duk 

-ubx 
e 
-ubc , 

e §-1 u=0 
( - D K 

k+1 

j=l 

X.((X+x)k bk) 

(l-§)j 

Remarque. - Si b designe le k-ieme nombre de Bernoulli, (12) donne l'e'galite' 
•K -1 . -

bk+l= 

k+2 

j=l 

xj(xk+1) 

j 

Preuve. - On utilise les e*galite*s formelles 

Log T 
1 - T 

oc 

j=l 

(1-T)^1 

j 
et 

1 
T-S 

00 

j=l 

(1-T)j-1 

(l-§)j 
et le fait que 

dk 

du 
[ e ^ ' f l - e V - 1 ] 

u=0 
= 0 si k < j - l 

et 

dk 

duk 

[e-u(x-1)(1-eu)j-1] 

u=0 

= ( - D K + 1 
j 

1=1 

j-1 
l-l' 

(-1)l-1(x-l)k . 

On considere maintenant plusieurs indetermine'es. 

DEFINITION 5 . - Pour tout j^INT*1", pour tout P g C C , . . . , X^] , on pose 

(14) XJi, ,JR(P) = 

j1 

lr=1 

jr 

lr=1 

j1-1 

l1-1 

jr-1 

I -1 
r 

£ -+ . . . £ -r 
( -1)1 P ( - ^ , . . . , - i r ) . 

On a donc 
xj1,...,jr(xi1.1 xir r)= 

Xj ( x ^ . - x ( X / , . 
Jl Jr 

On rappelle que l'on a suppose que si £ est le nombre de ĝ  tels que ĝ  = 1 

et si 0<>C<r, alors 

5 = ( l . . . . . l . 5 4 + 1 . . . . . S r ) • 

DEFINITION 6. - On note m la forme C -linéaire 

cp : <C[Xr . . . , X r ] • <C 

P ' • 
J 

X.(P) 

3 " 

i=i 
ji 

r 

i=4+l 

(1-Si)ji 
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P. CASSOU-NOGUBS 

On a alors 
mn d 

, mn du 
g(uy)i 

«u=0 

=§s(Am) (-1)mn+l 

ou 

A = m 
mlH +m =mn r 

(mn) ! 
m!... m ! 

1 r 

JL 

j=l 

( ( X + x ) M (y)) 
m.+l 

(m.+l)M.(y) 
J J 

r 

j=l+1 
XX+x.JM^y)) 

m 

Posons 

a = 
m 

m ! 
n(m n)! 

n 

i=l 
• A ) . 
1 m 

Nous avons done montre 

THEOREME 7 . - Pour tout entier m > 0 

Z(Px ,? ) ( -m)= cp?(am) . 

Le polynome G possede la propriete suivante : m 

PROPOSITION 8. - Pour tout entier m > 0 

al 
a x , . . . d x 

a = pm . 
m x 

Preuve. 

al 
B X - . . . 3 X , 

1 I 

A = m m.,+...+m =mn 1 r 

(mn) ! 
m- ! . . . m ! 1 r 

r 

j=i 
[(X.+X.)M.(yl 

m 
.1 J 

= r 

j=i 
(x+x)M(y)rn= n 

i=l 

\ 
L 

(i) 
(X+x)y.)mn 

et 
m I 

n (mn) ! 
n 

'r1 
n 

V1 
(i2) 
L (X+x) y 

4 
mn pm(x) . 

X 

COROLLAIRE 9. - _Si §.^1 pour tout i , pour tout m^O 

Z(P , ? ) ( - m ) = 
j 

. m 
X.(P ) 

•1 * 

(1-§)J 
. 

On peut maintenant montrer comment interpoler p-adiquement ces valeurs 

(ce qui permet de retrouver le the'oreme de Deligne-Ribet [ 6 ] ) . Soit p un 

nombre premier impair de 2£ , on note le corps p-adique elementaire et 
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SERIES DE DIRICHLET 

<C le complete* d'une cloture alge*brique de ID . On suppose que P satis fait la 
P P 

proprie*te* suivante : il existe P. (X , . . . , X )£ Z [ X . , . . . , X ] tel que 
1 1 r 1 r 

P x ( x 1 , . . . , x r ) = P1(px1>. . . .Pxr) 

et P^O. . . . . 0 ) s l(p) . 

On suppose aussi que §-€^p et | l " § - | — * pour tout i , On de*duit alors du 

corollaire 9 que, pour tout m ^ O 

| z ( P x , § ) ( - m ) | < l . 

On pose 

X ( . , = 
j l 

V 1 

4 
t =1 
r 

A - 1 . 
lr-1 

jr-1 

lr-1 
-1 

t , + ...+l -r 
, 1 r pxur...,-Vs • 

La fonction Xj est une combinaison line*aire finie a coefficients entiers de 

fonctions exponentielles. De la proprie*te \.(^) = 0 si j > k+1 , on tire 

!xj(s)!<p il I 
pour tout &C.7L 

P 

On en deduit done que la serie 
j 

xj(s) 

( l -§) j 
est uniformement convergente et de*-

finit une fonction d'lwasawa. 

II. - Cas ge'ne'ral 

Dans le cas ge'ne'ral, on obtient un re*sultat du meme type que pour les series 

de Shintani. Pour l'obtenir, on e*tudie 

r(s) Z ( P . Q , 5 ) ( B ) = 
00 

0 

ts. 

n^]Nr Q(n)§n e-P(n)t 
at 
tt 

et on cherche le deVeloppement asymptotique au voisinage de ze*ro pour t > 0 de 

n^JNr 
Q(n) §n e 

-P(n)t 

al'aide de la formule d'Euler Maclaurin [15] . Avec les hypotheses imposees 

au polyn6me P le deVeloppement asymptotique est de la forme 

n^-deg Q-l 
a t n 

n/a 

Si tous les g. sont diffe*rents de 1 , il est de la forme 

n>0 
a t n 

.n/ot 

7 



P. CASSOU-NOGUES 

ou ne depend pas du polynSme P . 

Si l'on n'impose pas la condition , la serie Z(P , Q, g ) (. ) peut avoir des 

pSles multiples et le deVeloppement asymptotique de £f Q(n) g e *D(n)t est 
n$TN n 

de la forme E a (Log t)m tn a [ 8 ] , et les coefficients a ne s'obtiennent n m nm nm 
pas par les me'thodes prece*dentes. 

Lorsque P ve*rifie des proprie*te*s particulieres, on peut utiliser une trans­

formed de Mellin adapte*e a P . Par exemple, dans le cas des series de Shintani 

ou P est un produit de n polynSmes homogenes de degre* 1 , on a utilise r(s)n. 

Pour e*tudier les fonctions zSta associees a des c6nes homogenes auto duaux, 

Satake [12 ] construit une fonction r associee au c6ne. La fonction dont on 

cherche le deVeloppement asymptotique est plus simple mais le domaine d'inte-

gration peut §tre difficile a etudier [ 1 2 ] . 

Le theoreme qui permet de calculer les valeurs aux entiers negatifs et les 

residus aux p61es est le suivant : 

THEOREME 1 0 . - La serie Z ( P , Q , g ) ( . ) absolument convergente pour 

Re(s) > ^ +a6^ ^ se prolonge a. tout le plan complexe en une fonction meromorphe 

dont tous les pdles sont simples et appartiennent a l'ensemble 

1Q 

{— , avec k £ Z , k < £ + d e g Q } . 

Pour tout k £ 2£ , k < I + deg Q , il existe un polyndme Sk £ <C [ , . . . , X ^ 3 tel  

que 

lim 
s-+(k/oc) 

( s - k ) r ( s ) Z(P ,Q,g ) ( s )= cp (sk) . 
c) a S 

Le polynSme S^ est donne par les formules suivantes : 

Posons 

P ( X r . . . , Xr, Y) = P ^ , . . . , Xr , +Y Pa+1(X1( . . . , Xr) + . . .+Ya Po(Xl X ; . 

On de*finit de la m8me fa con le polyn6me 2 . Posons 

H(Xl, . . . ,xr ,y)= 3 (x l f . . . ,xr ,y)e 
- P ( x l f . . . , x r , y ) 

Soit S , la fonction d^finie sur R+ r+1 

S(x1}.. . ,x ,t) = 00 

(x1+a1)t 

00 

(x +a )t 

H(t1,...,tl,(xl+1+al+1)t,...,(xr+ar)t,t)dt1...dtl . 

8 



SERIES DE DIRICHLET 

Alors le polynSme est le polyndme associe* a la fonction polynSme 

S k ( x r . . . , x r ) = 1 
(l + deg Q-k) ! 

d_ 
vdt' 

(t +degQ-k) 
S(x1, . . . ,xr , t) 

t=0 

On peut remarquer que le polynSme ve*rifie 

ax . . . a x 
1 <£, 

S, (X- , . . . , X )= QPk' ou k = -k'ct k 1 r 

= 0 sinon. 

III. - Cas ou les valeurs sont algebriques et interpolates p - adiquement 

On de*duit du the"oreme 8 les corollaires suivants : 

COROLLA IRE 11. - Si g. ^ 1 pour tout i , alors Z(P , Q , g ) se prolonge en  

une fonction holomorphe sur C et pour tout k £ IN 

Z ( P , Q . §)(-k) = 
X{(QPk) 

j (1-§)J 

COROLLAIRE 1 2 . - Si P ( X , , . . . , X ) = 
1 r 

X? +X* + . . . + Xa et si 1 2 r 

Q ( X r . . . , X r ) = - a - 1 
x1 

a - 1 
xl Q1(Xl+1,...,Xr) 

alors Z(P , Q , g) (. ) â  1 pdles qui se trouvent en s = 1, . . . , t . Pour tout  

entier k ^ 0 

Z(P , Q, g ) ( -k) = k ! 
(k+£) ! § 

(Pk+l Q1) . 

Dans ces deux cas, il est clair que Z ( P , Q, g )(-k) appartient, pour tout k , 

au corps K , engendre* sur ID par les coefficients de P , Q et les g,. . 

Soit p un nombre premier impair. On suppose qu'il existe 

PjX. , , . . . , X ) c Z C x ^ - . - . X 3 tel que 1 1 r'^ p i r n 

P ( X 1 , . . . , X r ) = P 1 ( X 1 , . . . , X r ) et 

P, (0, . . . ,0) =1 mod(p Z ) . 
1 P 

Choisissons un plongement T de K dans <Ĉ  . On suppose en outre que pour 

tout i tel que § ^ 1 

| l - T ( g . ) / ^ l 

9 



P. CASSOU-NOGUES 

et | T ( Q ( I I ) ) | < 1 pour tout n£ ! N R . On a alors le 

THEOREME 13. - II existe une fonction analytique sur Z , f (P , Q , g ) (. ) 
P ^ 

telle que pour tout entier k ^ 0 

fT(P. Q . § )(-k)=q'?(PkQ) . 

Si g. 4 1 , pour tout i , alors f est une fonction d'lwasawa. 

La preuve est la m6me que pour les series de Shintani. 

Les applications essentielles de ce theoreme, sont d'une part le theoreme 

de Deligne-Ribet, d'autre part l'existence de fonctions p-adiques pour 

P(X^, . . . , X r ) = X^ + . . . + X^ qui permettent de de*finir les analogues p-adiques 

des fonctions r -multiples de Barnes [ l ] . 

II faut encore noter qu'il existe des fonctions Z ( P , Q , g) ( . ) qui prennent 

des valeurs alge*briques aux entiers ne*gatifs et que l'on ne sait pas interpoler 

p-adiquement. C'est le cas des series de Shintani si l'un des ĝ  est egal a 1 . 

IV. - Cas ou les valeurs aux entiers n^gatifs ne sont pas algebriques 

II existe effectivement des cas ou les valeurs ne sont pas algebriques. Par 

exemple 

Z(xl + X32 + xl+X34 , 1 , 1)(0) = _ 8 
9 b4 

1 3 
l3y 

+ b 4 
1 

Q 

puisque T {1/3) est transcendant. 

On va seulement faire ici quelques remarques sur ces valeurs lorsqu'elles 

ne sont pas algebriques. 

On suppose P fixe* homogene de degre a . On note K le corps engendre 

sur 0 par les coefficients de P et les racines a-iemes de 1'unite*. On suppose 

g = 1 pour tout i . 
i 

Pour tout k £ Z , k S deg Q + r , on note 

Z(P,Q)(k) 

pour designer la valeur de Z(P, Q) (.) pour s = k si -k£ IN , ou le re*sidu 

pour s = k si k£ I N * . 

1 0 



SERIES DE DIRICHLET 

On note SQ le K-espace vectoriel engendre* par les Z ( P , Q)(k) lors-

que Q ^ K C X J , . . . , X ^ et k£ Z , k < deg Q+r . On a le theoreme 

THEOREME 14. - L'espace <$ est un K-espace vectoriel de dimension in-

fe*rieure ou e*gale a a r-l dont un systeme de g^nerateurs est donne par 

Z(P, Xl 

v - 1 xr v -1 
. r 

v. 
1 

a 

ou (v . . , . . . ,v ) parcourt l'ensemble des r-uples d'entiers tels que 
r 

i=l 
v. = 0 

I 

mod (a) , 0 < v . < a . 

Exemples 

Notons a pour exprimer le fait que a /b^F . 
F 

a) P(Xi,X2) = xa1+xa2 . La dimension de <$ est 1 . En effet, o 

Z(P, v1 
X 2 
.v1 v1+v2 

a 
Q r 

v1 
a 

r 
v2 

a K 
n 

puisque Vj+V2~ ^ mod a . 

b) P ( X I , X 2 , X 3 ) = 3 3 3 
x 1 + x 2 + x 3 . 

La dimension de ^ est 4 . <$ a pour o o 
systeme de gen^rateurs 

z(P,l)( l) ; Z(P, XYZ)(2) ; Z(P, X2Y2Z2)(3) ; Z(P,YZ2)(2) . 

On a 

Z(P,1)(1) 
ID 

r 
1 
3 

, 3 

Z(P, XYZ)(2) Q r 
,2, 
3 

3 

Z(P, 2 2 2 X Y Z ) (3) Q 1 

Z(P, Y Z2)(2) Q r 
l 
3 

r 
2 

v 3 , 

On sait que r l 
3 

et TT sont alge*briquement independants et done <$q est de 

dimension 4 . 

On peut remarquer que dans tous les cas ou le polynSme P est syme*trique 
r-l 

a est strictement supe*rieur a la dimension de , car on ne distingue pas 

les series 

11 



P. CASSOU-NOGUSS 

Z(P, X l 
v1-1 

X r 

v -1 
(s) 

et Z(P, X l 
v -1 

_ r 
r 

v r l 
(«) 

On ne sait presque jamais calculer la dimension de & . D'une part, lorsque l'on 

peut faire des calculs explicites on a des valeurs de fonctions r en des 

nombres rationnels, sur lesquelles on a peu de re*sultats, d'autre part dans la 

plupart des cas on ne sait pas faire de calculs explicites. 

Le phenomene signale* pour les polynomes symetriques disparait si l'on intro-

duit les series suivantes : 

Soit le groupe des racines a-ieme de 1'unite. Pour tout £ £ | j * et tout 

polyndme Q tel que deg Q+r = 0(a) , on definit 

Zc(P, Q) (s) = S Cr. . £r 0(Q^V ••• . Crnr) P(C1n1... £rnr)"S • 

On voit que si £ est un element diagonal 

Z (P,Q)(s) = Z(P,Q)(s) . 

— r r On note fî  le quotient de par les elements diagonaux. On etudie alors la 

matrice 

* P = Z C ( P . x l 
v1-1 

X r 

v -1 
r r 

V . 

a 
C € i I a 

! > . = 0(a) 

o < v < a 
i 

THEOREME 1 5 . - Si les formes X. 
I 

o P 
ax. i 

n'ont pas de zero commun non trivial, 

la matrice 2p est inversible. 

Si le polynSme P(X^ , X^ , X^) -
3 3 3 

x 1 + x 2 + x 3 , la matrice considered est 
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xp 

'. . . , Z ( P , l ) ( l ) , . . . \ 

Z ( P , X Y Z ) ( 2 ) , . . . \ 

. . . . Z C ( P , X Y 2 ) ( 2 ) , . . . 

Z £ ( P , X Z 2 ) ( 2 ) 

. . . . Z S ( P , Y X 2 ) ( 2 ) , . . . 

. . . . Z £ ( P , Y Z 2 ) ( 2 ) 

. . . . Z C ( P , Z X 2 ) ( 2 ) , . . . 

. . . . Z C ( P , Z Y 2 ) ( 2 ) , . . . 

. . . . Z / . ( P , X 2 Y 2 Z 2 ) ( 2 ) , . . . 

C6M3 

. . . . r(1/3)3 C l C 2 C 3 . . . . 

...,r(2/3)3 c2^ £ 3 ' ••• 

. . . . r(|) r(|) C j 4 - ••• 

. . . . r(|) r(|) C j 4 ' ••• 

. . . . r(J) r(|) c2 C j . • • • 

.. •, r(|) r(|) c2 S2 . . . . 

. . . . r(|) r(|) £3 q2 . ••• 

. . . . r(j) r(|) c3 c2 > ••• 
1 

r - 3 
C6H3 

Etant donne* un r-uple (v . , , . . . ,v ) satisfaisant 0 < v . < a et 
1 r 1 

r 

i=l 
v.s 0 ( a ) , 

notons 

A = { i I v. ji 0 ( a ) } . 

Notons aussi le polynSme de*duit de P en faisant X . = 0 pour i^A et 

le Card A-uple de*duit de Q en supprimant les composantes pour i ^A . II est 

facile de voir que 

Z C ( P , 
. V 1 x r 

r 

v -1 , r £ v. 
R 1 

a K 
ZcA (PA, 

i € A 
X . 

1 

v.-l 
. , 1 

i6A vi 

a . 

Les valeurs Z (P. , 
CA A i € A 

X . 
1 

v.- l 
1 , if A 

v 
1 

a 
peuvent alors s'identifier avec les 

p^riodes sur les variete*s P^ = 0 . 

Prenons l'exemple de la courbe de Fermat F(3) 

Xl + X 2 = 1 • 

R&hrlich [ 7 ] a montre* que la lattice des pe*riodes de F( 3) relatif au choix des 
r- l s-3 

diffe*rentielles holomorphes x^ x^ dx^ avec 0 < r , s, t<3 et 

r+s+t s 0 mod 3 est l'espace engendre" par 
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. . . . £r-*+sk ( l - £ r ) ( l - C 8 ) 
r 

1 
v3' 

r 
s 

3r r+s 

3 

,... 
0<r , s, t < 3 

r+s+t = 3 
0 < j , k < 3 

On considere Z (P, 1)(1) et Z ( P , X Y Z ) ( 2 ) . Alors A = { 1 , 2 , 3 } . On iden-
m-3 2 

tifie a par 

( C 1 , C 2 , C 3 ) ' » (C1, C2, 1) 

ZZ 1 k,1 ( p . l ) ( l ) = 
1 

3 cj+k r 
, 1 
3 

r ,1 , 
3 

r 
1 

3 

Z j k 
(CJ.£ .1 ) 

(P, XYZ)(2) = 
1 
3 

£2j+2k 
r 

t 
k3 

r 
2 

r 2 

3 . 

L'identification avec les periodes dans ce cas est claire. 

Cette identification est etudiee dans [ 5 ] . 

-:-:-:-
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