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RESULTATS ET PROBLEMES SUR LA STRUCTURE GALOISIENNE
DES ANNEAUX D'ENTIERS

par

Jean COUGNARD

Introduction
a) Généralités

Avant de présenter les problemes, donnons quelques notations., Toute extension
algébrique L de degré fini sur @ est supposée contenue dans une cldture al-
gébrique ® de D fixée une fois pour toutes ; notons QL = Gal(@/L). Soient K
une extension algébrique de degré fini sur @ et N une extension galoisienne de
degré fini de K , de groupe de Galois G=‘QK/QN . Pour toute extension L de
D (resp. de DL , complété {-adique de @ pour la place £ ), on note DL la
cléture intégrale de Z (resp. ZL) dans L . L'anneau DN est un DK[G]-

module de rang 1 et, par restriction, un Z[G]-module de rang [K : Q] .

C'est Hilbert qui, le premier semble-t-il, s'est intéressé a la structure de
9y comme QK[GJ-module. En particulier, quand nN est-il QK[G] -libre ?
Z[G]-libre ? On peut aisément donner une condition nécessaire : soient £ un
idéal premier de DK , PZ=PNZ et PDN ( '_l ‘pi) la décomposition de PQN

1=
en produit d'idéaux premiers de Q.. . On dit que N/K est modérément ramifiée

N
en P si pfe ; ondit que N/K est modérément ramifiée si elle est modéré-

ment ramifiée pour tout P . Ona :

PROPOSITION 1. - Pour que 9

N soit SK[G] -projectif, il faut et il suffit que

N/K soit modérément ramifiée.
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J. COUGNARD

On a en fait le résultat plus précis suivant : 8i P estun idéal premier de Dp
modérément ramifié dans N/K et DKP le complété de i)K en P, alors il
existe un élément a de {)N tel que {)KP ®DKQN soit isomorphe 2 QKP [G]a.
On dit que o est localement libre en P sur SK[G] ({No], [S1]).

Dans les deux premidres parties, nous supposons N/K modérément ramifiée.
La premiére partie est consacrée aux liens entre la structure de DN comme
Z[G]-module et les constantes de 1'équation fonctionnelle des fonctions L
d'Artin. Dans la seconde partie, nous indiquons des résultats récents sur la
structure de DK[G] -module de DN lorsque K # @ . Dans la troisidme partie,
nous donnons un apergu des travaux effectués lorsque l'on ne dispose plus de
1'hypotheése de ramification modérée. Mais avant méme d'aborder

la premiére partie, il convient de modifier le probléme et, dans la question ,DN

est-il SK[G] (ou Z[G]) -libre, de remplacer libre par stablement libre :

Soient CLL (DK[G]) la catégorie des DK[ G]-modules localement libres et
KO(DK[G]) le groupe de Grothendieck de cette catégorie. Le rang d'un module
localement libre permet de définir un homomorphisme de groupe de KO(DK[ G))
sur Z . Le noyau de cet homomorphisme est le groupe des classes projectives

de DK[GJ , on le note CI(DK[G]) .

On dit que deux {JK[G]-modules localement libres M1 et M2 sont stable-
ment isomorphes 8'ils ont mé&me rang et méme image dans CI(DK[G]). Il re-

vient au méme de dire que M @DK[G] et M2® DK[G] sont isomorphes,

1
Deux modules isomorphes sont stablement isomorphes mais la réciproque est

fausse ([S2]). La distinction entre isomorphe et stablement isomorphe n'existe
que si K[G] ne vérifie pas la condition d'Eichler ([S2], [V]). Enfin, lorsque

les modules sont de rang strictement supérieur 3 1, les deux notions cofncident
([F2]).

On peut développer ces notions avec tout autre ordre de K[ G].

Dans le cas des extensions modérément ramifiées, on doit donc comparer la
classe de DN et celle de SK[G] (resp. (z[G])[K : D]) dans CI(DK[GJ)

(resp. C1(Z[G])).
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STRUCTURE GALOISIENNE DES ANNEAUX D’ENTIERS

b) Description du groupe des classes ([F 3])

A. Frbthlich a donné une description de Cl(nK[G]) particulitrement adaptée
aux problemes de structures galoisiennes des anneaux d'entiers. Soit RG le
groupe des caractdres virtuels de G. Pour DcLc® et [L:D]<«, on note

J(L) 1le groupe des idtles de L et J(D) = liE!.'l J(L).

Considérons ¥ le caractere d'une représentation T de G ; on obtient, en
prolongeant par linéarité un homomorphisme d'anneaux de QK[G] dans Mm(ﬁ) .
Pour chaque x¢ DK[G]* , le déterminant de T(x) : det(T(x)) appartient a o ;
8i T1 et T2 sont deux représentations de G correspondant au méme carac-
tére y , on a det(Tl(x))= det(TZ(x)). On note detx (x) cet élément. L'application,

quia y associe detX (x) se prolonge en une application de R _ dans ﬁ* , com-

G
mutant a 1'action de QK, On en déduit un homomorphisme de DK[G] * dans
Horn0 (RG, ©%), on note Det((aK[G] )*) son image. De facon analogue, en notant
K
U(DK[C,])= | | (DK .[G]*), on construit un sous-groupe Det(U(DK[G])) de
Hom_ (R ?J(ﬁ) ). On a l'isomorphisme :
QK G

M CI(SK[GJ)°H°“‘QK(RG’ J(Q))/Homn (R @) Det(U(D, [G])).

K

1. - Structure de Z[G]-module lorsque N/K est modérément ramifiée

La classe (.DN) de D . se trouve dans un sous-groupe de Cl(Z[G]) :

N
Soit M un ordre maximal de N[ G] contenant Z[G] a M définit un homomor-
phisme de C1(Z[G]) dans Cl(It) et (DN) se trouve dans le noyau D(Z[G])

de cet homomorphisme. On peut donner une autre description de ce sous-groupe.

Soit S 1l'ensemble des diviseurs premiers de G, pour pgS, on note
= 1i * = 0% =11 *
Up 11r_1.1 (Zp ®,90;)" et Ug p]e_,S Up’ on pose également 9 11_1;n o, (les
limites inductives étant, comme précédemment, prises sur les extensions L de
degré fini de @) on a alors :
2 D(Z[G])~H R_.,,U - —
2) (Z[G])~Homy (Re. Ug) /ont (R , DY pet(] ] (Z_[a])*) .
1} Q G
0] PES
Le signe + signifiant que 1'on ne considére que les fonctions prenant des valeurs

totalement positives pour les caractéres symplectiques ([F 3] théoréme 11 et

appendice).
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J. COUGNARD

Par ailleurs, on peut associer a tout caractéres virtuel y de G une fonction

d'Artin A(s,x) méromorphe sur €, vérifiant une équation fonctionnelle

Ms,x)= W(x) A(1-s, X).

On définit ensuite :
W'(x)= W(x) si x est symplectique

W'(x)=1 sinon,

L'extension N/K étant modérément ramifiée, W' appartient 3 HomO (RG, US)
(9]
([F3]).

Le théoréme suivant, démontré par M. J. Taylor résout une conjecture de

Frdhlich.

THEOREME 1 ([T 2]).- L'image (W') de W' dans CL(Z[G]) est égale ) O -

Les premieres conséquences sont immeédiates : les valeurs de W' étant +1,
2 :
ona DN@DNm (Zz[G]) [K:@] et, par ailleurs, sil'ordre de G n'est pas di-
visible par 4, nNa-z[G][K:D] )

Une conséquence plus inattendue est la suivante :

COROLLAIRE ([F6]).- Sil'ordre de G est m et si K contient les racines

m-iémes de 1'unité, alors DN est Z[G]-libre.

Ceci tient au fait qu'alors (W')=1 et [K:DQ]>2. Avant de démontrer le

G dans US, commutant avec

l'action de (3, et représentant (DN). A chaque caractere virtuel ¥ de G, on

0]
associe la somme de Gauss galoisienne TN/K(X) ([M], [F3]). Par ailleurs, la

théoreme, il faut construire une fonction de R

proposition 1 associée au théoreme d'approximation faible montre 1'existence

d'un élément a de DN tel que, pour p de S :

(Z 88y [Cl)a~Z 8 D -
Soient alors {0} un systéme deé représentants des classes de QQ/QK et
A = ,—,( EGgo(a). g_l)eM[G] (M cl8ture galoisienne de N sur @ ). L'élé-
mentoA définit une application Det(A) de R, dans ©* . Frohlich démontre

G
-1
([F 3] théoreme 4) que Det(A) T™N/K est un élément de Hoan(RG, Ug) et

2 - '1 '
que (QN) est représenté par u= Det(A)TN/KW .

20



STRUCTURE GALOISIENNE DES ANNEAUX D’ENTIERS

Indications sur la méthode suivie par M. J. Taylor ([T1], [T 2])

I1 suffit de prouver que Det(A) II\-&K appartient a

Hom,' (R, 0% Det(ﬁ Z _[G]*). Comme les sommes de Gauss se décomposent

On G peS P

en produits de facteurs locaux , on se ramene a un probleme local. Pour
P ™N/K, P P

chaque place P de K , on utilise la fonction définie par Deligne ([D]) ap-

P ¥p
partenant a Hom{; (RG, US) ([F-T]) et qui satisfait certaines congruences

([F 3] théoreme 13). Taylor démontre qu'il existe une extension E de K,

galoisienne sur D telle que

(3) # Det(A)TT Tiis o vo eDet(T [ o [G1%)
ply N/E.RP tle Eg
3" * Tk, p Y € Detl HL(DKIDCG]*” si PfL .

(On a en particulier T 1 si P n'est pas ramifié dans M/D .)

N/K,p TP~

On en déduit que la {-composante de uW' appartient a

(TT Det(n, [GI*)SE/R)
£l £

I1 faut maintenant utiliser le ''logarithme entier' pour montrer que ce groupe
est inclus dans Det(ZL [G1¥), puis procéder de meme pour chacune des places

1eS.

Mais, pour arriver aux propriétés (3) et (3'), on constate qu'il suffit de

montrer que les fonctions T appartiennent 4 un groupe Det( ).

N/K,P TP
C'est ici que le formalisme introduit par Frdhlich pour décrire Cl(Z[G]) et
D(Z[G]) prend tout son intérét. En travaillant avec RG’ et non avec un facteur
simple de Q[ G], il met en évidence des propriétés fonctorielles liées aux
changements de groupes ([F 3], appendice). Or on a des propriétés semblables
pour les sommes de Gauss. Ceci permet 2 Taylor d'utiliser un théoreme de
Brauer sur la représentation des groupes et de se ramener d'abord au cas ou G
est un groupe élémentaire puis au cas ou G est un p-groupe. L3, 3 nouveau, il

peut utiliser son ''logarithme entier' pour vérifier des congruences sur les som-

mes de Gauss et conclure,

La fonction W' permet de connaftre la structure de DN comme
Z[ Gal(N/K) ]-module. Le probldme inverse de la détermination de W' 2 partir
de propriétés algébriques de DN vient d'étre résolu ([C.N-T]). La seule
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J. COUGNARD

structure de Z[G]-module de 9Q,, n'étant pas suffisante ([F4]), il convient de

N
lui ajouter une structure hermitienne ([F 4]).

2, - Structure de QK[G] -module lorsque N/K est modérément ramifiée (K#D)

On a peu de résultats précis dans le cas ''relatif'. Il semble qu'aucune conjec-

ture ne soit envisagée a 1'heure actuelle.

Pour un certain nombre d'extensions abéliennes, L.. Mc Culloh sait déterminer
quels sont les éléments de CI(SK[G]) qui sont de la forme (DN) [Mc C1],
[Mc C2].

Récemment, une nouvelle approche a été tentée par I. Brinkhuis ([Br]) liant
ce probléme aux problémes de plongement des extensions, ce qui impose

certaines contraintes :
Soient K/k une extension galoisienne de groupe de Galois Gal(K/k ), une suite
exacte d'homomorphismes de groupes
(E) l—s A —— T— £ — 1
et un isomorphisme entre 5 et Gal(K/k). On fait opérer I" sur K[A] par :
VveK, VdégA, YyeT Y(v6)=Y(v)Y6Y'1
ou l'action de I" sur K se fait via Y .

Considérons A un sous-anneau de K[ A] stable par l'action de I" et cher-
chons une extension N de K gabisienne sur k avec des isomorphismes entre
Gal(N/K) (resp. Gal(N/k)) et A (resp. I') de sorte que le diagramme suivant

soit commutatif,

1 - A — T — - 1

| l l

1 —— Gal(N/K) —— Gal(N/k)—— Gal(K/k)—— 1

et qu'en plus AQ_ . soit A isomorphe a A .

N
Lorsque A =K[A], on obtient le probléme de plongement usuel, pour
A= .DK[ A], on obtient le probléeme de plongement avec base normale. On a la

condition nécessaire :
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STRUCTURE GALOISIENNE DES ANNEAUX D’ENTIERS

PROPOSITION 2. - Supposons que ce probleme de plongement ait une solution,

alors 1'application Pp ¢ A— A* définie par pA(6)= 6_1 se prolonge en un

1-cocycle PaA de T" dans A*

Si, maintenant, on suppose que A est abélien, on peut avoir une meilleure

interprétation. Considérons la suite exacte de Hochschild-Serre ([McL])

1 — iz, )32, gl a% 225, wl, aY® . v, s

[

u2(, A)

ou 1'homomorphisme de HZ(Z, A) dans HZ(Z,‘,A*) se déduit de l'injection de A

dans A% |

La suite exacte (E) définit un élément C_, de HZ(Z, A) ; sile probleme du

E
plongement posséde une solution, 1l'image de CE dans HZ(Z',A*) est égale a

celle de [pA] par la transgression T .

Supposons, pour la suite de ce paragraphe que A = DK[A] et que A est
abélien. La suite exacte de Hochschild-Serre se révele plus efficace si on la rap-

proche d'une suite exacte due a2 Frdhlich et C.T.C. Wall ([F-W]). On a :

T
1 — Hi(Z,8) — Hl(ok, 5 —— vl 0" —— Bz, 8

'
1] +

1— 12,8, [ 8]")— Pic(0,[8],5) — Pic@, 8" — HE,g[419.

On a des homomorphismes naturels entre les groupes qui se trouvent aux extré-
mités de chaque ligne. On constate que HI(QK , A)Z = Homz (QK » 4) ; aunho-
momorphisme surjectif de QK sur A correspond une extension galoisienne N
de K , également galoisienne sur k . Brinkhius construit des applications ''faible-
ment multiplicatives'" g (resp. g de HI(QK , A)2 (resp. Hl(QK » A)) dans
Pic(DK[ A ])Z (resp. Pic (DK[ A],%)) : en particulier si f, et f, sont deux
éléments surjectifs de Homz (QK ,A) correspondant a des extensions de discri-

minants (relativement 3 K ) premiers entre eux alors g(f1 f2)= g(fl) g(fz) .

Soit alors N une extension de K , modérément ramifiée sur K , galoisienne

sur K correspondant a2 un élément f de Hl(ﬂK,A)2 1l'image T(f) est la classe de
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J. COUGNARD

1l'extension de groupe :
1—— Gal(N/K)—— Gal(N/k)—— Gal(K/k) —— 1

et son image par g est la classe de Q__ dans Pic(DK, A).

N
On peut donc, étant données une classe dans HZ(Z, A ) etune autre dans

Pic(ﬁ [A])2 , se poser la question de savoir s'il existe un élément surjectif f

de Hom (ﬂ ,A) dont elles soient les 1mages Bien entendu, il est nécessaire que

ces deux classes aient méme image dans H (2 Q [A] ). C'est 1'étude de cette

condition qui conduit au résultat suivant :

THEOREME 2 ([Br]) : Soit N/K une extension abélienne de groupe de Galois

A , abélien d'exposant; n ; soit M une racine primitive n-i¢me de 1'unité. On

suppose que K/Q est abélienne, modérée, et qu'il existe un sous-corps k de K

vérifiant les hypotheses

K Nk(p )=k

1— Gal(N/K)— Gal(N/k)— Gal(K/k)— 1 est une extension centrale

non scindée dont la classe de cohomologie est d'ordre impair.

Dans ces conditions DN ne possede pas de {)K-base normale.

Exemple 1. - Soient { un nombre premier impair, N/D une extension cyclique
2
de degré L~ et K le sous-corps de degré { . L'extension N/K ne posside pas

de DK-base normale.

Exemple 2.- Soient { un nombre premier impair, p un nombre premier congru
a 1 modulo {,2, N = D(p) et K 1l'unique sous-corps de degré p-1/¢{ . L'ex-

tension N/K ne possdde pas de base normale.

L'étude du me@me carré commutatif conduit pour { =2 également a des résul-

tats originaux ([Br])

Soient K = D(,/d) une extension quadratique réelle (d =1(4)), € 1l'unité

fondamentale ; on suppose que N (e)= -1 . Les DK[ Z/2Z] modules de

K/Q
rang 1 réalisables comme anneaux d'entiers forment un sous-groupe de
Pic(ﬁK[Z/ZZJ) isomorphe au sous-groupe des éléments d'ordre 2 du groupe des

classes de K Considérons les extensions quadratiques N de K, cycliques sur
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STRUCTURE GALOISIENNE DES ANNEAUX D’ENTIERS

@ et n'ayant pas de ramification en dehors de celle de K/D : toutes les classes

réalisables sont réalisées une fois et une seule par un corps N de ce type.

3.- Les extensions sauvagement ramifiées

La condition de la proposition 1 n'est plus vérifiée. Le module . n'est plus

SK[G] -projectif et donc n'est plus Z[G]-projectif. Il n'est plus quesI\:ion de
chercher son image dans C1(Z[G]). Face 2 cette situation, plusieurs directions
de recherches donnant lieu 2 des exemples, des contre-exemples et quelques ré-
sultats synthétiques ont été explorées : soit en essayant d'étudier DN sur un
autre ordre que Z[G], soit en introduisant une autre catégorie de Z[G]-mo-

dules.

1°) L'ordre associé

Soit A = {AeK[G], )‘QNC DN} l'ordre associé 3 .DN dans K[G]. Lorsque
K =@, on peut, pour un certain nombre de groupes, montrer que DN est A-lo-
calement libre et parfois A -libre ([L], [B1], [J]) ; malheureusement
A.-M. Bergé ([B2]) a construit des exemples ol DN n'est pas A-projectif, et

mis en évidence des phénomenes qui expliquent ces propriétés ([B3]).

2°) L'ordre maximal

On sait ([R]) que tout module de type fini, sans torsion, sur un ordre maxi-
mal est localement libre. Pour un ordre maximal It de DQ[G] on construit le
M -module M DN . La encore le comportement est agréable pour certaines famil-
les de groupes ([C1], [F 5]) mais devient vite décevant ([C2], [W]), la
M -structure de M DN pouvant dépendre étroitement de 1'ordre M choisi.

A moins qu'il n'existe un ordre maximal privilégié. Cette question est en fait liée
3 des résultats de M. J. Taylor ([T 3], [T4]) qui envisage le rdle de l'ordre
maximal sous un autre aspect, dans un certain nombre de cas particuliers

Soit M un ordre maximal de Q[G] contenant Z[G] au lieu de considérer

()
N

m DN , il étudie Q le plus grand M -module inclus dans DN . Il suppose en

outre :

- tous les caractéres absolument irréductibles de G sont de la forme

Xy = Indgy (x) ou x estun caractére de degré 1 d'un sous-groupe HX* de G
L
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et de plus, 0(x) = Q(x,)

- s8i n est l'exposant du groupe G, K contient les racines n-iemes de

1'unité. On peut écrire RG]= ® M ](Q(x* )) et donc

[G:H
* Xn
K[G]=~ )e(a Mg, H ](K®DQ(X*)).
L'ordre R(x,)= [G/H J(Z[X ]) (resp. R (X )= M[G HX ](’3 Z[X]))

est un ordre maximal de M[G H ](D(X*)) (resp. (K® D(X*)))

[G:Hx ]
On a alors :

est isomorphe

THEOREME 3. - Le plus grand RK(X*)-module inclus dans Sy

a RK(X*) comme R(x,)-module.

En fait 1'intérét pour Q(Sm) remonte, au moins, 3 un article de Fr8hlich ([F 1]),
article qui est 3 1'origine d'un travail d'A. Nelson en partie publié ([N1], [N2]).
Comme le travail précédent de Taylor, celui de Nelson met l'accent sur les re-

présentations monomaiales.

3°) Les représentations monomiales

Soit 1'ensemble des couples (H,®) ou H estun sous-groupe de G et ¢® un
caractére de degré un de H . Par conjugaison intérieure, le groupe G opére
sur ces couples. Considérons MG, c* le groupe abélien libre engendré par les
classes de conjugaison (en fait, on peut définir une structure d'anneau sur cet

ensemble : [Dr], [D]). L'induction des caracteéres permet de définir un homo-

morphisme d'anneaux de M # dans RG
G C

On peut également construire un anneau A _, en définissant une multiplication

G
sur le groupe abélien libre engendré par les classes de conjugaison des couples
(A,£) ot TcAc G, 3 distinguédans A et A/S abélien ([N1].

construit un homomorphisme de groupes g de AG dans M x Ppar:
G,C

Gl = (4,9).
@lz=1
Ces anneaux et les applications définies ont de '"bonnes'' propriétés relative-

ment aux opérations liées aux changements de groupes ([N1]).
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STRUCTURE GALOISIENNE DES ANNEAUX D’ENTIERS

Soient maintenant L un corps de nombres, I' un groupe abélien et M 1l'ordre
maximal de L[G] relativement 2 o (T étant abélien il est unique). Pour
tout 9 [ T]-module M engendrant un L[I']-module libre de rang n , on désigne
par Mm) le plus grand M -module inclus dans M et on définit :

(@) .2

bM, o [T))= [® 9, (113 (m:m™)

idéal fractionnaire de Q. , introduit par Frbhlich, 2a l'aide d'invariants relatifs
L P

de réseaux dans [F1]).

Revenons a notre situation initiale ot K est un corps de nombres, G un groupe
fini et M un DK[G] -module engendrant un K[ G]-module libre. On définit un ho-
momorphisme de groupes b de AG dans le groupe ]K des idéaux fraction-

M
naires de K en posant, pour un générateur (A, ) :

PR
by, ((8.2) = b(M™, DK[A/E .

On dit que le module M est ""monomialement factorisable' si bM se factorise
par M % Via g On peut aisément trouver des modules qui ne vérifient pas

G,
cette propriété ([N1]), en revanche :

THEOREME 4 ([N1], [N2]).- L'anneau des entiers DN est monomialement

factorisable.

Remarque. - L'application qui factorise bD se décrit en termes d'invariants

. . N
arithmétiques,

4°) Changement de catégorie

Il s'agit essentiellement des idées de J. Queyrut ([Q1], [Q2], [C.N-Q].
Soit S 1l'ensemble des diviseurs premiers p de l'ordre de G pour lesquels il

existe un idéal premier P de N, au-dessus de p, sauvagement ramifié dans

N/K .

On définit le groupe Gs® (Z[T]) de la fagon suivante : c'est le quotient du
groupe abélien libre engendré par les classes d'isomorphismes de Z[G]-modules
de type fini, sans torsion, par le sous-groupe engendré par les éléments
(M) - (M') - (M") ol

0O—s M =— M— M'"'— 0
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est une suite exacte localement scindée pour les places n'appartenant pas a S .

On peut énoncer :

THEOREME 5 [Q2].- Dans G;(Z[G]) on a 1'égalité
[oy]-[K:R][Z[G]]=0.

On peut penser que ce résultat n'est pas le meilleur possible car pour S = g,

on obtient un résultat plus faible que le théoreéme 1.

I1 semble qu'il faille considérer GZ (Zz[G]) 1la catégorie des Z[G]-modules
de type fini, localement libres pour les places n'appartenant pas a S et
Ki(Z[G]) son groupe de Grothendieck. Tous les groupes définis dans ce qua-
tridme point admettent une description analogue 4 celles des formules (1) et (2)
([Q1]). La conjecture suivante est rendue plausible par le nombre de cas ou elle

est vérifiée ([C.N-Q]) :

CONJECTURE. - L'élément [DN]- [K:D][Z[ G]] estd'odre 2 dans

S
KO(Z[G]) , il est trivial si les constantes de 1'équation fonctionnelle des fonctions

L d'Artin valent +1 pour les caractéres symplectiques de G .
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