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Séminaire E.N.S. (1978-1979)

Exposé n° 6

SUR LES CLASSES DE CHERN

D'UN ENSEMBLE ANALYTIQUE COMPLEXE

J.P. BRASSELET ET M.H. SCHWARTZ

INTRODUCTTON

Soit W un ensemble analytique complexe irréductible, de
dimension pure 2n, sous—ensemble d'une variété analytique complexe M de
dimension 2N. Dans [q , 1'un d'entre nous a défini (en cohomologie) des
classes obstructrices liées a une stratification de W. Elles coincident avec
les classes de Chern usuelles, dans le cas d'une variété analytique complexe.
D'autre part, Mac-Pherson rZ], en réponse a une conjecture de Deligne et
Grothendieck, a montré 1'existence (en homologie) de classes de Chern pour

les ensembles analytiques complexes.

Le but de ce travail est de montrer le résultat suivant

Théoneme : Les classes de Mac-Pherson sont images, par isomorphisme

)

d'Alexander H;(M) —> H (W) , des classes de M.H. Schwartz

2N-%

Les classes de Mac-Pherson sont construites a 1'aide des classes
de Chern-Mather. L'essentiel de la démonstration va consister a déterminer
un cycle particulier de la classe de Chern-Mather. Le théoréme s'en déduira

en explicitant un cycle de la classe de Mac-Pherson.

(%) Cette dénomination, utilisée lors de 1'exposé, n'est pas celle sous laquelle
ces classes ont été introduites (fl] et [5]).
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CLASSES DE CHERN

1 - Rappels et nésumé de La démonstration.

1) Les classes de Chern-Mather.

Soit W un ensemble analytique complexe, irréductible, et de dimension
pure (complexe) n. On suppose que W est un sous—ensemble analytique d'une
variété analytique complexe M, de dimension (complexe) N. Notons T(M) le
fibré tangent a M et & le fibré associé 4 T(M), de fibre la grassmannienne
des sous-espaces de dimension n de @N. La projection Y : ﬁ > M admet,
au-dessus de la partie réguliére de W, une section, donnée en tout point x,
par 1l'espace vectoriel tangent en x & W. On appelle transformé de Nash, et

on note W, 1'adhérence dans M de 1'image de cette section. La restriction

de u© a W est notée Vv : W~ W. Enfin, on désigne par E le fibré vectoriel

de base Q, restriction du fibré canonique sur M.
Les classes de Chern-Mather sont définies par la formule
(n ey(W) = v B(c(E))

ol R est 1'homomorphisme de dualité de Poincaré, cap-produit par la classe
fondamentale (d'orientation) de Q dans Hzn(ﬁ) [j] et ol C(E) désigne

la classe de Chern de E.

2) L'obstruction Locale d'Euler.

,Z,.) un systéme de coordon-

Soit a wun point de W, et 2z = (Zl"" N

nées locales définies dans M au voisinage de a, telles que zi(a) = 0. La
. 2 - . - _ 2
fonction z WV []zi[ = z;z, est une fonction a valeurs réelles et d[[z]]
peut étre considéré comme une section du fibré dual, réel, T(M)V orienté par
A 2 A
sa structure complexe. On note r la restriction de d||z|| au dual EV
de E.

Pour tout €, on désigne par BE la boule de rayon €

{z : ||z]]| € €} et par §. la sphére {z : ||z|| = €}. Si € est suffisam-

95



J.-P. BRASSELET, M.-H. SCHWARTZ

ment petit, la section r est non nulle au-dessus de \)_](BE - {0}) (%). L'obs-

. L. . oy -1
truction 4 étendre r en une section non nulle de EY, au-dessus de v (BE)’

évaluée sur la classe fondamentale d'orientation de Hzn(v—](BE),V_](SE) H )}

est appelée obstruction d'Euler locale de W en a et est notée
@ Eu (W) = Obs(r,E¥,v7 ().

Cette quantité est indépendante des choix effectués Eﬂ , nous le

redémontrons au paragraphe 10.

3) Les classes de M.H. Schwartz.

Dans la suite, nous noterons {Vi} une stratification de W telle que

(i) {Vi} satisfait aux conditions de Whitney ;

(ii) 1'obstruction d'Euler locale Eua(w) est constante sur chaque
strate.

Nous verrons ultérieurement (corollaire 10.2) que (i) implique (ii),
donc qu'une telle stratification existe toujours.

On considére M comme munie d'une stratification constituée des

strates {Vi} de W et de V0 =M-W.

a) Triangulations de W.

Soit (K) une triangulation de M compatible avec la stratification
(chaque simplexe ouvert Ka est contenu dans une seule strate), elle-méme sub-
division barycentrique d'une telle triangulation. On suppose que (K) fait que
M une variété combinatoire, et on note (D) une triangulation cellulaire de M,

duale de (K), construite a4 1'aide d'une subdivision barycentrique (A) de (K).

Toute orientation de (K) (compatible avec les orientations des
strates), détermine une orientation de (D), de maniére 3 ce que 1l'orientation

d'un simplexe Kg suivie de celle de la cellule duale DéN-q donne 1'orien-—

(¥) En se plagant dans 1'espace ¢N des coordonnées, r ne s'annule en
X = v—](x) que si le n-plan X est orthogonal & Ox. D'aprés la condition (b)
de Whitney, ceci est impossible dans un voisinage assez petit de O.
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CLASSES DE CHERN

tation de M. On note encore DE la

taire, que définit la k-cellule Dz,

Définition 3.1. - On définit

(D)-chaine cellulaire orientée, &lémen-

munie de son orientation.

8§ comme étant 1'application qui, a

toute (D)-chaine élémentaire Dg, fait correspondre la (D)-cochalne de

degré k, duale de DZ et notée G(Dz). On a

ky k
(3) <6(ql).DB>

b) Définitions de E et de E_.

Soit x-¢ M et T(M,x) 1'espace vectoriel tangent en x a M.

Nous dirons qu'un vecteur X(x) de T(M,x) est dans E(x) si X(x) est

tangent 4 la strate de M contenant x.

défini est muni d'une projection 4 : E

Le sous—espace E de T(M) ainsi

» M. Une section de E au-dessus

d'une partie A de M est un champ continu de vecteurs X, défini sur A

et tangent en tout point x de A & la strate de M contenant x.

. *
On associe 3 E, 1'espace E

et, plus généralement, 1'espace Er des

tangents aux strates.

= E, des vecteurs non nuls de E

r-repéres complexes (ordonnés)

Les classes de M.H. Schwartz sont définies comme obstruction a la

construction d'une section de Er au-dessus de W. Pour les calculer, on

construit, une section particuliére de

Er’ appelée champ radial, au-dessus de

wn (D)ZP, ol (D)2P désigne le 2P-squelette de (D), avec P = N-r+l.

Nous rappelons ci-aprés les propriétés du champ radial. La cons-—

truction en sera explicitée au paragraphe 7.
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J.-P. BRASSELET, M.-H. SCHWARTZ

c) Proprietés du champ radial.

Dans toute la suite, nous noterons P = N-r+l1 ; les champs de
r-repéres seront notés comme Zr = (zr-l’xr) le dernier vecteur étant indi-

vidualisé. Nous préciserons, au chapitre III, la proposition suivante

Proposition 3.2. Dﬂ.— On peut construire sur (D)2P une section 2
singularités de Er’ appelée champ radial, notée Zr et dont les singularités,

notées a satisfont aux propriétés suivantes

k’
(1 Z n'a ue des points singuliers isolés ceux—-ci sont des zéros
r ’

du dernier vecteur Xr.

Sur (D)ZP-}, Zr n'a pas de point singulier.
Sur (D)ZP, le champ de (r-1)-repéres Zr—l n'a pas de point singulier.

(ii1) Soit a € V?S n (D)ZP un point singulier de Zr' Si s > r-l,
1'indice de Zr en a, noté I(Zr,a), est 8gal 3 1'indice de la restriction
2s 2s

P PR, < ~
de Zr a Vi n (D)z‘, considéré comme champ de r-repéres tangent a Vi

Si s =r-1, on a I(Zr,a) =+ 1.

s P 2P . .
(iii) A 1'intérieur d'une cellule Du qui rencontre plusieurs strates,

Z, n'a de singularités que sur la strate de dimension la plus 'petite.

De plus, le champ est sortant de certains tubes C)u(vi), voisinages

de Vi dans M (définis au (d) du paragraphe 7).

d) Déginition des classes.

Soit V?s une strate de W et Ti la réunion des cellules fermées
. 2 _ .
de (D) qui rencontrent Vis. Le champ Zr détermine un cocycle d'obstruc-—

tion (voir Dﬂ ; théoréme 32.4 et (b) du paragraphe 8) dans l'espace des (D)-

cochaines de dimension 2P, C?g)(M’M_Ti)' On le note %i et on a
v 2P
> = 2
<¢i>Dy R 1z, 52)
k1 o
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Soit T la réunion des cellules fermées de (D) qui rencontrent W

>

on note encore %i 1'image de %i dans C%E)(M,M—%) et : ¢ = ? ¢, la som—

A
i

mation &tant étendue sur les strates V., de W. On a :
i
<
(4) ¥aTu - 2 w8
i Y op o
Dy, N W@
ol M, o= X I<Zr’ak)’ la sommation étant étendue sur les singularités ay de 2
r
itué d 2P n ; : L
situées dans D W (qui, en fait, sont toutes situées dans une méme strate).
La classe de ¢ d 2P P
c ans Hw (M) est la classe de M.H. Schwartz c W),
de W.

Dans Dﬂ, on montre que cette classe est indépendante de la strati-
fication de Whitney et du champ radial considérés. Il est aussi possible de
montrer (de maniére trés longue...) qu'elle est indépendante des triangulations.
Cependant, le th&or@me que nous nous proposons de démontrer donne une bien
meilleure démonstration de ce dernier point. Il permet de montrer aussi que

cette classe est bien définie en cohomologie entiére.

4) Un cycle parnticulien de La classe de Chern-Mather.

Nous démontrerons, aux paragraphes 6 et 15 les théorémes 6.1 et 15.1
qui impliquent, de maniére immédiate le théoréme 4.1 ci-dessous. Nous montrons
ici que le théoréme principal est conséquence de ce théoréme 4.1 et du corol-

laire 10.2.

1
P Y
Théonéme 4.1.- Soit c = ;z__A Uy, G(DEP) un cocycle de la classe

2P
D, N wto
P
de M.H. Schwartz ¢ (W) ; la classe de Chern-Mather de degré r-1 contient
le cycle
jg::j Eu (W) u KT
2r=-2 %o o o
K W
o
ol M, est le coefficient du cocycle ¢ relatif a la cellule Dép duale de
2r- . -
Kar 2, et ol a, est un point quelconque de Kir 2.
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J.-P. BRASSELET, M.-H. SCHWARTZ

Démonstration du théoneme, a partin du théoreme 4.1.

Comme 1'obstruction d'Euler est constante sur chaque strate, on peut
trouver des entiers n; tels que, pour tout point a de W, on ait
Z n. Eua(vi)=l.(Procéder par dimension décroissante des strates : si les entiers
;ont déterminés sur les strates Vj telles que Vi C Gj’ alors 1'équation

% nj Eua(Vj ) + n. Eua(vi) = 1 détermine n,, puisque, pour a ¢ Vi’

Eua(Vi) = 1).
La classe de Mac-Pherson, de degré r-1, est définie par
V)

(W) = ¢ r_](z n; Vi) = % n; incl, ey, -1 V3

c
r—1 M,

ol incl désigne 1'inclusion de Vi dans W (Dﬂ , Paragraphe 2).

En partant d'un cocycle de la classe de M.H. Schwartz, tel que (4),

(v.)

on peut appliquer le théoréme4.1. 3 chaque Gi. La classe de Mather M1 Y
,

contient le cycle

|

N 2r=2
. - r-
—— _ Eu_ (V.) u K
K21‘ 2C 7. 3 1 o o
o i

et donc, la classe de Mac-Pherson contient le cycle

x“_‘ )
= r-2
Lny i P V) Ky
oRTTTT o,
o i
.. 2r-2
Dans cette somme, le coefficient de Hy, Ka est : Ca =

? n, Eua (Gi), la sommation étant étendue sur les strates Vi telles que

o
2r-2 = P R
Ka c Vi' I1 vient C“ =1, on obtient donc un cycle de la classe

de Mac-Pherson de la forme

)
2r=2
UOL KOL
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CLASSES DE CHERN

L'isomorphisme d'Alexander HZP(M,M—W) — H (W) est induit

2r=2

ar 1'isomorphisme
P

2P ° .
C(D)(M,M T) > LZr—Z,(K)(W)
s - 2P 2p .
qui, & la (D)-cochalne G(Du ) telle que Da N W# @, fait correspondre
- 2r-2 P Ve . '
la (K)-chaTne Ka ([3] ; Détfinition de 1'isomorphisme d'Alexander).

Par cet 1isomorphisme, le cycle que nous venons de déterminer est image du

cocycle (4) . On en déduit le théoréme.

Remarque.- Nous avons, en fait, montré le résultat suivant
Soit (K) wune triangulation simpliciale de M  compatible avec une stratifi-
P

cation de Whitney et soit Zr un champ radial défini sur le 2P-squelette (D)2

d'une décomposition cellulaire duale de (K). On note I(Zr,a) 1'indice de

Zr en son point singulier a et Dip la cellule duale de Kir_z. Alors la
classe de Mac-Pherson de degré r-1 contient le cycle
N 2r=-2 N S
P b, K o, = y 1(Z ,a).
K ey a e’ aw
[¢] k™o
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J.-P. BRASSELET, M.-H. SCHWARTZ

1T - Déginition combinatoine de La classe de Chern-Mathen.

5) Tndlangulations de W et de W.

o

Dans la suite, nous noterons W 1'ensemble des points réguliers de

Lemme 5.1.- Soit x€ Vis , alors

si s=n, dimv ' (x) =0

si s € n-1, diqu_](x) = 2d £ 2n-2s-2.

Démonstration : Nous pouvons munir W d'une stratification {Vj}

telle que, pour tout j, la restriction de v a Vj soit une application
o -1,.2s PR

de rang constant de Vj sur une strate Vi' Y] (Vi ) est alors réunion de

strates de W sur chacune desquelles, la restriction de Vv est de rang

. . . -1, .2s .
constant. Les strates de dimension maximum de V (Vi ) sont donc de dimen-

sion 2s + 2d. D'autre part v_](V%S) est un sous—ensemble analytique de
P ’ 1 q

-~ -1

M contenu dans 1'adhérence de la variété v (W). On a
. -1,.2s . -1,°
dim Vv (Vi ) =2s + 2d < dimv (W) = 2n

d'ol le résultat.

Nous supposerons la condition suivante vérifiée. Nous pensons qu'elle
est peu (ou pas) restrictive, mais n'avons pas de référence (voir cependant [6]

Théoréme 1 et [7]).
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Condition : Il existe unme triangulation simpliciale (K) de M,

compatible avec la stratification de M et une triangulation cellulaire (K)

de M, compatible avec les strates v-l(Vi), telles que

(i) la triangulation (K) (resp. (R)) fait de M (resp. ﬁ) une variété

combinatoire.

(i1) les triangulations (simplexes et cellules ouverts) sont différentiables

de classe C]

(iii) pour toute cellule K il existe un simplexe Ku tel que U(QB) =K .

g’ o

(iv) la restriction de Y & chaque cellule ouverte KB est de rang constant.

a) Déginitions dans M.

Si un point a de M est un sommet de (K), nous dirons que son
(K)-indice est 0. Si a est situé a 1l'intérieur d'un (K)-simplexe de di-

mension k, nous dirons que son (K)-indice est k.

On désigne par (A) wune subdivision barycentrique de (K) et par

(D) 1la triangulation cellulaire duale de (K) construite a 1'aide de (A).

La trace sur W d'une cellule DS est un (A)-complexe de dimension

q =Q - 2(N-n) ; on le note Dg = DS NW. Ainsi Dg (avec q minuscule) ne

désignera pas une cellule mais la trace sur W de la cellule DQ.
o

b) Définitions dans M.

Si un point a de M est un sommet de (K), nous dirons que son
(K)-indice est 0. Si a4 est situé a 1'intérieur d'une cellule de dimension

k de (ﬁ), nous dirons que son (ﬁ)-indice est k.

Nous dirons qu'une cellule K, de (K) est horizontale si on a

g

La restriction de u a K, est alors un difféomorphisme

dim u(ﬁB) = dim K .

g
de ﬁB sur u(ﬁB).

Lemme 5.2.- Soit ﬁB une cellule d'image Ka’ si KB n'est pas

horizontale, elle contient dans son bord au moins une cellule horizontale se
projetant sur Ka'
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~ ~

Démonstration : Soit q' = dim K, et q = dim L Si q' =4, K

B B8
est horizontale. Sinon, si q = 0, tout sommet de KB répond a la question
et, si q > 1, on vérifie par 1'absurde que 1'une au moins des faces ﬁB, de
KB se projette sur Ka. Comme dim KB' =q" < q', on a le résultat en un

nombre fini d'opérations.

) Sous-triangulation simpliciake () de ().

Nous nous proposons, dans ce qui suit, de construire une certaine
subdivision simpliciale (A) de (K). Un (A)-simplexe n'aura pas pour image
un (A)-simplexe mais on aura une propriété énoncée dans la proposition 5.4

ci-dessous. Auparavant, on montre

Lemme 5.3. - Soient ﬁB une (ﬁ)—cellule d'image Ka’ Ku un (K)-
_ o
simplexe situé dans K, et D la (D)-cellule duale de Ko alors

o o

KB n u-l(Du ) est une boule de dimension
o

. . = - . - . n . iy
dim Dao + dim KB dim M dlm(Ka D“O) + dim K

- dim K _.
o

B

Démonstrhation : Puisque U est de rang constant (localement et glo-—
balement) sur K s kK, N u-](D ) = £ N u—](K N D ) est une boule de
J 8 o B o o,

dimension : dim(K 0D ) + (dim K_ - dim K ).
a oy B a

D'autre part, on a : 2N = dim M = dim K + dim D - dim(K Nbo ),
- 3 a, a Qg
d'ol le résultat.

Proposition 5.4. - On peut construire une subdivision simpliciale )

de (K) de maniére a satisfaire aux conditions suivantes

(i) Toute cellule RB contient un sommet et un seul de (A). On

le note ¢ ,. Si c, désigne le barycentre de K, = p(ﬁB), c est situé

) B
dans u_l(ca)-
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(ii) Soient K., une cellule d'image K _, et K un simplexe de

8 o

Eu' Notons Da la cellule duale de Ku , alors ﬁa Ny (D] ) est un (Z)-
. . ) .
i 1 i

complexe.

Qg@gﬂéfﬁggigﬂ : Nous faisons la construction par dimension croissante
r des simplexes de (ﬁ)

Les sommets de (E) seront des sommets de (ﬁ), d'ou (i) et (ii)
pour r = O.

Supposons que 1'on ait construit (R) dans toute cellule de (Q) de

dimension < r-1, (r > 1), de maniére a satisfaire aux conditions précédentes,

et considérons une cellule ﬁé de dimension r. Il s'agit de trianguler 1'in-
térieur de KE par des (ﬂ)—simp]exos de manicre a vérifier (i) et (ii).

Soit Y le barycentre de KOC = u(ﬁg). Dans Kg, on choisit un point

-1 o~ . or . . P PR
de u (Ca)’ noté «c¢,. Si KB est horizontale, ce point est déterminé de fagon

B
unique.

. . ~ L r
Nous allons construire les simplexes de (A), situés dans KB et

admettant ¢

g Ppour sommet, par récurrence décroissante sur les (K)-indices des

images, par U, de leurs sommets. Ceci, en remarquant que les sommets de (5),
situés dans le bord Sﬁg de ﬁg, ont pour images des points dont le (K)-

indice est inférieur ou égal a celui de ¢, = u(EB), noté k.

Sommets de (K)-4{ndice k : D'aprés le lemmec 5.3 (avec K, =K),

o
-1 N gf = -1 n ge . . S S 0
u (Cu) KB u (Da) KB est une boule de dimension dim KB dim Ka et
son bord U—](Ca) N HEE est un (K)—complexe (condition (ii) avec K, = Ka)'

i

Le point ¢, est situé i 1'intérieur de cette boule. Il est donc possible de

B
la trianguler de maniére @ ce que tout nouveau simplexe admette EB pour

sommet et, pour faces opposées a Cgs des simplexes du bord de la boule.
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Supposons la construction déjd effectuée pour les sommets de (K)-

indices k, k-1,...,k-£+1 et considérons les

Sommets de (K)-A{ndice k-£ : Soit ¢t un sommet de BKu de (K)-

indice k-4£. On note Ka' le (K)-simplexe de barycentre o et Da' la

r

cellule duale de Ka" D'aprés le lemme5.3, ﬁ; n U_](Du') = EB

0 11_1(Da. NK)

. . N o . L
est une boule de dimension £ + dim K, - dim Ku et son bord, constitué de

B8
NOT -1,= . ar -1,
kg M7 (Dy ) UKy DD 10)
est un (g)—complexe ((ii) pour r' < r et hypothése de récurrence). Le point
EB

maniére 3 ce que tout simplexe admette ¢ our sommet et, pour faces opposées
q p g8 P P PP

est situé sur le bord de cette boule. Il est possible de la trianguler de

a c

B’

des simplexes du bord de la boule.

De la construction méme de (A), 1l résulte que les conditions (i)

et (ii) sont vérifiées. De plus, on a les résultats suivants

. —l -
Conollaine 5.5. - Pour toute cellule Da de (D), U (Du) est un

(5)—comp1exe.

Conollaine 5.6. - Notons EB ,...,28 les sommets d'un simplexe A9,
o q
rangés par (ﬁ)—indices croissants. Soient KB la (ﬁ)—cellule contenant
- q -
CB . Ka le (K)-simplexe de barycentre ¢y < u(cB ) et Du la cellule
q o o o o
AqCA -1
duale de Ka , alors A KB Ny (Da ).
o q o
d) Trniangulation cellulaire (D) de M.
A toute cellule QB’ on associe la cellule BB’ réunion de tous
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les (A)-simplexes dont 1'adhérence ne contient, en commun avec KB’ que le

point EB' On a donc

De plus, KB et DB sont de dimensions complémentaires dans M.

Proposition 5.7.- Soit Kg, un (K)-simplexe de dimension m,
Q m q zm
Da la cellule duale de Ka, et Da sa trace sur W. On note KB les
(ﬁ) - cellules horizontales se projetant sur KZ et BE leurs cellules

duales. Alors on a

Adhérence de v_](Dg) = Adhérence de U 62 nw.
B8

Démonstration : Les dimensions des cellules et simplexes sont telles

que

diqRM = 2N =Q + m, diqu =2n=q + m,

di%ﬁ = 2N' = 2N + 2n(N-n) = R + m.

Nous faisons la démonstration par double inclusion

1) Soit ﬁR la cellule duale d'une (K)-cellule horizontale K

B B
se projetant sur Kg. Montrons que tout simplexe Kt contenu dans ﬁg ny

est contenu dans v_]<D§)' Par définition de ﬁg, tous les sommets de At

ont un (ﬁ)-indice supérieur ou égal & celui de EB = ﬁg n KB. si A% con-
tient EB dans son bord, on a, par le corollaire 5.6, AtC U-](DS) et,

. it > ot -1,.q ' P
puisque A C W, A C v (DOL), d'ol le résultat.

. t . ~ ~
Si A ne contient pas ¢ dans son bord, At est dans le bord

B
d'un  (t+1)-simplexe £t+] pour lequel ceci est vrai et donc, tel que
at+1 - . ~ Py 1 T4

At+ v l(D;]L). I1 vient alors : At [ /\t+l (SN} I(D;lc).
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PN

. t -1
2) Montrons que tout simplexe A contenu dans Vv (Dg) est contenu

dans u f)lg na. Pour cela, notons les sommets de &t, rangés par (®)-
indices croissants : ¢C, ,...,C Ona{c,} =K, ND et, par définition
B 8 B g B
o t (¢} o} o
de (D), A"y
o
D'aprés le lemme 5.2, il existe dans 1'adhérence de IZB au moins une
-~ ~ -~ (SIS =
i = = C
cellule horizontale Ka telle que U(KB ) u(KOL ) Koa . On a KOL KB
o o o o o o

et donc D, CD
B o

o [e]

Soit Doc la cellule duale de Ku ; par le corollaire 5.6, on a

o o
~t -1 ' ~t .
AT Cy (Dcx ). D'autre part, les sommets de A se projettent sur des sommets
o
<, de (K)-indices supérieurs ou égaux a celui de ey = U(Ea ), noté ko
i o o

Le (K)-indice ko est atteint par s 5 comme on a :
o

Atc \)-](D(j) C U_I(DO?), cela implique que le centre de p? est de (K)-indice
o

< pQ.

inférieur ou égal & k , autrement dit D C D On a donc K € K
o o o a o

o °
Mais, puisque la cellule K est horizontale, il y a dans le bord
~ o
de KOL une cellule KB horizontale et se projetant sur K . Il vient
o
o

ﬁcl:{ ce uiimliueﬁC]S.
8 OLO’ q pliq o, 8

En composant ces résultats, on obtient

Zit CBB cp C DB et, puisque Ztc W, la proposition est démontrée.
a
o )

Conollaine 5.8.- \)—](D;l) est un (A)-complexe de dimension q.

Démonstrhation : Toute cellule 52 est transversale aux (K)-cellules

contenues dans W et 62 n W est un (E)-complexe de dimension
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dim DX + dim W - dim M = R + 2n - 2N' = g

B
6) Le thdoneme 6.7.
. 2r=2 . . . o 2P
Soient Ka un  (K)-simplexe de W de dimension 2r-2, Du la
cellule duale de Kér—Z et Dip = Dip N W sa trace sur W. On a
P=N-1r+ 1= (N-n)+p. Il résulte du corollaire 5.8 que v—l(Dip) est un

(A)-complexe de dimension 2p. Nous sommes en mesure de prouver le théoreme

suivant
Théoneme 6.1. - Soit ¢ un (A)-cocycle représentant la classe de Chern
de degré 2p, cp(ﬁ), du fibré ﬁ. Posons ku = fg.v_l(Dip)/, alors le
cycle 2: ku Kir—Z est un cycle de la classe de Mather c M r_l(w).
K217—2 cw

¢

_ . . ~2n . . S
Deémonstrhation : Tout simplexe A de dimension 2n, situé dans W
et orienté comme W définit une (A)-chaine simpliciale orientée. Par somma-

tion, nous obtenons un cycle an dont la classe dans H2 (W) est la classe
n

d'orientation de W, indépendante des triangulations construites. Si & est
un cocycle représentant la classe cp(ﬁ), un cycle de la classe de Mather

c (W), définie en (1), est donné par
M,r-1

(5) v*(E na, ).

Rappelons le résultat de Eﬂ :

L'homomorphisme de Poincaré : 2p (ﬁ) (ﬁ), cap-

) Cor-2,(®)

produit par w est composé de 1'isomorphisme d'Alexander ([j], § 5)

2n’

et de 1'homomorphisme de Thom (dual de 1'intersection par ﬁ). Autrement dit,

si ﬁés désigne la cellule duale, dans ﬁ, d'une (2r-2)-cellule ﬁér—Z’ on a
' — ~ ~ -~
NG, = ) u, RE72 oy, = <025 0.
2n T A BB B8 B
KB c W

(voir Eﬂ ; formules (7), (8) et diagramme (16)).
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En prenant 1'image, par Vv

s2r=2 . . . . PR,
K8 horizontales, les autres ayant une image de dimension infé-

X de ce cycle, seules interviennent les

2r-2. Le cycle (5) est donc homologue au cycle

- ~2r=2, _ 2r-2
\)*(% vg KB ) = ; L

Z Hg = ) <€.ﬁés n §>, la sommation étant étendue sur les indices B8

~2r- . . . -
KBr 2 soit horizontale et d'image Kir 2. On conclut

par la proposition 5.7.
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71-7%9

111 - Classes de M.H. Schwartz.

L'ingrédient essentiel pour la construction du champ radial est la
notion de prolongement radial local. La démonstration du théoréme de propor-—
tionnalité utilise essentiellement certains éléments intervenant dans sa
construction, c'est pourquoi nous les rappelons ci-dessous. Nous expliciterons
alors la construction du champ radial. Nous renvoyons a [5] pour les détails de

démonstration

7) Construction du prolongement radial Local.

Dans tout ce qui sult, nous fixerons une méthode de prolongement
. PR . 2s
d'une section X de £, définie au-dessus d'une partie A d'une strate Vi .

Ce prolongement appelé prolongement radial local, sera construit comme la somme :

- d'un prolongement "par parallélisme'" de X dans un tube Tg(A)
(défini grdce & la condition (a) de Whitney).
- et d'un champ transversal défini dans un tube (DH(A)

(défini grace a la condition (b) de Whitney).
Nous aurons donc a définir et a donner les propriétés des éléments
suivants :

a) les tubes TC(A),

b) le prolongement "

par parallélisme'" de X dans un tube TE(A),
¢) les tubes ()U(A),
d) le champ transversal défini dans un tube CDU(A)’

e) le prolongement radial local.

Seules les parties (a), (c¢) et (e) sont nécessaires a la compréhension

de la suite de la démonstration.
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Dé finition des fubes T_(A).

Soit KY un simplexe (ouvert) de (K) et y € k%, on note T (y)
1'ensemble des points dont les coordonnées barycentriques, par rapport aux
sommets de K! sont proportionnelles a celles de y et de rapport > | - €.

Tp(y) est de dimension 2N-q et admet une partition naturelle en rayons.

Si A est une partie de W, on note T[(A) = U T;(y). Ceci
3 goA ©
n'est, en général, pas un voisinage de A dans M (voir ci-dessous).
Avantages des tubes Tﬁ(A).

1°) Si A est un (A)-complexe, T{(A)—A admet une partition en

rayons

Figure 1 : T€(A) hachuré suivant ses rayons N /(<;
En effet, si x est un point de Tg(y), pour un seul y € A, alors
le rayon ]y,i] passant par x est bien défini. Si x est dans plusieurs
TE(Y), par exemple si x € Te(y') n Tg(y"), avec y' € KP et y" e k%, alors
nécessairement 1'un des simplexes est dans 1'adhérence de 1'autre. Fixons
kP c KY. Le rayon passant par x sera celui qui correspond au simplexe de
dimension la plus grande : ici ]y'ﬂ>a<
2°) Si A est un (K)-complexe, TE(A) est un voisinage de A dans

M (cas de la figure 1).



CLASSES DE CHERN

3°) Si y est un point d'une cellule Du de (D), alors, par

construction méme, il vient T{(y)C: Du'

Inconvénients des tubes TP(A).

. - 28 R . A
Si A C'Vi , un rayon de A peut tres bien, a priori, etre

a ves,

tangent en 'y i

b) Le_protongement "par_parallelisme” dans T (A).

Lemme 7.1.-Soit X wune section de E au-dessus de A (partie

2s

i ), alors

fermée de V
i) il existe un prolongement de X en une section X' de E
au-dessus de T (A). Si X est une section de E], il en est de méme de X'.
t.
i1) si deux sections sont homotopes dans E (ou dans Hl), il

en est de méme de leurs prolongements.

c. . 2 . ~
i11) si X est de classe C, 1l en est de méme de son prolongement.

Cons thuction du prolongement "par parallel.isme’.

Considérons les sommets de (K) situés dans V?S. On note {Uk}

leurs étoiles ouvertes et {a, } une partition de 1'unité subordonnée au

k

recouvrement de V?S par les Uk n st

Soit y ¢ V?S, la condition_(a)_de_Whitney permet de montrer que
tout vecteur de E(y) , (donc aussi tout r-repére de Er(y)) est prolongeable
dans un voisinage de y. ([5], Appendice l;f)Plus précisément, pour tout k,

il existe une application continue Wk : Uk x ¢° > E(Uk) qui, restreinte
a ye Uk n Vis est un isomorphisme C€-linéaire dans E(y).

Si X est un point de TF(A), X est sur un rayon unique ]y,x]

avec y € U N A. On pose

(%) L'appendice | devient inutile en utilisant la notion d'0O-C-fibré
(M.H. Schwartz "Sections holomorphes...", Lille 1977).
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X'(x) = Z ak(y) X(k)(x)
k
ou X(k)(x) est le vecteur de E(x) tel que W;](X(y)) et W;l(X(k)(x))

. ~ . . s
alent meme projection sur C

¢) Déginition des tubes @U(A).

Soit A une partie fermée de V?S ;5 on choisit sur M, au voisinage
de A, une métrique riemannienne et, sur W, une fonction p de classe C
Pour tout y € A, ()u(y) sera le (2N-2s)-disque engendré par les arcs
géodésiques orthogonaux en y a Vi et de longueur commune u(y). On note
()u(A) = \Z; ()U(y) , avec | assez petite pour que tous les disques

()u(y) soient disjoints deux a deux.

Avantage des tubes @U(A).

Les rayons de (A) sont orthogonaux a V?S
y " i

Inconvénient des tubes C)u(A)'

Si y e AN D,, nous ne savons rien de C)U(y) par rapport a Da'
D'autre part, les tangentes aux géodésiques ne sont pas, a priori,

tangentes aux strates.

d) Le champ transversal, dégini dans C)u(A)'

. . _ 2 . .
Lemme 7.2.- Soit A une partie fermée de ViS , 11 existe un

champ transversal, prolongement de la section nulle sur A en une section
de E au dessus d'un voisinage de A, sans zéro dans le complémentaire
de Vis et sortant des tubes ()U(A) le long de QCDU(A) - (:h(aA)’ pour

5 suffisamment petit.
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Pruincdpe de La construction du champ thansversal Y.

Le champ transversal est défini a partir du champ canoniqu=, tangent
- ——> - . .
aux rayons de C)u(A) et noté G(x) = grad x. Ce champ ne définit pas une
section de E, d'autre part sa projection G' sur E ne définit pas un champ

continu.

La figure 2 donne un exemple ou, avec Vis Cfv‘ CIVk , G'(x) ,
)
pour X € Vj , n'est pas limite de G'(y) pour vy € Vi

Pour construire un champ continu, on procéde par dimension croissante

des strates Vj telles que Vi Cfvj. Supposons Y = Y(J) déja construit

sur Vj et soit V  une strate telle que Vi CZVjC: v

K On construit, dans

K
(A), un voisinage P de V. dans v (dit "voisinage prismatique') dont
u & ] k

les rayons sont des rayons de Tg(Vj), au voisinage de Vi. (voir figure 3

et [5], paragraphe 4).

V.={pt} Y

Figure 2

Figure 3 : Le voisinage P est hachuré
selon ses rayons. La longueur de ces

derniers tend vers O au voisinage de V..
i
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Si x est sur le rayon ]y,i] de P, avec vy € Vj et z ¢ Vk .

et si A(x) = , on posera

g
N >

Yo = (1= 260) Y9 )+ a0

(P est le champ Y déja construit sur Vj et ol Y(k) =G'. On a
bien Y(x) = Y(J)

(x) sur Vj et, dans Vk - P, Y(x) =G"(x).

La condition (b) de Whitney permet de montrer

Lemme 7.3.-([5], paragraphe 4) Si A est compact, pour tout ¢
donné, on peut trouver une métrique riemannienne et donc, un tube GDU(A) et
un champ transversal Y tels que, dans ()u(A), 1'angle de Y(x) et de

G(x) soit inférieur a «.

Dans ce paragraphe, nous nous fixons une méthode bien détermince
de prolongement radial local, pour les champs de vecteurs X, puis pour les

champsde r-repéres Zr = (Z X ).

r-1> r

Prolongement radial Local d'un champ de vecteurs.

Soit A une partie fermée de V

2s ' - _
. et A un voisinage fermé
i

de A danse Vis , tel que TE(A) CZC)U(A').

On note X wun champ de vecteurs, section de E au dessus de A,
de longueur inférieure @ | pour la métrique riemannienne considérée. On peut

définir dans TE(A)
i) un prolongement '"par parallélisme" X' de X

ii) un champ transversal Y.

Proposition #.4. - Si u et ¢ sont suffisamment petits, on peut
se fixer un champ transversal Y dans TE(A) de maniére a ce que, pour

tout champ X, de longueur inférieure a 1, le prolongement radial X = X' + Y
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satisfasse aux conditions suivantes

i) soit A" CA , pour tout tube C)U"(A") cC TE(A), le champ de

vecteurs X' + Y est sortant de CDU"(A") le long de BGDUH(A") - C)u"(BA").

ii) Si X admet en a € A une singularité isolée, il en est

de méme de son prolongement et l'indice en a du prolongement de X est
_ - .. PN - 2s
égal a 1'indice en a de X, considéré comme champ de vecteurs tangent a Vi .
iii) Si deux sections de E, X, et X, sont homotopes au-dessus
. *
de A, leurs prolongements radiaux Xé +Y et X; + Y sont homotopes dans E ,
au-dessus de TE(A)'

Prolongement nadial Local d'un champ de r-reperes.

On note Zr = (Z s Xr) un champ de r-repéres, section de Er

r—1

2
au dessus de A2q C'V‘i'S (avec q = s - r+l) , admettant pour singularités

isolées des zéros dudernier vecteur Xr' On suppose que Xr est de longueur

inférieuvre a 1. On peut définir dans TE(Azq) le prolongement "par parallélisme"
Z; = (Z;_] N X;) de Zr , et 1l vient

Proposition 7.5. - Si u et € scnt suffisamment petits, le
prolongement radial local de Zr , défini par Zr = (Z;_] s X; +Y) satisfait

aux conditions suivantes
i) Le prolongement radial de Xr satisfait a la proposition 7.4.

.- . . . 2 .
ii) Si le champ Zr est sans singularité sur A d , et si Z

-1 r

2 . . . . PR
admet en a € A2q N (K) C'ViS un point singulier isolé ol Xr s'annule,

alors il en est de méme du prolongement de Zr , défini sur TE(AZq)‘
Si, de plus le (r-l1)-plan complexe engendré par Zr—l(a) est
P . 2 S .
linéairement indépendant de T(A q’ a) dans T(Vfg, a), alors les indices

C R 2s
en a de Zr (considéré comme champ tangent a Vi ) et de son prolongement
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(considéré comme champ tangent a M), sont égaux.

iii) Dans les hypothéses du (ii), si q =0 (donc s =71 - 1),
. o 2r-2 _ Ve s
et si a=A C Vi est un zéro de Xr, alors 1'indice en a du prolongement

de Zr est égal a + 1.

Dans la suite, nous noterons I(Zr,a) 1'indice en a du champ

de r-repéres Zr'

&) Deginition des classes.

a) Déginition globale du champ radial.

La dimension d'obstruction & la construction d'une section de Er’

au dessus de M, est égale @ 2P = 2(N - r + 1). Cela signifie que 1'on peut

. . . o 2p-1
construire une telle section, sans singularité au dessus de (D) , et

avec des singularités isolées au dessus de (D)ZP.

Comme la dimension d'obstruction a la construction d'une section

de Er’ au dessus d'une strate V?S , est égale @ 2q = 2(s - r + 1), (s 2 r - 1),

et que (D)2P n Vis

est un (A)-complexe de dimension 2q, nous construirons

()
n

Zr au dessus des Aiq = (D)2P n Vis

, par dimension croissante. de Vi' 0

le construira, a chaque étape, au dessus de Ki et d'un tube Te(gi) ,

2p

voisinage de Ki dans (D) . Aux étapes suivantes, le champ pourra &tre

modifié, mais en dehors d'un tube TE.(Ki) C TE(Zi).

yer=2

i) Si i est une strate de dimension réelle 2r-2 = 2(n-p) = 2(N-P),

la dimension d'obstruction a4 la construction d'une section de Er(V.) est
i

nulle. On se donne Zr—l tangent a Vir—Z aux sommets aj = A? de (4)
2p n V?r—Z
i

situés dans (D) et Xr nul en ce point.

(%) Nous avons noté ici A ce qui est noté B dans Dﬂ‘
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On prolonge radialement ce champ de r-repéresdans les TE(A?) en

un champ encore noté Zr' Il vient (Proposition 7.5. (iii)) I(Zr’aj) =+ 1.
ii) Supposons s > r - | et la construction déja faite sur toutes
les strates Vk de dimension inférieure & 2s (donc sur les Kk et les

TE (Kk)), et considérons Vi de dimension 2s.
'k

Notons Ai = Ai n (Vi - Vi) ; le champ Zr est déja construit dans
AilW Tr(Ai)' On peut le prolonger, dans le reste de A;, avec des points sin-

. . ~ S 2 _ . S
gullers isolés a situés dans les 2q-cellules ouvertes Akq extérieures a

k

T](Ai) ([5] ; Appendice VI), et de sorte que, au dessus d'une boule bk voisi-

2 .
nage de a, dans Akq, on ait

a) Zr_](x) engendre un (r-l)-plan complexe PZr—Z(X) supplé-

mentaire de T(Aiq, x) dans T(Vis, x) .

2q

B) Xr(x) est tangent a Ak (pour x € bk - {ak}) , et de

longueur inférieure a 1.

Z  est ainsi déterminé sur Ai LJTg(Ai)' On peut le prolonger

dans un tube Te,(xi) (¢' < e, <€) de maniére a ce que

- le champ Zr ne change pas a 1'intérieur d'un tube TE (Ai) C TE(Ai),
1

- dans Tg‘(Ai) - Tc(Ai) , le prolongement est le prolongement

radial de 2 _,
r

- dans Tf(Ai) - TE (Ai) , le champ obtenu est combinaison linéaire
) 1
du champ Z . précédemment construit et du prolongement radial de Z
Tl (A)) e
[ i
Le champ radial Z, ainsi construit satisfait bien aux propriétés
énoncées dans la proposition 3.2. Pour (i) et (ii), cela résulte de la cons-

truction et de la proposition 7.5., pour (iii), de [i], appendice VI.
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b) Déginition des classes (déteamination des cocycles léi du § 3 (d)).

2 P .
Pour chaque strate ViS , nous avons défini un tube Tl(vi)’ (e = 1),

voisinage du bord Vi = Gi - Vi de v, dans M. Tl(oi) est un (4&)-complexe,

°
il en est de méme de wi = {x ¢ Vi x ¢ TI(Vi)}. Posons q =s - r + | ;
la restriction de Zr a wi H (I))ZP_I définit un releévement, dans Er(vi)’
2p . 2p
du (2q-1)-squelette (pour (A)) de wi N (D)™, et de wi N (D))" . On en
PR . . 2q 2P - A 2p
déduit classiquement un 2q-cocycle obstructeur ¢ ¢ (,(/)(Wi N (D) ,wi "M ).
Y
([4], théoréme 32.4).

P X 2s ..
Notons, comme précédemment, 1i = TI(Vi ) la réunion des cellules

fermées de (D) qui rencontrent la variété Vi’ on définit un isomorphisme

. 2q 2P &~ (2P 2P o
u o C(A)(wi N (n) ,wi (D)) C(D)(M,M Ii)

par

2 2
<u(e).D P, - <c.D P N V?S>
o o 1

“u
Le cocycle u(ci) est le cocycle <y défini au (d) du paragraphe 3.

" 2P
<Ci'Da > = E I(Zr’ak)

a evV. N D2P
k™1 a

On a bien :

.. v "
De méme qu'au paragraphe 3, on définit le cocycle c = z ¢4 de

2P °

C(D)(M,M -~ T). Sa classe dans H2P(M) est la classe de M.H. Schwartz de

W
degré 2P. Ainsi que nous l'avons vu, il est inutile, ici,de démontrer

qu'elle est indépendante des constructions effectuées.
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IV - Le théoréme de proportionnalite.

9) RelLevement des sections de E.

Soit K le produit fibré de m : T(M) > M et de 1 : M~ M.

=1

est un sous—espace de A ; on note Vg © E > T(M) W la restriction a

E de 1a projection canonique A - Tw.

Proposition 9.1.-
a) Soit x € W et X(x) € E(x) ; pour tout x de v-](x), il

existe un vecteur unique X(x) de E(X) tel que v*(i(Q)) = X(x).

b) Si A est une partie de W et, si X est une section de E

au—dessus de A, i définit une section de T : B > W au-dessus de A = v_](A).

Démonstration :

a) Si x est un point régulier de W, X est unique et ﬁ(;) est
bien défini par X(x). Soit donc x € Vi et X(x) dans T(Vi,x). Pour tout
point X de v_](x), il existe une suite de points ;q de W tendant vers
X et tels que v(;q) = Xq soit un point régulier de W. Lorsque Xq tend
vers x, la limite T de T(W ,xq) existe (et s'identifie a X). D'aprés
la condition (a) de Whitney, on a T(Vi,x)C: T et donc, X(x) définit un €lé-
ment bien déterminé i(;) de E(;). Dans E, considéré comme sous-espace de

A, on a i(;) = (X(x),g), avec x = v(X).

b) Si, quand x décrit A, X(x) définit une section (continue) de
E, X définit une section (continue) de E(K), puisque X(x) et v(x) sont

des fonctions continues de x.

On remarquera que la réciproque de la proposition 9.1. est fausse
Ve définit une application de £(X) dans T(M,v(X)) et non pas dans E(v(;)).

(Prendre comme exemple la cissoide).
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Dédinition de ﬁr (1 <r<n).
On désigne par Er le fibré associé a E et de fibre,1'espace des

- n
r-repéres de €

Conollainre 9.2.- Le champ radial z_, défini au paragraphe 8, admet
un relévement ir = (Zr—l’ir) au-desus de v"(w r\(D)ZP). 2r est une

. - . o -1 .
section de Er admettant pour singularités les ensembles Vv (ak), images

réciproques des singularités a, de Zr'

10) Une déginition équivalente de £'obstruction d'Eulen Locale.

Nous supposerons que M, restreint & un voisinage d'un point a'

2s N ..
d'une strate Vi est un ouvert de € contenant 1'origine a'. Nous pou-
2s s _
vons supposer que Vi est un ouvert du sous-espace C engendré par les
. N 2 P
premiers vecteurs de € . Notons b S une boule (euclidienne) de centre
2s PN P e
a' et ® = GDu(b ) le tube géodésique (pour la métrique euclidienne)

défini au (c¢) du paragraphe 7.

. . O
Proposition 10.7.- Soit X' wun champ de vecteurs tangent a ViS ,
sortant de b°° 1le long de son bord et non nul dans p2S - {a'} . On note

X 1la restriction & 8() du prolongement radial de X' et X le relévement

de X dans E. L'obstruction & étendre X en une section non nulle de E

au-dessus de v—l(C)) est égale 3 :

(6) obs (X, 2% 1 (@) = Eu_ (W)

2
Démonstrnation : Le champ X' est sortant de b S le long de son

bord. En choisissant | assez petit, le prolongement radial de X', mnoté X,
2s
sera sortant de ® = C)U(bzs), et de tout tube C)U o @, 1le long

o
de son bord (Proposition 7.4., (i)).
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Nous démontrons la proposition en deux temps

a) Soit a un point quelconque de bzs, nous noterons G le champ
. . —> .
défini sur tout @ par G(x) = - k xa (k tel que la longueur de G(x) soit

< L ).

2
Considérons provisoirement {a} comme une strate supplémentaire de W ;
nous pouvons procéder, comme au lemme 7.2., & la construction du champ trans-
versal (ou radial, ce qui revient au méme ici) Y dans une boule euclidienne

b2N centrée en a (ici, tube géodésique) et telle que b2N n V§S<: bzs.

D'aprés le lemme 7.3., € étant donné, pour b2N assez petit,
1'angle de Y(x) et de G(x) est inférieur & €. Comme pour tout point x
de bZN - {a}, Y(x) est tangent & la strate du point x, on peut choisir
€ suffisamment petit pour que les champs Yt = (1-t)G + tY réalisent une
homotopie entre G et Y, par des vecteurs Yt(x) non nuls et non orthogo-

naux 3 la strate Vj du point x.

Y,

Notons W, la forme duale de Yt (champ de covecteurs tangents

M). De ce qui précéde, on déduit que w, ne s'annule pas sur T(Vj,x) H

il en est de méme de la section @t de EY définie, sur \)_l(b2N - {a}),

par <&t(;).§(;)> = <wt(v(;)).v¥(x(;))> (voir proposition 9.1.).
Les sections &O (égale 3@ un facteur prés a la section r du § 2) et &1 = &Y
sont donc homotopes, au-dessus de v_](bZN), dans une homotopie réalisée par

des sections non nulles de EV. D'ol, d'aprés la formule (2)

Bu_(W) = obs (r,BY,v T 2Ny = Obs(&Y,ﬁv,v"(bZN)).

~

Dans 1'isomorphisme entre E et son dual EY, défini par la métrique
euclidienne de M, @Y correspond 4 la section Y, d'ol

Bu, (W) = obs (7,85, 2Ny .
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b) Considérons le champ G', prolongement radial, 3 partir de la

strate V?s, du champ G restreint a b28 et, notons b'zS la boule
~ P 2N 2s 1
centrée en a, homothétique de b~ N Vi dans le rapport —~ . G est sor-
2s 125 ) .
tant des boules b et b , donc, on peut prendre M, assez petit
pour que
2s

G' soit sortant du tube QQO =02 (b"7) 1le long de son bord.

G' et Y soient sortants du tube géodésique
@ =G L (b'zs) C:b2N n @QO (construit a partir de la strate V?s) le long
o

de son bord (Proposition 7.4.).

On en déduit que

2 ~ P
- Au-dessus de b N ©"', 1le champ Y n'a pas de zéro ;
- Au dessus de 0@', les champs Yé = (1-t)G' + tY sont sortants
. * .
de C)' et réalisent, dans E , une homotopie entre Y et G’
P

5

- Au-dessus de QDO - ®', le champ G' n'a pas de zéro ;

- Au dessus de 8()0, les champs X, = (1-t)G' + tX sont sortants

t

~ . * .
de @ et réalisent, dans E , une homotopie entre G' et X.

D'ol successivement

Bu (W) = obs(¥, 85,01 (@) = obs(@',E5 v @)

obs(G,5* v (@) = obs(LE V@)

On en conclut en remarquant que X n'a pas de zéro dans @ - C)o'
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Corollaine 10.2. - L'obstruct

CHERN

ion d'Euler locale est constante sur

chaque strate d'une stratification de Whitney.

En effet, le premier membre de (6) est indépendant du point

de 25.

- Considéron

Cornollaine 10.3.

a, produit de deux boules

dZS

voisinage de

la forme = b2q X b23—2q. On note

a

s, dans la strate , un point a

y2s
i
donc de

dZs,

euclidiennes centrées en a,

X' un champ sortant de admet~

. PP ~ . 2s
tant a pour singularité isolée, X son prolongement radial dans T_(d"") et

X le relévement, dans E, de sa restri

sont suffisamment petits, on a

2
s et <«

ction a BT{(dZS). si d

s A% —1 2
Obs (R, E7,v7 (T_(d°%))) = Eu_(W).
P . 2
Demonsthation : On suppose d ® contenu dans une boule euclidienne
bZS centrée en a et Tg(dzs) contenu dans un tube‘@xu(bzs) assez petit
pour que la proposition 6 soit valable. On peut prolonger le champ X' en
un champ X' sortant de b2 et sans singularité dans b2 - {al. Le relé-

vement de son prolongement radial dans

2s 2s

pas de singularité dans b"~ - d et

dans Gbu(bzs) - TC(dZS), on a

. 2 . oA
‘“U(b ®) est noté X. Comme X' n'a

que son prolongement radial n'en a pas

obs GLE VT (1.(@%))) = obs BB TN (@ 06700 = Eu ()

d'oli le résultat.
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11) Enoncé du théoneme de proportionnalite.

. P 2
Soit Z_ un champ radial défini sur (D) P N W admettant en
r
a e Aqu: Dip N Vis une singularité isolée d'indice I(Zr’a)' On note
2P .. 2P _ . ) )
b une boule, voisinage de a dans D, rétractible en a, ne contenant

. . 2P 5 . P
pas d'autre point singulier et 882p = 03b" N W. Le champ Zr est bien dé-

fini sur Eézp = v-](BBZP) comme section de Er'

Théonemel1.1.-L'obstruction au prolongement de Z_ en une section

~ ~2 -1, 2P _ -
de Er au-dessus de B Py (b™ N W) est égale a

5§ p%py -
Obs(Zr,Er,B ) = Eua(W) x I(Zr,a).

Les paragraphes 12, 13 et 14 donnent une démonstration de ce théoréme.
(cas o s > r=1). Le cas oi s = r-1 (et donc I(Zr,a) = + 1) résultera du seul

paragraphe 14.

Nous donnons ci-dessous un résumé de cette démonstration et une liste

des notations utilisées

a) Nous définissons un sous-fibré F+ de EY. Au champ ir, nous

~

. . ° * ~2
associons une section X' de F  au dessus de 3R P et nous montrons que

1'obstruction au prolongement de Zr’ comme section de Er’ au dessus de

52 P N . s .
BP, st égale a 1'obstruction au prolongement de X' comme section de F¥

>

au dessus de é2p (Proposition 12.1.).

2 2 2 .
Notons b°9 = 2PN Vis. Le dernier vecteur X, de Z_ définit une
section de T(bzq) admettant une singularité isolée en a. Nous montrons que
Obs(zr,ﬁr,EZP) ne dépend que de 1'indice I(y) de Xr en a, comme section

de T(bzq), et non pas du champ Xr lui-méme. De plus, si cet indice est nul,

1'obstruction Obs(fr,ﬁr,BZP) est nulle (Proposition 12.2.)

b) Nous montrons la proportionnalité proprement dite, c'est-a-dire
il existe C tel que : Obs(zr,ﬁr,EZP) = C x I(y) (Proposition 13.1.).
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c) Nous déterminons C , en prenant pour Xr un champ d'indice +I

et en montrant que, dans ce cas, C = Eua(w). (Paragraphe 14).

Notations :
On peut supposer, puisque le probléme est local, que M, restreint

o o s N .. .
3 un voisinage de a est un ouvert de € contenant l'origine a. Si

P N
€5 -esey désigne une base de (€, nous pouvons supposer que
. 2s s ~
(1) Vi est un ouvert du sous—espace € engendré par e],...,es.
.. ' 2r=2 P
(ii) 1l'espace P (a) engendré par Zr_](a) est le sous-espace
Cr_] des vecteurs de base e,,...,e .
1 r-1
(iii) pour a € Azq C'DéP n V?s (avec q = s-r+l), AZq est un ouvert
de Cq, engendré par e _,...,e

r s’
. 2 C .
Nous noterons, dans toute la suite, b 9 une boule (euclidienne)

de centre a située dans AZq (ona q=s-1r+ 1> 0). Le tube

b2P = Tg(bzq) est une 2P-boule voisinage de a dans Dép. Soit d23 le

produit de bzq par une boule euclidienne de Gr_l, on note sz = TE(dZS).

Les intersections
BZn - b2N Nw et BZp _ b2P nw
ne sont pas toujours des boules, mais sont contractibles en a. On définit
2n

387" = N Ny e 382P = 2P 0w,

Leurs relévements, dans W, sont respectivement notés

B = v ™ B2 = v (a?P)
987" = vTlae®™ 382 = vThap?P).
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D'aprés le lemme 5.1., on a : dim v—](x) £ 2n-2s-2,
2q ' . . -1, 2q
pour tout x de b"*, d'ou dim v (b"7) € 2(n-s-1) + 2q = 2(p-1).

D'autre part, le corollaire 5.8 montre que dim éZP < 2p.

Comme sz N W n'est pas vide, il vient dim éZp = 2p.

12) L'obstruction Obs(ir,ﬁr,BZP) ne dépend que de  1(y).

La stratification {Vi} de W satisfait a la condition (a) de

.se de CN sont donc, pour b2N suf-

Whitney. Les vecteurs de base e s

fisamment petit, prolongeables en des sections linéairement indépendantes
2N
e‘(x),...,es(x) de E, au dessus de b ( [5] » Appendice 1).
On note P(x) le sous-espace vectoriel de E(x) de dimension (réelle) 2r-2,

engendré par e (x),...,e _ (x).

~ -1 2n 5.2
Pour x € v (x), avec x € B~ , on note P(x) le sous-espace

vectoriel de E(X) engendré par les reldvements des ei(x), i=1,...,r-1.
On définit ainsi un sous—espace fibré P de E, de rang 2r-2, de base EZn
et trivial.

Soit ﬁ(;) le sous-espace vectoriel orthogonal de ?(;) dans ﬁ(;),
muni de la structure euclidienne induite de celle de CN. F est un sous—espace
fibré de E, de rang 2p, de base éZn’ a priori non trivial (sinon loca-

~

o* P 1 = P .
lement) . F  désigne le fibré associé & F, en 2p-plans troués @ 1l'origine.

Proposition 12.1. - Soit R la projection sur F(X), parallélement

a 5(;), du dernier vecteur ﬁr(§) de Zr(;), on a :
0bs(2r,1?:r,ézl’) = Obs(X',F*,3%P).

Démonstrnation :

. R 2
Par construction, Zr_l(a) est transversal a3 A q. On peut donc supposer

que, pour X € BZP, Z ](x) est dans P(x), tout en restant linéairement

-
indépendant de Xr(x).
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Soit X € SEZP et x = v(§). Le relévement de Xr(x) en X, noté
ir(;) est linéairement indépendant de P(X). Sa projection, i'(;), sur
ﬁ(;) définit une section continue de E* au dessus de aézp. Au dessus de
BéZP, X' est homotope a ir’ dans une homotopie de vecteurs situés dans

Soit Zr_](Q) le relévement de Zr—l(x) en X. Au dessus de Bézp,

—repé 7 (%) = (Z D .X (% 2% = (2 ) .X (%
les r-repéres Zr(x) (Lr_l(x),Xr(x)) et Zr(x) (Zr—l(x)’x (x)) sont
-~ ~2
homotopes, dans Er' Les obstructions a leurs prolongements au-dessus de 8 P

sont donc égales.

C'est aussi 1'obstruction au prolongement de X', en tant que section

¥
de F , au-dessus de

BZP. En effet, celle-ci se calcule ainsi : on prolonge
la restriction de X' a BQZP au-dessus de éZP sauf en des points singu-
P g

liers uj ol son indice est I(aj). Mais, 1'indice en aj du champ de r-

repéres 2; est aussi I(aj). On en déduit

. A o koA
Obs(Z;,Er,BZP) =) 1) = Obs (X', FY,R%P)
i

d'ol la proposition.

Dans ce qui suit, nous montrons que Obs(Zr,Er,B p) = Obs(X',F ,B P)
. 2
ne dépend que de 1'indice de X_ en a, comme section de T(b“Y), et non pas

du champ Xr lui-méme. (On rappelle que cet indice est égal a I(Zr,a)).

. . *
Soit X une section de T (qu) définie au-dessus de Bbzq. X
P . * . 2q Ve as P
détermine un cycle Yy de T (b"7) dont 1'indice I(y) est, par définition,
la classe de 7Yy dans qu_](T*(qu)) ~ 7.
On prolonge X comme section de T(qu) au dessus de b2q’ avec
pour seul zéro le point a (en procédant par homothétie de centre a, le
2 .
long de chaque rayon de b q). On prolonge ensuite cette section au-dessus
2p

2
de b" = Tg(b 9, par prolongement radial local, en une section dé E.

129



J.-P. BRASSELET, M.-H. SCHWARTZ

. P ~ 2 . .
Cette section, encore notée X, est sans zéro sur B P {a}, et en particulier
2
sur 9R°P.

s . ~* S P
On note X la section de E , au-dessus de BBZP, définie par le

relévement de X. Pour x € Bsz, X(x) n'est pas dans P(x) ; donc, pour
X € BQZP, i(;) n'est pas dans ﬁ(;) et sa projection i'(;) sur ﬁ(;),

parallélement & P(X) est non nulle. L'obstruction au prolongement de X'

. - ~2 . Sy o¥ 2
en une section de F* au-dessus de B°P est notée : Obs(X',F ,BZP).

Proposition 12.2. - Soient deux sections X et X] de T*(qu) au-

229,

; il leur correspond, par la méthode ci-dessus, deux cycles

dessus de

* . ~ ~
Yo et Y, de T (qu) et deux sections Xé et X; de F¥ au-dessus

de BEZP.

a) si I(v)) = 1(y)), alors Obs(Xé,F*,BZP) - Obs(ii,%*,ézp)

1]

b) Si I(y)) =0, alors 0bs(§é,ﬁ*,629) - 0.

Démonsthation :

a) Si I(YO) = I(Y]), Xo et Xl sont homotopes, par une homotopie

réalisée en dehors de P. Il en est de méme de leurs prolongements au dessus de

bzq, puis, au dessus de BZP. Les relévements XO et X] au-dessus de

~

3é2p sont homotopes dans E-P et leurs projections sur f, ig et X;
sont homotopes dans F*. On en déduit que les obstructions 3 leurs prolonge-
ments au-dessus de ézp sont égales.

b) Si I(yo) = 0, on peut, d'aprés le (a), prendre pour XO sur

Bbzq la restriction d'un champ X, de direction fixe dans ¢d et défini sur

1
2 . . .
b“%. on prolonge Xo dans bzq, par homothétie de centre a (voir ci-dessus).

2 ~
Dans b q’ ce prolongement, encore noté Xo’ et Xl sont homotopes par
Xt(x) = (l—t)Xl(x) + tXO(x).

On en déduit, de méme qu'en (a), que 1l'obstruction Obs(ié,ﬁ*,éZP)
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- ~x -
est égale a 1'obstruction au prolongement de X; dans F au-dessus de sz.

Or, il existe un tel prolongement défini par le prolongement radial du champ

X, au-dessus de BZP, relevé en X, et projeté sur F. On en déduit (b).

1

13) L'obstruction est proportionnelle & I(y).

Proposition 13.1. - Soit Zr le champ radial précédemment défini, Y

le cycle de T*(bzq) déterminé par la restriction de Xr a Bbzq et ir

le relévement de Zr au-dessus de Bézp ; alors il existe C tel que
-~ ~ Azp
Obs(Z ,E ,B877) = C x I(y).

Demonstration :

D'aprés la proposition 12.1, on a :
5 a2 oy a¥ A2
Obs(Z_,E_,BP) = obs(X',F,BP).

La proposition 12.2 montre que cette quantité ne dépend pas du cycle Y,
P . * . 2q 2q Ve s
défini par une section de T (b" ') au-dessus de 0db" ', et dont l'indice est
I(y). Nous pouvons donc choisir vy = Y, défini par un champ de vecteurs X

satisfaisant aux conditions suivantes

(i) X est un champ de vecteurs unitaires tangent & b2q le long

de b9,

(ii) X définit une section de classe C2 de E(abzq).
.. . 2q-1 - o . _
(iii) Soit S q la sphére unité orientée de Gq, centrée en 0, et

@)) y o+ oapdd 5 247!

1'application définie par yo(g) = vecteur équipollent & X(¢) et d'origine O ;

’
alors Yo est une application presque partout de rang 2q-1 et conserve les

orientations.
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Le schéma de démonstration de la proposition est alors le suivant

a) Nous construisons une homotopie Y, reliant Y,

3 y,, dans T(0%%

b) Nous prolongeons cette homotopie en Tp au-dessus de 382p

(dans E).

c) Nous la relevons en Fp dans E - P.

d) Nous concluons, grace au lemme de transgression.

a) Construction de La famille Y,
Le champ X, défini ci-dessus sur abzq, est prolongé par homothétie

2
de centre a, au-dessus de b 9. 0on note Xl ce prolongement, nul en a.

On définit alors une application :
J: Jo,1] x p2d . 129
par J(p,&) = Xo(pg), vecteur d'origine p§ équipollent & x](g).

Restreinte 2 Bbzq, 1'application J(p,.) = Yp est un difféomor-
phisme sur son image. Si p tend vers O, la limite de Yp coincide avec
2q-1

le cycle Yo défini en (7) lorsqu'on identifie S 3 la sphére unité o

de T(Azq,a).

. . 2 2
Yo est donc une application de classe C, Yo : 3b 1 . g,

de degré topologique 1I(Y), puisque homotope & 7Yy = Y-

b) Construction de La famille Fp.

Notons BZn—Zs = BZp-Zq = TE(a) AW et Y 1'homéomorphisme différen-

tiable par morceaux ) )
y : p2d x g?PT2a __, g2p
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défini par Y(£,r) = point de sz dont les coordonnées barycentriques rela-

tives aux sommets de (A) N (BD2P - st) sont égales a celles de (¢ et, les

P o2 .
autres, correspondant aux sommets situés dans 9l q’ sont proportionnelles

a celles de §. Pour & fixé, Y¥(£,0) est sur un rayon de T;({) ; d'autre

part, ¢ et Y(§,7) sont dans une méme strate.

Ceci dit, on définit une application
- *
k: Jo,i] «p? — &

od  K(p,y) = K(p,¥(&,z)) est le vecteur d'origine v, = Y(p%,z) obtenu par
prolongement radial, en ce point, de Xp(pg). On le note X'p(yp).

Soit I 1la restriction de K a ]0,1] X BBZP et, pour tout

0, Fp = I'(p,.). Fo sera la limite, pour p tendant vers O, de Fp'

2p-1

On peut décrire 1'image U =10 de Fo de la maniére suivante

Soit qu la boule unité de T(Azq,a) = Qq, centrée en a et orien-

tée comme €Y. La réunion de tous les prolongements radiaux, le long de BZP_Zq,

2 . - 2p- . .
des vecteurs de B°Y constitue une chafne de E(BR P 2q), canoniquement orien-

tée par qu et BZp'Zq’ et dont le bord orienté est U. On remarque que

*
UNE (a) =0 = aBZq. D'autre part, U s'écrit U] U UZ’

ou

Ul est la réunion des prolongements radiaux, le long de BZp—Zq,

des vecteurs de 0.

U2 est la réunion des prolongements radiaux, en 882p_2q, des

vecteurs de qu.
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Lemme 13.2. -
(1) Pour p > 0, FO est un homéomorphisme différentiable par

2 .
morceaux de 938 P sur son image.

.. . . P, . 2
(i1) FO est une application différentiable par morceaux de 38 P

sur U , de degré topologique k = I(y).

(i11) o7 = FI - FO et dImT = Im r, - k.U.

ngggéthation : Le seul point du lemme a démontrer est le (ii).
Pour cela, on va montrer que les degrés topologiques de TO et de Y sont
les mémes. Soit Y e UN E*(a) , tel que Y;I(Y) se compose de k points
Ej € 8b2q , =n chacun desquels v, est différentiable, de rang 2q-1 . De
la définition du prolongement radial local (proposition 7.4), il résulte que
Fo est encore un homéomorphisme au voisinage de chacun des points gj
2p2P

C e 2 . .
considérés comme dans 3p°P , et que T conserve les orientations de
o

et de U. On a donc F;l(Y) = y;l(Y), d'oll le lemme.

¢) Déginition de Fﬁ.
I C
~2p ' . s ~2p
Pour tout p € BD,U notons Bp 1l'ensemble des points y de B
- . 2 P
tels que v(y) s'écrive sous la forme VY(pf,r), avec Y(£,7) € B p. On définit
alors
A2p

r o — B -
0 Bo éZp

par EO(;) = relévement en § du vecteur X})(yp) (avec v(§) = yp = Y(p§,z)).
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, T est le relévement du prolongement radial de X,

: 1

Pour o
le long de SBZP.

2p-1

Pour p = 0 , 1'image de fo est le relévement U = U de U. On le

munit de l'orientation induite par celle de Ujo, . C'est un cycle de dimension
P y

W
2p-1 , & un complexe prés de dimension < 2p-3. En effet, Uj _| o est,
2K AN
comme Ujo , de dimension 2p-1. Si Vj est une strate de W de dimension
)
2k > 2s , ona U =V I(U ). Or U =T (BBZP NV.) et, par
| -1 V. V. o j
v (Vj) J J
raison de transversalité, sa dimension est 2(p+k-n)-1. D'aprés le lemme 5.1.,
on a, pour X € V%k , dim v_l(x) < 2(n-k=1) ; il vient dim G -1 < 2p-3 ,
J b vy

d'ol le résultat.

). C'est
W
une chalne singuliére de dimension 2p, orientée par sa restriction sur

Posons T = adhérence dans v;I(Im T) de v;](Im T

o
v I(w) et différentiable par morceaux. On a :

3T = FI -T
()

et 3 Im f Im F] - k.0

d) Démonstration de La propositicn.

Nous utiliserons, pour conclure, le lemme de transgression, classique,

que nous rappelons ci-dessous

Soit H 1le fibré canonique de base M et Hr le fibré des r-repéres
(ordonnés) associé a H. On note g -: ﬁr +~ M la projection canonique. Pour
X ¢ M, ﬁr(g) est une variété de Stiefel complexe dont le premier groupe

d'homotopie non nul est celui de dimension 2p-1 = 2(n-r+l1) - 1.

Lemme 13.3. - I1 existe une forme différentielle ﬁip sur M et

unie forme différentielle ﬂip—] sur ﬁr telles que

(1) ﬁip_] induit sur chaque fibre ﬁr(ﬁ) la classe fondamentale

de Hzp"(ﬁr(§)>.
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.. ~% "2p ~2p-1
==-d10
(i1) = (Qr ) d .
(iif) obs(Z_, E_, 82Py - JA " ﬁip" + Jaz 551’ )
z_(38°7) 8P
Démonstration : Soit G la grassmannienne des n-plans zomplexes

N

de € et er le fibré des r-repéres associé au fibré universel 6, de

5

base G. Le probléme étant local, on peut supposer que M est réduit a un

ouvert de trivialisation de M. On a alors un diagramme commutatif (avec

B = 8%

B — E > H =Mxg —2 9
T r r r r
lls | | |
B W f=Mxg—=2 ¢

- ~2p-1 . P
Les formes Qip et Hip sont images réciproques, par w, des

formes classiques définies sur le fibré er + G. Elles vérifient (i) et (ii).

On obtient (iii) en appliquant la formule de Stokes, dans ﬁr aux formes

~2p-1

différentielles —Hr

et ﬁip et a8 la variété définie par ir(§2p).

Démonstrnation de La proposition 13.1.-

~

On note i = E - ﬁ]

oy ' . . P .
~2p — Er]*Zp 1'application définie comme suit
B B
On se fixe un champ de (r-1)-repéres Zr-l dans le fibré trivial
P2r—2 23 On le reléve en un champ de (r-1)-repéres Zr—l , avec
B

2r-1(§) € §2r—2(£)’ pour X € ézP. A tout vecteur i(%) € (ﬁ—ﬁ)(;), on associe

LRE) =2 (0 = (2, (), X().

En utilisant le lemme 13.3. ci-dessus, nous pouvons intégrer

sur df. Il vient, d'aprés Stokes
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J S2p-l k[ s2pml J n2pel J R ( S ,
iy T Jiquy T iy © i r oy T TP
D'ou
-~ - - o v r o
(8) Obs(z _, E_, 2Py - _oqpdethy [*2 mip =k J ok
iy T TP )
Enfin, si k = I(y) = 0 , le résultat est ¢vident.

14) Le coefficient de propontionnalité est Eua(w).

Dans les hypothéses de la proposition 13.1., nous avons montré que

58 22 o
ObS(Zr, Er, g7Y) = C L(y).

. 2N _
a) Nous considérons une boule b centrée en a,

et un champ X particulier, section de , nul seulement en a, tel

E
bZN

.. .. N 2 .
que 1'indice en a de sa restriction @ b q soit I(y) =+ 1.

b) Nous montrerons que, si X désigne le relévement de X dans

ﬁ, et si X' désigne la projection de X|_ dans F , on a
[¢] sz
. S o%  72n
(9) Eu (W) = Obs(X, E°, 87")

(10)

o
[}

Obs(ié,ﬁ*, BZP)

¢) Nous concluerons en montrant 1'égalité des seconds membres

de (9) et (10).
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2N .

Définition de p2N : Rappelons que, le probléme étant local, nous
avons supposé que M est un ouvert de GN, V?S étant un ouvert de 1'espace

s ‘s P N . ~ s . .
[ des premiéres coordonnées de C et le point a &tant situé a 1'origine

de ¢N.

Pour s >r-1, (q > 1), on a noté dZS = b2q X b2s—2q le produit
de deux boules euclidiennes centrées en a, avec b2q C Azq.

Pour s =r-1, (q = 0), on note d2S = bzs.

Dans tous les cas, on pose b2N = TE(dZS).

Définition de X' : Pour q > |, nous partons d'un champ unitaire X'
sortant de b2q le long de son bord, prolongé par homothétie de centre a
dans qu. On le prolonge en tout point x de d25 = b2q x b25—2q ,

comme suit

En x = (XI’XZ) € dZSC: e x ¢57 , X'(x) sera équipollent, dans

¢s, a X' (x,,0).

Le champ X' s'annule sur la boule {al} x sz—Zq de Vis , il
2s-2q 2s

et sortant de d le long de 8b2q x bZS—Zq.

est tangent a bZq x 3b

Enfin, on prolonge X' dans bZN par le prolongement radial

local.

Pour q =0, X' est le champ nul”sur b2S , prolongé radialement
dans bZN.

Définitions de Y et de X : Par une déformation locale de z._,
(ne changeant pas 1'obstruction), on peut supposer que Zr—l a une direction
fixe dans st . Pour tout point x de b2N s P2r—2(x) et BZP = Te(bzq) se
coupent, dans ¢N, en un point unique x' (confondu avec x si et seulement
si x € BZP). On définit une section Y de P2r—2 dans bZN en posant
Y(x) = —xx'.
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2
Le champ Y est sortant de dZS le long de b 94 % ab

25-2q

2s-2q ot

2N

tangent a Bbzq x b Il est nul sur sz. On pose, dans b

b) Démonsitration des égalités (9) et (10).

2s-2q

Par construction de X' et de Y, si b est de rayon o assez

. 2s
petit (pour tout p < po) , X est sortant de d S le long de son bord. D'autre

part, si ¢ est suffisamment petit, X définit une section de E au-dessus

de bZN = Tt(dzs) admettant le point a pour seul zéro.
_ i s a%  ~2n
Démonsthation de Eua(w) = Obs(X, E , B" ).
2n 2s '
Posons R = Te(d ) N W. Nous allons montrer que le prolongement
. L - 2
radial de la restriction de X a d°° est homotoepe, sur Tb(dzs), au champ X.

Leurs relévements dans E seront homotopes,d'ol le résultat par le corollaire 10.3.
P p

. A < 2
Le prolongement radial de la restriction de X a d ® est somme

du prolongement radial de X' (restreint a dzs) et du prolongement par

PO Y . < 2s . P
parallélisme Y de Y (restreint & d° 7). Par raison de continuité, pour

~ .. 2s
tout angle o donné, on peut trouver un voisinage de d dans M tel que

2r- e e s . N .
1'angle de ¥ et de P°T 2 soit inférieur & a. D'autre part, pour ¢ suffisam-
. . . N 2

ment petit, le prolongement radial du champ X' (restreint a d S) dans

2s . 2r-2 .. m P,
Te(d ) fait avec P un angle voisin de — (par propriété du prolongement

2

radial et parce que, sur d28 , cet angle est égal a lr—). On en déduit

2
1'homotopie cnerchée.

Démonstration de ¢ = obs(Xé, F*,BZP)
Soit Z_ le champ défini sur BZP par 2 .(x) = (Zr_l(x),X'(X)).
On note X' le relévement de X' dans B et ié la projection de X'
~ o s~ ~2p 5, 2% ~2p
dans F. On a, par la proposition 12.1., Obs(Zr,Er,B ) = Obs(XO,F LB
Comme 1'indice de X', restreint & bzq, en son point singulier a est

égal 4 I(y) =+ 1, on en déduit le résultat.
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Notons, dans 62“ s i; la projection de X' dans ?, Y 1e

relévement de Y et :

Les champs X = X' + Y et XO sont homotopes dans E(an). D'autre

A2p

part, sur B , on a io = X' . On en déduit

A~ ag A2 A~ A% A
Bu (W) = Obs(X , B%, B°™ = obs(X_,E%,3°™

Ay ax A2 A K A
- €= obs(X], i Obs(xo,F*,BZP).
¢) Demonstration de Obs(X , E', 82 = Obs (X, *,6%P)

Nous avons réduit le probléme & la démonstration de :

~ g~ P
Obs(X_, E, 82my = Obs(X_, F ,8%P).
Pour cela, on se fixe io sur Bézn et on le prolonge a

P 2n .o [
1'intérieur de B de maniére a définir :

-~ ~

(i) sur sz une section XI de F avec des singularités

isolées en nombre fini &i'

(ii) sur an une section 22 de ﬁ sans autres zE&ros que
les points &i.
(iii) On montre alors que : I(Xl,ai) = I(Xz,ai).

Par sommation sur i, nous obtiendrons 1'égalité cherchée.

(L) Definition de X, : Sur 3§2p , le champ io est le champ

-~ -~

5 . ~2
X;. On le prolonge en une section XI de F , au-dessus de B P ,

différen-

-~

tiable par morceaux, et dont les seuls zéros sont des points a; , en nombre

.. L -1, 2P °
fini, situés dans v (D N W). On a :

-~ -~ A2 -~ -~
Obs(X , F*,8°Py = % 1(X,, &)
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(L) Déginition de 22 On prolonge d'abord il , défini sur sz s
en une section ié de F au-dessus de B2D , et telle que, sur 3g2n N ié = X;.

Pour cela, on définit X; comme étant X] sur BZP et ié

sur v—l(Te(Bqu X b2s—2q)). Comme sur 1'intersection de ces ensembles, égale

-~ ~

a 882p ,ona X

| = ié , la définition est légitime. Le champ ii admet

dans F un prolongement différentiable par morceaux, (et de classe C] au

voisinage de tout point ui) , au-dessus d'un voisinage de

§2p U \)-l(TE(Bb2q x bzs—zq))' En remplagant, au besoin, sz—Zq par une
boule homothétique de rayon plus petit, §2n = \J_](Te(b2q x bZS_Zq)) sera
contenu dans ce voisinage.

Soit A wune fonction continue sur an , égale a 0 sur 62p
et 3 | sur Tg(bZq x ab25-2q)’ de classe C’ au voisinage des points

- ~ ~2
v(ai) ; on pose, pour tout x de B no

XG0 = (1 -0 X G+ AavE) X

On définit alors iz , sur gln , par :
Y -
X2 X2 + Y
On a bien, sur BZP , §2 = i] et, sur San , iz = ﬁo' En dehors
de EZP , ol § s'annule, iz n'a pas de zéro, puisque ?(2) est transversal
a §(§). I1 vient
A Ay oA aA A
Obs(Xo, E7, an) = g I(XZ’ ai)

(4id) 1(&1,&1) = 1(&2, &i).

o ] g . .. ~2n
Les fibrés E et F sont triviaux dans un voisinage = de

~

~ . . =2
o dans W. Nous le prendrons suffisamment petit pour que :in et =Y =

Ein n gZp soient des boules de classe C] dans v_‘(w). On a :
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A . =2n n 2 . =2p p
ELZ“ ZE] x @ et F| , zEioxe
i i
On note OZn—l = 852“ et OZP_I = BE%p. Ce sont des spheéres ; le
i i
5 JR . . 2p=1 2p-1 - .
champ X définit une application u, : O S de degré topologi-

1

~ 3 P . . 2n- -
a.), de méme X, définit une application W, : O o=t SZn : de

que  T(X 0, 2 2

degré topologique I(iz,&i).

Soit ; un point de SZP_l tel que U;‘(;) se compose de points
Qj en nombre I(il,&i) au voisinage desquels My est de rang 2p-1 et con-
serve 1'orientation. Lorsque x décrit une (2n-2p)-boule de 02n—l trans-—
versale a OZp—] en ;j’ la définition de ¥ implique que ¥(%), projeté

n P . P P ~
sur € , décrit une (2n-2p)-boule contenant 1l'origine et transversale a aP.

Comme X. = X' +7Y et que, sur ézp, X, =X

2 2 2 R est de rang 2n-1 au

voisinage de chaque point x. et conserve l'orientation. D'autre part, on a
J

u;l(Szp_]) = OZp—], d'ot u:l(§) = u;](§), ce qui termine la démonstration.

Expression de £'obstruction d'Eulen Locale, sous forme intégrale.

a) Cas génénal 1 < r € n.
- 2p-1 2p-2q PO
La chafne U de E(R ) définie au paragraphe 13(b)

(pour s > r-1), se réduit, pour s = r-l, au prolongement radial du vecteur

2 -~ -~ - -
nul en 9R p. Dans tous les cas, on note U = U2p ! le relévement de U2p !
dans E, et € le rayon de b2P = TE(bzq) (on rappelle que BZP = b2P nwW.

Conollaine 14.1. - L'obstruction d'Euler locale Eua(w) s'écrit

Eu (W) = J R ﬁzP—l pour s > r-l
a i@ r
. ~2p-1
et Eua(W) = lim [ R ﬂip pour s = r-l
>0 *1(U)
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Démonstration : Dans le cas oi s > r~1, la formule résulte de la

proposition 13.1 et de la formule (8). Dans le cas oi s = r-1, on a :

A A A ~9p— ~9

Fu (W) = obs(Z ,B ,B%P) = | _ pzeml oy f QP
a T i(X |22

riaﬁ Py

d'ou le résultat, en remarquant que la limite, pour ¢ tendant vers O, de

la seconde intégrale est nulle.

b) Cas ot r=1.

Soit a € V?S. On note, pour s > 0, A2n la réunion des prolonge-
. 2(n-s) L
ments radiaux, le long de B = Tg(a) N W des vecteurs de la boule unité
de T(st,a) et, pour s = O, A2n = prolongement radial le long de an du
vecteur nul en a. Soit ﬁZn—l le relévement dans E¥ = ﬁl du bord de A2n'
I1 vient
Conollaine 14.2. - L'obstruction d'Euler locale en a s'éerit
~2n-1
Eua(w) = f‘Zn-l H] pour s > 0O
U
~2n—
et Eu_ (W) = lim i pour s =0
a ~2n-1 1
>0 ‘U
15) Le théoreme 15.1. -
Théorneme 15.1.- Soit z_ un champ radial défini comme au paragraphe 8,

au-dessus de (D)Zp. Le champ z, détermine un cocycle ¢ = E My G(Dip)
2
D P N Wi

de la classe de M-H. Schwartz et un cocycle ¢ de la classe de Chern cp(ﬁ).

2r=2

~ =1,.2p .
On : < > = d
a c.V (Da nw Eua (w)ua, ot a, est un point quelconque de Ka

a
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Demonstrhation :
D'aprés la définition donnée au paragraphe 3, le champ Zr détermine

v .- . . . s
un cocycle obstructeur ¢ de la maniére suivante : Solent a les singularités

k
L 2p L
de Zr situées dans Du N W et I(Zr,ak) les indices correspondants ; on a

noo2p )

<c. > =4y = . YA
Du P — 9p . 1(/r’lk)
aed W
k o
; S 2s . . - .
et tous les a, sont situés sur les strates Vi de dimension minimum qui

2P . =2 Lo o
rencontre Du (donc aussi D%P) (Proposition 3.2.).

Nous allons montrer que le champ Zr détermine aussi un (A)-cocycle

~ b, 2 . . PR
obstructeur ¢ de la classe de Chern vl(E), ceci par 1'intermédiaire d'une

section Z; de Er au-dessus du (2p-l)-squelette de / (avec n-p = N-P).
La construction de 2; ne sera pas canonique, mais le résultat sera indépen-

dant des choix effectués
. -1 2pP-1 . \ 5
(i) au-dessus de v ((D) n w, Zr sera le relévement, Zr’

bien défini de Zr (voir § 9).

.. - P N - . .
(ii) au-dessus de Vv ]((D)2 nNw N (A)2p ], nous distinguerons deux

cas, suivant la dimension minimum 2s des strates qui rencontrent la cellule
a) ler_cas 2s = 2(r-1), autrement dit DiP n V?(r—l) = {aa}

(sommet de la triangulation (A)). On prolongera 2; a 1l'intérieur de

v_l(Di nw N (A)Zp-], de fagon quelconque, ce qui est possible puisque

la dimension d'obstruction & un tel prolongement est 2p.

b) 2éme cas 2s > 2r. Alors, par construction, il y a au plus une

. . P .
singularité a dans chaque Ak<: Di NW et il n'y en a pas sur
2p=1 =2P ~, ~ -
(n) n Du N W. Nous prendrons pour Zr le relévement Zr de Zr’ au-
- -1 _ -2P - P ~ 2p-
dessus de v l((A)2p ! n D2 N W), et, dans le reste de Vv l((D)2 nw n (A)2p ],

a

un prolongement arbitraire de Z; (corollaire 5.8.).
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(iii) au-de
de maniére quelconque

Ceci étant,
déterminé par Z;, v

_ ~ -1
allons évaluer <c.v

ler cas : P

dans D2P NW. T1 es
o

320 _ 1 2P

B (b W) v

Z de Z ). On a su
r r

2 To% nwye =
o

Remarquons

2éme_cas
le raisonnement ci-de
Ak contient au plus
-1 s - .
v 9 z!
( k), ; coinci

plagant BiP NW par

mais, tous les points
les obstructions d'Eu

et notées Eua (W),
o
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1

A2_ -~ PN
ssus du reste de (A)P7 0 W, nous prolongeons Z

1
r

nous allons montrer que le cocycle obstructeur ¢,

érifie la formule du théoreéme 15.1. Pour cela, nous

P
DZ

N nwW)> dans chacun des deux cas précédents

(

ar construction, a, est la seule singularité de Zr

L _ 2p 2p
t situé dans une boule fermée b C I%L et telle que
érifie la relation du théoréme 11.1. (pour le relévement

ccessivement

obs(Z',E v 0% nw
r’’r’ s}

5 & . —1, 2P . 5 o, =1,.,,2P n

Obs(Zr,Er,v (Du N W)) (puisque Zr = Zr sur v \aDu W))

Obs(ir,ﬁr,sz) (ir n'a pas de zéro dans \)_](DiP nw - éZp)

Eua (W) x I(Zr,a ) (Théoreme 11.1.).

(6}

o

qu'on a, ici, by = I(Zr’au) =+ 1.

: D'aprés la construction de Z;, nous pouvons reprendre

2P

ssus pour chaque singularité a, € Ak C Da . En effet,

k
un point singulier de Zr (a savoir ak) et, sur

- . P
de avec Zr' En choisissant b2 nw C-Ak et en rem-—

A

K les égalités ci-dessus donnent

c.v (4) = Bu_ (W) x I(Zr,a )

K k

. . P ~
singuliers a de Di N W étant dans la strate Vis,

ler locales en ces points sont les mémes (corollaire 10.2.)

K2r—2
¢}

c v%s,
1

avec a € On obtient, par sommation
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~ =1, 2P _ -
<c.v (Du NW)> = Eua W) > I(Zr’ak) = Eua (W) x My

2P ¢

d'oli le théoréme.

Conclusion :
Le théoréme 15.1. étant ainsi démontré, nous pouvons, dans le
théoréme 6.1., remplacer ka par Eua (w).uu, d'ol le théoréme 4.1. Nous

a
avons montré la constance de 1'obstruction d'Euler locale sur chaque strate

(corollaire 10.2.), d'ol le théoréme principal comme au paragraphe 4, moyen-

nant les seules conditions de triangulation du paragraphe 5.
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