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Séminaire E.N.S. (1978-1979)
Exposé n°1

N
L'OBSTRUCTION LOCALE D'EULER ET LE THEOREME DE MAC-PHERSON

par Gerardo GONZALEZ-SPRINBERG*

Le sujet de cet exposé est le théoréme d'existence de classes de Chern
pour les variétés singuliéres complexes de R. Mac-Pherson [6], et une formule
algébrique pour l'obstruction locale d'Euler obtenue par J.L., Verdier et le
rédacteur,

Dans cet exposé, X désigne une variété algébrique réduite sur C .
L'homologie utilisée ici est, sauf mention du contraire, 1l'homologie A support
localement fini (de "Borel-Moore") et la cohomologie est a support compacte
Si X est un espace compact et Y un sous-espace fermé¢ on a donc

He(X,Y) = H (X-Y) et H*C*(x,y) = H*(X~-Y) .

1. Le théoréme de Mac-Pherson,

Une fonction o définie sur X A valeurs dans Z est constructible s'il
existe une partition de X en ensembles constructibles xi telle que ¢ soit
cons tante sur chaque Xi .

Le groupe abélien des fonctions constructibles sur X est noté C(X) .

Si W est un fermé de X , on note ﬂw la fonction caractéristique de W

1e1¢ PROPOSITION.~ Il existe un unique foncteur covariant F des variétés

complexes dans les groupes abéliens tel que F(X) = C(X) et tel que si f & X-—-»Y

est un morphisme propre, alors £, : C(X) —> c(Y) wvérifie :

81 (@) = XETEw) , wey ,

powr chaque sous-variété W de X , gg X est la caractéristique d'Euler-

Poincaré topologique.

Démons tration,~ Montrons d'abord que les fonctions caractéristiques des sous-

* Chercheur au Centre de Mathématiques de l'Ecole Polytechnique,
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G. GONZALEZ-SPRINBERG

variétés irréductibles de X forment une base sur Z de C(X) . Soient
o € C(X) et {Wi} , 1 =1,eeayk les composantes irr{ductibles de dimension

maximum du support de ¢ o Pour tout 1 notons un la valeur générale de «
k

sur U, , ona dim(supp.(ev - T niﬁ‘,)) < dim(supp(er))« D'ol par récurrence
1 i

sur la dimension du support le fait que les fonctions ﬁw (o " est irré-

ductible) engendrent C(X) . Soient wi , 1 <ig<m des sous-varités irrdé-
m

ductibles deux a deux distinctes ct n, des entiers tels que Zniﬁw =0 ; en
1

i
considérant la valeur générale de cette fonction en wi pona n, =0, d'ou

1'indépendance.,

En cons{quence, on peut ¢crirc o = S niﬂw
1 i

£,(w) = énif*(ﬁw ), ce qui est uniquement dltermind par la condition sur f
1 i

de fagon unique, et on a

% .
On démontre la constructibilitl de f£,(o) et la fonctorialitl en utilisant une
stratification de Y relative & £ [9], l'additivit{ de y (cohomologie &
support compact) pour un objet stratifil et la multiplicativit( de X pour

les fibrations,

/
1.2 THEOR@ME.— Il existe une transformation naturelle additive c, de F

dans 1'homologic telle que si X est lisse, alors on a c&ﬂx) = c(X)q [X] , ol

c(X) est la classe de Cheen totale du fibré tangent de X , et [X] est la

classc fondamentale d'homologic de X (ou sa classe d'orientation).

En fait, 1l'¢noncé du théor:imc dc Mac-Pherson est plus précis [6] , car il
donne une construction de ¢, comme nous verrons plus tard,
On définit la classe de Chern-MacPhcrson d'une variété X comme Ctant

c*(ﬂx) . Elle habite donc, non pas dans la cohomologie de X (comme c'est le

cas pour la classc de Chern usuellec pour X lisse), mais dans 1'homologie de X .

1+3+. PROPOSITION,- La transformation naturelle c, est unique,

Démonstration.- Soit o € C(X) o lMontrons qu'il existe une famille de varié-
tés lisses Xi , des entiers m, et des applications propres 9; H Xi —> X

telles que = ‘;migi (%( ) . Soient Wj , 1 <j<k , les composantes irr(-
* i - -
ductibles de dimension maximum du supportary o Pour tout Jj , soit gj :Xj-iﬂj
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OBSTRUCTION LOCALE

une résolution de wj (qui existe par la résolution de singularités de
Hironaka), et soit mj la valeur générale de a sur wj « Alors on a
k
ain(supp(a - =m, g, (1, ))) < din(supp(a))
1 J Ik 3
et on peut faire une récurrence sur la dimension du support,
En conséquence on a
C*(u) = Emigi* C*(oxl) = Zmigi* (C(Xl) N [Xl]) ?
d'ol l'unicité de c, .
Nous allons présenter maintenant quelques constructions nécessaires pour

l'énoncé précis et la démonstration du théoréme de Mac-Pherson,

2, Transformé de Nash.

2,1, Soit X irréductible de dimension d , et supposons qu'il existe un
plongement dans une variété¢ lisse, i : X <> N , Soit Uc X 1l'ouvert des
points lisses de X . Soient TN le fibré tangent de N et Grassd(i*TN) la
grassmannienne des d-plans de la restriction de TN a X . Soit ¢ la sec~
tion de Grassd(i*TN) définie naturellement sur U , qui associe A chaque
point w € U son plan tangent,

On appelle transformé de Nash de X 1'adhérence de l'image de ¢ dans
Grassd(i*TN) , et-on le note X . Il existe un morphisme canonique ¥: X—3X ,
induit par celui de Grassd(i*TN) deans X ; en plus ¥ est muni d'un fibré
vectoriel de rang d qu'on va appeler fibré tangent de Nash et noter %) qui
est obtenu par restriction du fibré tautologique de la grassmannienne, Sur
v-1(U) , Vv est un isomorphisme, et ?lv"1(U) est isomorphe a *(TU) par
cons truction, Donc ? est un prolongement du fibré tangent aux points lisses
de X o 81 X n'est pas plongeable dans une variété lisse, on fait cette

cons truction localement et on recolle les morceaux,
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2.2, Nous allons donner une construction plus intrinséque et globale du trans-
formé de Nash. Soit Q; le faisceau des 1~formes différentielles de X et

e Grassd(Q;) —> X le morphisme canonique de la grassmamniennc des quotients
localement libres de rang d de O; , dans X o Sur U , Q;

libre de rang d , donc T est un isomorphisme de n—1(U) sur U o Alors,

est localement

~J -
on définit X comme 1l'adhlrence schématique dans Grassd(Q;) de m 1(U) .
~N
Sur X il existe un faisceau localement libre de rang d (restriction du fais-

ceau tautologique de la grassmannienne) qu'on appelle fibré cotangent de Nash

~ ~
et on le note (2 3 c'est un quotient de v*Q; , OU v i X—>X est la res-
. . ~ ~ ~ . .
triction de w  a X , Le dual de O est » On peut faire aussi cette

construction dans 1P1(Q;) , car le morphisme de Plucker est un plongement fermé
de Grassd(Q;) dans P1(Q§) ., L2 transforms de Nash est localement un

clatemeni (voir (4], 7] » [8])-

On

=

243¢ I1 sera utile dans certains cas de considérer un transformé de Nash
"généralisé" X qui est une varilté munie des deux structures suivantes :
1) un morphisme birationnel sur X , v : X —X .,
2) un quotient localement libre de rang d , noté O , de 3*(@;) .
Le transformé¢ de Nash v @ §~—r~>X muni de son fibré O ,iqui a été

construit en 2,2 a la propri¢té de minimalité suivante : soit Vi:X—>X muni

du fibré un transformé¢ de Nash génlralisé, Alors, il existe un morphisme

< Dt

bWt X—> qui factorise Vv, tel que u*(S) =0 .

Comme exemple de transformé de Nash généralisé, on peut considérer le
~N
normalis¢ du transformé¢ de Nash minimal X , ou 1l'éclaté d'un sous-schéma de
~

, . ~n
X , ou encore une résolution de X .
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3. La classe de Mather-Chern,

3.1. Pour une variété lisse X , sa classe de Chern c(X) est par définition
la classe de Chern du fibré tangent TX . Pour une variété singuliére X ,

il est naturel de considérer comme substitut du fibré tangent (qui n'existe

que sur les points lisses), le fibré tangent de Nash "I‘, , qui n'est pas sur X ,

-~
mais sur son transformé de Nash X .

DEFINITION.- La classe cM(x) de Mather-Chern de X est définie par

cM(X) = \J*(c(% " [f(j) ol v:3X—> X estle transformé de Nash de X et

-
ol [X] est la classe fondamentale d'homologie (ou la classe d'orientation)

~

de X .

Remarque.—- Si § ¢ X —> X est un transform¢ de Nash généralisé et E‘ le dual

- —-— — - - ~
du fibré Q , alors on a CM(X) = Vv (c(T) A [X]) . En effet, soit 3 X ~—>X
le morphisme qui factorise v (§2.3). Alors, on a

u(c(M N [X]) = (D AR]

3.2, Soit a € C(X) , alors on peut {crire de fagon unique @« = ¥ 1'1j1l"v
(démons tration de 1.1).
L
Posons @):=3n, incl,  c (V. ou incl, : W, X est l'inclusion
(@)% = Eny nelyyo (1) S

canonique, Or cette maniére d'associer une classe d'homologie A une fonction

constructible n'est pas une transformation naturelle.

Contre-exemple.,~ Soit X = {yzz = x3} c IP2 la courbe avec un point de rebrous-
sement, En ce cas X est lisse et c'est liéclatement de 1'idéal jacobien de X

f e S0it v : X —> X le morphisme de Nash ; on considére la fonc-

ona X=P
tion ﬁzE Cc(X) o On va montrer que v*cM(t[g);! ch*(ﬁi) « 0n a
1
veey ) = v*cM(f) = v(c(TP)))

or
deg(Q;g) =-2 , donc degyc,(fiy) =2 .

o . . .
D'autre part, () est isomorphe a \)*Q;( modulo la torsion, et la suite exacte
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des difflrentielles fournit

0 — V*Q;/Tors - O% C%y& > 0
ol Q&/& est un faiscecau concentré Aau point v_1(p) , ol p est lc point
singulier, et de¢ longueur 1 . Donc deg?? = deg(v*Q;/%ors) = -3 ot par
sui te dog§{= 3 .« En cons{quence,
deg(cﬂv*(ﬁ?) = dcg(cM(EX\) = dcg(cM(X)) = deg (v, (c(T) N Zn) =3 .
Remarque.~ On voit sur cet exemple qu'en giniral on a a'f 0% , méme si X

est lissc,

4, L'obstruction locale d'Eulcr,

4e1. DéFinition de Mac-Pherson ([6],§3).

Supposons X irrd{ductiblc de dimension 4 , plongl dans une varilté
lisse N de dimension n . Soit v 8 X —> % 1lc transformé de Nash de X .
Soit p € X et Z1’°"'Zn des coordonnfes locales dans N telles que zi(p)= 0 .
Soit l|z”2 = Zziii ; c'est une fonction a valeurs rlelles, donc deH2 est
une différenticlle IRR-lindairc A valeurs rlelles, Identifions le fibr{ IR-
vectoriel des difflrenticlles IR-linlaires & valeurs rielles avec le fibré
R-vectoriel sous-jacent au fibr{ C-vectoriel des difflrenticlles C-lindaires
a valeurs complexes. Cettec identification induit sur le fibré¢ R-vectoriel
sous-jacent a 57 une orientation qui est (—1)d fois 1l'orientation induite
par la structure complexe, On consid:re la section r de O sur X , obtenue
par restriction de v*d”zl'2 N

Soient Be la boule dans N de centre p et rayon e¢ , et Se son

bord,

PROPOSITION.—- Pour ¢ # O assez petit, r ne s'annule pas sur v~1Se (ou

suw VT (B,-»)) .

o~ - ~)
Démons tration.— Soit Xp = v 1(p) la fibre au-dessus de p dans X , et
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OBSTRUCTION LOCALE

soit Z 1l'ensemble des zéros de r , On a f(vp c Z . Supposons par l'absurde

qu'il existe xeﬁ’pn(z-fp) s ol (Z-')\()p) (adhérence de Z-'fp) est sous-

analytique réel, Donc, par le lemme de Bruhat-Whitney, il existe une courbe

analytique T [0,t] —— (Z—S(’p) telle que ,(EJ(O) =x et ¢(Jo,t]) c Z—?()p .
En projetant sur X , on obtient une courbe analytique C passant par P
Soit S une stratification de Whitney de X , Pour t assez petit non nul,
c(Jo,t]) est entiérement contenue dans une strate de S o Soit p' #p un
point de la courbe C , Alors la droite sécante pp' est orthogonale a un
espace tangent limite T, en p' (i.e. un point de fp, M ¢ qui se projette
sur p' ). Or, par la condition A de Whitney, ”p' contient l'espace tangent
a la strate en pf qui lui, contient la droite tangente a C en ' . Donc

pp' serait orthogonal a la droite tangente & C enp' pour tout p'€C ,

p' ;!p , Ce qui est impossible,

L'obstruction a prolonger r comme section non nulle de ’(\f de v_1S€ E

-1

VB, notée Eu(Q,r) est une classe de cohomologie dans

Qd( \)—1

~1 2d, ~1 -1
H BV Sa,Z)=HC (v B, -V sc)

- ~
car pour tout x € v 1Be , Qx est un espace vectoriel de dimension (réelle)

2d orienté et on a donc canoniquement wi(?{x— {0}) =0 pour i< 2d-1 et

NS . -1 -1 . .
1T2d_1(Qx- {0}) =z . Soit [v Be,\) S€] la classe fondamentale d'orientation

1 -y -1 -1 . o
dans H2d(v B,sV Se) = HZd(v B, -V Se) , image de [X] par la fléche de
-1

triction H__ (X) n (v's )
restriction 2d — 2d v e—v Se .

DEFINITION,.~ Le nombre local d'Euler de X en ’ Eup(X) , est 1'évaluation

jul
¥

de la classe d'obstruction Eu(ﬁ,r) en la classe fondamentale [v—1B ,v-1S ] .
€ €

4.2. Résumons, en ayant les donnles suivantes, D = (V,3V,&,T,r) ol 3V est
un sous-espace de V espace compact de dimension réelle 2d , (*¢ Hed(V,})V) ,
T est un fibré vectoriel de rang réel 2d sur V et r une section de T

qui ne s'annule pas sur @V , on a une classe d'obstruction bien d¢terminée

13
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Eu(T,r) € Hgd(V,aV) et un nombre entier Eu(D) = <tu(T,r),3> . On vérifie
les propri¢tls suivantes de Eu(T,r) et de Eu(D) :
1) Ils sont invariants si on remplace r par une scction homotopiquement

¢quivalente 1! (par une homotopie qui ne s'annule pas sur 9V ),

(,Q

2) Soient Di = (Vi’ oV i

Ti,ri) , 1i=1,2 et n :(v1,av1) - (v2, avz)

i’

tel que h‘*(,91 = (@ T, =n*T, et r, =7*r_ , Alors —::*Eu(T2,r2) =Eu(T1,r1)

2 ' 2 1 2
et Eu(D1) =Eu(D2) .

3) si v =g , alors on a Eu(V,r)

i
<]
<
—~
-3
~

o Eu(T) est la classe
d'Euler de T .

4) Soient D, = (vi, vy (.Q'].,Ti,ri) , i=1,2 et
D = (v1 X v2,(v1 X ave)u (};v1 X V. ),%,T,r)

ol (3= C‘"q ><C°‘2 y T=T,®T, r| = (;1,1«

r|av1 Xv2=(r2,;2) avec ;:[ =r, , i=1,2 ,

Alors on a Eu(T1 M Te,x‘) = Eu(T1,r1) X Eu(Te,r2) et Eu(D) = Eu(D1).Eu(D2) .

. £
5) soit (v, dv, &,T,r) et O N T > Q 5> 0 unc suite

exacte de fibr{s vectoriels sur V telle que f.r ne s'annule pas sur gV .

Alors 1), 2), 3) et 4) impliquent Eu(T,r) = Eu(N) U Eu(Q,£-r) .

4.3. Une formule algébrique pour Eup(x) .

La construction de EuP(X) est locale,-donc on peut supposer X C Ojn ,
A ~
0€¢X .Soient v: X —>X le transform’ de Nash de X , T 1le fibr¢ tan-

gent de Nash sur X et /)E) = v—1(0) la fibre sur 0 , Soient X 1'¢clatd

o]

~o ~ A
de X0 dans X , et D le diviscur exceptionnel image inverse de XO .

a x fibrés vec ie : la re icti 3 e image 1
Sur D on deux fibrés vectoriels la restriction a D de 1'im inverse

~ , . ~) . ., ~ .
de T (notée aussi T ), et le fibré normal & D dans X' , not¢ g
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T T
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On pose d = dimX , donc dimD =d4d-1 .,

THEOREME .- Bug() = [ o (F-0)n 0] ab o(F-e) =c(B/e(c) .
D

Démonstration. a) Soit E 1'image inverse par Vv

de la restriction & X du fibré tangent (trivial) de ¢ . lLe

fibré T peut 2tre considéré comme un sous-fibré de E (§2). Considérons la
section "radiale" P r— 5? , €t son image inverse 9 par v , qui est une
section de E sur % « En munissant E d'une forme hermitiemne s , on peut
projeter p sur T et on obtient une scction c, de 7 « Alors on a

Eu((,r) = Eu(%ﬂcz) car la forme & induit un isomorphisme entre les fibrés
réels orientés (sous-jacents) T et 5> qui transforme o, en r , l'orien-
tation de 5 {tant celle qui provient de 1l'identification du cotangent complexe
au cotangent réel, et l'orientation de T étant celle qui provient de la struc-~
ture complexe, On prendra garde au fait que l'orientation de 6 , provenant de
la structure complexe, est (--1)d fois 1l'orientation ici considérée,

b) Soit ¢ > 0 assez petit pour que o, ne s'annule pas sur v-1se (pro-
position du §4.1). On va poser V = v—1Be et oV = v-1Se « Pour calculer
Eu(%:cb) on considére la classe d'obstruction universelle ¢ de %) , définie
par la section canonigue de P%% y vi—s(wyv) , 00 €T , et Py ¢ T—X
est la projection du fibré ?’ sur X « La classe w® appartient a Hgd(%;?:i)=

2d . s ~ . ~ -
Hﬁ'(T) (en identifiant X avec la section nulle de T ), et elle se restreint

2d,~ ~

a une classe dans Hy (TIV) notée aussi « . La section ¢, de T envoie

15
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la paire (V.VQ}O) dans la paire (ﬁﬁviﬁ,v-V) , et induit
24,3 2d
* .
oyt Hy (T'V) e Hio(V) .

~ ~
Si e # 0 est assez petit, V est un voisinage de X_. tel que V - X se

(0] (0]
“~
rétracte sur son bord 3V . Alors Hi (V) = H‘(V,V-XO) est isomorphe &

(]
H*(V,QV) . Considérons c;w € H%d(v) =z HZd(V,SV) ; ce n'est autre que
(0]

~
Eu(T,os) , par la propriété universelle de @ . Or on a H%d(v)f: H%d(i) par
Y ~
excision, donc cgw peut &tre considérée comme appartenant & H%d(X) .
0

En conséquence, on a
o~
1) Euo(X) = deg(o;w N [v,av] = deg(o;w n[xDh .
¢) Le pas suivant de la démonstration est de construire une variété au-dessus
o~ ~
de X sur laquelle on va avoir une section algébrique de T , car o, ne
~
l'est pas. On va scinder le fibré E comme somme de T et d'un fibré supplémen-

taire, non pas & 1l'aide d'une forme hermitienne s , mais algébriquement. Plus

précisément, considérons la suite exacte de fibrés vectoriels sur

~ ~N ~ ~N
X:0—T—E —35Q —0 , o Q=E/T , rang(T) =d et rang(E) =n .

Dans la grassmannienne Grassn_d(E) dont la fibre sur x € ; est formée par
les sous-espaces de dimension n - d de Ex , considérons 1l'ouvert U dont
la fibre sur x € % est formée par les sous-espaces supplémentaires & ;x
dans Ex , c'est-a-dire les applications a de Q dans E telles que
joas= idQ , ou encore les applications de Q dans % . La variété U est
munie d'une projection p : U ——é'f dont les fibres sont des espaces affines
de dimension d(n-d) sur € ; c'est un espace principal homogéne. Sur U
considérons les images inverses de E , de sa section p et de % , par
P U-———)} (qu'on désignera par les mémes notations).

Soit S 1le fibré supplémentaire de % , obtenu par restriction & U du
fibré tautologique de la grassmannienne. Soit o (resp. 7 ) la projection de

o~
p sur T (resp. S ) .Ona:

E=T®S , p=0c+m .

16
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. _ _1 -~
Soit Uy =p (XO) .

PROPOSITION.- Soient wu € Uo , € >0 , alors il existe un voisinage W de u

dans U tel que, pour tout we€ W , on ait [ a(w) || < e |l olw)| .

Démonstration.

~

Un point u de UO représente un point de XO , c'est-&-dire un espace tangent

limite & l'origine T , et un espace supplémentaire S dans E . Fixons une

forme hermitienne s qui donne cette décomposition de E , i.e. telle que

1
S =T . Alors s 1induit une section de U qui passe par u . Il suffit de

démontrer la proposition sur cette section car U est un espace principal homo-

~

géne ; et on peut identifier X avec cette section. Donc on est ramené & démon-

~ ~
trer sur X 1l'affirmation suivante : soient =z € XO , € >0 , alors il existe
~ ~ ~N
un voisinage V de x dans X , tel que, pour tout v € V , on ait :
*

() gl <e o |
ol o et ns sont les composantes de p déterminées par s .

Soit {Ma} une stratification de Whitney de X . Alors il suffit de montrer
qu'il existe un voisinage V de O dans X , tel que pour tout & , et pour

2

tout z€ M NV , on ait th(Oz,T ) < ¢ , o T est 1'espace tangent

%y,z M,z

o
& la strate w’ au point 2z .

Nous allons le démontrer par l'absurde. Supposons qu'il existe un o tel
que pour chaque voisinage V de O il existe z € Ma NV tel que
tga(Oz.TM z)‘g 02 . Considérons l'ensemble semi-analytique réel
a?

R

{z € %} | th(Oz.TM Z)A; c2 } . Alors O appartient & l'adhérence R de
a’

R . Par le lemme de Bruhat-Whitney, il existe une courbe analytigue réelle

Cc: [0,t]—>R , telle que C(0) =0 et C(Jo,t]) ©R . Donc cette courbe

aurait la propriété suivante : en tout point P#0 , P€ C , tge(OP,tgP),; ¢2

ce qui est impossible, car la tangente tend vers O quand P tend vers

17
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l'origine, On va montrer que par suite on a (%) . En effet, la donnée de

-J
veT équivaut A la donnée de z = v(v) € X et d'un espace T, limite d'espa-
ces tangents aux points lisses voisins, Or, par la condition A de Whitney, on

~)
a T DT , donc on a
z Ma,z

|ts(02,1, )1 > a0, )| = I/ o,
o

ce qui implique (¥) .

COROLIAIRE 1 (de la proposition).- L'ensemble U. est ouvert et fermé dans

0

l'ensemble Z de zéros de o

Démons tration.— En effet, UO est l'c¢nsemble de zéros de n , et p =0

implique o = 0 . Montrons que UO est ouvert, par l'absurde. Supposons eu'il

existe une suite Uy contenue dans Z- UO qui converge vers u € UO . Par la
proposition précédente, pour 1 assez grand, o(ui) = 0 implique 'q(ui) =0 .

Or p =o0+mn , donc o(ui) =0 , c'est-a-dire w, € Uy pour i assez grand

et on a une contradiction,

d) Poursuivons la démonstration du théoréme. Soit z' = Z-U0 la réunion des
composantes connexes de Z (les zéros de o ) disjointes de UO . Posons
W=U=~2' 3 c'est un voisinage ouvert de U0 dans U , par le corollaire 1,

B ~
Notons aussi p 1la restriction a8 W de p ¢ U—>» X , Considérons maintenant

le diagramme commutatif suivant

C S I . & *N
o v W P*T

(=
3

=
~

! ——
PA—

g
B S

tad
~
N
<
~
J
=
N

18
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~1

ol V =y Be (voir b)), et WV = P—1(V) .

Alors on a des morphismes de paires d'espaces :

P ~N

a,
S ~oAY
(wv,wV - UO) —_— (V,V - 'O) — (T,T - X)

2d

et par suite p*c*w € HS (W ) & Hed(w) (par excision).
S UO \' UO

Donc

(2) P*(Uzw A XD = p*o¥w n [w] ¢ Hed(n-d)(Uo) .

Par ailleurs, on a des morphismes dc paires d'espaces @

o oA ),
-W) —— (T,T-X)

e} Ry ~N
(1,7 = Uy) ——> (p“le ,P*T|w

d'oll unc classe o*m*w € Héd(w) .
0
o~
Montrons que p*o;w = o*m*w , Notons s ¢ X —> U 1la section induite

par la forme herinitienne, et s' sa restriction a V , La paire (V,V-—XO)

v

est envoyée dans la pairc (W,W- UO) par , ce qui induit 1l'isomorphisme

°
)

(5,.,)% H2d(w\—:1—é H?d(v) car on a le di e commutatif suivant

S U, ) : %o , ca a agramm a a

12%w) —=—s 524(v)
Yo Yo

l(s,m sls*

13%(v) —=— 134(%)
) X

ou les fliches horizontales sont des cxcisions.
En fait (slv)* est 1'inverse de p* , donc l'égalité p¥o*w = o*w*w
est équivalente A 1'égalité o*w = (slv)*c*ﬁ*m « Orona of= (S|V)*U*ﬁ* a

cause de la commutativ:ité du diagramme suivant

o ~
VY —————————> p¥T

R

T" |v 1,”
(v} ~

Ve 5 7

d'olt 1'égalité qu'on voulait démontrer,
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En conséquence on a @
(3)  p*afe n[V] = o*m*w W]
et aussi par projection

(4) ax(c*ma N [W]) = me N [o(W)] .

Cette derniére classe est donc le cap produit de la classe fondamentale de
cohomologie de W avec la classe fondamentale d'homologie de o(W) ; et on
sait que c'est la classe d'homologie associée au cycle intersection [W.GW]
dans A.(W N o(w)) ([1] §VI), ol on considére W plongé dans p*T par la

section nulle, et od A.( ) désigne le groupe de Chow des cycles algébriques
modulo équivalence rationelle (voir [3]). On a donc

(5) mwnalo(W)] = [w.an .

e) On dispose d'une formule algébrique pour calculer ce cycle intersection

(rz) :

la variété W plongée dans p*%) par la section nulle est localement inter-
section compléte [11], et son fibré normal est aussi p‘% . Le schéma intersection
W No(W) est défini par o =0 dans W , on va le noter WO . La dimension

~
de W est d4-d(n—d) et sa codimension dans p*T est d

o}
W —————> p*T

J I
Uy ey ¥
Alors on a
~)
6 We = * / v,
(&) D] = (e )02y
i.e, la composante de dimension d(n-d) dans A.(WO) du cap produit de la
classe de Chern totale de la restriction de p*%) a wo avec la classe de Segre
relative de W. dans W . Cette derniére classe est définie par s(Ho,w) =

g,(c(N)-1(\[io]) , O g ¢ W—>W est 1'éclatement de W de centre Wy , et od c(N) est
la classe de Chern totale du fibré normal N au diviseur Wb = 3-1(w0) dans W ([2]).

COROLLAIRE 2 (de la proposition).- Avec les notations précédentes, on a
s(WO,W) = s(UO,U) .

Démonstration.- Soit I = 031,...,cn) (resp. J = (p1,...,pn)) 1'idéal de défi-
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nition de WO (resp. UO) , ou 9; (resp. pi) est la i-¢me composante de ¢
(respe p)

L.

Soit £ : ¥ —> W 1le normalisé de 1l'éclaté de wo dans W , Posons
I=s] = (51,...,8n) (respeJ = £%J = (51,...,En)) , ou o, = f¥g;
(resp. Bi = F*pi).On va montrer que I est{gal 37 . D'une part on alc.] , car 0 =0
implique ¢ =0 ; donc en al<J,D'autre part, puisque p=o+m ct queligiceh] dans un voi-

n
dnage de Uo,ona ]pil <(1+e) T |o pour i = 1,.eeyn o S0it g un généra-

|
_ J
teur (local) de I (qui est ;'].r_llersible). Alors pi/g est une fonction locale-
ment bornée pour tout i , donc holomorphe car § est normal. Par suite, on a
J T , d'olu l'égalité,
Par ailleurs, les classes de Segre relatives sont invariantes par morphismes

birationnels (prop. 3.2 de [2])e. Donc on a

5 (UgW) = £,8(T,7) = £,5(T,m) = (v, ")

ou EE) = WO est le diviseur dé¢fini par J = [ . Finalement, comme UO est

aussi fermé dans U , on a s(UO,w) = s(uo,u) , d'ol le corollaire,
I1 résultc du corollai;e; T
~J
We W] = S * _ .
(7 D] = (v ) =00 g _ gy

Pour finir la démonstration du théoreme remarquons que S(UO,U) = P*S(';(Jo,f)\{J) et
par suite
(8) [v. ¥] = p*(c(?ly(o A S(YO,Y))O .

Comme p¥* est un isomorphisme car p est une fibration principale homogéne,
il résulte des formules (1) a (8) que

E\AO(X) = deg(c(’flgo) N 5()?0,’)?)) .
Par définition de la classe de Segre relative, on a 3(,)?0,’)\(’) = '&;(C(E)-1f\ o] ,»
ol &1 X' — 7% est 1'¢claté de ;{)O dans X et g est le fibré normal du
diviseur exceptionnel D , La dimension de D est d-1 , Notons aussi ?
l'image inverse de T par & , et sa restriction & D . Alors on a

deg(e(T) N 5(X,%)) = deg(c(B) n & le()™ A [0])) =
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= degle(T) U <(5)" A [0]) = dealcy ((T-8) A[D]) ceqofuc.

4e4s Quelques proprictis,

44441+ Le nombre local d'Euler EuO(X) est indépendant du transform{ de Nash
(généralisé) considéré pour sa comstruction. Plus précisiment, soient

Ut X —>X (resp, v @ ﬁ)——% X) un transformé de Nash généralisé (resp. le
~

trans formé de Nash minimal), Xy = 3—1(0) (respe Xg = v—1(0)) la fibre au-

dessus de 0 et D (rusp, D) 1le diviscur exceptionnel dans 1'éclaté A : X'—>%

— - , L, ~, ~ ~ ~
de X, dans X (respe dans 1'Cclat? N ¢ X —> X dc X, dans X ). Notons

r:

T (resp. ©) le fibr( normal 4 D (resp. D) . Finmalement, soit T (resp. T)
le fibré tangent de Nash de X (respe i) ; on désignera avec la méme notation
T (resp. T) et son image inversc par L (resp. \) et sa restriction & D

(resp. D) .

PROPOSITION.~ Avcc les notations précédentes, on a

Bug(X) = degle (3-8 n [B])

o d est la dimension de X

— ") sl -
Démonstratione- Il existe un morphisme ¢ X —> X tel que p*¥T =T et

v = vou , etun morphisme  p' 3 X — X tel que le diagramme suivant soit
commutatif

- A -

X' —— X

lu' - lu

b4 A 2

X' ——————— X

En conséquence on a :
uy(c(T - €) n [B]) = c(T=€) A (D] .
Donc la proposition résulte du théoréme du §4.3.

4.,4,2, La construction du nombre local d'Euler EuO(X) est locale, et on sait
"
que le transformé de Nash v 3 X —3> X est localement un {(clatcment (§2).

~
Notons J wun idéal dont 1'éclaté est X (en supposant X un voisinage conve-
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nable de O ). Considérons par ailleurs 1'idéal maximal m du point O . Alors
1'idéal de %6 = v—1(0) est mQ% et son éclatement est par définition X .
soit & : 2“ —_ ; le morphisme correspondant, et DcC %' le diviseur exception-
nel, D'autre part, considérons l'éclaté de e« 3+ X' —» X de m (i.e, du point 0)
dans X , et soit B 1le diviseur exceptionnel correspondant (qui est la "base"
du cBne tangent CT

6]
1'algébre graduée de cT, ). Alors X' est aussi l'éclaté de Joy, dans X' 3

en 0 , c'est-a-dire le schéma projectif ]PCT0 associé a

notons v' @ f' -—> X' le morphisme correspondant. On a le diagramme commutatif

suivant ¢

~)

SN
//P XO
/
% 53

V! l v
/3-——“ —> {0}
i ?

X! ______ji___> X
Avec les notations précédentes on a la

PROPOSITION,- a) Soit € (resp. E') le fibré normal 3 D (resp. B) . Alors,

on a § = v'*g!'

b) Il existe un ouvert dense U de B tel que V' induise un isomorphisme

de [v(w)]

sur U .

red red

En conséquence pour chaque composante irréductible Z de B , il existe

n> ~)
une seule composante irréductible Z D 11 i i i -
P de telle que Zred soit birationnelle

ment isomorphe & 2
re

4 .

c) Soit m (resp. M) la multiplicité de Z (resp. %) , le€. son coefficient

dans le cycle fondamental de B (resp, D) . Alors ona m =

Démons tration.

L'affirmation a) résulte du fait que D est 1l'image inverse par v' de B ,
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Pour démontrer b), démontrons d'abord que étant donné un point p de Dred ’

~
'&)(p) = T sa projection sur XO qui est un plan tangent limite en 0O , et

v'(p) =4 sa projection sur B qui est une géniratrice de CTO , alors il
existe une suite x = dans Xreg qui tend vers 0 , telle que lim T(xn,X) =T
n-—»c0

et 1im Cx =1 (o Ox est 1n sécante qui porte O et x, ) @ avec les
n— oo n n
notations du §4.2, considérons le sous-fibré de rang 1 du fibré trivial E ,

~ ~
défini sur ')\(J—XO par la section radiale" ¢ o Le schéma XO est défini par

p=0 o Alors l'ensemble sous-jacent a la fibre exceptionnelle D de 1l'Cclate-

~

ment de XO dans X peut étre regardé comme ¢étant l'ensemble des positions

limites des sécantes donnles par p o C'est-a-dire, plus précisiment, qu'Ctant

o PR
donn¢ p € D , 11 existe une suitc dans X_’XO de plans tang.nts limites T,/

red

. ™~ S
en des points y de X- {0} (avec Jim yn=0) telle que lim T =T = alp) et

1i O—y_ =e= v'(p) » Par ailleurs, pour chaqu~: T il existe une suitc:de points
fioco “n n

m .oom ) m
= > =T
dans Xreg z, telle que dimz =y et ml—J;%oT(Zn’X) S
Donc on peut construire une suite de points dans Xreg v X, = z:(n) qui
tend vers O telle que lim 0—; =4 et 1lim T(xn,x) =T ,

nsco n oo

Or, par un résultat d'Hironaka (lemme 1.6 et The 1.7 de [5]) on sait qu'il

existe un ouvert régulier dense U de B tel que si Le U oq Estune génératrice

>d
du cBne CT., et x_ est une suite dans X qui tend vers O avec lim Ox =
0 n reg n-=oco 1
et lim T(:’.n,X) =T , alors on a que T est le plan tangent au cBne tangent
n—y o0
CTo le long de { .

~
Soit Vv @ Ured —_ XO 1'application qui associe a chaque teu 1l'espace

tangent au céne CTO le long de la génératrice £ (qu'on peut identifier avec

l'espace tangent & B en T ) ; il appartient & X car on sait que la variété

0

v ~ ’
duale B'red de Bred est contenue dans XO (The 1.5 de [5]). En conséquence on

a le diagramme commutatif suivant @

-1 a ~
0> ), 57,

red
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On voit que (v'-1(U))red peut &tre considéré comme ¢tant le graphe de
1'application ¥ , d'ol 1l'affirmation b) .

Pour démontrer c), on utilisera le lemme suivant @

LEMME.- Soient Y et Y' deux schiémas intégres noethlriens, et f : Y' — Y

un morphisme fini birationnel, Soient Z un diviseur irréductible de Y et

ZyseeesZ, les composants irréductibles de f—1(z) . Notons m(Z) (resp.m(Zi) ’

i = 1,e0eyn) la multiplicité de Z (resp. de Zi sy 1=1500e,n) y et di le

degré générique de (Di)red sur Dred(l = 1,ees,1) o Alors on a

m(D) = ; dim(D) .

Démons tration.~ On peut supposer Y et Y' affines ; soit B (resp.B')
1'anneau de Y (resp., Y') , Soit A 1'anneau local de X au point générique
de D , et soit A' =4 ®BB' o« Soit encore § € A 1l'¢quation de D . Alors

on a le diagramme commutatif suivant, avec lignes et colonnes exactes :

(0] o] N
0 N > A SA'/A— 50
B 5
0 A > A >A/MAN — 50
A8h ——> L' /5A° > X > 0
0 o 0

On en déduit la suite exacte
() O — 3 N—u3 4/80 — S A" /5h' 3 K —3 0 .
La multiplicité de D est par définition la longueur 1g, A/ A de A/GA sur A .
£
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La suite exacte (%) entrafne :

- [ A N
1g,4/5h = 1g,A'/64 + 19,11 - 1g,X .

Or, le noyau N et le conoyau X ont 1la méme longueur car on a la suite exacte

0 > N > A'/a > &'/A X o ,
ol A'/h est de longueur finic car £ est bi rationnel. Donc on A lng/%A =
lgA‘A'/GA' .
Par ailleurs, soit Ai 1'anneau local au point géniérique de 'Di , et
61 € ﬁ{ 1'¢équation de Di (i = 1,00eyn) . filors, on a A'/64' = 6>A£/%1A£ '

donc
1 ot At = 1 ] Al = d 1 J oY
g!‘ /()b =7 g,A/{S 44 Z Iy Q,A/é . 'y

N

olt d, = [k(Ai) : k(4)] est le degré génirique de (D) sur D .

i’red red

Donc on a bien

m(D) = lgAA/SA =3 di.lgA_,Ai'/ﬁiAi' =z dim(Di) .
1 1

Pour achever la démonstration de 1'affirmation c) de la proposition, il
suffit de remarquer qu'on est bien dens la situation du lemme précédent en
considérant un ouvert de X' , qui coupe une seule composante irréductible Z
du diviscur B en un ouvert demsc U de Z pour lequel on ait b). En ce cas,
on a une seule composante irriductible E au-dessus de Z et avec degré giéné-

rique 1 sur Z , d'ou m = M« CuQeF.D.

Remarque.- On peut distinguer deux types de composantes irréductibles de D 3
celles qui se contractent par v' en des sous-schémas immergés de B et celles
dont 1l'image par V' a la méme dimension,

Pour ces derniéres, on sait par la proposition préclidente qu'elles ont la
méme multiplicité que leurs images et que les variétés réduites sous-jacentes

A ces derniéres sont bir ationnellement isomorphes a leurs images,

sous-jacent & D , le fibrc

44403 PROPOSITION,~ Sur le schiéma réduit Dred

~N
normal £ est un sous-fibré du fibré tangent de Nash T
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Démons tration,

de
ne
a

en
de

ol

)
~ ~

~ ) ~ A
Soit & : X' —> X 1'éclatement de ‘io dans X . Soit F 1le sous-fibre

~
rang 1 de E , défini sur X - XO par la section "radiale" p de E , qui

Sl

D

~N
éclatant le schéma  {p = 0} = X

)

A~
annule pas sur X—XO

)
du prolongement & X' tout entier de (&1%,_

(§4.3). On peut regarder & comme la restriction

D)*F , prolongement obtenu

o ¢ butrement dit, la fibre Q—1(x) au-dessus

~)
x € X. est l'ensemble des positions limites des sécantes données par o(xn)

~N N ..
{xn} est une suite de points dans X-—XO qui tend vers x o En ayant fix¢

une forme hermitienne s dans le fibr{ trivial E , on peut décomposer E

. ~N . ’ ’ . . .
comme somme directe de T et d'un fibr{ supplémentaire., On obtient une section

%

-~
de T en projetant p sur T et une section Mg du fibré supplémentaire ;

P =g T, . Par la proposition du §4,3, {tant donné ¢ > 0 , il existe un

~ ~
voisinage V de x dans X tel qu'on Ait

() N @< ell @ powr toue v ¥
Nous allons montrer que lim p(xn)/||p(xn)” appartient a ? « Pour n assez
ns oo
grand “c(xn)H % 0 , donc c'est {quivalent de considlrer p(xn)/uo(xn)u a

la place de p(xn)/qlp(xn)‘l . Or 1'inégalité (%) entratne

e (x) = ot )N/ llotx )l < e

donc on a

Lin p(x)/llaGe )l = 1in o(x )/ o)l
n—»co n-—oo

et ce dernier appartient A T d'ol la proposition (voir aussi [10] ).

4.5 Exemples,

on

et

1e

v}

2e

Soit p un point lisse de X , donc on peut supposer X = Gd . Alors

nN ~) -
X=%x , T=1T estle fibr¢ tangent (trivial) de ¢@ , p=%X. =2 (c) ,

-1 3+ Donc on a
Pd—1(m)( ) ©
Ba, () = [ ey (B0 [0] = LT T apl =

Soient C wune courbe et p € C , ilors, pour calculer Eup(C) on peut

27



G. GONZALEZ-SPRINBERG

considérer son transformé de Nash désingularis( C (par 4.4.1), i.e. sa
résolution, Soit D le diviseur exceptionnel, /,lors on a

Eup(C) = J [D] = multiplicité de C en p .
D

3. Soit X = {x2 = yzz} c @3 , le parapluie de Vhitney,

Le transform’ de Nash % est dans ce cas 1l'¢clatement de 1'idéal jacobien,
On trouve que f est une surface lisse (qui n'est pas la résolution minimale
de X ).

Calculons le nombre d'Euler & l'origine, EuO(X) . La fibre QB au-dessus
de 0O est une droite projective avec un point immergé de longucur 2 o Ceci
correspond & la description gléomltrique suivante : la droite projective rcpré-
sente le pinceau des plans qui contiennent l'axe Oy , et le point immergl est
le plan "double" d'équation x2 =0 (qui est d'ailleurs le cBne tangent en O ).
Le diviseur exceptionnel D dans l'Cclaté %3 de %O dans f est formé de

deux droites projectives qui se coupent en un point 3 l'une d'elles est le

~
transformé¢ strict de XO , et l'autre est "double" (n'est pas réduite) ct se
projette sur le point immergé de XO .« La base du cbne tangent B =IPCTO est

aussi une droite projective "double", birationnellement isomorphe a la droite
"double" de D (par la projection V' , voir §4.4), et l'autre droite se
projette sur le point de B qui représente la direction de l'axe Oy .

Soit [D] = Ly + 2L, le cycle fondamental de D . On trouve
—-1 c1(%" Yy=0 , c(&

Lo

, (“T’I L1)
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Alors on a EuO(X) = JD(C1(¥) - C1(§))17 [D} ==-14+2 =1 .

~
Calculons aussi Eup(X) , o p #0 apparticnt & 1'axe Oz . flors Xp
est formé de deux points (qui correspondent aux deux plans tangents limites
passaut par la droite Oz ), ct Dp est formé de deux droites projectives
disjointes,
N . . 0 -
On trouve que T est trivial sur chaque droite (car i1 provicent dc¢ la

restriction & un point), et c1(§) =-1 sur chaque droite. Donc on a EuP(X) =2,

5. Formule pour lé nombrec d'Euler d'une hypersurface dc dimension 2 .

Reprenons les notations de 4.4, Soient [B] = am, 2, le cycle fondamental
de B , et [D] = Zmagg + 2pﬁ Lﬂ celui de D , ol les . ct les p, sont
des entiers, ol (E;)red e€st bi rationnellement isomorphe A (Za)red et ol
les Lﬁ sont les composantes qui se contractent par V' (cf. §4.4.2). flors
chaque LB est une droite projective, car LB représente un pinceau de plans
dans C3 d'axe unc droite fixe (correspondante & v'(Le)).

Notons éa la courbe duale A Zu (qui représente les plans tangents 2 la
composante du cBne tangent correspondant a Za) . Soient dcV le degré de Za
et dé le degré de Za . Alors on a

(x)  Buy(x) =zm (4, -4d) -, .
En effet, T est la restriction du fibré tautologique dec la grassmannienne

Grassz(E) (cfe §2), donc on a

~ ~ v
c,(Tyy ) =c, (T)y ) =~ degZ =-4d" .
Z
1z, 1 Iid o o
Pour les composantes LB on a
N
c1(T|LB) = - deg(Lﬁ) =-1

Dtautre part, par le paragraphe 4.4.2 a), on a
c, (g = =-degZ =d
1(§|Z) 92z, o
o
et c1(EIL ) =0 , car v’(LB) est de dimension O . Donc, en développant
8
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1'expression r (c1(35 - c1(§)),q [D] on obtient la formule (x) »
JD

Remarque.~ Si X est une surface dans ¢ et n> 3 , la scule difflrence

essentielle avec le cas d'unec hypersurface cst que les composantes LB ne

sont pas forcément des droites projectives, Notons £ le degré de LB H
alors avec les notations précédentes on a
N
Bu . (X) =¥m (d -4 - -f .
o¥) = Zm (4 - ) - wpg L,

5. Soient X le cBne dans c3 sur une courbe lisse C dans IEQ de degré 4,

et O 1le sommet (qui est le seul point singulier de X ). Alors on trouve que

D et B sont isomorphes a C ., Donc, en appliquant la formule de 4, on a ¢

deg(C) - deg(C¥) = d-d(a-1) = 2d-a ,

EuO(X)

n 3

6, Soit X = {x = ypz} c € ,avec p<n-1 , (n,p)=1 . Alors on trouve

(avec les notations de 4)

v

[D]=p21 +22+(p+1)L .
ol Z1 , 22 et L sont des droites projectives,
Donc on a (par la formule de 4) :

Bug(X) = »(1-0) + 1(1 - 0) - (p+1) =0 .

6. Enoncé précis du théordéme de Mac-Pherson,

Soit T 1l'homomorphisme du groupe de cycles de X dans les fonctions

sur X a valeurs dans Z dJ¢fini par :

T(m,2,)(p) = zniEup(zi) , WP E€X .

PROPOSITION,- T est un isomorphisme sur le groupe de fonctions constructibles

c(x) de X .

Démons tration.—~ D'abord il faut montrer que l'image d'un cycle par T est une
fonction constructible, Or ceci résulte du fait que la fonction définie par le

nombre local d'Euler est constante sur chaque strate d'une stratification de
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Whitney quelconque de X (exposé¢ suivant de ce séminaire),
Montrons l'injectivité de T o Soit z;niZi un cycle dans X tel que
. s oL s - =
Zi ;!ZJ. si 1¥J , et Zni EuP(Zi) 0 pour tout p € X o Alors n, 0 ,
pour tout i , car la valeur générale de T(zr&Zi) en Z, est n; . Pour
montrer la surjectivité de T , on fait un argument par récurrence sur la

dimension du support de ¢ € C(X) .

Avec les notations du paragraphe 1, 1l'¢noncé du théoréme de Mac Pherson
est c, = CMT-1 , ou CM est la classe de Mather-Chern définie au paragraphe 3 o
Reprenons l'exemple de la courbe plane avec un point de rebroussement de
2 3 2 -1 -1
§3.2, X = {y“z = x’} cP° . On veut montrer que VT (1§) = cT v*(ﬂf) ,
ol v : X—>X est le transformé de Nash de X . D'une part, on a T_1(ﬂi) =X

~
car X est lisse, Donc on a

1}
N
-

deg(vye, T (1)) = deg(ve(c(TR) A [X]))

car deg Tf =2 .

X - {0} car EuO(X) =2

Dlautre part, on a w(flg) = 1, et T—1(ﬂx)
et EuP(X)=1 si PAO .
Donc on a 3
degley T () = deg(c,(x = {01)) = deg(uy(e(F) A [F])-1 =3-1 = 2,

~
car degT=3 .

L'égalité de degrés entraine 1'¢galité des classes qu'on voulait démontrer,

On renvoie 2 [6] pour la démonstration du théorime,
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