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Séminaire E.N.S. (1978-1979 ) 

Exposé n° 4 

LIMITES D»ESPACES TANGENTS 

ET 

OBSTRUCTION D'EULER DE S SURFACES 

Par LE Dung Trang 

DansC'I^D 9 Ma c Pherson a défini l'obstruction d'Eule r d'un 

germe d'espace analytique complexe réduit (voir aussi H 4 3 ) • Cette 

obstruction d*Euler lui permet de construire des classes de Chern 

pour les variétés algébriques singulières. Dans cet exposé, nous 

allons montrer une formule de B. Teissier et moi-même pour calculer 

l'obstruction d'Eule r d'un germe de surface analytique. Nous ne 

ferons la démonstration que dans le cas d'une surface (X.Q ) dan s 

(<t\o) •  Dans C l 2 ] t B . Teissier et moi-même obtenons un résultat 

général pour un germe d'espace analytique réduit quelconque. Le 

calcul de l'obstruction d'Euler que nous faisons ici repose sur une 

relation de G» Gonzalez-Sprinberg-Verdier (c f C 4 ] ) . Dans le cas 

des germes de surfaces (X t0) dan s (tt \o) c e calcul utilise une 

description explicite des limites d'espaces tangents de X  e n 0 

(cf C il ). Nous rappelons les résultats préliminaires dont no-u s 

avons besoin» 

1• Limites d'espaces tangents» 

(1.1) Soit (X fx) u n germe d'espace analytique complexe réduit 
N+*T 

équidimensionnel de dimension d  .O n supposer a (X.x ) C(C ,0) » 
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LÊ DUNG TRANG 

Gn désignera encore par X u n représentant assez petit de (Xfx ) „ 

On note V  2 X >  X la modification de Nash de X  (c f £ 14 

ou H O )» 

(lol*l«) O n appelle espace des limites d'espaces tangent s à- X 

en x  l'espac e analytique V (x ) •  L'ensemble analytiqu e sous-
I — 1 I  -> 1 jacent II ) (x ) I à V (x ) est appelé ensemble des limites 

d'espaces tangent s de X  e n Q  Se s éléments sont les limites 

d'espaces tangent s à X  e n x  Pa r le plongement local 

(X,x) C(C f0) f on peut considérer IV (x) | comme une sous-

variété projective de k(N,d-l ) ,  Grassmanienne des d-plan s de 

IL qu i passent par u • 

•n note C ^  ̂l e cone tangent de X  e n x 

(I.I.2.) Théo rè me » — Les espaces tangents au cone tangent réduit à 

X e n x  son t des limites d'espaces tangents à X  e n x  » 

Ce théorème est corollaire d'un résultat plus fort que nous 

allons rappeler (cf £l J ) . 

On sait que, grâce au plongement de (Xfx ) dans (I L ,x ) f 

les génératrices du cone tangent réduit |  x  I son ^ les limites 

de sécantes de X  e n x  dan s le sens suivant (cf £ 24 U) : soit 

(x^)n€jn un e suite de points de X  - x qu i tend vers x  tell e que 
M 

la suite de )P de s droites (x x ) tend e vers une limite 1  , 
n 

alors l é Proj | Cy |  Réciproquement , tout point de ProjICy | 

est obtenu de cette façon. 
(̂ •̂ •3») Considéron s une suite de points ( x ) £ no n singuliers 

n n fe w 
dans X  qu i tend vers x  .O n suppose que les suites (xxn'n£| N 
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LIMITES D'ESPACES TANGENTS 

et ( T X ) . d e sécantes et de plans tangents convergent respec-x n  c IN n 

tivement vers 1  e t T  .  Un lemme de H . Whitney ( C243 ) (voi r 

C 10 D ) montre que : T  D 1 » 
Nous avons le théorème suivant (cf H 7 3) : 

(lol»4») Théorème»- Il existe un ouvert de Zariski -T L dens e dans 

Proj | ^  | tel que. pour toute suite ^xn'n£[N * corom e dans 

(*l.l*3o) et pour laquelle 1  6 XL ,  on ait T tangen t à | ^  | 

le long de 1  • 

Il est bien clair que le théorème (1.1.4.) entraîne le théorème 

(1 »1 o 2 » ) » 

(1.1*5.) Remarques.» L'ensemble des limites d'espaces tangents au 

cône réduit | ^  | en son sommet forme une sous-variété projective 

de G(N.d-l ) qu'o n notera (Pro j | ^  | )V e t qui est la variété 
N 

duale de Pro j I cx x l c P 

Le théorème (1.1 .2.) dit que : (Pro j lcXx|) C|V~(x}| 0 

En général on a : (Pro j | x  | )V ± | Y>~*(x) | . En effet, si 

(X.x) es t un germe d1hypersurface à singularité isolée, la modifi— 

cation de Nash V  * X > X es t l'éclatement de l'idéal jacobien 

(cf H  16 ] ). Dans ce cas dim Iv ^(x) I = d - 1 ,  Or il existe des 

hypersurfaces dont la singularité est isolée et le cone tangent 

réduit en cette singularité est un hyperplan ; ceci entraîne que 

(Proj | ^  |)v es t alors un point. Donc si d  >. 2 ,  on a bien 

(Proj | Cx x |)v £ |  V-1(x) | dans ce cas. 

Dans le cas où ^*m x * 38  ̂*  B̂ ^emme de Whitney implique 

qu'on a toujours : 

(Proj I CX>J)V =  I V_1(x) I . 
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LÊ DUNG TRÄN G 

(1.2) Dan s le cas d'un germe d'espace analytique réduit (X,x) 

général, nous n'avons pas de description générale de l'ensemble des 

limites d'espaces tangents à X  e n x ,  Dans le cas des germes 
3 

d'hypersurfaces et surtout pour les surfaces de ( C ,0) t  dans 

t 1 0 3 et LlJ nou s avons obtenu des résultats assez précis. Dans 

le cas de singularités isolées, ceux-ci sont conséquences d'un théo-

rème de B. Teissier dans £ 203 , Chr̂ p. 1, (Propositio n 2,9) . 

(1.2.1.) Théorème .— Soit (X ,0) u n germe d'hypersurface complex e 

dans (C n+̂ *,0) défin i par l'équation f  = 0 .  L'hyperplan z 0 = 0 

n'est pas limite d'espaces tangents à X  e n Q s i et seulement si 

^Vîz ^ X 0  eS t entier sur l'idéal (  ,5f/âz •^••»^f/Qz '^X 0 
de ©X> Q . 

Pour pouvoir bien interpréter ce théorème, nous rappelons rapi-

dement ce qu'est un élément entier sur un idéal I  d'u n anneau 

commutatif noethérien A  (c f C 13 3) : 

Qn dit que 6  A es t entier sur l'idéal I  d e A s'i l existe 
1 

a^,..»ta^ Ê A tel s que a^ 6 I e t : 
k k- 1 + a. c< +  .. • + a, = 0 1 k 

Si A  es t un anneau local analytique complexe (i.e . quotient 

d'un anneau local de séries entières complexes convergentes) qui 

définit un germe (Y,y ) d'espace analytique complexe, on a (cf C 13 3 

théorème 2.1, ou C5 U théorème 7.5) : 

(1.2.2.) Théorème.- Soit A  = (9 e t I un idéal de G?v 

Soit £  A .  Les conditions suivantes sont équivalentes : 

1) c < est entier sur I dan s A  î 
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LIMITES D'ESPACES TANGENTS 

2) soi t (9^»***»9^ ) u n système de générateurs de I  »  Il 

existe un voisinage ouvert U  d e y  dan s Y  e t C   ̂Q te l 

que, pour tout z  €: U ,  on ait : 

l<*(z)|< C  Sup (g^Cz), ....gk(z)} ; 

3) pou r tout chemin analytique p  : (B,0) > (Y,y) l a valua-

tion de e n •  pou r p  es t minorée par la borne inférieure 

des valuations des générateurs g^,.,.fg ^ d e I  e n 0 

pour p  : 

Vp(o()> i„ f (vp(g4) vp(gk) ) 

Une conséquence de (1 .2.1.) es t : 

(1.2.3.) Corollaire »- (B. Teissier C  20 U Chap. II, Remarque 1.6 ) 

Si (X,Q ) es t une hypersurface de (Cn+̂ ",Q ) ayan t en Q  un e singu-

larité isolée, un hyperplan H  d e Cn+ ^ qu i passe par 0  n'es t 

pas une limite d'espaces tangents à X  e n Q  s i et seulement si le 

nombre de Milnor p.( X O H,Q) d e X  H H  e n 0  es t minimum. 

Rappelons que, si (X,0 ) es t un germe d1hypersurface de 

(In+^,Q) défini e par f  = 0 e t ayant en •  un e singularité isolée. 

J. Milnor dans C  15 J a  défini le nombre de Milnor : 

fMX.Q) » dimc C{z M.,,z 1 / 

o 
те/ ) 

п 
A l'aide de Cl7 3 e t des résultats de J. Milnor C.15J] 9 on 

peut montrer que, si £  > 0  es t assez petit et t  £ (t , 

0 <| t |< < £ , la variété à bord F t = {f = t ] O B£ ,  où B  £ es t 
n+1 

la boule de t centré e en 0  e t de rayon £  ,  a le type d'horao-

topie d'un bouquet de p-(X ,0) sphère s de dimension réelle n  (i.e » 

un ensemble tcpologique formé de p-(X ,0) sphère s de dimension n 
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LÊ DUNG TRÂNG 

ayant un seul point en commun)» 
n+1 

Si (X.O ) es t un germe d' hypersurf ace de (  (L ,0 ) à  singu-

larité isolée, on remarque que pour un ouvert de Zariski XI  ̂d e 
n+1 

la krassmanienne 6(n,k-l ) de s k-plan s de Œ  qu i passent par 

• ,  pour tout E 6 XI k t l e nombre de Milnor de X  H E en D 

est minimum (c f C 20 "2 )• Comme dans £  20 U , on note pour tout 
e exik : |JL(X A E.Q) «• (JL(k) (X,0) 

donc Î  W X , 0 ) = U~(N+1 ) (X,0) 

Le corollaire (1»2»30 ) peut donc s'énoncer en disant que l'hyper-

plan H  n'es t pas une limite d'espaces tangents à X  e n 0  s i et 

seulement si H  €: £\ » 
n 

Ce corollaire nous a permis de montrer dans L 10 J t 

3 

(1»2»4») Théorème »- Si (X,0 ) es t une surface dans ( Œ ,0) ayan t 

une singularité isolée en 0  ,  l'ensemble de s limites d'espace s 

tangents à X  e n 0  es t l'union d e (Pro j | C^ ^ | )V e t d'un nombre 

fini de droites qui représentent des pinceaux de plans dont les axes 

sont des génératrices de C ^ ^ »  On appelle ces génératrices les 

tangentes exceptionnelles d e X  e n 0  » 
(1*2*5») Remarque » — Dans C l o ] *  dans ce cas où (X.Q ) es t une 

3 

surface de ( C ,0) ayan t une singularité isolée, on montre que 

toutes les génératrices singulières de |  Ĉ  ^ | son t des tangentes 

exceptionnelles» 

Dans [  11] , nous montrons le résultat suivant : 
3 

(l*2»6»J Théorème»- Si (X,Q ) es t une surface de (I L ,0) ayan t 

une singularité isolée en 0  ,  si (Proj l C^ p|) es t l'ensembl e 
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LIMITES D'ESPACES TANGENTS 

des limites d'espaces tangents en Q  ,  on a : 

1) Q  es t réduit ; 

2) (X,Q ) es t équisingulière à (C ^ Q»0) • 

La notion d 1équisingularité dans ce théorème doit s'entendre 

dans le sens suivant : 

(1*2.7») Soi t f  = 0 un e équation de (X,0 ) .  Soit m  * m(X.Q) 

la multiplicité de X  e n 0  »  L'équation F  = 0 ,  où 

F(x,y,z.t) = t"rof(tx.ty.tz) ,  définit dans ( C x  E.Q) u n germe 

d1hypersurface 3 £ ,  qu'on peut considérer, en projetant sur l'axe 

(C.O) de s t  ,  comme un germe de déformation C p : (36.0) ) • (Œ,0) 

de (C ^ g»0) don t la fibre générale 1 £  ̂su r t  es t analytique-

ment isomorphe à X  »  On remarque qu'en éclatant {û } * £ dan s 

cette hypersurface ,  sous les hypothèses du théorème (1»2<>6. ) 

on obtient une résolution des singularités fortes au sens de £  21U 

De plus, si on projette génériquement (^€,0 ) su r ( C x  E,Q) . 

sous les hypothèses de (1.2.6. ) le discriminant de cette projection 

est équisingulier le long de £  0̂  x C (a u sens de L 25 3 ) . Pour 

plus de détails le lecteur pourra consulter L 1 1 D -

(1*3) Quan d (X.Q ) es t une surface de (I L ,0) qu i n'a pas néces-

sairement une singularité isolée en 0  ,  dans C 7 D nous avons 

obtenu un résultat analogue à (1.2.4. ) Î 

(1.3.1.) Théorème.- Soit (X,0 ) e(C ,0 ) u n germe de surface analy-

tique complexe (réduite) . L a conclusio n de (1.2.4. ) reste valable. 

Les droites qui représentent les pinceaux d E plan s sont 
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LÊ DUNG TRÂNG 

des génératrices de C  qu'o n appelle les tangentes exception-
A , U 

nelles de X  e n •  . 

Dans le cas où 0  n'es t pas une singularité isolée, on ne 

peut pas utiliser le corollaire (1 .2,3.), mais on a encore : 

Si le plan H  passan t par 0  donn e |J L ( X D H,0) minimum , 

alors H  n'es t pas limite d'espaces tangents à X  e n 0  Cett e 

implication suffit pour établir (1 .3.1.) comm e (1.2.4.) (cf £ 7 J)a 

Attention l l e corollaire (1 .2.3.) n'est pas vrai si la singu-

larité n'est pas isolée. En effet, dans le cas de la queue d'aronde, 

discriminant du polynôme général du 4e degr é en X  san s terme de 

degré 3  : 

On sait qu'en 0  l a queue d'aronde n'a qu'une seule limite 

d'espace tangent , à savoir le plan du cône tangent, et on peut 

trouver un plan H  te l que ( X D H,0 ) n'ai t pas la topologie géné-

rique (i .e, jU .(X O H t0) minimu m d'après C 9 3 ) e t qui est trans-

verse au cône tangent. 

De plus dans cet exemple, les limites d'espaces tangents coïn-

cident avec (Pro j | C n | ) V *  i<>e«» il n'y a pas de tangentes excep-
A , U 

tionnelles et on ne peut raisonnablement pas dire que (X,0 ) e t 

(C Y n »Q) puissen t êtr€équisinguliers. Mais dans cet exemple, C Y n 
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LIMITES D'ESPACES TANGENTS 

n'est pas réduit. En fait, dans [[i l [] nous démontrons : 

(l»3o2o) Théorème »— Soit (X,0 ) u n germe de surface analytique 
3 

complexe dans ( Œ ,0) .  On suppose que le cône tangent de X  e n 0 

^X 0 6S ^ re^ui^ 9u e l'ensemble de s limites d'espaces tangent s à 

X e n 0  égal e (Pro j | Q  I )̂  »  alors (X,D ) es t équisingulière 

Pour plus de détails, le lecteur pourra encore consulter [il ] • 

De ClOU» C  etQll 3 nou s tirons les caractéri sa tions 

suivantes des tangentes exceptionnelles : 

3 

(l.3<>3.) Théorème»— Soi t (Xt0 ) un e surfac e d e ( t f0 ) a  Soi t 1 

une génératric e d e g  ntes t pa s tangent e e n •  a u lie u 

singulier I  d e X  .  Les condition s suivante s son t équivalente s t 
\) l a génératric e 1  es t un e tangent e exceptionnell e ; 

2) soi t e  :  X1 > X l'éclatemen t d e { Q } dan s X  9  la sur — 

face X' n'es t pa s équisingulièr e l e lon g d e e  (0 ) a u poin t 

de e  (Q ) qu i représent e 1  ; 

3} pou r tout e projectio n T T : (X,0 ) ^  (1^,0) d e degr é éga l 

à l a multiplicit é d e X  e n •  •  1  es t tangent e à  un e compo -

sante d u lie u critiqu e d e TT ; 

4) soit v ' : X' ^  X» l'éclatemen t d e l'idéal 
X^X^X^X^X ^X^X^X^X 

dans X ' ,  alors v ' es t fini au-

dessus de 1  ; 

5) en tout point de 1  x {Ô j - 0 ,  la partie non singulière de 

"5£ - (c f (l»2.7<>)) ne satisfait pas la condition de Thow 

le long de 36 q relativemen t à C £ : (!£,•} ï (t,Q) » 
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Rappelons quelle est la condition de Thom (cf £ 6 3) : 

Soit g  : Z >  D u n morphisme analytique à valeur dans un 

disque ouvert D  „  Soient Z ^ e t Z p deu x sous-espaces non sin-

guliers localement fermés dans Z  »  On suppose que les restric-

tions de g  à  Z ^ e t Z ^ son t de rang constant et que C  Zjj t 

On dit que Z^ satisfai t la condition de Thom en z  £ Ẑ  l e long 

de Z  . relativement à g  s i pour toute suite ( z £ . ZA ) r -, «s n P n t B M 

qui converge vers z  e t pour laquelle li m T ( g *(g(z )) 0 Z ) 
n o o n 

existe on a : 

lin, T  (g-1(g(z ))0 Z. ) D T  ( g"1 ( g ( z ) ) O Z J 

(l»4) Dan s L 7 I] nous donnons une condition nécessaire et suffi-

sante pour que l'ensemble des limites d'espaces tangents à X  en 

• soi t fini quand (X.O ) est une surface de (C ^.O) » 

Pour cela considérons une courbe plane (C.Q ) 0 On associe à 

(C.0) u n invariant topologique de (C,0 ) i 

MC.Q) .  ja (C.Q) + m(C,0) - 1 

appelé le discriminant de C  e n 0  (c f C 263 )• Ce nombre est 

aussi la multiplicité du point discriminant d'une projection de 

(C.0) su r (C ,0) d e degré m(C,û ) 

3 
Soit 1  : (î .0) »  (C.0) un e forme linéaire générale par 

rapport à (X,Q ) » Alors pour t  asse z petit non nul l~*(t ) C\ X 

est une courbe plane ayant ses singularités en x ^ ( t ) # » • • . x̂  ( t ) » 

On a alors : 

(lo4.1<>) Théorème»- (cf H 7 3 ) L'ensembl e des limites d'espace s 

tangents à X  e n 0  es t fini si et seulement si pour toute forme 

linéaire 

54 



LIMITES D'ESPACES TANGENTS 

1 i (t^ >  C asse z générale, on a : 

W i ^ l o ) H  x.o ) 
k „ 

I ] k d M t ) O x,x . ( t )) 
i=l 

pour t  £ 0 asse z petit. 

(1.4.2») Remarques.- 1) Si le lieu singulier 2 d e X es t non 

singulier en 0 .  d'après le critère discriminant de 0. Zariski 

(cf C 25 D ) , l'ensemble de s limites d'espaces tangent s à X  e n D 

est fini si et seulement si X es t équisingulier en 0  l e long 

de ZI » 

2) Le discriminant &(C,0 ) d e (C,0) peut se "voir" topolo-

giquement de la façon suivante. Soit C ^ la translatée de C dan s 
3 

C pa r un vecteur v  asse z général. Soit £  > 0 asse z petit ; si 

0 < Il v || <^£ . O  C e t S£n Cv son t deux entrelacements 

dont le nombre d'enlacements égal e Z\(C,Û ) .  En fait, ceci résulte 
de ce que le nombre de points de C ^ C\ C dan s égal e Û(C.O ) » 

2 

3) Soit C  C D3 un e courbe projective plane réduite irréduc-

tible. Si C n'es t pas une droite projective, l'ensemble de s droites 
v 

projectives tangentes à C  form e une courbe C  dan s l'espace pro— 
v 2 2 jectif D P de s droites projectives dans | P .L a deuxième formule 

v v 

de Plucke r donne le degré d  d e C e n fonction du degré d  de 

C e t des discriminants des singularités x^t•••9*^ d e C : d -  d(d-D - Y2 &(c fx j 
i=l 1 

(grâce à 2) ci-dessus, ceci est démontré dans C22 3 » Chap» I. 15, 

Po 43)» 
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LÊ DUNG TRANG 

2 . la formule de Gonzalez-Verdiero 

(2*1) Soi t (X.O ) u n germe d'espace analytiqu e réduit équidimen-

sionnel de dimension d  .  On a le diagramme commutatif suivant i 

ou e  : X' ^  X es t l'éclatement d e { o } dan s X  f V  es t l a 

modification de Wash, e es t l'éclatement d e V  (0 ) e t 

\)f : 36 >  X' es t l'unique morphisme analytique qui rende le dia-

gramme commutatif. On rappelle que e  (0 ) es t isomorphe à 

Proj Cx Q  .O n not e Y » = r e X(Q) ,  Y  =V (0 ) e t 

Y=e-1(y) = v'-1(y') 

Sur X  o n a le fibre de Nash T  >  X .  L'image inverse de ce 

fibre par e  es t un fibre T  su r 3 ^ .D e mêm e sur X ' o n a le 

fibre N 1-—> X1 construi t de la façon suivante : 

N+1 
Supposons que (X.Q)c( Œ ,0 ) ,  on peut considérer X ' comm e 

N r i la fermeture dans X  x 1P d u graphe de l'application d e X  - [Qj 
N 

dans P  qu i à x  fai t correspondre la droite Q x .  On a donc 

une projection X * —^—> IP̂  ,  le fibre N 1 >  X' es t l'image inverse 

du fibre canonique de (P ^ pa r X o  L'image inverse du fibre 

>X' pa r \) ' donne un fibre N  >  "3C 0 

(En fait, le fibre de Nash T  >  X es t image inverse, par le mor-
~* 75* 

phisme de Gauss X  —-—> G ,  du fibre universel de la Grassmanienne 
N+l 

G = G(Ntd-l) de s d-plan s de C  passan t par •  ) a 

Dans C 4  3 p G. Gonzâlez-Sprinberg e t Verdier ont établi la 
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LIMITES D'ESPACES TANGENTS 

formule suivante permettant de calculer l'obstruction d'Eule r de 

X e n 0 • 

(2.1.1.) Théorème.- Eu q(X) = deg ( c ^ d - N) O  C ̂  1 ) 

Le symbole c ^ ^(T-N) désign e le terme de degré d  - 1 dan s 

C* ( T > i  e -
c*(N) 

(2.1.2.) c  , ( T — M) d-1 
d-1 .  . 

: Y* (-1)XC .  (T ) C (N) /—*n d~i- l 1 i = 0 

car c*(U ) = 1 + c^dM ) 

et [U ] désign e la classe fondamentale de \^ . 

En t'ait; f dans [12] nous montrons que : 
a-1 

12.1.3; eu (i) = 
0 1 =0 D" 1 

où m^ es t la multiplicité en 0 de la 

variété polaire de ̂ X.o ; de dimension d - 1 .  Nous allons montrer cette 
formule dans le cas où d = 2 .  Dans ce cas, 12.1. 2 J donne : 

I2.1.4J ld=2j c^T-N J 
Ild=2j c^T-NJ \ 

(2.2) Dan s ce paragraphe, plaçons-nous dans le cas où (X,0 ) es t 

une surface de (Œ\Û ) . On reprend les notations de (2.1). On 

remarque que le théorème (1.1.4. ) peut s'interpréter de la façon 

suivante s 

(2.2.1.) Théorème.- Pour tout point y ' d'u n ouvert de Zariski 
f — 1 

dense fl dan s Y ' , u' (y1) ne contient qu'un seul point. 

(2.2.2.) Ainsi , au-dessus d'un voisinage de tout point y ' £ Ç\' 9 

le morphisme V ' indui t un morphisme biméromorphe fini. 

De même, le théorème (1.3.1.) peut se traduire de la façon sui-

vante : 

(2.2.3.) Théorème.- Pour tout point y  d'u n ouvert de Zariski dense 

IT de Y ,  "e (y) ne contient qu'un seul point. 
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Démonstration de (2.2,1,) et (2.2.3.) : 

• n remarque que on̂  = \) 0 e = e o \) ' est l'éclatement de l'idéal produit 

de l'idéal maximal TfÇ qu i définit £  0̂  d e X  e t de l'idéal jaco-

bien J(f ) engendr é par ^/q x  *^/^y 9 ^/^y c*an s ^ X 0 *  avec 
3 

f(x.y.z) « 0 équatio n de (X,0) dan s ( I .0) . 
On peut donc considérer 3 £ comm e la fermeture dans 

X x IP2 x |P2 d u graphe du morphisme analytique de X  — 2 dan s 
N <r -

IP x  G qu i à un point x  £ X - no n singulier de X  fai t corres 

pondre le couple de la droite O x £ IP̂  e t du plan tangent 

Tx X € G(2,l) « jP2 . 

On remarque alors que "e est induit par la projection 
2 v  2 H  2 X x |P x  IP > X x |P #  que V ' es t induit par la projection 
2 v  2 2 X x IP x  IP *  X x IP e t que ^ es t induit par la projection 
2 '  2 X x |P x  /P* >  X . 

Soit 1  un e génératrice dan s l'ouver t fl d e ( 1 . 1 . 4 J . Le 

théorème (1.1.4. ) montr e qu e I v ^ f Q . l ) | * [(0,ltT) j o ù T  es t 

le pla n tangen t à  I  «  I l e lon g d e 1  .  Ceci démontr e (2.2.1. ) 

en prenan t a' = { o } x xi , 
Soient C^#...fC ^ le s composantes cte Pro j | ^  | . Soient 

^ v  '  V 
C^,..,,C  ̂les composantes de dimension 1  d e (Pro j | ^  | ) 
duales de L,.,., C ,  i.e. C ••••••C , son t des droites. 

1 r  r  +1 k 
On a un ouvert de Zariski dense .Q . . d e C . ( i = l.....r) 

î i 

tel que pour tout 1  »  Ie plan tangent à |  g  | le long 

de 1  coup e transversalement C Y n I ^ • 
On remarque u e si (0.T ) £ Ib ( U (£7^) ) (  i = l.....r) t 
*v —1 

on a 'e ((0 fT)) = (0,1.T) o ù 1  es t l'unique génératric e de 
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I ^X 0 I * e * o n9 c'8 l aP u eH- e T  es t tangent. 

Soient ©<f̂ .... . dfg le s droites de qu i représentent les 

pinceaux de plans dont les axes sont les tangentes exceptionnelles 

l^.....ls .  On remarque qu'il existe un ouvert de Zariski dense 

Vj (  j = d, » . . . s )  d e te l que pour tout T €. \l . .  les géné-

ratrices de T  O | C _  | sauf 1 . son t dans l'ouvert .O . d e 

(1.1.4.) et T  coup e |  Ĉ  ^ | transversalement le long de ces géné-

ratrices. On remarque alors que pour tout (Q,T ) f te l que 

T £ V . .  on a : 
.1 

I V^fO.T) I = { (0,1 ,T) } . On choisit donc r 

n = 0 •( чГ^а.пии V . 
Ceci démontre (2.2.3») . 

(2.3) Calcul de l'obstruction d'Euler . 

Soit (X,Q ) u n germe de surface analytique complexe (réduite ) dans 

( c \ o ) .  Dans C 7 3 nous avons défini la partie verticale du lieu 

critique d'une projection générale T T d e (X f0) su r (Œ.̂ ,0 ) <> 

Soit H* l'espac e critiqu e de la restriction à la partie non sin-

gulière X  — 2 d e X  d'un e projection assez générale T T d e 

(X,Q) su r (C^.Q ) (o n remarque que [""* " peu t être vide :  cf pa r 

exemple l'exemple ci-dessu s dans (1.3) de la queue d'aronde ;  en fait 
r- ** 

on peut montrer que |  es t vide si et seulement si les limites 

d'espaces tangents à X  e n 0  son t en nombre fini). Si T T es t 

non vide. j  es t non singulière. Dans ce 
r* "* i — cas. la fermeture de \  dan s X  s'appell e l a partie verticale [ 

du lieu critique de T T (dan s Cl2 3 cett e partie verticale est 

une courbe polaire). On a alors : 
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(2•3.1.) Théorèm s .— 5i (X.O ) est un germe de surface analytique 

complexe dans (C ,̂Q) ,  on a : 

Eu q(X ) =  m (X.O) - m(r.O) 

où T  es t la partie verticale d'une projection assez générale de 

(X.O) su r (C 2,0) . 

On remarqu e que (T,Q ) est la variété éclaire de dimension 1 de (X,5) 

Nous donnerons ci-dessous les idées de la démonstration. Un 

résultat plus général est démontré dans Q l 2] • Nous allons tout 

d'abord donner des corollaires. 

On peut calculer m(r" fO) d e la façon suivante. Soit 
3 

1 : (L ^  C un e forme linéaire générale relativement à X  Soi t 

t £ 0 asse z petit. Les points singuliers de 1  "̂ (t) O X = X̂_ son t 

x ( t),....x^(t) ;  on a alors : 
(2.3.2,) ra( T ,0) =  M X .0) 

o 
• | T A(x t,x i(t)) 
i=l 

(On retrouve ainsi que m(F,Q) = 0 ,  i.e. P  =  fi s i et seulement 

si X  n' a qu'un nombre fini de limites d'espaces tangents en 0  ) . 

Cette formule (2.3,2. ) est obtenue de la façon suivante : 
2 

Si T T : (X,Q) ^  (C .0) est assez générale, on remarque 

(cf C l ^ U (5 .1.2)) que » ( T »0) =  m ( | TT ( P )  | , 0 ) . En fait, si 

(TT(r)fO) es t défini comme image directe de (  f~" » 0) *  T T ( f~ ) B S^ 

réduit. Or la multiplicité du discriminant de TT égal e A (X ,0) r 
o 

cette multiplicité égal e la multiplicité d'intersection d'un e droite 

générale L  d e t 2 passan t par Q  et du discriminant A (TT ) d e 

TT .O r L  H A (T T ) est le discriminant de 

TTL î  (TT ^fLj.O) >(L.Q ) »  D'après (1.4 ) la multiplicité du dis-
—1 

criminant de TT ^ est égale à  l\ (T T (L) f 0) .S i T T et L son t 

assez généraux, on a bien &  (T T ~* (L ) ,0) =  M l ' ^ O l O X.O ) ave c  6060 
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1 t ^  IL asse z général» 

La multiplicité de TT ( [~ ) en 0  es t obtenue en retranchant 

de m (A(Tn #0) l a "contribution" de (TT(2T) #0) •  Un argument 

comme ci-dessus donne que cette contribution est précisément 
k 

H A ( X ,x ( t ) ) . 
i =1 Soient |u(X ,0) + ¿7 V les branches analytiques de 2 .  Soit 

V ^ l a multiplicité de ^  »  Soit Jx̂ . le nombre de Milnor et 

la multiplicité de X̂ _ en un point singulier de X ^ su r 72 ̂  » 

On a : 
k 
72 /^( X •x 1(t)) 
i=l 1 i = l i l i i 

On obtient ainsi : 

m( T ,0) = MX ,0) o 
i = l 

VA U  . +m . -1 ) 
i Г i i 

Donc : 
s 

Eu (X) = m(X,G)-À(X ,0) + 72 v/. ( U .+m .-l) o o  .  .  i  r  i  i i=l 

Comme A U ,0) = U  ( X ,0) + m(X.O) -1 o n obtien t : o f  o 

(2.3.3.) E u (X) = 1 - |u(X ,0) + ¿7 V x( IJ .+01.-1) o l o . . i r i i 1=1 ' 

En remarquant que 1 - p (X^.O) 1 - p (X^.O) égale la caracté-

ristique d 1 Euler-Poincaré de ( X ( \ B )  ave c Ç_ > 0 asse z petit 
t £ 

3 
et X ^ l a fibre sur t 0. C pa r une forme linéaire : C  >  C 
assez générale pour t  £ 0 e t I t | « £ .  on a : 
(2.3.4») Euo(X) = \(\C\ B  )  + ^¿(«¿-1 ) 

6 i= l 
On retrouve ainsi une formule de Dubson (cf [ 3 ] ) qu'on géné-

ralise aussi dans C 12 3 (6.1.9 ) . 

De plus, si la singularité de X  e n 0  es t isolée on a : 
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Euo(X) - J. (Xt A B£ ) . 

Revenons au théorème (2»3 .1.) . 
Y . V 2 Soit un e droite de P »  Cette droite représente en homo-

logie l'obstruction qui donne la première classe de Chern du fibre 
ï 2 yfv 

universel sur |P 9  Si es t assez générale, son image inverse 
e i(y ^ par la composée du morphisme de Gauss X ^  IP et 

de ' e représente dans l'homologie de 3C l'obstructio n qui donne 

la première classe de Chern de T* >  ~£ . A cause du changement 

de signe en dimension 1  entr e la classe de Chern définie par obs-

truction et celle définie classiquement, on a : 

degtCjCP) D C i l 3 ) = - m -1 degtCjCP) 

si o C es t assez général, avec i ( , ) désignan t la forme d'inter-

sectinn Hnn s 

Comme X es t assez général, V )  ne coupe Y  qu'e n des 

points contenus dans l'ouvert O- d e (2.2.3.). On obtient ainsi : 
i(y ^ i(y ^(XVy)^ - i ( y ^ ( X V y ) ^ 

car sur jTl 9  e es t fini et biwéromorphe (cf (2.2.3.). 

Dans C 12 I] on montre alors que i( y (à£),Y)~ es t la multi-

plicité de la partie verticale l~ " d'une projection générale 

(X.O) >  (C2,Q) (c f (2.3)) . si <îf es t assez générale. 

De même s i o^o/P 2 es t une droite assez générale, 

)) représent e dans l'homologie l'obstructio n qui donne 

la première classe de Chern du fibre H >  3£ (ave c le 

X :  X» >  IP2 défin i dans (2.1)) . 

- i(y ^(XVy)^ représente dans l'hamologie l'obstructio n qui donne 

la première classe de Chern du fibre H >  3£ (ave c le 

X :  X» >  IP2 défini dans (2.1)) . 

On montre alors : 

deg(Cl(M') O  E y 3> -  -  ),O  Ey3>Y')X , 
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si es t assez général» Mais r 

i(X )  .Y'Jx'̂  m(X,0) » 

Dans C  4 H G» Gonzalez-Sprinberg montre en fait : 

E'UJl - ~ K X " " 1 ^ ) , * 1 )^K X " " 1 ^ ) , * 1 

où (C ^ ) son t les composantes de ^ qu i se projettent par \) ' 

sur les composantes de Y * e t <Jf son t les composantes de ^ 

qui se projettent sur les pinceaux de IP dan s Y  » 

On a 
k(Eu (X) - 1) 

et 
k 

À i * 
8 

= mir ,0) 

si son t les composantes de ^ don t l'image par V> ' ne 

sont pas des droites projectives. 

(2»3.5.) U n argument de semi-continuité montre que m^... . #m^ son t 

les multiplicités de chacune des composantes de Pro j CY e t 
A » (J 

p .... p son t les multiplicités des courbes dans (r .Q) dont les 4. S 
tangentes sont les tangentes exceptionnelles de X  e n 0 . 

3» Compléments. 

(3»1) Dan s C  123 on trouve une formule générale pour calculer le 

nombre d'Euler d'un germe d'espace analytique complexe réduit (X,Q) 

comme somme alternée de multiplicités de variétés polaires. 

La formule générale obtenue montre que la relation (2 <>3.4.) de 

Dubson est valable pour tout germe de surface réduite (X,0 ) en 

utilisant C  B D . 

En fait, dans £ 12 3 on donne une formule qui généralise 

(2.3.4.) . 
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De plus, cette formule de Cl 2 D permet d'expliciter la classe 

de Chern-Mac Pherson-Schwartz (c f Ll^H e t Cl9D , voir aussi C  13 ) 

de façon géométrique. 

(3.2) Grâc e aux relations entre cycles polaires et classe de Chern-

Mather (c f []l8 J ) d o nnées par Todd, on obtient alors dans Q 12 jf des 

généralisations de s formules de Plucker (c f Q 18 3 ) comm e théorèmes 

"à la Gauss-Bonnet" (voir aussi [ 2 ]). 

(3.2<,1<>) Exemples.- a) Soit X  c un e courbe projective irré-

ductible et réduite. Soit c  ^(X) s a classe de Chern-Mac Pherson-

Schwartz et C|^(X) sa class e de Chern-Mather» O n a : 

(X) (lx) =  C * (X) - è  (Eu x (X ) - 1) incl C J( (x ^ ) 
i=l i  • * i 

où les x ^ son t les points singuliers de X  •  On a dans ce cas : 

Eu (X ) = m(Xfx,) 9 ca r X  es t une courbe» En appliquant les pro-
Xi 1 

priétés fonctorielles des classes de Chern-Mac Pherson-Schwart z 

(cf Cl 4 3 ) , on obtient : 

X U ) =  - d + 2d - ^ (E u (X ) - 1) 
i=l Xi 

V 

où d  es t le degré de la courbe duale de X  9 Dan s (lo4<,2.) 3), on 

a vu (2 e formule de Plucker) : 
d = d(d-l) - (U (X,x i) + m(X,x.) -1 ) 

i=l 1 1 

On vérifie bien : 

X(X) =  2 - (d-l)(d-2) + £ (LL(X,x J +  m(X,x.) - 1) 
i=l '  1 1 

k 
- H Uux (X ) - 1) . 
i-1 i 
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Ce calcul est encore valable pour une courbe projective quel -

conque, en remarquant (cf C 12 3 (6.2.6.1.) ) qu'e n degré •  le 

degré de C^(X ) égal e la somme du nombre d'Euler en 0  d u cône 

affine sur X e t de la multiplicité de ce cône. 

b) Si XClP ^ es t une surface projective irréductible et ré-

duite, on a : 

(X)(l„) = c£(x) - £ (E.-l ) c"(2 J 
* i= l 1 1 

+ i i (  - Eu (X ) + E u ( £ )( E .-1) -1) fx ] 
i=l j «l Xj j 

où les  ̂£  (  i = l,...,s) son t les composantes du lieu singulier 

de X  e t X j son t les points de ^  o ù X  n'es t pas équi-

singulière le long de 2 7 ,  Ê . es t le nombre d'Euler en tout point 

de 2 ^ o ù X  es t équisingulière le long de £ ^ (e n fait E ^ est 

la multiplicité d e ces points dans X  ) . 

On obtient une formule qui donne la caractéristique d'Eule r de 

X e n utilisant encore la fonetorialité de la classe de Mac Pherson-

Schwartz (cf C l O )  : 

X (X) = d - 2d„ + 3d + 2T (1-E J (Eu ( Z . ) +  m (£".)) ' 1  :— ' l o i o i i=l 
s " i 

+ T. T ( - Cux (X) + Eux ( Z i)(E i - l ) -1 ) 
i=l j=l j  j 

v v 

où d  es t le degré de la surface duale de X  ,  d ^ es t le degré 

de la courbe duale d'une section hyperplane générale de X  e t d 

est le degré de X  ,  d'autre part 23 . es t le cône affine dans 

C défin i par .  e t Eu 
( C ) et i » (£.) son t respectivement i o  i  o  i 

son nombre d'Euler en 0  e t sa multiplicité (cf la remarque à la 

fin de l'exemple (3.2.1 ) a ) ) . 
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Comme dans l'exemple a) ci-dessus, on remarque que cette for-

mule reste encore valable en notant que le degré de C^(X ) égal e 

la somme du nombre df Euler en 0  d u cône affine X  ,  de celui 

d'une section hyperplane générique et de celui d'une section plane 

générique (cf Cl2] ( 6 . 2.6 .1. ) ) <> 

Quand X  C 4P̂  n' a que des singularités isolées,comme 

Eu (X ) =s 1 — |j[2'(X.x,) } où JuJ 2^(X.x,) est le nombre de Milnoi 

d'une section plane générique de X  pa r un espace non singulier 

qui passe par x, , o n retrouve la formule de Plucker établie pai 

Teissier pour les hypersurfaces de |P n (c f ) • 

c) Dans le cas où (X.O ) est un germe de surface analytique 
3 

réduite dans ( t ,0) e t à singularité isolée, A . N. Varchenko (cl 

C 23 3 ) a montré que, si K( £ ) est l'intersection de X  ave c 

une sphère 5 ^ centré e en • d e rayon £  > Q asse z petit, 

l'intéqrale s 
K Z ) 

1 

(2TT)2 

C 0  Ao< 
J k ( e ) 

où 0  es t la forme sur ( £ ) restrictionde l'image inverse de 
2 

la 2-form e de Kalher sur IP (C) pa r l'application de X  - (Q) 
2 

dans P  (£) qui à x  € X - (0) fai t correspondre la droite com-

plexe des vecteurs de T^ X orthogonau x à x  pou r la métrique 
hermitienne de tt 3 e t oL es t la forme ^  dZ*^n^

>-
If ZH 2 

3 
(où <  9 y es t le produit hermitien de C  ) . tend vers un entier 

a qu i n'est autre que Eu (X) «> oo ^  o 
Le lecteur trouvera dans C123 d'autres exemples. 
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