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Séminaire E.N.S. (197B-1979) 

Exposé n* 9 

SEMI-CONTINUITÉ DU CONDUCTEUR DE 5WAN 

(d'après P.. Deligne) 

par G. LAUMON 

••- Introduction 

Soit f : X ^ S un roorphisme propre et lisse de schémas, soit 1 

un nombre premier inversible sur 5 et soit *fr un faisceau de 

IF̂ -modules lisse sur 5 pour la topologie étale. M. Artin a démon­

tré, [ 1 Jet [ 2 ], que dans ces conditions les faisceaux Rnf^B" 

(n ̂  0) sont lisses sur S 0 

Plus généralement, soit g Î Z >S un morphisme propre et 

lisse, soit XC Z un ouvert de Z , complémentaire d'un diviseur 

Y à croisements normaux relativement à S [ 13 ] , on note 

f J X > S la restriction de g à X , soit 1 un nombre premier 

inversible sur S et soit un faisceau de IF̂ -modules lisse sur 

X , modérément ramifié le long de Y • Sous ces conditions de 

"régularité à l'infini", la conclusion du théorème de M. Artin est 

encore valable [ 13 ] • 

L'hypothèse de ramification modérée â l'infini est automatique 

si S est un schéma de caractéristique nulle, mais en général 3* 

admet une ramification sauvage le long de l'infini. On peut se deman­

der comment étendre le résultat précédent. 

Cet exposé apporte une réponse partielle. Le résultat principal 

Dans tout l'exposé "lisse" signifie,pour un faisceau."localement 

constant constructible"* 
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G. LAUMON 

est le théorème 2*1.1» dû à Deligne. qui traite le cas où f : X >  S 

est lisse de dimension relative 1  » et qui peut s'énoncer de la 

façon suivante : "si la ramification le long de l'infini est loca­

lement constante, les Rnf̂ $< (n ̂  •) sont lisses". Ce théorème est 

un ingrédient essentiel pour l'étude des caractéristiques d'Euler-

Poincaré en cohomologie étale, par la méthode des pinceaux t 18 2 » 

•n trouvera au numéro 1 des rappels sur le conducteur de Swan 

et la théorie des cycles évanescents. Le numéro 2 contient l'énoncé 

du théorème de Deligne et le principe de la démonstration. Celle-ci 

fait l'objet des numéros 3 à 7, le coeur de la démonstration étant 

le numéro 6. 

lo Rappels 

1»£. Le conducteur de Swan 

1»1»Q, Soit 5 m Spec(R) un trait strictement local ; R est un 

anneau de valuation discrète hensélien à corps résiduel k sépara-

blement clos de caractéristique p ̂  0 .On note K le corps des 

fractions de R 9 = Spec(K) le point générique de S et 

s = Spec(k) le point fermé de S . 

1.1.1» Soit K'/K une extension finie galoisienne et soit S1 > S 

le normalisé de S dans K1 ; S' » Spec(Rf) où R' est un 

anneau de valuation discrète hensélien. de corps des fractions K' » 

•n notera k1 le corps résiduel de R* et on fera l'hypothèse 

suivante : 

(1.1.1.11 L'extension résiduelle k*/k est triviale. 
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SEMI-CONTINUITÉ DU CONDUCTEUR DE SWAN 

1.1.2. Soit 6 le groupe de Galois de K'/K . G opère sur R* 

et. si TT ' est une uniformisante de R1 , on définit une application 

i £ : G >JW U [oô] 

en posant 

iB(g] 
f v'(g(Tr') - H') si g # 1 

si g = 1 

ou v1 est la valuation discrète de R' • Cette application ne 

dépend pas du choix de l'uniformisante TT' • 

On définit la fonction 

s w : G > H 

en posant 

s wG(g) 
fl - ir(g) si g * 1 

1 S (i r(g
f) - 1) 

* g VI b 

si g » 1 

C'est une fonction centrale sur 6 et le résultat fondamental est 

le suivant C 17 ] s 

Théorème 1.1.2.1»— Il existe, pour tout nombre premier 1 distinct 

de p 9 un TL jl G ~] -module proiectif SŴ  tel que SŴ  ® Q 

ait pour caractère s W Q » ce module est unique, à isomorphisms près. 

Définition l.lo2»2»- Qn appellera s w Q (resp. SW^) le caractère 

(resp. le Hj-module) de Swan attaché au trait S et à l'extension 

1.1.3. Si H est un sous-groupe distingué de G , définissant 

une sous-extension K" C K* de K . galoisienne sur K de groupe 

de Galois G/H . alors Tate a montré le résultat suivant [ 16 ] 

Proposition 1.1.3.1.- Pour tout <T G G/H . 
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3 WG/H(cr 
1 Z - i c , 

: c i ï ^ ï g e G telsH 
que cr = gri 

Corollaire 1.1.3<>2.- Pour tout <r e G/H 

3 WG/H(cr) = ~7 7* , swr-(g) 
[H«I] 96 G TELS 

que o* = gn 

ett donc « 

(1.1.4.2) Sw8(») = di.y ( 

1.1.4. Soit 3 * un faisceau de F̂ -modules constructible sur 5 où 

1 est toujours distinct de p . Soit K une clôture séparable de 

K et soit ^ = 5pec(K) le point géométrique de S correspondant» 

Alors 3> - est un IF̂  -module, où Aïj, - Gal(K/K) , et S'­

est un IF̂ -espace vectoriel de dimension finie* donc l'action de 

JU^ sur se factorise à travers un quotient fini G de AJ^ 9 

Pour un tel quotient fini, soit K' C K la sous-extsnsion finie 

galoisienne de K de groupe de Galois G . On fait l'hypothèse 

suivante sur 3* : 

(1.1.4.1) L'action de A>Ĵ  sur «3Ĥ  se factorise par un quotient 

fini G tel que K'/K vérifie (1.1.1.1), 

Si G  est ainsi choisi, on peut définir comme en 1.1,2 le 

^[Gl-module SWQ et on pose 

(1.1.4.2) Sw8(») = di.y (Hom2 (SWQ,^)) 
1 i£&3 

Si H  c G est un sous-groupe distingué, l'extension K"/ K de 

groupe de Galois G/H (K C K" c K') vérifie aussi(1.1.1.1) et, 

d' après 1.1.3 , SWG 2 SW£® j. G-j Z1T G/H ] , donc S ws(J) ne 

dépend pas du quotient fini G (comme en (1.1.4.1)) choisi. 
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SEMI-CONTINUITÉ DU CONDUCTEUR DE SWAN 

Définition 1.1.4.3.- On appellera 5w (9 0 le conducteur de Swan  — — — — — s  

du faisceau 3 * » 

1*1*5, Pour calculer 5 w {%) il est commode de faire intervenir les 
s 

groupes de ramification supérieure : soit G un quotient fini de 

comme en (1 «>1 .4.1)̂  soit K'/K la sous-extension de K de groupe de 

Galois G . Posons, pour tout i ^ 0 , 

Gi = [g £ G | iG(g) > i + l] 

où i £ : G ŴU est l'application définie en 1.1.2. 

Il est bien connu (voir [ 16 ] ) que les Ĝ  sont des sous-

groupes distingués de G et qu'ils forment une suite décroissante 

stationnaire avec Ĝ  = £ 1 ] pour i» 0 : 

G = GQ Z> G aD G2 D ... ̂ G £ ^ G i + i z> 

Il n'est pas difficile de montrer ( [ 17]. 19.1) que 

sw = 2». I n dr ^ ur ' 
Hi CG:G.1 Gi Gi 

où Ug = Tj_ — 1 et où est le caractère de la représentation 
i i i 

régulière de G. . On en déduit la formule suivante : 

Sw (*) = H — dint (H/H I) 
i=l [6.G.] T i 1 

où on a posé M = ÎK-

Qn a comme corollaire que Sy* s ($0 = 0 si» et seulement si, 

&. opère trivialement sur ; on dit alors que ^ est modéré­

ment ramifié. 

1*1»6, Soit maintenant X un schéma localement noethérien et normal 

et soit x un point de X de codimenfcion 1 . Soit un fais­

ceau de BF̂ -Modules constructible sur X p où 1 est un not*bre 
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premier distinct de la caractéristique résiduelle de x . Soit 

x un point géométrique localisé en x et soit 5 le localisé 

strict de X en "x . Alors S est un trait strictement local et. 

par image réciproque, on dispose sur S d'un faisceau, noté encore 

^ , qui est constructible. On fera l'hypothèse suivante : 

(l.l»6oi) Le faisceau *fc restreint à S vérifie l'hypothèse 

(1.1.4.1). 

Alors, on définira le conducteur de 5wan du faisceau 3 * , au  

point x , comme étant 

S w =  5 w (& ) 
x s JS 

1.1*7, Exemple.- Soit X = = Spec(k£ x ] ) où k est un corps 

algébriquement clos de caractéristique p ) 0 . Soit U le complé­

ment de l'origine dans X e t soit U'——— ^ U l e revêtement d'Artin-

Schreier défini par l'équation 

t p - t = x"™ 

où m est un entier ^ 1 .Le revêtement TT est étale, galoisien 

de groupe F  et g £ IF agit sur t par t i t̂ + g . Soit 
P P 
P : F >  F* 
» P 1 

un caractère non trivial ( 1 nombre premier distinct de p ). 

Alors la donnée du revêtement TT • U' > U et du caractère p 

équivaut à la donnée d'un faisceau de IF̂ -modules lisse sur U 

de rang 1 .Si u : U c.—^ X est l'inclusion, on note Q = ulïfr 

le faisceau sur X , qui prolonge *fc par zéro. Alors 

S wx(g) 
0 si x 4 0 

d si x = 0 

où l'on a écrit m = d.pr avec (d,p) =1 et r ̂  0 
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SEMI-CONTINUITÉ DU CONDUCTEUR DE SWAN 

En effet, on se ramène à m = d en remplaçant t par 

. r-1 r-2 . . -d <>p —d»p —d 
t 4- X K *  X P +  •>•• + X 

Supposons donc (im,p) =1 . Soit R l'hensélisé de k [ x ] à 

l'origine et soit R' * R[ t3/(t^-t-x~W) ; R1 est un anneau de 

valuation discrète, on notera v' sa valuation (v1(x) = p) » On 

peut prendre pour uniformisante de R* 

n = x t 

où a.b £ IF sont tels que ap - bm = 1 » On a alors pour 

g £ G = Gal(Rf/R) » F r 
P 

v'CgCTTVtn = TT'[n = x t ]  . g.TT'Cb.t̂ +g b ( ^ 1 ) > t ^ . . J 

donc 

iE(g) -
^ m + 1 si g f O 

si g » 0 

et les groupes de ramification supérieure sont 

F = G = G n = G . = » . . = G ^ G = Gm~ a . . . s û . p 0 1 m =é m+1 ra+2 

Donc 

3 V2 > 
OO 

i=l C GtGil 

G m 
dim- (M/M  ̂»  £ 1 » m 
"*! i=l 

où M  et G agit sur M  par l'intermédiaire du caractère p 

1.2, La formule de Grothendieck-Qqq-Safarevic £  123 t L ̂ 5 1 « 

Soit X une courbe connexe propre et lisse sur un corps algébrique­

ment clos de caractéristique p f et soit U un ouvert dense de 

X . complémentaire d'un ensemble fini de points fermés Y . Soit 

un faisceau de IF̂ —modules lisse sur U , où 1 est un nombre 

premier distinct de p Alors la formule de Grothendieck-Qgg— 

Safarevic- s'écrit 

179 



G. LAUMON 

(1.2.1) X  (U.̂ ) = rang(5.).% (U) - 52 S « ("ï̂  
yet y 

où u  : U c ^ X es t l'inclusion et où 

%r(U,^5 « £ dim- (H*(U,*)) 
° i=Q ^1 C 

1.2»2 Remarque»— Cette formule est encore vérifiée si l'on remplace 

l'hypothèse de lissité de X  pa r l'hypothèse : le lieu singulier 

de X es t contenu dans U . Il suffit pour le voir de normaliser 

X e t d'appliquerai.2*1: à la normalisée. 

1»3. Les faisceaux de cycles évanescents [[5 3 

1.3»1« Soit S  = Spec(R) u n trait strictement local. On notera s 

le point fermé de S  . /ŷ  le point générique de 5 e t ^ u n point 

géométrique localisé en .  Soit f  : X ̂ S u n morphisme de 

type fini. On fixe les notations par le diagramme suivant 

(l.3*lol) 

> x < => X 

\> vl V 
Tvf > S < O s 

Soit 1 un nombre premier distinct de la caractéristique résiduelle 

de S » Pour tout faisceau de TF^-modules sur X 9 on définit 

les faisceaux de cycles évanescents de (Xf

l3,

ff) comme étant les 

f aisceaux 

(a.3.1.2) y n № =  i*R%(j*30 ( n > o) 
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SEMI-CONTINUITÉ DU CONDUCTEUR DE SWAN 

sur X q . munis par transpart de structure d'une action continue 

de GaK^/^) « 

Théorème 1.3.1.3 C 4 J .- Sous les hypothèses précédentes et si  

est constructible, alors : 

(i) les "y Cfr) sont eux aussi constructibles ; 

( i i ) sjl g : (S'.s'.^'.orjj') ^ ( S . s . . ~ôr^ ) est un changement 

de trait strictement local (g(s') = s et g(nrjO = ) . alors la  

flèche de changement de base 
(-l)'W ф~(^) (-l)'W ф 

est un isomorphisme pour tout entier n > 0 (on note encore g le  
morphisme projection X1 = Xx^S1 ^ X e_t gg sa restriction 

(-l)'W ф~(^) 

1.3.2. Calculons la fibre, en un point fermé x de Xg . du 
faisceau . Soit *(x) l e localisé de X en x et soit 
(X^j)^ la fibre en nr̂  du morphisme *(x) ) ̂  induit par f  . 

alors 

(1.3.2.D y"(* ) «  (y n(ÎH) - Hn((X, ,3- ) 
i x d é f i x % 

En particulier, on a les résultats d'annulation suivants C 5 3 

Proposition 1.3.2.2.- X.S e_t f étant comme ci-dessus, pour tout  
faisceau Î M de TF -modules sur S r 

(i) les y n( ) sont nuls pour n > dim(X^) ; 
(ii) si f est lisse en un point x de Xg et si ^ est 

localement constant dans un voisinage de x . ^(T) =* 0 pour  
tout n > 0 . 

Qn dira que (X. f̂f) est lisse en un point x € X si f est 
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lisse en ce point et si est localement constant dans un voisi­

nage de x .On notera ^ l'ensemble des points de non lissité 

de (X.̂ .f ) . Alors la partie (ii) de la proposition peut s'énon­

cer sous la forme suivante : 

(ii1) le support de y n(3*) dans X G est contenu dans 

^ s ~ *s ̂" ̂  pour tout n > Q 

I.3.3. On suppose, dans ce paragraphe, f propre et y construc­

tible. 

Pour tout faisceau de ÎF̂ -modules sur X , la flèche de 

restriction 

i* : Hn(X,g) >H n(Xs,i*9.) 

est un isomorphisme pour tout n ̂. 0 (c'est le théorème de change­

ment de base propre [ l] , [ 3 ] )• En particulier la suite spectrale 

de Leray pour le morphisme j : X_̂  >  X et le faisceau sur 

X : 
E P Q ,  HP(X,R4Ĵ (J*3.)) H

P(X,R4J^(J*3.)) 

se réécrit 

(1.3.3.1) z\4 - н р ( х 8 , у ч ( а о ; 
HP(X,R4J^(J*3.)) 

(suite spectrale équivariante pour i'acti'on de Galt^/^) ). On en 

déduit que 

(1.3.3.2) ^( X ,1 **) = (-H q%(X s.Y
q^' 

" q> 0 

1.3*4» On garde les hypothèses de 1.3.3 • 

Soit "S le normalisé de S dans ôr^ , soit s le point fermé 

de S et soit X  * Xx^S 9 On définit, pour tout n ̂ - 1 , le 
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faisceau 

(1.3.4.1) ^ ) n ( ^ ) =^x_ ( X > 3 ' ) 

où 3 * est l'image réciproque de 9 * sur X . Les ̂ j n(9*) sont des 

faisceaux sur X - , mais, comme X _ >  X est un homéomorphisme 
s s s 

universel, on peut les considérer comme faisceaux sur X G . On a, 

comme relation entre les ^ et les \jf , une suite exacte courte 

de faisceaux sur X 
s (1.3.4.2) • >  Ç̂ t»» * i* * >  y 0 ( 9 0 > > 0 

et des isomorphismes de faisceaux sur X 

(1.3.4.3) $n(^) r± yn№ 

pour n 1 
On peut considérer aussi les groupes de cohomologie à support 

(X,§i) . On dispose alors, d'une part, d'une suite spectrale 

(1.3.4.4) Н р ( Х з , ф Ч Ш ) 
p + q 

=¿> н х ( x , * j 

et, d'autre part, de la suite exacte longue 
• .. —̂  H ^ Ô C , * ) —̂  H n ( x,5)—> H n ( x ~ ,J*îM .. . 

qui se réécrit (compte-tenu du théorème de changement de base propre) 

(1.3.4.5) 

... —> H S ^ U , *) »  Hn ( x S P >  Hn ( x - ,J*3 0 >  ... 

la flèche 

(1.3.4.6) sp : HN(X fi*$)<^_ H
N(X,S^) >  KN(X_,j**3>) 

étant dite flèche de spécialisation. 

En particulier. 
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«1.3.4.7) 3G(X- J* 3 * - %(X .1*3.) - 2 _ (-l)q%(X , <J>qC*)) 
"l 8 q>-l 

Remarques »- (i) Si x ̂  , $ (3») = Q pour tout n ̂  - <L ; 

(ii) si x € Xg et si 5* x = • # alors ^ (3» ) » 0 et 

n n 
Ip (*) -̂ -> $ (*) pour tout n > 0 . 

Locale acyclicité C 2 ] . [l3^ 

Soit f : X ^  S un morphisme de type fini» Pour tout point géomé­
trique x de X , on note X, . le localisé strict de X en x t 

^ (x) 

Sjsj le localisé strict de 5 en s = f(x) , et. pour tout point 

géométrique t de ^(s)
 o n n o^ e ^(x)^t ^ & ^^re e n ^ ^ u m o r ~ 

phisme *(x) ^ ̂ (s) induit par f • 

Définition 1.4ol<>- Soient f : X ^5 comme ci-dessus et un 

faisceau de TF̂ -modules (1 nombre premier inversible sur S )» On  

dit que (Xt̂ i,f) est localement acyclique en un point géométrique 

x jdjB X d1 image s dans 5 si, et seulement si. pour tout point  

géométrique t de ^(Q} , la flèche de restriction 

" R p u[ x)''
3 i )—» R r ( ( x ( x ) ) t . ^ ) 

est un isomorphisme (on note encore ^ l!imaqe réciproque de 9 * sur 

* ( x ) ou sur ^*(x) ' t ' * Qp dit q u e (XfH^ ) est loclament acy­

clique si ( Xf 3
4, f ) est loca&nent acyclique en tout point x ç[e X . 

Qn dit que (X.ĉ f) est universellement localement acyclique si 

après tout changement de base S' S . le triplet (X'.^'.f) 

déduit de (X.̂ .f) est localement acyclique» 

Remarque 1.4a2a- Si S est un trait strictement local de point fermé 
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s , alors (X,3",f) est localement acyclique en un point géomé­

trique x de si et seulement si Q ^ ( >) = 0 pour tout 

n - 1 . 

Proposition 1 • 4 . 3 • - Si, f : X > S est un morphisme propre de sché­

mas, si est un faisceau de ÎF —modules constructible sur X (où 

1 est un nombre premier inversible sur 5 ) et si (X."ft.f) est  

universellement localement acyclique. alors les faisceaux de  

modules Rnf̂ îfr (n ̂  •} sont lisses sur 5 

Proposition 1.4.4. C 2 3 ou [ 3 3 Soit f : X ^ 5 un morphisme 

lisse de schémas et soit ^ un faisceau de IF -modules lisse sur X 

(où 1 est un nombre premier inversible sur S ). alors (X,9*. f) 

est universellement localement acyclique. 

2. Enoncé du théorème 

2.1, Soit S un schéma noethérien excellent s par exemple, de type 

fini sur un corps, ou sur un anneau local noethérien complet ou sur 

un anneau de Dedekind dont le corps des fractions est de caractéris­

tique nulle» 

Soit 1 un nombre premier inversible sur b . 

Soit f : X > S un morphisme séparé, lisse et de dimension 

relative 1 . 

Soit T C X un sous-schéma fermé de X que l'on suppose fini 

et plat sur S .On note U = X — Y l'ouvert complémentaire et 

u : U£—^X l'inclusion. 

Soit & un faisceau de IF̂ —modules lisse sur U de rang cons­

tant. 
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Pour tout s 6 S 9 l'entier 

H [ SWyCuI^jXg) + rang(̂ ) ] 

où s est un point géométrique localisé en s et où X_ et Y__ 

désignent respectivement les fibres de X ^5 et Y ->S en 

s , ne dépend pas du choix de s ; on le notera ( p (s) » On a 

attaché à la situation une fonction 

(p x S i JW 

Théorème 2ol.i (ûeligne)Avec les notations et hypothèses ci-dessus, 

on a les résultats suivants t 

(i) la fonction Cp est constructible et semi-continue infé-

rieurement sur S ( i • e . quels que soient s.t G S tels que 

s G [t] , on a Cp(s) ̂  (jp(t) ) ; 

(ii) si la fonction Cp est localement constante sur S , 

alors le triplet (X.&,f) est universellement localement acyclique» 
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Corollaire 2.1.2.- Si, de plus. f i X >S est propre, alors la 

locale constance de Çp sur S implique que le faisceau 

R nf^ (ul3>) est lisse sur S , pour tout n   ̂0 . 

C'est une conséquence immédiate de 2.1.1 et 1.4.3. 

Remarque 2.1.3.- Si Y est l'image d'une section CT : S >X de 

f t X > S , alors on peut remplacer la fonction C p par la fonc­

tion \j7 s S , où 

EPQ » HPU^y^I^HP^X^.J** 

dans le théorème C s étant un point géométrique localisé en s ). 

Plus généralement, si la fonction s \ >card(Y_) est locale­

ment constante sur S  , on peut remplacer la fonction (£> par la 

fonction \lT : S >(J f , où 

Y(s) = ¿ 2 S  w (ul̂ lx.) , 
yet. y 

dans le théorème. 

2.2, Exemple 

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0 . 

1 2 Soient S « ̂  = Spec(k t x ] J , X = ~ Spec(k C x,y] ) et 

f t X > S la projection (x,y)i > x . 

5oit Y "l'axe des x de sorte que Y est une section de 

f : X ^ S , et soit U a £(x,y) € | y * u] .On considère le 

revêtement d1Artin-Schreier 

U» 

U 

f ( ( x , y ) . t ) G U xffi^ |tP - t =* x/yd] 

où d est un entier positif premier à p ? c'est un revêtement fini, 

étale, galoisien de groupe de Galois IF . Soit 
P 
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Pi Gai(U»/u) » ÏF >  FF * 
1 P 1 

un caractère non trivial. Soit 3 * le faisceau de ÎF̂ -modules lisse 

sur U de rang 1 associé à TT t U1 ^ U et à p .La fonc­

tion Xû attachée à cette situation est : 

\|/(x) = 
" 0 si x = 0 

<. d si x * 0 

Cela résulte aussitôt de 1.1»7. 

2»3e Principe et plan de la démonstration 

L'idée est de relier <jp (s) à la caractéristique d'Euler-Poincaré 

% (X-.uî9*l y ) de la fibre géométrique par la formule de G»rothendieck-
S A — 

Qgg—Safarevic puis de voir comment varie cette caractéristique 

d1Euler-Poincaré avec s en utilisant la théorie des cycles évanes­

cents. On n'est vraiment à même de réaliser ce programme que dans 

le cas où S est un trait et où f : X =>S est propre. Le plan de 

la démonstration est le suivant : 
1.— On montre la constructibilité de (p , ce qui ramène la 

preuve de la semi-continuité de Cp au cas où S est un trait stric­

tement local. 

2»- Pour ramener la preuve de la partie (ii) du théorème au cas 

où S est un trait strictement local, on prouve un théorème de chan­

gement de base 4.i<>le> 

3<>- Dans le cas où S est un trait strictement local, on se 

ramène au cas où f est propre et l'on prouve un énoncé plus précis 

s.a.i. 
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39 Preuve de la construetibilité de Cp 

3.1« Tout d'abord remarquons que C p ( s ) ne dépend que de la fibre 

(x

s»
u'9*|x tY ) de la situation et se calcule après passage à une 

' s 

extension algébriquement close de Jv (s) , sans dépendre du choix 

de celle-ci. 
Par des réductions standard [ 9 ] * on est ramené à montrer 

l'assertion suivante. 

(3.1ol) Si l'on suppose, de plus. S affine et intègre, il existe 

un ouvert dense de S sur lequel C p est constante. 

3.2Ô Pour démontrer cette assertion, on peut remplacer S par un 

voisinage affine du point générique ô de S . 

En particulier, comme l'ensemble des points normaux de 5 est 

un ouvert (on utilise ici le fait que S est excellent) qui contient 

6 , on peut supposer S normal. Alors, comme X est lisse sur 5 , 

X est aussi normal. 

3»3* On peut aussi faire des changements de base par des morphismes 

g : S1 > S où S' est affine, intègre, noethérien, normal, de 

point générique S 1 et tels que l'image de tout ouvert contenant 6 1 

soit un voisinage de £ .En effet, si on note ( X1 , f ' 9*$i , Qç> ) la 

situation après le changement de base, les hypothèses du théorème 

sont vérifiées par (X',& ,f t.Cjp'j et Cp' = qp o g 0 

3.4. On peut supposer que Y est une section de f r X ^ S . 

Tout d'abord C p ne dépend que de la structure réduite de Y , donc 

on peut supposer Y réduit. Soit K m $C (£ ) le corps des fractions 

de S . Comme Y >S est fini, Y^ = Y x̂  £ =* Spec(L) où L est 
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une K-algèbre finie. Soit K une clôture algébrique de K . alors 

(L ® K^red eS^ *somorPne ̂  ^ où n € M , donc il existe une 

extension finie K1 de K contenue dans K telle que ^®K*'^red 

soit déjà isomorphe à (K1)0 • Soit S1 >5 la normalisation de 

S dans K1 . Faisons le changement de base S' >S qui est du 

type envisagé en 3.3. Alors ^'S'^re d = J L  où 
re i € I 1 

K(S ' . ) m K (S ) = к' 

par un voisinage affine de S  f  on a Y' = 1 1 Y| o ù ĵprBCj 
i G I B 

est une section de X* ^ S1 • Mais alors. 9 ' . ^ 9 ' . OD R . 
x G I 

est la "fonction Cp " associée à la situation 

(X' f ' ) S' , Y! , 9*'|yl) avec X' « X - UYJ , d'où la conclusion. 
1 1 l*i * léi J 

3.5. On peut donc faire les hypothèses supplémentaires suivantes x 

a) S est affine, intègre, normal de point générique S  • 

b) Y est une section de X > 5 . 

c) X est normal et connexe ("normal" résulte de la lissité de 

f et de la normalité de S  ; "connexe" car S est connexe et car 

on peut remplacer X par la composante connexe contenant Y )• 

d) Le faisceau 5 * sur U est donné par un revêtement fini 

étale galoisien U -> U f de groupe de Galois G .et par une 

représentation p : G ^ GL(V) où V est un \F̂  -vectoriel de 

dimension finie. On notera alors X ——^ X la normalisation de X 

*j *SJ /N / rv> ,0 

dans U et on posera Y = TT (Y) . de sorte que X — Y « b* car X 

est normal. Il reste à montrer sous ces hypothèses que la fonction (on 

st card(I) = n Donc quitte à remplacer 5* 
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est dans le cas d'une section) est constante sur un voisinage de 

S . 

3*6« On peut supposer X lisse sur 5 s en effet. X̂)g est une 

courbe sur K » Si. ( 6 ) • donc il existe une extension finie radi-

cielle K1 de K telle que la normalisation de ((X)^ ® K**'red 

soit lisse sur K1 L ^ûl • Soit S1 > S la normalisation de 

S dans K1 . faisons le changement de base S1 > S (qui est 

du type envisagé en 3*3). Alors la normalisation de ((Xj'x^.o ) r e c j 

est lisse sur K1 , donc, quitte à remplacer S1 par un voisinage 

ouvert affine de £' , on voit que la normalisation de ((X) 1) , 
rea 

est lisse sur S' . Maintenant, comme U > U est étale, U est 

lisse sur S , donc (U)1 est lisse sur S1 , donc (U)' est 

réduit et normal, donc la normalisation de ((X)') munie de sa 
rea 

projection naturelle sur (X1) , =* X' (car X > 5 est lisse) 
rea 

n'est autre que la normalisation de X' dans (U)' » D'où l'asser­

tion ». 3tt7. Considérons le revêtement fini T ^ Y S t Y g » Spec(L) 

est une K-algèbre finie, donc il existe une extension finie K1 de 

K et un entier m tels que ^®K^''red s o** isomorphe è (K1) 

(voir 3»4). Faisons le changement de base par la normalisation 

S ^ S de S dans K' (qui est du type envisagé dans 3.3) <> Alors 

(Y'ç-/) ,  * JLjLs'. où. ft(S') - ft(S') * K* et card(J) =m (8 ' 

étant le point générique de S1 ) # De plus comme X est lisse sur 

S , il en est de même de X1 sur S' et donc X1 est normal. On 

peut donc faire l'hypothèse supplémentaire suivante 
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e) (Y ~ ) .  = J _i S . 
è re d j  ÇJ J 

avec K ( 6 J -  R( S ) « K pour tout 

j £J ( J étant un ensemble fini)» 

3.8. On peut supposer que X > X est un revêtement d'Eisenstein s 

tout d'abord, précisons ce que l'on entend par revêtement d'Eisen— 

stein : soit X = 5pec(A) un schéma affine normal et soit 
д 

Y =b 5pec( /y) un sous-schéma fermé intègre de codimension 1 . un 

revêtement X ^ X . ramifié le long de Y . est dit d'Eisenstein 

seil est de la forme 
X « S p e c u l a / ) 

a e 

e •_ e—1 où TT + a Tt + ... + a £: A [ TT 3 es^ un polynôme d'Eisenstein *i e 
2 

au sens suivant : â  £ , pour i = 1. . . . . e .et ag G "jp — y 

En particulier, si X̂ g ̂  est le localisé au point générique & 

de Y ( Xjgj est le spectre d'un anneau de valuation discrète 
hensélien), X xy^^g ) ^ g j BS"̂  un revêtement défini par une 
équation d'Eisenstein au sens de C 1.6 3 « 

Revenons à la démonstration de la constructibilité de Cp * 

soit *( g ) le localisé de X en S , d'après l'hypothèse sup­

plémentaire e) ci-dessus, on a la décomposition 

x x x x ( % ) j e J ( b j ' 

7 

où. pour chaque j € J r ^( S ) BS^ ^-,nens^^^s^ ^B * en " j * 

De plus, pour chaque j £ J • 

/VJ «s» 
x( 6j) *  x(g ) 

est un revêtement galoisien. totalement ramifié de traits hensélafcns 

donc est un revêtement défini par une équation galoisienne et 
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d'Eisenstein au sens de [ 16 J » 

Mais £j = li» X1 où X* parcourt la catégorie des sché­

mas affines qui sont étales sur X et -ponctués, i.e. munis 

d'un X—roorphismes S ^ X1 . Par suite, il existe un schéma X1 

comme ci-dessus tel que 

1) on ait une décomposition 

X x X» m 1 I X' 
* j e J J 

avec, pour chaque j € J , un carré cartésien : 

x! 

S > x* 

2) pour chaque j £ J » le revêtement Xj ^ X1 soit un re­

vêtement galoisien et d1Eisenstein, ramifié le long de Y* , où 

Y1 est l'adhérence de S  dans X1 . On notera G. son groupe 

de Galois, c'est le sous-groupe de G qui fixe Sj • 

Le revêtement Xj > X ' et la représentation 

o |Gj t >  GL(V) 

4-
détermine un faisceau J\ de ÎF̂ -modules lisse sur X' — Y' «> 

Quitte à rétrécir X' , on peut supposer que le morphisme 

Y* >Y est un isomorphisme, donc que Y* est l'iwage d'une sec­

tion de l'application composée f1 : X' > X >S » Notons 

la fonction \|J associée à la situation (X* ,Y' ,f1 ) <> Un rai­

sonnement analogue à celui de [12] , montre que \̂  » (pour 

tout j € J ) » 

3o9» 0° est donc ramené à la situation suivante : 

1) X a Spec(A) , Y « Spec(V"Ç>) .où est un idéal premier 
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que l'on peut supposer monogene, = tA • quitte à rétrécir X 

pour la topologie de Zariski, f  5 X ^ S est en fait une rétrac­

tion de X sur Y « S . 

2) X * 5pec(A) avec 

A » A C  ̂H /T T 6 TT \ 
1 e 

où le polynôme TTB + a ^ T T ° ^ • ••• • a

e £ * LTT ] est d'Eisenstein 

au sens où £ y (pour k = l ,* . . ,e ) et aQ G ""TP^ 

3) X > X est un revêtement galoisien de groupe de Galois G t 

étale au dessus de U = X - Y et le faisceau correspond à une 

représentation p r G > GL(V) # 

Lemme 3.9.I.- Avec les hypothèses et les notations ci-dessus, il  

existe un ouvert V* dje Y =r 5 , voisinage du point générique Ç , 

sor lequel est constante» 

En effet, calculons d'abord "Vj/" (S) : an procède comme en i»1.5 j 

A®̂ A.̂ p D A^ est une extension totalement ramifiée, galoisienne (de 

groupe de Galois G ) d'anneaux de valuations discrètes et TT est 

une uniformisante de A®AA^p o Pour tout g £ G, g ("M - TT M » A ̂  ̂  A - , , 

donc peut •*écrire 

.ITT) - TT . *•/„ »  T 
g 

tvec ol £ A - ÏÏ »A , b 6 A - lu et i (g) ̂ -1 • Les groupes de 
g g o 

ramification supérieurs de cette extension d'anneaux de valuations 

discrètes sont donc .ITT) - TT . *•/„ » T 

et 

Y (fe ) - E 
di1 G. 

di^p (V/V x ) 
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Soit alors V l'ouvert de b = Y défini par f 0 * 

ot 4 • et b  f 0 . pour tout g Q. G ( o< est a priori une 

g g g 

fonction sur X t mais Y peut être considérée comme une fonc-

tion sur Y car Y ^ > Y ) o Si y é V et si y est un point géométrique au-dessus de y . 

on a alors 

X_ m X_ f TT 1 / , 
7 1 e 

•Ct a4.<>..*a sont maintenant considérées comme fonctions sur X— l e y 

et TT comme fonction; sur X_. . L'hypothèse (ae/̂ )(y) £ 0 assure 

e e—1 
que TT + â TT 4- ... + ag est un polynôme d'Eisenstein sur X_. 
au point y f X_. > X_ est encore galoisien de groupe de Galois 

G . Pour tout g € G . on a 

g(TTJ - TT . ^9/b ,TTXS 9 
g 

sur X_. et les hypothèses o(̂ (y) £ Q et kg(y) # 0 assurent que 

la valuation iy^QÏ ̂ e g("TT) - TT sur X_ en y est égale à 

iç̂ (g) • Donc les groupes de ramification supérieurs de 

X_ > X_ en y sont encore les b . ci-dessus et donc 
y y  J  i :V/VG.) i 

"G.îGj - i J 

:V/VG.) 
:V/VG.) « y ( S > 

D'où le lemmco 

La construetibilité est démontrée. 

4. Un théorème de changement de base 

4#1 Soient S et S1 deux schémas strictement locaux (i0e. spectre 

d'anneaux locaux henséliens à corps résiduels séparablement clos), de 
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points fermés s et s1 respectivement. Soit g : S1 ^ 5 un 

morphisme local (i.e* induit par un homomorphisme local entre les 

anneaux locaux correspondants). Soient t1 un point géométrique de 

5* et t » g(t') son image dans S „ 

Soit f : X } 5 un morphisme de type fini et soit ^ un 

faisceau de IF -̂modules constructible sur X .On fixe les notations 

par le diagramme suivant à carrés cartésiens 

f» ii 
g! / t* T / < T T s* 
* / I  I 

y * I j y  * i  y  ? 
x t » x < x s 

f • I f  ' f  \ 
> f 
t • > S1 < s ' 

[ / y \ / 
t >  S 4- s 

et on note 9* ' = g1 * ÎJ* le faisceau sur X1 image réciproque de xh < 

On dispose alors d'une flèche de changement de base dans 

D C X ' ^ J F ^ . 

(4.1.1) ( g ' s ) * i * R j ^ j*& »i'*Rj»^ j'**' 

Le théorème suivant est dû à Deligne : 

Théorème 4.1.2.- Soit x' un point fermé de X r

g, d'image x dans 

* s » On note le lieu de non lissité du triplet (X.î̂ .f) et on 

suppose que x est un point isolé dans £ fl Xg f alors la flèche  

de changement de base 4.1.1 est un isomorphisme dans un voisinage 

de x1 . 
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Corollaire 4.1.3.- On garde les hypothèses et les notations de 

4»1.2. Soit *(x) (resp . ̂ '(x») ' le localisé de X en x (resp, 

de X' en x* ), alors la flèche naturelle 

Rr((X ( x )) t,,^)_^ R r((X ' ( x l ) ) t , , ^ i ) 

est un isomorphisme. 

4.2. Preuve du théorèroe 4.1.2 

La démonstration est analogue à celle de (C 5 ]. 2.4.2). 

Commençons par généraliser la construction du foncteur R (|) à 

la situation 4.1 ; on suivra pas à pas la construction de [ 5 ] . 

Pour tout schéma T .on désigne par K(T) la catégorie des 

complexes de faisceaux de JF̂ -modules, à hornotopie près, et par 

D(T) la catégorie dérivée correspondante. 

Pour toute catégorie triangulée A , on note Tr.A la catégo­

rie des triangles distingués de A . 

On veut construire un foncteur 

D(X) >Tr.D(X ) 
s 

qui associe à tout objet F de D(X) un triangle distinqué 
R$(F) 

i * F Rr((X(x))t 

où la flèche i*F >i*Rj^j*F est la flèche de spécialisation. 

Pour cela considérons la catégorie JK. formée des triplets 

K ar (L,M#u) f à hornotopie près, où L et M sont des complexes 

de faisceaux de JF, -modules sur X et où u : L > M est un mor— 
1 s 

phisme de tels complexes. On a un foncteur 
MX) >  k 

qui associe à F £ ob.K(X) le triplet 
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K = (F s, s p*F t,F s-^>sp* FtJ 

où F • i*F , F. - j*F f sp* « i* j. et sp : F » sp* F, 
S u »> S w 

est la flèche déduitê par application du foncteur i*̂  du morphisme 

d'adjonction F »j*j*F • 

Tout objet K « (L.M.u) de !fC est isomorphe à un objet 

K» m (L'jll'.u1) de k  où u1 : L' >M' est injective et où la 

suite exacte 

Q > Lf > M» > Coker(u') > 0 

est scindée degré par degré (il suffit de prendre L' = L et 

K1 = M © Cône(u) )• On en déduit un foncteur 

R >Tr.K(X ) 
' s 

et par composition, un foncteur 

K(X) > Tr.K(X ) 
s 

que l'on notera 
if 

if c SP *• r F s sp F T 

Cette construction passe aux catégories dérivées et fournit un fonc­

teur 

D(X) > Tr*D(XS) 

que l'on notera 

R$t(F) 

sR$t(F) ' 
R$t(F) 
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Revenons à la démonstration de 4.-1.2. On dispose de deux tri­

angles distingués 

R<$t(&) 

(T) : 

\ » i # R j**t 

et 

R$t,(*') 

(T') : 

R$t,(*') i . * « í ' . V t , 

et d'une flèche de changement de base 

(g^)* (T) >(T« ) 

Donc 4.1.1 est un isomorphisme au voisinage de x dans Xg si, et 

seulement si,il en est de même de 

(4.2.1) (gj)* R$ t(» >R$t,(9l
,J 

Le théorème étant de nature locale au voisinage de x f on peut 

supposer que f est propre. 

D'après le théorème de changement de base pour un morphisne 

propre C 1 3 t la flèche naturelle 

( R f * ^ t > H ( V * i * Rj # j *^* 

est un isomorphisme, donc si on applique le foncteur Rr(Xa,.] 

au triangle (T ) on obtient un triangle distingué 

R r ( X A , H $ {» ) ) 

(R T T) 

Rr(Xg,i*3») MlTU(X g,i*3» 
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De même, on a un triangle distingué 

RT (X |̂ TR$ t,(9* )) 

(R TT») 

(Xg,i*3» ( R T T ) > 

De nouveau, on a un morphisme 

( R T T ) > ( R T T 1 ) 

Or Xg (resp. X̂ ) est propre sur s (resp, t) , donc en invoquant 

encore le théorème de changement de base pour un morphisme propre [ 1 ] 

on voit que les "bases" de (R PT) et (R TT 1) sont isomorphes, 

donc les "sommets" aussi. 

D'autre part, le théorème d'acyclicité locale pour les mor-

phismes lisses 1.4.4 implique que la cohomologie de R$̂ (S*) est 

concentrée sur IL. =  D X . 
s s Rappelons le lemme suivant 

Lemme 4.2.2.- Soit T un schéma et soit F c—-—^ T un fermé. Alors 

i t 0(F) >D(T) 
"7* 

est une équivalence de catégorie entre D(F) et la sous—catégorie  

pleine de û(T) formée des objets de D(T) dont les faisceaux  

de cohomologie sont à support dans F . 

En particulier, on peut regarder R$)̂ (3») comme un objet de 

D(£ s) , de sorte que 

RT(X , R$ (30) » Rf (SBfR$t(9fl) 

Comme x est un point isolé dans £ g , l'inclusion £x^ C ^ £ g 

fait de 

RT( {x} ,R$t(30) - (
R $ t ^ ) x 
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un facteur direct de R T ( £ g , R $ t ) f donc de
 R T (Xg,R $t<3*) ) 

De même ( R $ t, (9* ) ) x, est un facteur direct de R T (X£,fR $ t(3#)) . 

Par suite 11isomorphisme 

« r i X R $ lill-^RriX' ,Rf',(V) ) 

induit un isomorphisme 

(H$ t(*l) x-=^(R$ t,(3.
,J) x I 

Ceci achève la preuve du théorème puisque la cohomologie de 

«riX ( r e s p . ^RriX' est concentrée en x (resp. x 1 ) dans 

un voisinage de x (resp» x' ) . 

4.3» Remarque 

Le raisonnement précédent, combiné au théorème de finitude pour les 

morphismes propres, montre aussi que i R j ̂  J 7* est constructible 

dans un voisinaqe de x dans X  . 

5» Cas où la base est un trait strictement local 

5.1C Soit S un trait strictement local excellent. On notera s 

son point fermé et nr̂  son point générique. Soit 77̂  un point géo­

métrique de S localisé en no * 

Soit 1 un nombre premier distinct de la caractéristique rési­

duelle de S . 

Théorème 5.1.i.— Soit f  $ X ^S un morphisme séparé, lisse et 

de dimension relative 1  . Soit Y  c X un sous-schéma fermé, 

n'ayant qu'un seul point x en fibre spéciale et que l'on suppose  

fini et plat sur S » On note 0 = X - Y l'ouvert complémentaire  

et u : IIe ^ X 1 1 inclusion. Soit un faisceau de tF ̂ -modules 
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lisse de rang constant sur li . Alors « avec les notations de 2»1 ejt 

1*3, on a 

Cp(s) » Cp(nr̂ ) - dim̂ . (Yx(ul3fl l o 

Remarques j 1) Dans la situation de 5.1.1, on a 

n 
r 0 s i n  s -i 

V (u&) s i n  = 1 

V-YNulft) = O si n ^ -1 et 1 

En effet, tout d'abord (ul^)x « 0 , donc (|) (u.&) » 0 et 

- n n 
Ç (ui& ) = LT (u£$) pou r tout n  > 0 . 

D'autre part. dim (X^) =1 ,  donc (jMu.ft ) - 4̂ (11 iîfij = 0 , 

pour tout n  ^ 2 , 1.3.2.2» 

Enfin 
I or I or 

= H ° < ( X ( x ) V u i * > I or ( X ( x ) ) _ 

est connexe ( O-acyclicité des morphismes lisses £ 2 ] ) , 

X «S |Xlx)'fi 
est non vide car Y est plat sur S  9 par hypothèse. 

et 3* est lisse sur ^ ( x ) ^ ^ ~ Y *5^*(x) * donc 

H° ( ( X{x) ,*ï • u î * » -  ° • 

2) On a supposé que YO Xg est réduit à un point dans l'énoncé 

du théorème 5.1.1. 51 l'on supprime cette hypothèse, alors 

Y O X s = ^ x ^ | i e I ^ où I est un ensemble fini et où chaque x̂  

est un point fermé. Comme S est hensélien, Y « J—L Y. où 
16 I X 

chaque Y, est encore fini et plat sur 5 et où Y* f\ X est i x s 

réduit au seul point x̂  . Notons Cp ̂  la fonction Cp attachée à 

la situation (X.ff|Y ,Y. ,3*1 Y Y ) où X, » X - \ J T. • Alors 
x iAi r I V Y i x jf i j 

idi ' x 

Par suite 

C p (s) * Cp ( o r ^ ) • 21 dim- (V Cul*) )2

i e i * i Y x i 202
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5.2. Prouvons que 5.1.1 entraîne 2.1.1 

On a démontré la cons tructibilité de Cp , donc, pour montrer que 

Cp est semi-continue intérieurement, il suffit de montrer que, pour 

tout s 6 S et toute générisation t de s , on a Cp (s) ̂. Cp(t) 

•r, S étant noethérien, il existe un trait strictement hensélien 

S1 , de point fermé s1 et de point générique nr^ , et un mor­

phisme g  : S1 >S tels que g(s') = s et S^^' = * • Soit Cp' 

la fonction CP associée à la situation obtenue par le changement 

debase 5' > S . D'après 5.1.1 et la remarque 2, on a 

Cp'(s») ̂  <p("£) , donc C p (s) » Cp'(s') ^ Cp'(n£ ) = (p (t) d'où la 

conclusion pour la partie (i) de 2.1.1. 

Supposons maintenant C p constante, la partie lii) de 2.1.1 

affirme alors que est universellement localement acyclique. 

Puisque la constance de C p est une propriété qui commute au change­

ment de base, il suffit de montrer que (X.3*.f ) est localement acy­

clique, i.e. que pour tout point géométrique x de X  d'image s 

dans S et tout point géométrique t de (̂s) * ̂ a fl^ c n e de 

restriction 

K - R r ( x ( x ) ' * ) > R r ( U ( x ) ) t , * l 

est un isomorphisme. Il suffit de le vérifier pour tout point x de 

Y puisque (X.̂ *,f ) est lisse en dehors de Y . On a alors » • 

et on doit donc montrer que H"* ((Xç̂ j)̂ .̂ J * Q » ûr il existe un 

trait strictement hensélien S1 , de point terme s et de point 

générique or̂' , un point géométrique fnj localisé en et un 

morphisme g : S1 f S tels que g(s') « s et g(Âj~') « t . D'après 

4.1.2 , on e 

R r ( U ( x ) ) t , f y - ^ « Г ( ( х . ( х ( ) ) -
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(notations de 4.1.2). 0rt pour tout i > 0 . 

U a X • Y « I or I or I or 

•n conclut à l'aide du théorème 5.loi et des deux remarques qui le 

suivent. 

6. Déformation de revêtements 

6.1V Gardons les notations et les hypothèses de 5„l.lf le résultat 

suivant jouera un rôle clé dans la démonstration de Sol»!, 

Proposition 6„î.l.- Quitte à se localiser en x sur X pour la  

topoloqie de Zariski. puis à faire un changement de trait strictement  

local sur la base 5 # on peut construire 

a) un revêtement fini TT : X > X f étale au-dessus d'un 

voisinage de Zariski de x 9 

b) une compactification 

Z - F = X > Z 4: 3 F 

4: 

1 l ? 

de f =s f o TT j X ^ S 9 avec les propriétés suivantes : 

1) g* est propre, purement de dimension relative 1 et le fermé 

"à l'infini" F est fini sur 5 ; 

2) si l'on pose Y = tt (Y) et U a X • Y « TT(U) . le faisceau  

de îF̂ -modules TT*(*fc) se prolonge en un faisceau lisse ^ sur 

/Vr s%» «\> 
V = Z - Y . 

Remarques : 1) Soit (xJ i & j la famille finie des points de TT̂ fx) j 

comme S est hensélien Y * xr(Y) « f ! Y. où Y C\ X = [ x 1 
161 1 1 X ; 

( Y, est la composante connexe de x, dans Y ). Comme TT est 
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étale au dessus d'un voisinage de x 9 TT induit, pour tout 
C~» <-0 

i € I .un isomorphisme de Ŷ  sur Y et (X.Ŷ ) est un voisinage 

de (X.Y) pour la topologie étale. La situation initiale le long de 

Y se retrouve répétée le long de chaque Ŷ  dans X 
2) Le changement de trait que l'on aura à effectuer pour pou­

voir compactifier la situation n'est pas un changement de trait finif 

l'extension résiduelle est de degré de transcendance 1 9 mais cela 

nous suffira. 

3) Le faisceau initial 3 * est ramifié le long de Y et "à 

l'infini de X w ; la signification de 6.1.1 est que le revêtement 

X — —9X tue la ramification de 3 * à l'infini sans modifier sa rami­

fication le long de Y 
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Preuve de la proposition s 

6»2. Une première "compactification" 

6.2.1, Quitte à restreindre X en un voisinage ouvert affine de x , 

on peut supposer que X est affine, intègre et que l'on dispose 

d'une "coordonnée locale" 

X > A . X

5 

f\^ ^ / projection 

1 1 ou T est étale et T(x) = 0 6 ^ . C !AC ( f est lisse de dimension S a 

relative d ) 

Éx.2.2. Il existe alors un diagramme commutatif 

X C > Z < => F 

> S 

où. Z est un schéma intègre. F est un sous-schéma fermé de Z , 

tel que X s'identifie à l'ouvert dense Z - F de Z , et où 

g î Z } 5 est un morphisme propre, plat et de dimension relative 

1 o 

D'après un résultat de Raynaud [ 7 ] t on peut contracter toutes 

les composantes irréductibles de F qui sont contenues dans la 

fibre spéciale de Z g (quitte à faire apparaître de nouvelles singu­

larités sur Z ) o Donc on peut supposer gip s F > 5 fini<> 

Enfin, quitte à normaliser Z • on peut supposer Z normal 

(en effet X est déjà normal et la normalisation de Z est finie 

sur Z ) » 

On posera V » Z - Y de sorte que (X.V) est un recouvrement 
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ouvert de Z et que X O V m U 

6.2*3. Soit U-£-^U un revêtement fini, étale et connexe qui tri-

vialise et soit TT s Z >Z la normalisation de L dans U * 

On a une immersion ouverte u : U °—* Z au-dessus de 

u t UC >XC ^Z . puisque U est normal, et TT est un morphisme 

fini. On pose X « TT (X) , V = Tr(V) de sorte que (X.V) est un 

recouvrement ouvert de Z et que X n V « U ; on pose Y » TT (Y) 

et F = ̂ (F) . 

Remarque : Z répond en partie à ce qui est demandé dans la propo­

sition 6*1.1 , à savoir : 

1) g » g oTT est propre, de dimension relative 1 et F est 

fini sur S % 

2) TT*(*> est un faisceau constant sur U donc se prolonge 

en un faisceau constant (a fortiori lisse) sur Z * 

Par contre TT j Z ^Z n'est pas en général étale au-dessus 

de x . 

L'idée est alors la suivante s on va déformer le revêtement 

TT : Z ^ Z de façon à faire glisser le lieu de ramification loin 

de x f sans toucher à Z au-dessus de l'infini F . 
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\ 

ч 
1 ч ! ч 

\ ' \ Z 

déforn^^ 

A i I 
' I I 

I I 
t 

( Í I : ! г \  
i 1 * 
x F 

6 . 3 * Déformation de TT j Z }Z 

6 . 3 . 1 . On commence par déformer TT : Z >Z infinitésimalement<> 

Posons, pour tout n >s 0 , 
» » » « « Z 

Pour tout S—schéma E , on notera E x 5 au lieu de E xcS la 
n on 

déformation triviale, ceci pour alléger les notations* 
•n se propose de construire un diagramme à carrés cartésiens 

Z = Z C » » » « « Z C ^ Z . , C »••<>» 
o 7 n r n+1 

TT "TT TT , 
n ^ n+1 

Z C ••••» ^ ZxS c ^ ZxS c o»»»» 
7 i n 7 n+l 

g g x idj g x idq 

n • n+1 
S C o o • • » , S c s 5 _ c o <> • » • 

7 n 7 n+i 
qui réalisera "le glissement infinitésimal du lieu de ramif ication" » 

6o3o26 ûn a un recouvrement ouvert (X,V) de Z tel que 

X O V «I l est étale sur U „ 

Rappelons le résultat suivant * 
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Lemme £ 14 "] t 5oit f t X ^ Y un morphisme étale de schémas ; 

il existe une et une seule déformation plate de f : X > Y au-

dessus de Y [] CtlJ t̂n+lj , à isomorphisme unique près ; c'est la  

déformation triviale* 

Appliquons ce lemme à TT î U > U ; il en résulte que pour 

construire le diagramme ci-dessus, il suffit de construire des dia-

grammes analogues pour TT s X >X et TT : V > V de telle 

sorte que TT t X > X x S et TT t V > V x S soient plats 
M 'n n  7 n  n n n * 

au-dessus de pour tout n ̂  0 » Ces deux diagrammes se recol­

leront alors nécessairement. On peut donc déformer indépendamment 

X qui est un voisinage de Y et V qui est un voisinage de l'infin 
<-v> 
F . 6»3d3. Il reste à construire V et X » 

n n 
Pour , on ne veut pas toucher Z à l'infini, donc on pren— 

dra V =» V x S (déformation triviale), n n 

Pour X̂  , on veut par contre faire glisser le lieu de ramifi-

cation loin de x s on va "tordre" la déformation triviale X x S 
n 

par un automorphisme de X x qui "fait glisser x " * 

Soit 
<*>n*

 A s — > 4 
n n 

1'automorphisme induit par 11 automorphisme (T,t) | > (T + t,t) de 

©"5 C T.t -J/̂ n+lj . Comme ( p 1 * id̂ l et que 
IS S 
• O Q T x idc 

X x S n y fat n > 5 n 
est étale (déformation triviale de la coor-

donnée locale X —} 1, il existe un unique automor­

phisme (p^ de X  x rendant commutatif le diagramme suivant £ 31 J 
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X x S _ >X x 5 

T x ids T x ids 

n n 

/AS > A G 

n n 

On pose alors X « (p (X x S ) .On a donc un carré cartésien n x n n 

X 1! > X x 5 
n n 

1 7n • TT x ids 

X x S } X x S 

On posera Y = $> ( Y x S ) et *Y =$> (YxS) 

On vérifie sans peine que V *Z x S et X *Z x 5 
v M  n  7 n n  7 n 

sont plats au—dessus de U x 5̂  » 

6*3*4 « En résumé, on a construit une déformation formelle 

1 J W 

I I(f X 

I I (f X id ) 

S -  ( S „ > 

Cette déformation est algébrisable i en effet, si l'on pose 

s o o s s C^tD3 e t 1 x Sco " Z *SSc*> » a l o r s ^ — > ! S e s t * e 

complété formel de la projection naturelle Z x ^ S^ le long 

de w t « 0* * Comme le morphisme ^ ^ ̂  est fini, il résulte 

du théorème de Grothendieck [ fl ] que ^ est algébrisable 

en un morphisme fini 

^ * 2oo > Z X 5oo 
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On aura à considérer les sous-schémas fermés suivants de 

Z x S_ t F x S « F x CS^ , Y x S_ » Y x_S et le sous-schéma fer-

me* Y^ qui algébrise le sous-schéma fermé formel °*e ^* 

(l'existence et l'unicité de Y^ sont garantis par le fait que 

^ ^  ̂ 5 est propre [ 8 ] ) 

. , • 
I I I 

» • 

I 

Z x 5 00 

. , S 00 

Le résultat essentiel est alors le suivant 

temme 6»3»4.1# Avec les notations et les hypothèses ci-dessus 1 

(i) TT i ^ Z x Sqo est étale au-dessus de 

Z x 5_ - F x - Y^ % 
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( i i ) Z ̂  et la déformation triviale Z x 5^ sont localement  

isomorphes . pour la topoloqie étale, le long de F x S^ . 

6.3.5» Admettons provisoirement ce lemme et achevons la preuve de 

6»1.1 : soit R l'anneau de valuation discrète strictement hensé­

lien tel que S = Spec(R) et soit TT une uniformisante de R » 

On a alors 5^ = Spec ( R [ E t 3 3 } • Le localisé de R[ttl3 e n 

l'idéal premier principal engendré par t est encore un anneau de 

valuation discrète d'uniformisante TT , on notera R1 un hensélisé 

strict de cet anneau. 5i k est le corps résiduel de R .le corps 

résiduel de R1 est une clôture separable de Mit)) . Une autre 

façon de dire est que S1 = Spec(R') est un localisé strict dm S^ 

au point générique du diviseur 11 TT = 0" de 

On dispose d'une flèche de changement de trait strictement local 

S'—> > s 

c'est le changement de base cherché : en effet, soit TT j Z1 ^ Z1 

*° 
le morphisme déduit de TT^ t Z^ ^ Z x 5^ par ce changement 

rsj 

de base, il répond aux exigences de 6.1.1 . Tout d'abord, Z1 > S1 

est propre, purement de dimension relative 1 , et le fermé à l'in­

fini 7* = Tt'~1(F ,1 , où F1 = F xs5' , est fini sur 5» (on 

utilise le fait que Tt' est fini). D'après la partie (i) de 6.3.4.1 , 
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TT est étale au—dessus d'un voisinage de x' (où x' est le point 

de d'image x dans Z g , ce qui a un sens car Ẑ , > Ẑ  

est un homéomorphisme universel) ; plus précisément, soit x^ 

l'image de x1 par Z1 > Z x . alors x^ G Y x 5^ 9 donc 

x«o ̂  puisque par construction Y x 5^ et Y^ sont disjoints 

au—dessus de l'ouvert — 5 * -T t £ 0 j de S^ 9 

Enfin, d'après la partie (ii) de 6.3.4»! , Z1 est localement 

isomorphe (pour la topologie étale) le long de F* à un revêtement 

fini qui trivialise le faisceau image réciproque de ^ sur 

U' « U XgS» 9 donc TT (:H ) se prolonge en un faisceau lisse sur 
*•<»» 

Z 1 au-dessus de F 1 » La proposition 6»1»1 est démontrée modulo 

6*3.4ol » 
6»3t>6. Preuve de 6*3.4„1 

Pour la partie (i). considérons le lieu de ramification de 

^oo * ^ ̂  x ôo * comme Z x 5^ est normal ( Z est normal). 

que est irréductible ( Z est irréductible) et que TT^ est un 

morphisme de type fini dominant, ce lieu de ramification est le sous-

schéma fermé de Z^ défini par le & ~ -Idéal annulateur de 

£ l \ # , ^ (L113 , 9ol2), I.e. par la différente j& ̂ 
Z ~ / Z x  5°° Zoc/ Z X So. 

que l'on notera simplement » 

Le complété formel de & le long de "t » 0" est la diffé­
ra 

rente du morphisme de schéma formel 0^ > ̂  et définit un sous— 

schéma fermé formel de Oy qui est le lieu de ramification de 

^ ^ Q (p 0 U r chaque entier n # ^^y^ /ZxS définit le sous-
n n schéma de ramification de Z > Z x S ( # 9»12)) „, Or le 

n n 
lieu de ramification de ^ > ̂  admet deux composantes. 
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l'une au-dessus du sous-schéma fermé formel (F x Ŝ ) de ^ . 

l'autre au-dessus du sous-schéma fermé formel c'e • Comme 

le morphisme Z^ > 5̂  est propre, l'application qui, à un sous-

schéma fermé de Z x S^ (resp«> Z ) fait correspondre son com­

plété formel le long de "t * 0" est une bijection sur l'ensemble 

des sous-schémas fermés formels de (resp. ) [ 8 ] . Donc 

le lieu de ramification de "FT̂  est réunion de deux fermés de 

Z ^ i l'un au-dessus de F x , l'autre au-dessus de Y^ , et 

TT^ e st étale au-dessus de l'ouvert Z x - F x S^ - Y^ . 

Pour la partie (ii), on va montrer que Z^ et Z x 5̂  sont 

isomorphes au-dessus du complété formel de Z x 5^ le long de 

F x Sçjq ("complété horizontal"). Cela entraînera la conclusion : en 

effet, Z_A et Z x S sont finis au-dessus de Z x S Ä et étales 

au-dessus de Z x - F x S^ dans un voisinage de Fx , 

voisinage que l'on peut supposer affine puisque F x S est fini sur 

5^ et que 5 ^ est un schéma local ; donc on peut appliquer le 

théorème d'Elkik C6] à cette situation. On en déduit que Z et 
oo 

Z x ont même hensélisés le long de F x S^ , c'est exactement 

ce que l'on veut. Il reste à prouver que Z ̂  et Z x 5̂  sont iso­

morphes au-dessus du complété formel de Z'x 5^ le long de Fx ; 
11 suffit de construire un système inductif d'isomorphismes entre 
«vi «o 

Z^ et Z x 5̂  au-dessus des voisinages infinitésimaux de F x S^ 

dans Z x S^ . Or, par construction, on dispose d'un système induc-

tif d'isomorphismes entre Z et Z x S au-dessus de V x S 

(n £ Of) # Soit r € uV fixé et soit F^ le r-ième voisinage infini­

tésimal de F dans Z (où , ce qui revient au même, dans V  ), on 

dispose a fortiori d'un système inductif d'isomorphismes entre Z et 214214 214
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Z x S au-dessus de F x S (n € W) . Soit (F x S^) le n r n r 

r-ième voisinage infinitésimal de F x S^ dans Z x 5^ ; 

(F x S ~ ) modulo tR*^ n'est autre que F x S » Donc comme 
00 y r n 

(F x S^)^ est propre sur 5^ , le théorème de Grothendieck f 8 ] 

s'applique et l'on obtient un isomorphisme entre Z et Z x 5̂  

au-dessus de (F x S^J^ . Quand r varie, il est clair que l'on 

obtient un système inductif d'isomorphismes et on gagne 

(F x Soo) 
r 

Z x Sn 

F x S^ 

7o Preuve du théorème 5<>1*1 

7»1« Reprenons les notations et les hypothèses de 5.1.1 . Il nous reste 

à démontrer la formule suivante : 
1 

Cp(s) =* <p("p - dimj, \[x(u&l 
1 que l'on peut réécrire, en tenant co»pte de la remarque 1 de 5.1 , 

CT.1.1 J Cp(e) - Ср(т^) - 5Z! ( - l ) q d i « u ф^(и1^) 
q >, -1 1 X 

D'après le théorème de Deligne 1.3.1 , il suffit de montrer cette for­

mule après un changement de traits strictement henséliens* Donc, 

q^-i i  x 
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d'après 6.1.1 . on peut supposer que l'on dispose des diagrammes a) 

et b) de 6<»1.1 » On gardera les notations de 6<>1.1 . On va montrer 

la formule suivante 

(7.1.2) CP ( s ) = ОЫ } -- 2 1 IZ (-l)' W ф~(^) 

ou Cp est la fonction Cp associée à la situation (Z.Y.^g) » 

Compte-tenu de la remarque 1 de 6.1 f la formule 7.1<>1 résultera de 

la formule 7»1»2 en divisant les deux membres de cette dernière éga­

lité par le cardinal de T R(x) . 

On posera dans la suite, pour tout faisceau 0 / sur Z . 

21 IZ (-l)'W ф~(^)(-l)'W ф~(^)(-l)'W ф~(^) 

On va calculer &X( U'Ï") - rang ( J * ) . &X ( F ̂) de deux manières diffé­

rentes o 

V s 

7.2. Utilisation de la formule de Grothendieck-Qqq-Safarevic : 

Z G et Z _ sont des courbes connexes propres sur des corps algé-

briquement clos et u»̂ > est lisse là où Z  et Z  - ne le sont pas» 

Donc la formule de Grothendieck-Ogg—Safarevic s'applique à Z q et 

Z (1.2 , remarque) et on obtient 

X(Z^.ui^) = rangfli).%(Z^) - Cp ( ) 

X U s , u $ ) - rang(̂ ).?C(Z8) - (p(s) d'où 
<¡¡(n\) 

(7.2.1) - rangflfl.û^ÛF } = $ (s] - Co(^) - rang ( * ) .b?( . ( f r 1 = 9 ( 3 ] - <¡¡(n\) 

7.3 Utilisation de la théorie des cycles évanescents : 

Z est une courbe propre sur le trait S . donc on peut appliquer 

1*3.4.7 * on obtient 
(uì&) - Г. ( - i ) 4 X U 8 , $

4 ( u ì & ) 
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X(Fs, 
= И ( - 1 ) ч Х . ( г в . ф Ч ( Г 1 ) ) 

q > -1 
•r les (î)H(u.;W sont concentrés d'une part sur TT (x) . d'autre 
part sur Fg , et les ((Fj ) sont concentrés sur Fg . Comme 
ulty est lisse, de rang égal à rang(̂ ) * dans un voisinage de Fg 

et que Fg est un ensemble fini 

X(F s, §q(uii)) = rang (94 %(F8, §) Q (FX ) ) 

pour tout q V - 1 , donc 

(7.3.1) аХ^'Л>) - r a n g O O . U X Ö F l ' 
х е п (x) q >, -1 

(-l)'W ф~(^) 

Par comparaison de 7.2.1 et 7.3.1 , on obtient 7.1.2 t ce qui 
achève la preuve du théorème 5.1.1 et par là même la preuve du 

théorème de semi-continuité. 
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