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Séminaire E.N.S. (1978-1979)

Exposé n® 9

SEMI-CONTINUITE DU CONDUCTEUR DE SWAN

(d'aprés P. Deligne)

par G. LAUMON

0.~ Introductign

Sgit f : X——> S un morphisme propre et lisse de schémas, soit 1
un nombre premier inversible sur S et soit ‘M un faisceau de
El—modules lissé*)sur S pour la topologie étale. M. Artin a démon-
tré, [1 J et [ 21, que dans ces conditions les faisceaux Rnﬂ;y
(n > 0) sont lisses sur S5 o

Plus généralement, soit g : Z——>S un morphisme propre et
lisse, soit X& Z un ouvert de Z , complémentaire d'un diviseur
Y a croisements normaux relativement 3 S [13]1, on note
f t+ X—>S 1la restriction de g & X , soit 1 wun nombre premier
inversible sur S et soit % un faisceau de F -modules lisse sur
X , modérément ramifié le long de Y . Sous ces conditions de
"régularité & 1'infini", la conclusion du théoréme de M. Artin est
encore valable [13] .

L'hypothgése de ramification modérée 3 1'infini est automatique
si S est un schéma de caractéristique nulle, mais en général B
admet une ramification sauvage le long de 1'infini. On peut se deman-
der comment étendre le résultat précédent.

Cet exposé apporte une réponse partielle. Le résultat principal

) : c e
(*Dans tout 1'exposé "lisse" signifie, pour un faisceau,"localement

constant constructible"®,
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G. LAUMON

est le théor2me 2,11, d0 2 Deligne, qui traite le cas ot f : X——> S
est lisse de dimension relative 1 , et qui peut s'énoncer de la
fagon suivante : "si la ramification le long de 1'infini est loca-
lement constante, les Rnf*g‘ (n > 0) sont lisses". Ce théoréme est
un ingrédient essentiel pour 1'étude des caractéristiques d'Euler-
Poincaré en cohomologie étale, par la méthode des pinceaux [18] .
On trouvera au numéro 1 des rappels sur le conducteur de Swan
et la théorie des cycles évanescents. Le numéro 2 contient 1'énoncé
du théorzme de Deligne et le principe de la démonstration. Celle-ci
fait 1'objet des numéros 3 3 7, le coeur de la démonstration étant

le numéro 6.

1. Rappels

1.1.Le conducteur de Swan

10.1.0, Soit S = Spec(R) un trait strictement local 3§ R est un
anneau de valuation discr2te hensélien 3 corps résiduel k sépara-
blement clos de caractéristique p >0 . On note K 1le corps des
fractions de R , m = Spec(K) 1le point générique de S et

s = Spec(k) 1le point fermé de S .

1.1.1. Soit K'/K vune extension finie galoisienne et soit S'——> S
le normalisé de S dans K' ; S' = Spec(R') ol R' est un
anneau de valuation discréte hensélien, de corps des fractions K'
On notera k' 1le corps résiduel de R' et on fera 1'hypothése

suivante :

(1.1.1.1) L'extension résiduelle k'/k est triviale.
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SEMI-CONTINUITE DU CONDUCTEUR DE SWAN

1e1.2, Soit G 1le groupe de Galois de K'/K , G opére sur R’
et, si 17’ est une uniformisante de R , on définit une application
ig: 6 —NU {oo}
en posant
vi(g(r') =1’') si g#1
o si g=21
od v' est la valuation discréte de R' ., Cette application ne
dépend pas du choix de 1'uniformisante TT’/ .
On définit 1a fonction
sSwWe s G—2Z

en posant

1 - iG(g) si g #1
Sws(g) =

S0 (iglg") -1) si g=1

g'+l

C'est une fonction centrale sur G et le résultat fondamental est

le suivant [ 47 1 :

Théoréme 1.1.2.1.~ 11 existe, pour tout nombre premier 1 distinct
de p , un 21[ G ] -module projectif SUG tel gue SNGQD Ql

ait pour caractére sw g § &e module est unique, 3 isomorphisme prés.

Définition 1.1.2.2.- On appellera sw . (zesp. SWG) le caractdre

(resp. le Z,-module) de Swan attaché au trait S et 3 l'extension

K'/K .

1.2.3, Si H est un sous-groupe distingué de G , définissant
une sous-extension K" C K' de K , galoisienne sur K de groupe

de Galois G/H , alors Tate a montré le résultat suivant [ 16 ]

Proposition 1.1.3.1.- Pour tout o € G/H ,

175



G. LAUMON

1

[eal 966 tels
que o = gH

igmlo) = igla)

Corollaire 1.1.3,2.- Pour tout o € G/H

st/H(O‘) - Z—' suG(g)

B [H'l] ge G tels
que o = gH

et, donc,

SWe 2 sw5®11[”1l lern] .

1.1.4. Soit P un faisceau de Fl-modules constructible sur S ol
1 est toujours distinct de p . Soit K une clfture séparable de
K et soit ™ = Spec(K) 1le point géométrique de S correspondant,
Alors ¥- est un F, [44] -module, ob Ag, = Gal(K/K) , et 3
" 1 @
est un lfl-espace vectoriel de dimension finie, donc 1l'action de
,U} sur J. se factorise & travers un quotient fini G de °
R Y
Pour un tel quotient fini, soit K' C K 1la sous-extension finie

galoisienne de K de groupe de Galois G . On fait 1'hypothese

. kY
suivante sur P

(1.1.4.1) L'action de A)} sur 3‘;,—1/ se factorise par un quotient
fini G tel que K'/K vérifie (1.1.1.1),
Si G est ainsi choisi, on peut définir comme en 1.1.2 le

Il[G]—module SWG et on pose

(101.402) Sw (3', = di (HOU”
s "iFl Zl[G]

Si Hc G est un sous-groupe distingué, l'extension K"/K de

(S”G"}‘ﬁ ))

groupe de Galois G/H (K <€ K" ¢ K') vérifie aussi(1.1.1.1) et,

7 [6]

dépend pas du quotient fini G (comme en(1.1.4.1)) choisi.

d'aprés 1.1.3 , SW, 2 SWG® Zlf G/H] , donc S ws(m ne
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SEMI-CONTINUITE DU CONDUCTEUR DE SWAN

Définition 1.1.4.3.~- 0On appellera Sw 8(5‘) le conducteur de Swan

du faisceau F .

1.1.5, Pour calculer Sws(’3‘) il est commode de faire intervenir les
groupes de ramification supérieure : soit G wun quotient fini de A)}
comme en(1.1.4.1), soit K'/K 1la sous-extension de K de groupe de
Galois G . Posons, pour tout i 2 0 ,

Giz{geﬁlis(g) >i+13
ol iG : 6 ——NU {oo} est 1l'application définie en 1.1.2.

I1 est bien connu (voir [ 16 ]) que les Gi sont des sous-
groupes distingués de G et qu'ils forment une suite décroissante
stationnaire avec Gi ={’l} pour i>» 0 :

G = GUD G,l'_) GZ D oeeo DGiD Gi+1 D oeee

11 n'est pas difficile de montrer ( [ 17J], 19.1) que

o0
sw G = ———-1—— IndG (u
i=1 [G:Ei] i Ui

(]
(<]

ol u'=rG’—1 et ol rG
i i i

est le caractére de la représentation

réguliére de Gi « On en déduit la formule suivante :

o0

[
Sw () =2 1 dim (MM 1y
8 i=1 [G:Gi] "1}‘1

ol on a posé M = e
1

On a comme corollaire que Sw s(9‘) =0 si, et seulement si,

G1 apére trivialement sur G";L ; on dit alors que ‘B est modéré-

ment ramifié.

141.6, Soit maintenant X un schéma localement noethérien et normal
et soit x un point de X de codimension 41 . Soit # un fais-

ceau de ll"l ~Modules constructible sur X , o0 1 est un nombre
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premier distinct de la caractéristique résiduelle de x . Soit
X un point géométrique localisé en x et soit S 1le localisé
strict de X en X . Alors S ast un trait strictement local et,

par image réciproque, on dispose sur S d'un faisceau, noté encore

ke ] » qui est constructible. On fera 1'hypothése suivante :

(1.1.6,1) Le faisceau M restreint 3 S vérifie 1'hypothidse
(1.1.4.1),

Alors, on définira le conducteur de Swan du faisceau g , au

gint x comme étant
paxrnt ’

S uxcm =5 usags)

1.1.7, Exemple.- Soit X = d\t = Spec(k[ x]) ot k est un corps

algébriquement clos de caractéristique p > 0 . Soit U 1le complé=-

ment de l'origine dans X et soit U'L)U le revétement d'Artin-

Schreier défini par 1'équation
-t X
od m est un entier »1 . Le revétement TT est étale, galoisien

de groupe Fp et gele agit sur t par t,——t + g . Soit

*
1

un caractére non trivial ( 1 nombre premier distinct de p ).

p: le——ylF

Alors la donnée du revétement TT : U'——3 U et du caractére P
équivaut 3 la donnée d'un faisceau de Fl-modules % lisse sur U
de rang 4 . Si u : Uc—3 X est l'inclusion, on note 9: ul¥
le faisceau sur X , qui prolonge ‘3’ par zéro. Alors
o si x % 0
ey - d si x =0

o 1'on a écrit m = d.pr avec (d,p) =1 et r

\'
o
.
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SEMI-CONTINUITE DU CONDUCTEUR DE SWAN

En effet, on se ramédne 3 m = d en remplagant t par

r-1 2

t + x"9doP + d

Lo
-d -
x -P + eee + X

Supposans donc (m,p) =41 . Soit R 1l'hensélisé de k[ x] &
l'origine et soit R' = R [t]1/(tP=tax™™) s R' est un anneau de
valuation discr2te, on notera v' sa valuation (v'(x) =p) . On
peut prendre pour uniformisante de R

L xatb
ot a,b € N sont tels que ap - bm =1 . On a alors pour

g €6 = Gal(R'/R) = Fp :

viigtm)-1) = 7' [ (1eget™h)Pa ] - go'(bot7leg Pitz’—'—“.t"2+...)
donc
m+ 1 si g+ 0
ij(g) =
(V) si g=20
et les groupes de ramification supérieure sont
= = = = = 2 - = -
fp G GD G1 cee Gm 2 Gm+1 Gm+2 ceo a .
Donc
> G m
i
SH()=Z—_—.di MM =3 1=m
0'd i1 [6:6,] Lf i

o8 M =T, et G agit sur M par l'intermédiaire du caractere F .

v
1.2. La formule de Grothendieck-ﬂqq-SgﬁgreviZ [12] , [15] .

Soit X une courbe connexe propre et lisse sur un corps algébrique=-
ment clos de caractéristique p , et soit U un ouvert dense de

X , complémentaire d'un ensemble fini de points fermés Y ., Soit
% un faisceau de IFl-modules lisse sur U , ot 1 est un nombre
premier distinct de p . Alors la formule de Grothendieck-Ogg-

v v .
Safarevic s'éerit
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(1.2.1) ?(c(U,?d = rang(m).)cc(u) S " (u?’
yeY

ot u : Uc—5 X est l'inclusion et ou
2 i
X U7 = Z dime (Hc(u,"b))
i=0 1
1.2,2 Remargue.~ Cette formule est encore vérifiée si 1'on remplace
l'hypothgése de lissité de X par l'hypothése : le lieu singulier

de X est contenu dans U . Il suffit pour le voir de normaliser

X et d'appliquer/1.2.1: 3 la normalisée.

3. Les faisceaux de cycles évanescents [ 5 ]

1.341,., Soit S = Spec(R) wun trait strictement local. On notera s
le point fermé de S , m, le point générique de S et ﬁL un point
géométrique localisé en " - Sait f ¢ X —— S un morphisme de

type fini. On fixe les notations par le diagramme suivant

X
J/s
s

Seit 1 un nombre premier distinct de la caractéristique résiduelle

i
)

N &
I <

xﬁ, X
(1.3,1.1) l \‘ " l
Wi S

N

><

\d

g’

de S , Pour tout faisceau ¥ de lFl-modules sur X , on définit
les faisceaux de cycles évanescents de (X,#,f) comme étant les

faisceaux

(1.3,2.2) Y (9 = SROF (G (n 3 0)
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SEMI-CONTINUITE DU CONDUCTEUR DE SWAN

sur )(s , munis par transport de structure d'une action continue

de Gal(T/oL) °

Théoréme 1.3.1.3 [ 4] .- Sous les hypotheses précédentes et si H

est constructible, alors :

(i) les '(1]"(3') sont eux aussi constructibles ;

(ii) si g : (5',9',~L',;t)—)(5,s,rvl,71/) est un changement

de trait strictement local (g(s') = s et g(ﬁi') = ;L) , alors la

fléche de changement de base

g Y (B —— Yy (g7

est un isgmorphisme pour tout entier n » 0 (on_note encore g le

morphisme projection X' = XxSS'——) X et g, sa restrictiagn

'
xs'—_’xs ).
1.3.2, Calculons la fibre, en un point fermé x de X , du

S

faisceau '\‘In(\f}') . Soit X( le localisé de X en x et soit

x)
(X(x))— la fibre en M du morphisme X(x)—)S induit par f ,

A0

alors

(1.3.2.1) 11!:(’3') =

(Y Ry = 00X, ) )
déf Y x (x)'q,

En particulier, on a les résultats d'annulation suivants [ 5]

Proposition 1.3.2.2.- X,5 et f égtant comme ci-dessus, pour tout

faisceay P de TFI-modules sur S ¢

(i) les vn( ) sont nuls pour n > dim(X,,L) s

o+

(ii}) gi f pest lisse en un point x de X, etsi P es

localement constant dans un voisinage de x , \f}':(g’) = 0 pour
tout n >0 .

On dira que (X, f) est lisse en un point x € X si f est
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lisse en ce point et si $ est localement constant dans un voisi-
nage de x « On notera i; 1'ensemble des points de non lissité
de (X,E%f) « Alors la partie (ii) de la proposition peut s'énon-
cer sous la forme suivante :

(ii') le support de \fn(y) dans Xs est contenu_dans

Zs=xsﬂz pour tout n 2> 0 .

1.3.3. On suppose, dans ce paragraphe, f propre et "% construc-
tible.

Pour tout faisceau de Fl-modules 9 sur X , la fl&che de
restriction

i* 2 WN(X,9) — H“(xs,i*g)

est un isomorphisme paur tout n » 0 (c'est le théoréme de change-
ment de base propre [ 1'], [3]1). En particulier la suite spectrale
de Leray pour le morphisme 3 : Xﬁf—-—% X et le faisceau 3*3! sur

X
Pq i (3 + 3
ERY = WP(X,RIF (F*3)) = WP q(x,—,L.J *3)

se réécrit
Pq _ P q p+q < %
(1.3.3.1) £ = H (xs,y (MN)—=H (x,FL,j 3)
(suite spectrale équivariante pour 1l'action de Gal("l/nL) ). On en

déduit que

(1.3.3.2) X (X7 ,i *¥) = > 19 Y 93
v ay0 ®

1.3.4, On garde les hypoth&ses de 1.3.3 .
Soit S 1le normalisé de S dans ﬁL , s0it s 1le point fermé

de S et soit X = Xxs§ » On définit, pour tout n%H -1 , le
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SEMI-CONTINUITE DU CONDUCTEUR DE SWAN

faisceau

n+1 -
(1.3.4.0) §"(H =’}£;_ (X,%)
- 8
ot ¥ est 1'image réciproque de % sur X . Les @n(ﬁ) sont des

faisceaux sur X-B- , mais, comme Xg——) X8 est un homéomorphisme
universel, on peut les considérer comme faisceaux sur X!5 . On a,

comme relation entre les @ et les \.1/ , une suite exacte courte

de faisceaux sur XS

(1.3.4.2) 0— Teh —s 1*3*——>Y°(3v) — 0% — 0

et des isomorphismes de faisceaux sur XS

(1.3.4.3) ®" (M) ~ Yy
pour n > 1 .

On peut considérer aussi les groupes de cohomologie 3 support

H;_(Y,‘f-)) . On dispose alors, d'une part, d'une suite spectrale
s

p+q _ _
(1.3.4.4) WP(x_, d%(H)) = Hy, (Xo3)

et, d'autre part, de la suite exacte longue

e 5 BTN R s WX, B — WY (X o T %9
S

qui se réécrit (compte-tenu du théor2me de changement de base propre)

(1.3.4.5)

oee

e —> HETLGH s WX 1% 2P H"(XFL,_T*?)
5
la flache
(1.3.4.6) sp : KX ,i*W e W (X, 5 —— W (x- , 7%
s ¥ s ¥ m

1 J
étant dite fleéche de spécialisation.

En particulier,
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(1.3.4.7) 0, T¥0 = X0xLa%m = 2 (c1TX(x,, (M)
i qy -1 °

n
Remarques.- (i) Si x ¢ Zs . @x(?ﬁ) =0 pour tout n2 -1 ;

% - _
(ii) si x € Xs et si . =0 , alors @ x (3 =0 et

n n
pr(gﬂl’_)®x('5§) pour tout n 2> 0 .

4.4. Locale acyclicite [ 2], [ 137

Soit f : X——> S un morphisme de type fini. Pour tout point géomé-
trique x de X , on note X(x) le localisé strict de X en x ,
S(S) le localisé strict de S en s = f(x) , et, pour tout point

géométrique t de S(s) on note (X(x))t la fibre en t du mor-

phisme X(x)_7 S(s) induit par f .

Définition 1.4.,1,~ Soient f : X——> 5 comme ci-dessus et » un

faisceau de lFl-modules (1 nombre premier inversible sur S ), On

dit que (X,Bf,f) est localement acyclique en un point géométrique

x de X d'image s dans S si, et seulement si, pour tout point

géométrique t de S(s) , la flédche de restriction

S‘X = RF(X(X),)}’)——% Rr((x(x))tvg‘)

est un isomorphisme (on note encore % 1'image réciprogue de % sur

X(x) ou_sur (X(x))t o On_dit gue (X,?ﬂf) est loclament acy-

cligue si (X, f) est locelment acycligue en tout point x de X .

On dit que (X,?‘,f) est universellement localement acyclique si

aprés tout changement de base S5'——>S , le triplet (X',g"‘,f")

déduit de (X, f) est localement scycligue.

Remargue 1.4.2,- Si S est un trait strictement local de point fermé
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s , alors (X,E}',f’) est localement acyclique en un point géomé-

n
trique x de )(s si et seulement si @x(ﬂ = 0 pour tout

Proposition 1.4.3.- 5i f : X——> S est un morphisme propre de sché-

mas, si "} est un faisceau de TFl-modules constructible sur X (o@

L

1 est un nombre premier inversible sur S ) et si (X, %,f) es

universellement localement acyclique, alors les faisceaux de IFl-

modules Rnf*ai (n » 0) sont lisses sur S .

Proposition 1.4.4, [ 2] ou [ 3:\ o= S0it f : X——> S un morphisme

lisse de schémas et soit % un faisceau de IFl-modules lisse sur X

(_Cn 1 est un nombre premier inversible sur S ), alors (X,%,f)

est universellement localement acycligue.

2. énoncé du_théoréme

2.,1. Soit S wun schéma noethérien excellent z par exemple, de type
fini sur un corps, ou sur un anneau local noethérien complet ou sur
un anneau de Dedekind dont le corps des fractions est de caractéris-
tique nulle,

Soit 1 wun naombre premier inversible sur S .

Soit f ¢ X——> S un morphisme séparé, lisse et de dimension
relative 1

Soit Y C X un sous-schéma fermé de X que l'on suppose fini
et plat sur 8§ . On note U = X - Y 1l'ouvert complémentaire et
u: U&—>X 1'inclusion.

Soit % un faisceau de lFl—modulea lisse sur U de rang cons-

tant.
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Pour tout s € S , 1l'entier

yZe'Yg[ Swy(u!%’“’lxg) + rang(*h) j

o 8 est un point géométrique localisé en s et ol Xy et Yg

désignent respectivement les fibres de X——5> S et Y >S en
8 , ne dépend pas du choix de S ; on le notera q)(a) » On a

attaché & la situation une fonction

CP: S— IN

Théoréme 2,1.1 (Deligne).- Avec les notations et hypotheses ci-dessus,

on a les résultats suivants

(i) la fonction CP est constructible et semi~continue infé-

rieurement sur S (i.e. guels que soient s,t € S tels gue

sém,ona CP(B)\<CP(*-))$

(ii) si la fonction ¢ est localement constante sur S

14

alors le triplet (X,™,f) est universellement localement acycligue.

T —

<\

]
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Corgllaire 2.1.2.- Si, de plus, f ¢+ X——>S est propre, alors la

locale cognstance de CP sur S implique que le faisceau

Rnf'*(u£39) est lisse sur S , pour tout n >0 .

C'est une conséquence immédiate de Z2.1.1 et 1.4,3.

Remargue 2.1.3.- 51 Y est 1'image d'une section O : S—>X de
f s X—>S , alors on peut remplacer la tonction CP par la fonc-
tion \if : S—>IN , abd
Y(s) = Sw o_(g)(ul?f‘} Xg) ’
dans le théoréme ( 8 étant un point géométrique localisé en s ).
Plus généralement, si la tonction s }-—-—)card(\’_a.) est locale-
ment constante sur S , on peut remplacer la fonction CP par la

fonction l}f : S—>N , ot

Yis) = Z_ Swy(u!'?‘lxé) .
y

€Y

dans le théoréme.

2.2, Exemple
Sait k wun corps algébriquement clos de caractéristique p > 0
Saient S =ﬂ\: = Spec(k [x ]) , X =J\s = Spec(k [ x,y] ) et
f : X—> S 1la projection (x,y)—> x o

Soit Y "l'axe des x ", de sorte que Y est une section de
fiX—95 , etsoit U={(xy)€ mi |y + 0} . on considere 1e

revétement d'Artin-Schreier

Ut = {((x,y),t) € u xﬂ\: Itp -t = x/yd}
-

u

od d est un entier positif premier 3 p ; c'est un revétement fini,

étale, galoisien de groupe de Galois l}'p . Soit
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*
p: Gal(ut/ul =F ——>
p 1
un caractére non trivial. Soit ¥ 1le faisceau de IFl-modules lisse
sur U de rang 1 associé a Tz U'—> U et 2 [ La fonc-
tion ﬁ) attachée 3 cette situation est :
0 si x =20
Yix) =
d si x £ 0

Cela résulte aussitdt de 1.1.7.

2,3. Principe et plan de la démonstratiagn

L'idée est de relier @(s) 3 la caractéristique d'Euler-Poincaré
3((X§,u!§1X_) de la fibre géométrique par la formule de Grothendieck-
Dgg-gafarevz; puis de voir comment varie cette caractéristique
d'Euler-Poincaré avec s en utilisant la théorie des cycles évanes-
cents. On n'est vraiment 3 méme de réaliser ce programme que dans

le cas o S est un trait et ot f : X——5 est propre. Le plan de
la démonstration est le suivant :

1.- On montre la constructibilité de ¢ , ce qui raméne la
preuve de la semi-caontinuité de CP au cas ou S est un trait stric-
tement local.

2,- Pour ramener la preuve de la partie (ii) du théorgme au cas
o S est un trait strictement local, on prouve un théoréme de chan-
gement de base 4.1,1.

J.- Dans le cas o S est un trait strictement local, on se

raméne au cas ol f est propre et 1'on prouve un énoncé plus précis

5.1.1.
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3, Preuve de la constructibilité de q)

3.4, Tout d'abord remarquons que CP(S) ne dépend que de la fibre
(Xs,u!,yllx ,Ys) de la situation et se calcule apr2s passage 3 une
extensionsalgébriquement close de K(s) , sans dépendre du choix
de celle-ci.

Par des réductions standard [ 9], on est ramené a montrer

1'assertion suivante:

(3.1.1) Si 1'an suppase, de plus, S affine et intégre, il existe

un ouvert dense de S sur lequel CP est constante.

3.2, Pour démontrer cette assertion, on peut remplacer S par un
vaisinage affine du point générique 6 de S5 .

En particulier, comme l'ensemble des points normaux de S est
un ouvert (on utilise ici le fait que S est excellent) qui contient
& , on peut supposer S normal. Alors, comme X est lisse sur S ,

X est aussi normal.

3.3. On peut aussi faire des changements de base par des morphismes

g: S'——> S ol S' est affine, inteégre, noethérien, normal, de

point générique &' et tels que l'image de tout ouvert contenant §!
. . ! /

soit un voisinage de & . En effet, si on note (X',f",:",q)) la

situation apreés le changement de base, les hypoth2ses du théorzme

sont vérifiées par (X',y-l‘,f',q)') et CP' =Qog o

3.4. On peut supposer que Y est une section de f : X —35 S .,
Tout d'abord (p ne dépend que de la structure réduite de Y , donc
on peut supposer Y réduit. Soit K = £ (§) 1le corps des fractions

-

de S , Comme Y—S est fini, Ys =Yxsg = Spec(L) ol L est
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une K-algdbre finie. Soit X une cldture algébrique de K , alors
(L QKR)red est isomorphe 3 K" o3 n€ IN , donc il existe une

extension finie K' de K contenue dans K telle que (LJ&KK')red
soit déjd isomarphe a (K')" . Soit S'—>S la normalisation de

S dans K' ., Faisons le changement de base S'——> S qui est du

type envisagé en 3.3. Alors (Y'S/) = l I Si ol
red ie1l

?i(gﬂi) = X(S5) =K' et card(I) =n . Donc quitte & remplacer &'

par un voisinage affine de § , ona Y' = l I Y! od (Y!)
ic1 i i’ red

. ' ) - '
est une section de X'——> S' ., Mais salors, (P = 5%;1 qu ol CPi

est la "fonction CP " associée 3 la situation

’ [
(Xi——t—% s, Yi , 3’|X,) avec Xi =X - k,)Y3 , d'ol la conclusion,
i j#i

3.5, On peut donc faire les hypotheéses supplémentaires suivantes

a) S est affine, intdégre, normal de point générique § .

b) Y est une section de X —S5 .

c} X est normal et connexe ("normal® résulte de la lissité de
f et de la normalité de S ; "connexe" car S est connexe et car
on peut remplacer X par la composante connexe contenant Y ).

d} Le faisceau % sur U est donné ‘par un revétement fini
étale galoisien E-IL9 U , de groupe de Gaelois G , et par une
représentation P s G —>GL(V) od V est un W -vectoriel de

1

dimension finie. On notera alors X-—Ila X 1la normalisation de X
~ ~ =1 ~ ~ ~
dans U et on posera Y = TI(Y) , de sorte que X - Y =U car X

est normal.

I1 reste 3 montrer sous ces hypothéses que la fonction ‘V (on
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est dans le cas d'une section) est constante sur un voisinage de

5 .

3.6, On peut supposer X lisse sur S : en effet, (;)S est une
courbe sur K = K (8) , donc il existe une extension finie radi-
cielle K' de K telle que la normalisation de ((;)S(E KK.)red
soit lisse sur K' [10] . Soit S'——> S 1la normalisation de
S dams K' . Faisons le changement de base S'——> § (qui est
du type envisagé en 3.3). Alors la normalisation de ((‘i)'xS'S',red
est lisse sur K' , donc, quitte a3 remplacer S' par un voisinage
ouvert affine de $’ , on voit que la normalisation de ((;(')')red
est lisse sur S' ., Maintenant, comme U—TL?U est étale, ?J est
lisse sur S , danc (ﬁ)' est lisse sur S' , donc (G)- est
réduit et normal, daoanc la normalisation de ((';()')red munie de sa
projection naturelle sur (x')red = X' (car X——> S est lisse)

~
n'est autre que la normalisation de X' dans (U)' . D'ol l'asser-

tion.

3.7, Considérons le revétement fini AY)—)Y:—_ S 3 ?S = Spec(t)
est une K-algebre finie, donc il existe une extension finie K' de
K et un entier m tels que (E@KK')red soit isomorphe a (K')™
(voir 3.4). Faisons le changement de base par la normalisation

s —>S de S dans K' (qui est du type envisagé dans 3.3), Alors

(?'S')red = .L_LAS'; ol K(S‘j) = .K.(S') =K' et card(J) =m (8’
jcd

étant le point générique de S' )}, De plus comme X est lisse sur
S , il en est de méme de X' sur S' et donc X est normal. On

peut donc faire 1'hypoth2se supplémentaire suivante
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e) (?S)redz_}]_eljgj avec K(Sj) = K(8) =« pour tout

jeJ (4 étant un ensemble fini),

~
3.8, On _peut supposer gue X" 5 X est un revétement d'Eisenstein :

tout d'abord, précisons ce que 1'on entend par revétement d'Eisen-
stein : soit X = Spec(A) un schéma affine normal et soit

Y = Spec(A/p) un sous-schéma fermé inteégre de codimension 1 , un
revétement ‘)\(’———-) X , ramifié le long de Y , est dit d'Eisenstein

s'il est de la forme

X = Spec(A['lT]/ )
(17% + a,lTTe"1 + oee + ae)

e-1

ol 1T + ade + eee + A € A [T ] est un polynime d'Eisenstein
. s 2

au sens suivant : a; € P » pour i = 1,00098 , et a, Gp— hid .
En particulier, si X(S) est le localisé au point générique S
de Y ( X(S) est le spectre d'un anneau de valuation discréte
hensélien), X xxX(S ) —_ X(S) est un revétement défini par une
équation d'Eisenstein au sens de [ 16 J .

Revenons a la démonstration de la constructibilité de C.P »

soit X(S) le localisé de X en § , d'aprés 1'hypothése sup-

plémentaire e) ci-dessus, on a la décomposition

“J—Lx(sj)

jed

X XXX(S)

oll, pour chaque j € J , ;('('é ) est 1'hensélisé de X en
J

ot

De plus, pour chaque j &€ J ,
X, 7 —x
(85) (§)
est un revétement galoisien, totalement ramifié de traits henséliens,

donc est un revétement défini par une équation galoisienne et
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d'Eisenstein au sens de [16 ] .
Mais X = lim X' o0 X' parcourt la catégorie des sché-
(§) - &=
mas affines qui sont étales sur X et S -ponctués, i.e. munis
d'un X-morphismes ) —> X' ., Par suite, il existe un schéma X'
comme ci-dessus tel que

1) on ait une décomposition
; xXX' = _I_L';'
jedd

avec, pour chaque j € J , un carré cartésien :

gj—————é“f(;
| |
& — x

~
2) pour chaque j € J , le revétement X.'i —3 X' soit un re-
vétement galoisien et d'Eisenstein, ramifié le long de Y' v}

Y' est 1'adhérence de 9 dans X' . On notera Gj son groupe
~
de Galois, c'est le sous-groupe de G qui fixe 8

j o
Le revétement (;()‘;.———)X' et la représentation
eIGj : GJ.———)GL(V)
détermine un faisceau "‘; de I'Fl-modules lisse sur X' - Y'
Quitte & rétrécir X' , on peut supposer que le morphisme
Y'——> Y est un isomorphisme, donc que Y' est l'image d'une sec-
tion de 1l'application composée f' ¢ X'—> X——> S . Notons Wj
la fonction Y associée 3 la situation (X',Y’,f’,'.;*:],) » Un rai-
saonnement analogue 3 celui de [12] , montre que \{] = Vj (pour

tout € J ).

3,9, On est donc ramené 3 la situation suivante :

1) X = Spec(A) , Y = Spec(A/p) » 00 P est un idéal premier
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que l'on peut supposer monogine, ¥ = tA , quitte 3 rétrécir X
pour la topologie de Zariski, f : X——> S est en fait une rétrac-
tion de X sur Y =S5 .
~ ~
2) X = Spec(A) avec

A=A EWJATTB + a'l-rre-‘l +eoe +a)

ol le polyndme TT® + adea.i

. 2
au sens ol & € W (pour &k =1,...,8 ) et a_ EWY -7 o

+ e @ eAlT] est d'Eisenstein

~
3) X——> X est un revétement galoisien de groupe de Galois G ,
étale au dessus de U = X = Y et le faisceau P correspond 3 une

représentation P : G —>GL(V) .

Lemme 3.9.1.- Avec les hypothdses et les notations ci-dessus, il

existe un ouvert V de Y =S , voisinage du point générique S .

sur lequel \lj est constante.

En effet, calculons d'abord \{I (S) : on procédde comme en 4,1.5 3
A@AA.ZP o) AZP est une extension totalement ramifiée, galoisienne (de

groupe de Galois G )} d'anneaux de valuations discr2tes et TT est

une uniformisante de T@AA-ZP o Pour tout g € G, g(m) == o‘;\.a:ékAé, »
donc peut s%scrire fe
A 9)
@ty -1 = %Y, T &

g

avec dgex-ﬂ.x,bgei\-p et i. (g)> 1 . Les groupes de

(S

ramification supérieurs de cette extension d'anneaux de valuations

discreétes sont donc

5 = {gG 6 is(g)>/ i +1}
et oo
1 G,
(S>.Z——di (v/v )
V ey fG:Gi] I']Fl
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Soit alors V 1l'ouvert de 9 = Y défini par ae/t + 0 ,

dg + 0 et bg +# 0 , pour tout g € 6 (dg est a priori une

fonction sur X , mais <xg Y peut &tre considérée comme une fonc-
~

tion sur Y car Y-X5Y )

Si yeV et si y est un point géométrique au-dessus de y ,

on a alors

-~
y y ]//(‘HP + aiTTa-i + oee + ae)

ol L EETE L sont maintenant considérées comme fonctions sur Xy

~

et TT comme fonctiom sur X_ . L'hypothese (a/t)y) + 0 assure
v e
que e . alTTe-‘l + oeeo + A est un polyndme d'Eisenstein sur Xy
~

au point y , Xy———% Xy est encore galoisien de groupe de Galois
G . Pour tout g€ 6G , on a

i (g)
gy - = 9y TS

g
sur ;Y et les hypotheses cig(y) + 0 et bg(y) + 0 assurent que
la valuation iy(g) de g(Tr) - IT sur %Y en y§ est égale 3
i.S(g) . Donc les groupes de ramification supérieurs de

iy.———§x_ en y sont encore les Bi ci-dessus et donc
W(y)uZEG dur(/s)sw(S)
D'olt le lemme.

La constructibilité est démontrée.

4, Un théoréme de changement de base

4,1 Soient S et S' deux schémas strictement locaux (i.e. spectre

d'anneaux locaux henséliens & corps résiduels séparablement clos), de
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points fermés s et s' respectivement. Sait g : S'—> S un
morphisme local (i.e. induit par un homomorphisme local entre les
anneaux locaux correspondants). Soient t' wun point géométrique de
S' et t = g(t') son image dans S

Soit f : X ——S5 un morphisme de type fini et soit "* un
faisceau de ]Fl-modules constructible sur X . On fixe les notations

par le diagramme suivant 3 carrés cartésiens

' j' s X1 it '
g! X £ T X' & ; X s!
Pl | s
j i
X, X ¢ X
L) f! f!,
t s
ft f fs
t! 3> S'¢ ‘ s!
k/// kg/// l z///
t 308 e s
et on note 3, = g'*?y le faisceau sur X' image réciproque de H ,

On dispose alors d'une fléche de changement de base dans

L
DIX' L F)
]
(4.2.1) (' )X %Ry j*Ws it TRy R

Le théorgme suivant est dd 3 Deligne :

Théoréme 4.1.2.~ Soit x' wun_point fermé de X's, d'image x dans

X, o On note S 1e lieu de non lissité du triplet (X,Hf) et on

suppose gque x est un point isolé dans N Xs , alors la fleéche

de changement de base 4.1.1 est un isomorphisme dans un voisinage

de x' .
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Corollaire 4.1.3.- On garde les hypothéses et les notations de

4,1.2. Soit X(x) (resp. X'(x') ) le localisé de X en x (resp.

de X' en x' ), alors la flédche naturelle

RECX ) grod)—s RE U (1) 400 "0)

est un isgmorphisme.

4,2, Preuve du théorédme 4.1.2

La démonstration est analogue & celle de ([ 5], 2.4.2).

Commengons par généraliser la construction du foncteur R ¢) a
la situation 4,1 ; on suivra pas 3 pas la construction de Ls].

Pour tout schéma T , on désigne par K(T) 1la catégorie des
complexes de faisceaux de Ei-modules, 3 homotopie pres, et par
D(T) 1la catégorie dérivée correspondante.

Paur toute catégorie triangulée A , on note Tr.A 1la catégo-
rie des triangles distingués de A .

On veut construire un foncteur

D(X]-———)Troﬂ(xsl
qui associe & tout objet F de D(X) wun triangle distingué

RO (F)

— ~

*e

A T %
i”® Rj wd F

<

ol la flache i* F— i* Rj*'j* F est la fléche de spécialisation,
Pour cela considérons la catégorie }{ formée des triplets
K = (L,M,u) , a homotopie pre2s, ot L et M sont des complexes
de faisceaux de IFl-modules sur Xs et oi u: L—> M est un mor=--
phisme de tels complexes. On a un fancteur
K(X) — &
qui associe 3 F € ob.K(X) 1e triplet
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* *
K = (Fs,sp Ft’F ——JL9sp Ft’
= 3% _ i % * o3 X *
ol Fs i F , Ft = j~F , sp i j, et sp: Fs———é sp Ft

est la fleéche déduite)par application du foncteur i*} du morphisme
d'adjonction F—> j, j*F .

Tout objet K = (L,M,u) de K est isomorphe 3 un objet
K' = (L',M',u') de K ol u' : L' 3yM' est injective et ol la
suite exacte

.
0 yL' Y M s> Coker(u')—5 0

est scindée degré par degré (il suffit de prendre L' =L et
M! = M@ Céne(u) ). On en déduit un foncteur
K —— TroK(X)
et par composition, un foncteur
K(X}) —— Tr.K(Xs)

que l'on notera

¢,

F /\

8“9 sp F

Cette construction passe aux catégories dérivées et fournit un fonc-

teur

D(X) —— Tr.D(X)

que l'on notera

RO, (F)

LN

;%
s RJ F
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Revenons 3 la démonstration de 4.1.2. On dispose de deux tri-

angles distingués

R, (3
(T) l// N\
¥
B — i < 5
et
RO, , (%)

A

U
!' ——_ﬁ 1'* Rj' ? t’
et d'une fl2che de changement de base
£ 3
' '
(g™ (1) — (1)
Donc 4.1.1 est un isomorphisme au voisinage de x dans Xs si, et
seulement si,il en est de méme de
*
(4.2.1)  (gD)" RP (W) R, (3)
Le théoréme étant de nature locale au voisinage de x , on peut
supposer que f est propre.
D'aprés le théoréme de changement de base pour un morphisme
propre Cal , la fléche naturelle
* j %'
(R (), —— R(F)_ AT R,
est un isomorphisme, donc si on applique le foncteur Rr'(XB,.,)
au triangle (T) on obtient un triangle distingué

RIC(X,RO, (%))

(RPT) / \

RI(X i %% —— R (X, i %3
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De méme, on a un triangle distingué
1
RI (xR, (F))

(RFTY)
RO (X!, 30 % 3) ————5 RC(x,, 50 %)

De nouveau, on a un morphisme

(RCT)—— (R TY)
Or X8 (resp. Xt) est propre sur s (resp. t) , donc en invoquant
encore le théoréme de changement de base pour un morphisme propre[ 1 ]
on voit que les "bases" de (R['T) et (R[T') sont isomorphes,
donc les "sommets" aussi.

D'autre part, le théoreéme d'acyclicité locale pour les mor=-

phismes lisses 1.4.4 implique que la cohomologie de RQt(y‘) est
cancentrée sur 2. e ™ Zn X, -

Rappelons le lemme suivant

Lemme 4,2.,2.,- Soit T un schéma et soit F c;)T un _fermé. Alors

i* : D(F) —— D(T)

est une équivalence de catégorie entre D(F) et la sous-catéqorie

pleine de D(T) formée des objets de D(T) dont les faisceaux

de cohomologie sont 3 support dans F .

En particulier, on peut regarder Rq)t(gi) comme un objet de
D(Zs) , de sorte que
RC (X ,RP, (H) = RTC(Z,RP,(F0)
Comme x est un point isolé dans Zs , 1l'inclusion {x} c— Zs
fait de

R {x} ,R@t(t-m) = (RY (3,
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un facteur direct de RP(ZS,R@t(’M) , donc de RF(XS,RCPt(Sc)) .
[)
De méme (R(I)t,(gﬁ'))x, est un facteur direct de RF(X;,,R(Dt,(ﬁl)) -
Par suite l'isamorphisme
, §

RT(X_,RD, () =5 RE (X', &P, (3))

induit un isomorphisme
~ |

(Rq>t(’5»1)x——>(n<pt,(3'))x.
Ceci ach2ve la preuve du théoréme puisque la cohomologie de
R@t(ai) (resp. R@t,(g‘l')) est concentrée en x (resp. x' ) dans

un voisinage de x (respo. x' ) .

4,3, Remarque

Le raisonnement précédent, combiné au théoréme de finitude pour les
morphismes propres, montre aussi que i Rj. j* 3} est constructible

dans un voisinage de x dans Xs o

S, Cas ot la base est un trait strictement local

9.1, Soit S wun trait strictement local excellent. On notera s
son point fermé et m, son point générique. Soit ‘r?L un point géo-
métrique de S localisé en m, -

Soit 1 wun nombre premier distinct de la caractéristique rési-

duelle de S .

Théoreme S5.1.1.~ Sgit f ¢ X ——3S un morphisme séparé, lisse et

de dimension relative 1 . Soit Y < X un sous-schéma fermé,

n'ayant qu'un seul point x en fibre spéciale et gque 1'on suppose

fini et plat sur S5 . On note U =X =Y 1l'ouvert complémentaire

et u : Uc—3X 1l'inclusion. Soit H un faisceau de I'Fl-modu;es
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lisse de rang constant sur U . Alors, avec les notations de 2.1 et

1.3, on_a
1
Qs) = @lm) - di"\Fl(Wx(“!z’” .
Remarques : 1) Dans la situation de 5.1.1, on a
0 si n = -1
n 1
] = ] 3 -
@ lutd) Wx(uo’:‘ﬂ) si n =1
‘@(m}u =0sin # =1et1

1
En effet, tout d'abord (ul@)x = 0 , donc Q)x (ut™) = 0 et

n n
@x(ul’é’) = Vx(uigi) pour tout n» 0 .,

n n
D*autre part, dim(qu) =1 , donc Q)‘(ulﬁl =.qjx(ulgﬂ =0 ,

pour tout n» 2 , 1.3.2.2,

o o
Enfin @x(uggg) ,-L,)'x(ug’;h) = Ho((x(x))ﬁ/,u&f‘ﬁ) $ or (X(x)),—,-b

est connexe ( O-acyclicité des morphismes lisses [ 2 ]),

Y xS(X est non vide car Y est plat sur S , par hypothése,

(x))F\J
et } est lisse sur (X(x))— -Y xS(X(x))— , donc

v n

u°((x(x)),,-b,u:’5t) =0 .

2) On a supposé que YN Xs est réduit & un point dans 1'énoncé
du théoreéme 5.1.1. Si 1'on supprime cette hypothése, alors

YNnx = { X . li €1 } ol I est un ensemble fini et ol chaque x;
s i i

est un point termé. Comme S est hensélien, Y = 11 Yi ol
i€l
chaque Yi est encore fini et plat sur S et oil Yi N Xs est

réduit au seul point X, . Notons (Pi la fonctian (p attachée 2

Alors

la situation (Xi,flx 'Yi'gwx -Y ) et X, = X - \,} Yj .
i i i

i jei
CP = Z (Pi . Par suite
i€l 1
Pls) = @m) - Z dinh.l(w*i(u&’i'))

iel
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5.2, Prouvons gue 5.2.1 entrafne 2.1.1

On a démontré la constructibilité de CP , donc, pour montrer que
CP est semi-continue inférieurement, il suffit de montrer que, pour
tout s € S et toute générisation t de s , on a CP (s) Q,CP(t) .
Or, S étant noethérien, il existe un trait strictement hensélien
S' , de point fermé s' et de point générique nl’ » 8t un mor-
phisme g : S'——S tels que g(s') = s et g(ﬂt) =t . Soit CF'
la fonction q’ associée 3 la situation obtenue par le changement
de base S'—> S , D'aprés 5.1.1 et la remarque 2, on a

@'(s') € @) , donc QP ls) = @'(s') & @Um) = Q&) d'od la
conclusion pour la partie (i) de 2.1.1.

Supposons maintenant CP constante, la partie (ii) de 2.1.1
affirme alors que (X,%,f] est universellement localement acyclique.
Puisque la constance de CP est une propriété qui commute au change-
ment de base, il suffit de montrer que (X,3,f) est localement acy-
clique, i.e. que pour tout point géométrique x de X d'image s
dans S et tout point géométrique t de S(s) , la fléche de
restriction

Boo= RO(X 03— BT (X)) W)

est un isomorphisme. Il suffit de le vérifier pour tout point x de
Y puisque (X,%,f) est lisse en dehors de Y , On a alors 9& =0

et on doit donc montrer que H*((X( %) =0 . Or il existe un

x))t'
trait strictement hensélien S' , de point termé s et de point
générique NU » un point géométrique ;t localisé en ﬁL' et un
morphisme g : S'—> S tels que g(s') =8 et g(ﬁf) =t . D'apres
4.1.2 , on a

~ ] — !
R CUX ) ) o B 2 ROCXY ()03

il
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(notations de 4.1.2). Or, pour tout i >0 ,
i
)
V=¥ =Y L3

At ((xe

On conclut 3 1l'aide du théoréme 5.1,1 et des deux remarques qui le

suivent,

6. Déformation de revétements

6.1, Gardons les naotations et les hypotheses de 5.1.1, le résultat

suivant jouera un rdle clé dans la démonstration de 5,1,

Proposition 6.1.1.~- Quitte 3 se localiser en x sur X pour la

topologie de Zariski, puis 3 faire un changement de trait strictement

lacal sur la base S , on peut caognstruire

~
a) un revétement fini TT ¢« X ——> X , étale au-dessus d'un

voisinage de Zariski de x ,

b) une compactification

-

'\Z'-"F:AX'( —>

> & S

de Fofoll X—>S , avec les propriétés suivantes

?J'IF

Oe—— N2

1) E’ est propre, purement de dimension relative 1 et le fermé

"3 1'infini" ? est fini sur S 3
~ -1 ~ ~ ~ -1 .
2) si 1'on pgse Y = ww(Y) et U=X-Y=T(U) , le faisceau
de lFl-modules rf*(%q se prolonge en un faisceau lisse # sur
~ ~ ~
V=2-Y .
~ . s s . -1
Remargques : 1) Soit (xi)iG I la famille finie des points de 7T (x)
comme S est hensélien ¥ = ;%(Y) =11y o Y.NX = {';.}
: i i s i
iel
~ ~ ~
( Yi est la composante connexe de X, dans Y ), Comme TU est
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étale au dessus d'un voisinage de x , TU induit, pour tout

~ -~ ~ ~
i €1 , un isomorphisme de Yi sur Y et (X,Y.) est un voisinage

i
de (X,Y} pour la topologie étale. La situation initiale le long de
Y se retrouve répétée le long de chaque ?i dans X -

2} Le changement de trait que l'on aura & effectuer pour pou-
voir compactifier la situation n'est pas un changement de trait fini,
l'extension résiduelle est de degré de transcendance 41 , mais cela
nous suffira.

3) Le faisceau initial 34 est ramifié le long de Y et "3
1'infini de X " ; la signification de 6.1.1 est que le revétement

-~
v N T hpr s Jp. .
X—> X tue la ramification de 34 a 1'infini sans modifier sa rami-

fication le long de Y

N\
AN
N\
<1

\

N

N

N\

\
. N

\\‘\\

\
\,

\
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Preuve de la proposition s

6,2, Une premidre "compactification"

6.2.1. Quitte 3 restreindre X en un voisinage ouvert affine de x
on peut supposer que X est affine, inteégre et que 1l'on dispose
d'une “coordonnée locale"

T

1
X ——— A’S
;\\N z/// projectian
S

oi T est étale et T(x) =0E€ A% C Aé ( f est lisse de dimension

relative 41 )

6.2.2. 11 existe alors un diagramme commutatif

Xy 7 e oF
f\l/"lf
S

ok Z est un schéma intégre, F est un sous-schéma fermé de 2Z ,
tel que X s'identifie & l'ouvert dense Z -~ F de Z , et od
g: Z——>S est un morphisme propre, plat et de dimension relative
1 o
D'apreés un résultat de Raynaud [ 71, on peut contracter toutes
les composantes irréductibles de F qui sont contenues dans la
fibre spéciale de Zs (quitte a faire apparaitre de nouvelles singu-
larités sur Z )., Donc on peut suppaser glF : F—— S fini,
Enfin, quitte 3 normaliser Z , on peut supposer Z normal
(en effet X est déja normal et la normalisation de Z est finie
sur Z ).

On posera V = Z - Y de sorte que (X,V) est un recouvrement
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ouvert de Z et que XNV = U

6.2,3. Soit ’61——)U un revétement fini, étale et connexe qui tri-
vialise 3‘ et soit TT ¢ E————)Z la normalisation de Z dans U
On a une immersion ouverte U : GL—)E au-dessus de

u s Ue——5Xc—>Z7Z , puisque U est normal, et TT est un morphisme

fini. On pose X =ﬁl(X) . Vo= 'ﬁl(V) de sorte que (')‘(',V) est un
~

recouvrement ouvert de Z et que ')?ﬂ V=l ; on pose Y = ‘F\'I(Y)

et ?:'Fl;(r) °

Remargue @ 7 répond en partie & ce qui est demandé dans la propo-
sition 6,1.1 , 2 savoir 3

1) @ =g o1 est prapre, de dimension relative 41 et nl; est
fini sur S

2) TT* (3 est un faisceau constant sur danc se prolonge

U
en un faisceau constant (a fortiori lisse) sur 'Z °
Par contre TT g 'i—;z n'est pas en général étale au-dessus
de x .
L'idée est alors la suivante : on va déformer le revétement

oo
TT ¢+ Z—> Z de fagon & faire glisser le lieu de ramification leoin

~
de x , sans toucher 3 Z au-dessus de 1l'infini F
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- ———— — = —

x
-

~
6,3. Déformation de TV : Z —32Z

~
6.3,1. On commence par déformer TT: Z——>7Z infinitésimalement,

Posaons, pour tout n 2> 0 ,

s -3 [[t]]/(tn+l)

n
Pour tout S-schéma E , on notera E x Sn au lieu de E xSS" la

déformation triviale, ceci pour alléger les notations,

On se propose de construire un diagramme 3 carrés cartésiens

Z = Zoc_____ ceces ) Zn c > Zn+1 c cesoo
m TTn o Trn«e-l

qui réalisera "le glissement infinitésimal du lieu de ramificatiaon",
6,3,2. On a un recouvrement ouvert (X,V) de Z tel que

~ ~ ~
XNV =1U est étale sur U o

Rappelons le résultat suivant
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Lemme [ 2147] : Sgit f ¢ X——Y un morphisme étale de schémas 3

il existe une et une seule déformation plate de f : X——> Y au-

dessus de Y[[t]j/(trwl) » 2 isomarphisme unique prés ; c'est la

déformation triviale.

~
Appliquons ce lemme 3 T : U——> U ; il en résulte gue pour

construire le diagramme ci-dessus, il suftit de construire des dia-

~

~
grammes analogues pour TT ¢ X—>X et TlI: V—>V de telle

-~ ~
sorte que Tt Xn———-) X x 5" et Trn 3 Vn———>V x Sn soient plats

su-dessus de Un pour tout n > 0 . Ces deux diagrammes se recol=-

leront alaors nécessairement, On peut donc déformer indépendamment

~ -~ ~

X qui est un voisinage de Y et V qui est un voisinage de 1'infini
-~

F

6,3.3. I1 reste a construire Vn et )(n o

Pour Vn ., on ne veut pas toucher E 3 1'infini, donc on pren-
dra Vn =V x Sn (déformation triviale),

Pour in » on veut par contre faire glisser le lieu de ramifi-
cation loin de x : on va "tordre" la déformation triviale } x S"
par un automorphisme ‘in de X x Sn qui "fait glisser x "
Soit
1

1
b, t &g — 4y
n n

1l'automorphisme induit par 1'automorphisme (T,t) — (T + t,t) de

e'5,'-‘T't ]/(trul) . Comme CP"IS = idp1 et que
)

S
o
T x ids 1
X x Sn n EMS est 6tale (déformation triviale de la coor-
n
dannée locale x—l—,o% ), il existe un unique automor=-

phisme Qn de X x Sn rendant commutatif le diagramme suivant [‘11 ]
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X xS ¢n
n

X xS
n
T x ids T x ids
n n
Pn
ﬂ\s —-—__)AS
n n

0 ~ * o~
n pose alers Xn = @n(x x Sn) . On a donc un carré cartésien

~

)

~ ~
X — 0 _3X x5
n n

AR l (] T x id

XxS — S5 X xS
n n
¢,
n)_1~

-1 -
On posera Yn = @“ (Y x Sn) et Yn = ®n (Y x Sn)

S

n

~ ~
On vérifie sans peine que Vn—-—)Z x Sn et Xn__..—;Z x Sn

sont plats au-dessus de U x Sn °

6.3.4. En résumé, on a construit une détarmatiaon formelle
~ ~
% =(z)
| Lo
3_= (Z x Sn)
l l(f x idg )
n
S = (s}
Cette déformation est algébrisable : en eftet, si 1'on pose
Seo = S[Et]] et Z xS, =7 xgS« , alors 3—) ‘5 est le
complété formel de la projection naturelle Z x S_,,—— S_, 1le long
~
de "t = 0" , Comme le morphisme 3-——9 3, est fini, il résulte
~
du théor2me de Grothendieck [ 8] que 3-——-—)} est algébrisable
en un morphisme fini
~
T, 22— 2 x5,
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On aura 3 considérer les sous-schémas fermés suivants de

Z x S, :FxSwzfoS“ ,YxSm:‘:\'xs’S‘,‘° st le sous-schéma fer-

mé Y_,  qui algébrise le sous-schéma fermé formel (Y") de 3,

(1'existence et 1'unicité de Y., sont garantis par le fait que

3;———)3 est propre [ 8 ] )

l ! Z x Seco

Le résultat essentiel est alors le suivant

temme 6.3.4.1, Avec les nota&tions et les hypothéses ci~dessus :

(i) Tre 2,0 —> Z x S g8t étale au-dessus de

ZxS,, ~-F xS, =Yg, 3
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~

~
(1i) Z_, et la déformation triviale Z x S, sont localement

isomorphes, pour la topologie étale, le long de F x S, o

6.3.5. Admettons provisocirement ce lemme et achevons la preuve de
6,1.1 : soit R 1'anneau de valuation discriéte strictement hensé-
lien tel que S = Spec(R) et soit TT une uniformisante de R

o

On a alors S Spec(R[Lt3]) . Le localisé de R[TLt1] een

i

1'idéal premier principal engendré par t est encore un anneau de
valuation discréte d'uniformisante TT , on notera R' wun henséliseé
strict de cet anneau. 51 k est le corps résiduel de R , le corps

résiduel de R' est une cldture séparable de k((t)) . Une autre

fagon de dire est que S' = Spec(R') est un localisé strict de S
au point générique du diviseur " TT = 0" de S
AT
i

s
/‘ X
—~

S

On dispose d'umne fléche de changement de trait strictement local
S'—— S — S
) -~
c'est le changement de base cherché : en effet, soit TI : Z'——> 2!
~
le morphisme déduit de TT_5 ¢ Z,—> 7 x S, par ce changement
~
de base, il répond aux exigences de 6.,1.1 . Tout d'abord, Z'—->» S'
est propre, purement de dimension relative 41 , et le fermé 2 l'in-
. D ! -t . .. '
fini F' = 17T “(F'}) , ou F*' =F x_S' , est fini sur S (on

S
utilise le fait que Tr’ est fini). D'apres la partie (i) de 6.3.4.1
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TV est &tale au-dessus d'un vaisinage de x' (o x' est le point
de Z;. d'image x dans Z8 » Ce qui a un sens car Z;,—) Z,
est un homéomorphisme universel) ; plus précisément, soit x
l'image de x' par 2Z'—> Z xS, , alors x,,€ Y xS _ , donc
x°°¢ Yo puisque par construction Y x S, et Y sont disjoints
au-dessus de 1l'ouvert Sw -5 = {t * 0} de S, o

Enfin, d'aprés la partie (ii) de 6.3.4.14 , Z' est localement
isomorphe (pour la topologie étale) le long de F' 3 un revétement
fini qui trivialise le faisceau ¥ image réciproque de ¥ sur
ur = u xSS' , donc T\"*(’t)") se prolonge en un faisceau lisse sur

2' au-dessus de F' , La proposition 6,1,1 est démontrée modulo

6,3.4,1 .

6.3.6. Preuve de 6.3.4.1
Pour la partie (i), considérons le lieu de ramification de
Mo ¢ 'z“w—_> Z xS, 3 comme Z xS, estnormal ( Z est normal),

est irréductible ( ‘i) est irréductible) et que TT. est un

-~
que Z 00

00
morphisme de type fini dominant, ce lieu de ramification est le sous=
schéma fermé de Too défini par le @’z -ldéal annulateur de
oo

4~ (C2121], 9.12), i.e, par la différente A9
Zw/Z x S Zoo/Z x Soo
que l'on notera simplement A9 .

Le complété formel de 4 1le long de "t = 0" est la diffé-

~

rente du morphisme de schéma formel 3_ _ 3, et définit un sous-

~
schéma fermé formel de 3, qui est le lieu de ramification de

~
3——) 3, (pour chaque entier n , 49/2:“/2 .s définit le sous-

schéma de ramification de ?n——; Zxs, (0111, 9.12)) . Or le

~
lieu de ramification de % —_— 3, admet deux composantes,
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1'une au-dessus du sous-schéma fermé formel (F x Sn) de Z} N
1'autre au-dessus du sous-schéma fermé formel (Yn) de '5, . Comme
le morphisme Z__—> S_, est propre, l'application qui, & un sous-
schéma fermé de Z x S.n (resp. ’2co ) fait correspondre son com-
plété formel le long de "t = Q" est une bijection sur l'ensemble
des sous-schémas fermés formels de 3/ (resp. ’é, YL 87 . Donc

le lieuv de ramification de TT, est réunion de deux fermés de

~)

Z_, t l'un au-dessus de F x Seo » l'autre au-dessus de Y_, , et
T, est étale au-dessus de l'ouvert Z x S = F xS =Yoo
Pour la partie (ii), on va montrer que ?°° et Z x S, sont

isomorphes au-dessus du complété formel de Z x S_, 1le long de

F x Soo ("complété horizontal"). Cela entrainera la conclusion : en
-~ ~

effet, ZQo et Z x %ﬂ sont finis au-dessus de Z x S°° et étales

au-dessus de Z x S, - F x S5_  dans un voisinage de F x S°° »
voisinage que l'on peut suppaser affine puisque F x S__ est fini sur

S, et que S_, est un schéma local ; donc on peut appliquer le

~

théor2me d'Elkik [ 6] a cette situation. On en déduit que z ., et

-~
Z x Sela ont méme hensélisés le long de F x S_g , c'est exactement

~

ce que l'on veut. 11 reste & prouver que Z_, et ? x S5, sont iso-

morphes au-dessus du complété formel de Z'x S, 1le long de F x S,

il suffit de construire un systéme inductif d'isomorphismes entre

~

~
2, et Z xS, eu-dessus des voisinages infinitésimaux de F x S,

dans Z x S_, . Or, par construction, on dispose d'un systéme induc-

tif d'isomorphismes entre En et 7 x Sn au-dessus de V x S"

(n €EN) . Soit r€ N fixé et soit F. le r-idme voisinage infini-

tésimal de F dans Z (o, ce qui revient au méme, dans V )}, on

dispose & fortiori d'un systeéme inductif d'isomorphismes entre Zn et
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~

Z x Sn au~dessus de Fr x 5n (n €N} . Soit (F x S°°)r le
r-i2me voisinage infinitésimal de F x S_, dans Zx 5., 3
n+l '
(F x Sao)r module t n'est autre que Fr X Sn - Donc comme
(F x Seo)r est propre sur S_, , le théoreéme de Grothendieck [8]
-~ ~
s'applique et 1'on obtient un isomorphisme entre Z et Z x Soa

au-dessus de (F x S°°)r e Quand r varie, il est clair que 1l'on

obtient un systéme inductif d'isomorphismes et on gagne

(F x Seo) { %47(%/54\7«.7& <« F x S,

To Preuve du théoxrdme 5.1.1

Tel. Reprenons les notations et les hypoth2ses de 5,1.1 . Il nous reste

3 démontrer la formule suivante :
i
= - i '
®(s) = @(m) - dim Vx(u‘,’:ﬁ)
1
que l'on peut réécrire, en tenant compte de la remarque 1 de 5.1 ,

q
(Ta.2) @l = @) = 7 (-1)%me B urth
1l

ay-1
D'aprés le théorgme de Deligne 1.3.1 , il suffit de montrer cette for-

mule aprés un changement de traits strictement henséliens. Donc,
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d'aprés 6.,1.1 , on peut supposer que l'on dispose des diagrammes a)
et b) de 6.1.1 « On gardera les notations de 6,1.1 . On va montrer

la formule suivante

~ ~ q
(7.1,2) C{)(s) = CP('VL) - NZ‘ Z (--tl)qd:i.ﬂF q);(:,“)
% e TP (x) qy -1 1
“~ ~N oo
ol CP est la taonctiaon C'O associée 3 la situation (Z,Y,3%,g) o
Compte~tenu de la remarque 1 de 6.1 , la formule 7.,1.1 résultera de
la formule T7.1.2 en divisant les deux membres de cette dernigre éga-

1ité par le cardinal de T-rq'(x) .

On posera dans la suite, pour tout faisceau 9/ sur Z N
DXAG) = KlZo , G5 ) = YT, G|5)
% X‘ " 9'2,—;L ‘X s %\Zs
On va calculer Q'X(;(‘,YH - rang(#)o DX (F 1) de deux manidres diffé-

rentes,

v
Te2, Utilisation de la formule de Grothandieck-Uqg—Safarevitv’, :

%s et 3_ sont des courbes connexes propres sur des corps algé-
briquement clos et 'vuc',';-i est lisse 13 ou ’\is et §, ne le sont pas,
Donc la formule de Grothendieck-Dgg—VSafareviz s'applique & ;a et
NZ’_. (1.2 , remarque) et on obtient

NL ~ o Y ~ ~
X(ZFL'“:’M = rang('ﬂ*).'X.(Z;L) - Cf('VL)
XAZ 08 = rang(d).X(Z) - (s

d'ol

(7.2.2)  AY (2139 - rang(R.AKE ) = Gl - §im)

o3 Utilisation de la théorie des cycles évanescents :

T
-~
Z est une courbe propre sur le trait S , donc on peut appliquer

1.3.4.7 , on obtient

Ax Gt = 2 (9@, dV@dn
ay -1
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A @) = D (-9 (Z,, P, 1)

qy -1

q ~ o~ _1
Dr les @ (ul%) sont concentrés d'une part sur Tt (x) , d'autre

~

T q
part sur FS , et les @ (lfl) sont concentrés sur F

. Comme

G{"-jﬂ est lisse, de rang égal 3 rang(®) , dans un voisinage de F

et que Af"s est un ensemble fini

YAF, BNEH) = rang() X(F_, HOF )

pour tout gq 3 -1 , donc

(7.3.1) AX(G!%‘) - rang(al).ﬁx (Fl) = Z Z (-1)

Xern (x) q -1

q 1%
dintfl(ﬁi(uz?)‘)

Par comparaison de 7.2.1 et 7.3.12 , an obtient 7.,1.2 , ce qui

achéve la preuve du théorgéme 5.1,1 et par 13 méme la preuve du

théoréme de semi-continuité,
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