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DÉFORMATIONS DES METRIQUES 

D'EINSTEIN 

par 

Jean Pierre BOURGUIGNON 

Cet exposé fait suite au précédent et présente les résultats connus sur 

les déformations d'Einstein sur une variété compacte connexe M , principale -

ment le théorème probablement ancien établissant l'équation des déforma

tions infinitésimales (d'où l'on déduit que l'espace des modules est de 

dimension finie), des théorèmes de non-déformabillté et les quelques exemples 

connus de modules de métriques d'Einstein. 

Outre leur intérêt géométrique, ces résultats mettent en évidence 

l'importance d'une théorie spectrale des systèmes d'équations aux dérivées 

partielles donnant des estimées de nature géométrique des premières valeurs 

propres. Une telle théorie semble entièrement à faire. Remarquons encore que 

pour l'étude des déformations des métriques d' Einstein nous ne disposons 

pas, comme dans le cas des déformations de structures complexes, d'une théo

rie d'obstruction et ceci faute d'une interprétation cohomologique de l'es

pace tangent aux déformations. 

Comme toujours lors de l'étude d'un espace de déformations, il faut, 

dans un premier temps, diviser par le groupe d'automorphismes (ici le groupe 

des difféomorphismes)• Nous consacrons le paragraphe 1 à ce problème. Les 

équations des déformations infinitésimales d'Einstein sont établies au para

graphe 2 : c'est un système elliptique dont l'étude s'avère fondamentale 

dans plusieurs problèmes de géométrie riemannienne (elle est pourtant fort 

peu avancée J ) • Nous avons regroupé dans le paragraphe 3 les divers résul

tats connus à propos des déformations infinitésimales, puis dans le paragra

phe 4 quelques exemples de modules (variétés plates, surfaces de 

Riemann de genre ^ 2, certaines variétés k^hlériennes dont les surfaces 

complexes K 3 , . . . ) . 
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ô 1. ACTION DU GROUPE DES DIFFÉOMORPHISMES 

Nous désignons par 77( l'espace des métriques riemannieiines C°° de la 

variété compacte M ; c'est un cône convexe dans l'espace vectoriel <?^M 

des champs de 2-formes symétriques sur M 

Dans un premier temps, il est commode de travailler sur la base 77( 

de ce cone, qui peut s'identifier a l'espace des métriques riemanniennes 

g sur M dont le volume total P v vaut 1. On a vu dans l'exposé précédent 
J M G 

que les métriques d'Einstein sont les points critiques de la fonctionnelle 

définie sur 771 par g *~* Seal v où Seal désigne la courbure scalaire de 
o J M G G G 

la métrique g . 

Remarquons que le groupe DM des difféomorphismes de M opère sur ^ ^ c a r 

par le théorème du changement de variables,f v = f ^ v = P v ) . 
JM g JM g JM g 

De plus DM est un groupe d'invariance de la fonctionnelle précédemment 

définie. Cependant comme l'espace #1 /DM n'est pas en général une variété 

(cf C 2 ] ) , nous travaillerons le plus souvent de façon DM-équivariante sur 

Mais il est une normalisation intermédiaire (peu connue!)qui se révè

le souvent intéressante d'un point de vue géométrique : 

LEMME.- Dans l'étude des métriques à difféomorphisme près, il est toujours  

possible de n'étudier que les métriques ayant un élément de volume fixé V Q . 

En effet, d'après un théorème de J. Moser (cf [ I 2 j ) , si v est un élé

ment de volume tel que P v = P v , alors il existe un difféomorphisme <P tel 

M M ° . 
que ^ v = Vq . Comme la prise de l'élément de volume défini par une métrique 
est une opération "naturelle" (i.e. v ^ = <P v ) , si g est une métrique de 

, , g * , , 

771 définissant l'élément de volume v ; la métrique <P g a pour élément de 
° # 

volume <-P v = v 
o 

Nous poserons 

7iQ = £ g | g € ^ , vg = v o } . 

Bien entendu sur % seul le sous-groupe D M = fcl5|(P€ DM,^P v = v } 
o 1 o c o oJ 

de DM opère. Les métriques d'Einstein sont encore les points critiques de 
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la fonctionnelle D M-invariante définie sur 
o 

ÏL par g *-» F Seal v 

Alors que T 7I\ = $2M et que T 7J\ = fh|he32M, f h v = 0 } (nous notons 
g % ^ g o c J M S 

h la trace par rapport à g de h ) , nous avons 

T fi = f h | h € 3 2 M , h = 0 ] = 3 ^ M -

g o -» o 

Comme nous devons tenir compte de l'action de DM sur 7/\ , rappelons 

quelques faits fondamentaux la concernant (pour plus de détails, voir 

[6] ou [2]*) . 

i) L'espace tangent à l'orbite DM.g passant par une métrique g se 

décrit comme suit : si t i-* ^ g est un chemin dans l'orbite de g , alors 

d 
dt V | t = 0 

= £xg où X 
dt t t=0 * 

Il est commode d'introduire ici la connexion de Levi-Civita D^ de la 

métrique g ,car, si Y et Z sont des vecteurs tangents à M ,nous avons 

(Xyg)(Y,Z) = g(D|x,Z) + g(D|x,Y). 

Nous no^ons ô l'operateur différentiel défini sur JuM (l'algèbre 

de Lie des champs de vecteurs sur M ) a valeurs dans O M par 

* 1 
ÔgX = 2 X X e • 

Finalement T (DM.g) = Im ô 

g g 
L'operateur ô étant a symbole injectif, Imô est un sous-espace fer-

g QO S 
mé facteur direct de O M (=- T /7?) . 

g 

ii) En une métrique g , il existe une tranche de l'action de DM 

sur 7)\ (ou JfP de D M sur fl ) qui peut être prise telle que T = Ker ô où ô 
g o o £ oo r l v2 - g g -f g 

désigne l'adjoint formel de Ô ( o n prend o = i h | h € ^ M, jf»ô h = df} ) . 
g g o g 

L'opérateur ô n'est autre que la divergence des champs de 2-tenseurs symé-r-
& o2 

triques (pour h dans -0 M et un vecteur tangent X , 

n 
(Ò h)(X) = - s (Dg h)(e.,X) 

S i=l ei 

# r -I 

Dans L2J la definition 11.16 doit être modifiée pour s'appliquer a la 

situation considérée , ainsi que me l'a fait remarquer N. Koiso. 
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J.-P. BOURGUIGNON 

où (e^) est une base orthonormée de l'espace tangent). 

Nous avons donc 

T 77( = Im 0 Ker ô 

g g g 

Il suit de [5] que K e r ô est de dimension infinie. 
g 

iii) La théorie précédente est aussi adaptée a l'action de D M sur 

)car l'opérateur ô applique l'espace des champs de vecteurs a diver

gence nulle (l'algèbre de Lie de D^M / dans • 

Dans la suite il nous sera commode d'appeler structure riemannienne 

une orbite de D M dans 771 • Une déformation de métriques sera une courbe 

t ĝ _ transverse aux orbites (par exemple se trouvant dans une tranche) 

par opposition a une variation de métriques, qui est une courbe quelconque 

t »-* g^ dans 77{ .De même nous réserverons le terme de déformation infinitési

mal e en une métrique g a un champ de 2-tenseurs symétriques à divergence 

nulle par rapport à cette métrique. 

L'importance des déformations infinitésimales est soulignée par le 

THÉORÈME (N. Koiso, cf [9] page 4 2 7 ) . - Toute structure riemannienne  

d'Einstein n'ayant pas de déformation infinitésimale d'Einstein est isolée 

fi.e- dans un voisinage pointé de son orbite, il n'y a pas de métrique 

d'Einstein)• 

§ 2* EQUATIONS DES DEFORMATIONS INFINITÉSIMALES D'EINSTEIN 

Dans ce paragraphe nous supposons que g est une métrique d'Einstein 

(i.e. Rie = K«g)« En conséquence nous supprimons la référence a la métri

que g partout où cela n'engendre pas de confusion. 

Soit t g une famille de métriques d'Einstein (de telle sorte que 

Rie = K(g+).g+) avec g = g . 

t , , 
Pour écrire l'équation infinitésimale nous utilisons l'expression 

(cf [l] page 389) 

-£-Ric L A = T Ric(h) = -i-Ah- ô ôh-^-ô dh 
dt g |t = 0 g 2 2 

où h =-rj-g, I , n • Dans cette formule A est le laplacien de Lichnerowicz de la 
u t x i x — yj 2 

métrique g (cf [il]) défini , pour h dans h M , par 

* 0 
Ah = D Dh + Rie o h + h oRie - R(h) 
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où o désigne la composition des endomorphismes et R désigne la courbure 

opérant sur les tenseurs symétriques par 

o n 
R(h) = 2 R(e. ,. ,e.,.)h(e.,e . ) 

((e^) est une base orthonormée) . C'est, au signe près, la seule façon dont 

un tenseur de courbure peut opérer sur les tenseurs symétriques . 

Remarquons que le comportement de l'application courbure de Ricci est 

fixé le long de l'orbite par naturalité : de l'identité Rie # = Rie i 

il suit 

тг R l c  dt P tg't=0 
= T Ric(JLg) » g л 

soit finalement 
£ Y R i c = T R i c ( X v g ) . 

A g A 
Si ^ l c g = ^" S «comme nous l'avons supposé, nous trouvons que 

T Ric(X g) = K X g , i.e. que l'espace tangent à l'orbite est inclus dans 
g X X 

le sous-espace propre de l'opérateur T^Ric pour la valeur propre K. Ceci 

souligne le caractère non elliptique de l'opérateur différentiel T^Ric 

lorsqu'il est considéré sur tout l'espace T *ÏÏ[ = S^M . si nous opérons plutôt 

dans ^ § 1) , le terme ô dh disparaît mais nous avons un terme en hessien 

de fonction venant de ô ôh. Dans une déformation infinitésimale d'Einstein 

T Rie va se réduire au laplacien de Lichnerowicz A (remarquer que A opère 

de -4 M dans -O M et qu'en une métrique d'Einstein A opère dans la tranche, 
o ° 

autrement dit dans les champs de 2-tenseurs symétriques à divergence nulle). 

Nous pouvons énoncer le : 

THEOREME u f [il page 3 9 0 ) . - L'équation des déformations infinitésimales  

d'Einstein est 

r Ah = 2 Kh 

l ôh = 0 , h = 0 

Dans [lj la dernière équation est déduite par un raisonnement analy

tique des autres, alors qu'elle est obtenue ici par une réduction géométri

que directe*'. Ici ôh est a priori une différentielle de fonction, mais en 

prenant la trace de la première équation complète on voit que cette fonction 

^ Je remercie Marcel Berger de m'avoir signalé une erreur dans la présenta
tion orale. 
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est constante et que • ^ K ( g t ) | t = o = ° ' d ' ° " l e 

COROLLAIRE.- Le signe de la constante d'Einstein ne change pas au cours  

d'une déformation . 

Par suite la détermination de l'espace tangent aux déformations 

d'Einstein se ramène à un problème spectral. Soulignons à cette occasion 

que la nature du laplacien de Lichnerowicz n'est toujours pas vraiment 

élucidée. Une caractérisât ion abstraite de cet opérateur serait certaine

ment utile. 

L'opérateur A étant elliptique, nous avons établi le 

COROLLAIRE (cf [l] page 3 9 0 ) . - L'espace tangent aux déformations d'Einstein  

est de dimension finie . 

Rappelons que pour les systèmes, tels que celui que nous étudions, 

il n'existe pas de théorèmes fournissant des bornes inférieures du spectre 

comme il en existe pour les opérateurs sur les fonctions. De même l'analo

gue, s'il existe, du principe du maximum reste à trouver. 

§ 3. RÉSULTATS SUR LES DEFORMATIONS INFINITESIMALES 

Nous commençons par les résultats de rigidité. Ils consistent tous à 

faire des hypothèses sur la courbure de M et à montrer que 2K est inférieur 

à toute valeur propre de A * 

THÉORÈME (cf [9] page 428 ou [ 3] ) .- Toute métrique d'Einstein sur une variété  

compacte M de dimension n ^ 3 à courbure sectionnelle a ,soit négative, 

soit rr'pincée est isolée. 

La preuve s'appuie sur les formules de WeitzenbOck pour les 2-tenseurs 

symétriques : on écrit A = ^ A + [courbure]où A est un opérateur différen

tiel du premier ordre. Suivant le signe de la courbure sectionnelle a ,il 

s'agit de choisir A de façon appropriée : par exemple lorsque a<0 ,il 

faut prendre 

(Ah)(X,Y,Z) = (D xh)(Y,Z) - (D yh)(X,Z) 
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(X,Y et Z sont des vecteurs tangents) ; lorsque TJ- < a ^ 1 , il faut prendre 

(Ah)(X,Y,Z) = (D xh)(Y,Z) + (D yh)(Z,X) + ( D z h ) ( X , Y ) . 

Remarque : A courbure positive le résultat est à rapprocher du 

résultat d'isolement de Fujitani (cf [7]) mentionné dans l'exposé précédent. 

COROLLAIRE.- Les quotients compacts d'un espace symétrique non compact  

irréductible M de dimension n sont rigides en tant que variétés d'Einstein  

dès que n ^ 3 , donc en tant qu'espaces localement symétriques. 

La deuxième partie de ce corollaire remonte à E 1 4 ] , mais la preuve es

quissée ici a l'avantage de ne pas nécessiter une étude cas par cas. 

Par contre c'est après une étude cas par cas que N. Koiso a obtenu 

dans [10] le 

THEOREME.- Il existe des déformations infinitésimales d'Einstein des espa

ces symétriques suivants : 

i) S U

n + l pour n ^ 2 ; 

ii) SU /SO pour n :> 3 ; 
n n 

iii) S U ^ n / S p n pour n > 3 ; 

iv) E 6 / F 4 ? 

La preuve s'obtient après identification de A avec 1'opérateur  

de Casimir du groupe d'isométries opérant sur la paire symétrique et par 

un calcul explicite de ses valeurs propres déduit de la structure du sys

tème de racines de la paire . 

Le problème de savoir si ces déformations s'intègrent effectivement 

en une déformation d'Einstein de la métrique reste posé. Le premier cas 

5 > 3 

intéressant est celui de SU^ qui se fibre sur S à fibres S , laissant 

peut-être bien augurer de l'existence d'une construction géométrique d'une 

telle déformation. 

§ 4. MODULES DE VARIETES D'EINSTEIN 

Jusqu'en 1977, les seuls exemples connus de modules de variétés 

d'Einstein compactes étaient des variétés à courbure sectionnelle constante. 

Ainsi pour les variétés plates compactes (les tores et leurs quotients), 

leur espace de modules en tant que variétés d'Einstein coïncide avec leur 
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espace de modules en tant que variétés plates (du point de vue infinitési-

mal, l'équation se réduit a D Dh = 0 ce qui implique que h est parallèle)• 

De même sur les surfaces de Riemann de genre > 2 avec une métrique à 

courbure constante, il existe un espace de modules,1'espace de Teichmiil1er. 

Plus récemment certaines variétés kHhlériennes ont fourni de nouveaux 

et très intéressants exemples de modules de variétés d'Einstein. 

En effet si (M,J,g,oj) est une variété kHhlérienne compacte dont la 

première classe de Chern c^(M,J) est nulle, il suit de la solution de la 

conjecture de Calabi par S. T. Yau (cf [l5D) que, dans la classe de KHhler 

de o) ,il existe une unique métrique à courbure de Ricci nulle. De plus dès 

que b^ ^ > 1 (la classe de KMhler de m peut alors se déformer en restant une 

classe de KHhler),ou dès que la structure complexe est déformable, cela 

donne lieu automatiquement a des modules de variétés d'Einstein (il faut 

s'assurer que ces métriques qui sont différentes d'un point de vue complexe 

sont bien différentes du point de vue riemannien). 

Il y a beaucoup d'exemples de telles variétés, par exemple pour m > 2 

les hypersurfaces régulières de (CP m +^ de degré m+2 C les quartiques de <CP^, 

les quintiques de <CP , . . . ) 

Nous allons terminer cet exposé en examinant plus en détail le cas des 

surfaces complexes K3, pour lesquelles des résultats complets sont mainte

nant connus (cf Cl^l ou ,pour un rapport sur les surfaces K3 dans l'optique 

qui nous intéresse i c i ; C 4 ] ) . 

Rappelons qu'une surface K3 est une surface complexe dont le premier 

nombre de Betti est nul et dont la première classe de Chern entière est 

nulle- On sait que toutes ces variétés sont simplement connexes, même 
3 

difféomorphes entre elles et en particulier a une quartique de CP . De plus 

leur "diamant" de Hodge s'écrit 

Ч о -
Ь 1 , 0 

1 
о о 

1 

= о 
1 

ф 1 

о 

Leur signature (pour l'orientation naturelle de variété complexe) 

vaut -16 et leur caractéristique d'Euler 24. 

D'après [ 1 5 ] , sur toute surface K3 kHhlérienne (d'après [13J, elles 
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le sont toutes), il existe une métrique kHhlérienne Ricci-plate. Toute 

métrique d'Einstein sur une surface K3 est automatiquement Ricci-plate et 

même antidemiplate (cf [8]) à cause des valeurs de la signature et de la 

caractéristique d'Euler. Expliquons-nous : si nous décomposons le tenseur 

de courbure en composantes irréductibles sous l'action du groupe orthogonal, 

R = RI + RII + RIII ' 

nous avons vu (cf expose précèdent) que R est un tenseur de courbure d'Ein

stein si R J J = 0 .D'autre part la constante d'Einstein est nulle si Rj = 0 • 

Mais en dimension 4, si M est orientée, il existe un raffinement de cette 

décomposition sous la forme 

RIII = RIII + RIII ' 

En effet R opère sur l'espace des 2-formes qui, en dimension 4 et si 

M est orientée, se décompose en l'espace A+ des 2-formes positives et en 

l'espace A des 2-formes négatives. La partie R J J J (resp. est celle 

de R J J J qui envoie A+ dans A+ (resp. A dans A ) • Le tenseur de courbure 

R est dit antidemiplat si R J J J = O. 

Pour la connexion de Levi-Civita d'une métrique Ricci-plate antidemi-, 

plate (c'est le cas des surfaces K 3 ) , le fit>ré des 2-formes positives est 

plat. On choisit alors une base de formes qui paral1èlisent ce fibre (il est 

commun de les considérer comme des structures complexes et de les choisir, 

ce qui est possible, se multipliant comme la b a s e naturelle des quaternions 

imaginaires, d'où la notation classique I, J, K ) . 

Nous avons alors 

THÉORÈME (cf [13] et [4] pour la deuxième partie).- L'espace des modules des 

surfaces K3 en tant que variétés d'Einstein s'identifie à un quotient de 

l'espace symétrique S0(19,3)/S0(19)xSO(3) par un groupe discret. Il est  

donc de dimension 57. Son espace tangent s'identifie au produit tensoriel 

de l'espace des 2-formes harmoniques positives (donc parallèles) par l'es

pace des 2-formes harmoniques négatives. 

Pour éclairer la deuxième partie du théorème, remarquons qu'il existe 

+ — 2 

un isomorphisme de SO^-modules entre A et Sq (c'est un exercice instructif l) 

-qui permet de considérer le produit tensoriel d'une 2-f orme positive oj+ par 
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une 2-forme négative gy comme une variation infinitésimale de métrique. De 

plus si uu+ et uu sont harmoniques, alors Ô ( U ) + £ > U J " ~ ) = O et A (® uT) = O 

(uu+ étant parallèle, la réciproque est aussi vraie : si A(uo+<8> <JD") = O, 

alors u) est harmonique). L'espace des modules est donc de dimension 3.19=57. 

Le deuxième nombre de Betti b ^ = b^ q + ^ 1 1 + ̂ 0 2 ^tant ®Sal a 22' l'espace 

des 2-formes harmoniques négatives est en effet de dimension 19 . 

Le compte des paramètres peut se faire aussi comme suit : l'espace 

des structures complexes est de dimension complexe 20 (une surface K3 a son 

fibre canonique trivial de telle sorte que dimff1H^(M, "é^M) = t> = 20 et 

il n'y a pas d'obstruction car dim^H (M, ̂ jpM) = b^ ^ = 0 ). Pour une structure 

complexe donnée l'espace des classes de KHhler de volume total donné est de 

dimension réelle 19. Or toute métrique Ricci-plate est k^hlérienne pour toute 
* 2 

une sphère S de structures complexes (la boule unité de l'espace des 2-formes 

positives parallèles). Nous avons donc 4 0 + 1 9 - 2 = 57 paramètres réels pour 

décrire l'espace des modules des surfaces K3 en tant que variétés d'Einstein. 

Remarquons qu'alors se trouvent satisfaites les deux conditions pour avoir 
des modules (b. > 1 et une structure complexe déformable)• Ce sont les 

i, i 
seules hypersurfaces du projectif complexe pour lesquelles c'est le cas • 

Remarquons pour finir que les variétés complexes à première 

classe de Chern ont, elles aussi, un espace.de modules de structures 

complexes non réduit à un point- Comme il y a existence et unicité 

de la métrique d1Einstein-Kahler à structure complexe fixée (cf. 15 

par exemple), dans ce cas-là aussi, nous trouvons des modules de mé

triques d*Einstein.-

Pour une présentation de la théorie des déformations des variétés complexes 

on pourra consulter le livre "Complex manifolds" de K. Kodaira et J. Morrow 

Holt, Rinehart, Winston (1971). 
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