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COMBINATOIRE DU MONOIDE LIBRE 

ET 

COMPOSITION DE CERTAINS SYSTÉMES NON LINÉAIRES 

par 

Abdelhak FERFERA 

INTRODU CTION. - Les sér ies formel les en variables non commutatives 

(cf. [6 ] ) constituent un outil remarquable pour l'étude de certains systèmes a s s e r 

vis ; en particulier, les systèmes bilinéaires sont naturellement " c o d é s " par les 

sér ies rationnelles (cf. Lo]). Les propriétés des systèmes analytiques (décrits 

par les sé r ies formel les ) peuvent être obtenues à partir de propriétés équiva

lentes de leurs sér ies généra t r ices . Ainsi le produit de deux systèmes analyti

ques est codé par le mélange (ou produit de Hurwitz) de leurs sér ies génératr ices 

(cf. [5] , [ 4 ] ) , et le mélange conservant la rationalité, le produit de deux systèmes 

bil inéaires et bi l inéaires. 

Dans le même ordre d ' idées , nous nous posons ic i la question de savoir quelle 

est la nature du système composé (ou mise en série) de deux systèmes analytiques 

(resp. bil inéaire). Pour cela nous introduisons un nouveau produit de sér ies fo r 

me l l e s , que nous appelons aussi produit de composi t ion. Nous montrons par un 

contrexemple que ce produit ne conserve pas la rationalité, et donnons une condi 

tion suffisante pour que la série composée de deux séries rationnelles soit ra

tionnelle. Nous montrons par ail leurs que le composé de deux systèmes analyti

ques est un système analytique, de sér ie génératrice la sér ie composée des deux 

sér ies génératr ices . Nous obtenons ainsi un contrexemple prouvant que la famille 

des systèmes bilinéaires n 'es t pas c lose pour l 'opération de composi t ion de même 

qu'une condition suffisante pour que le composé de deux systèmes bilinéaires soit 

bil inéaire. 
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A. FERFERA 

Les p rob lèmes d'automatique non linéaires sont très souvent abordés à l 'aide 

d'un autre outil, les sér ies de Volterra (cf. [ l ] ) qui comportent une difficulté ma

jeure , le calcul des noyaux. L'intérêt d'util iser ici les sér ies non commutat ives , 

qui sont en fait très l iées aux sér ies de Volterra (cf. [ 5 ] ) , nous semble rés ider 

dans le fait qu 'e l les sont plus faciles à déterminer, et que les proprié tés purement 

algébriques de certaines de ces sé r i es , telle la rationalité, peuvent être i m m é 

diatement interprétée pour obtenir des propriétés analogues sur les sys tèmes . 

I. - RAPPELS ET NOTATIONS. -

Terminologie et notations sont ce l les de [5] et [3] . Pour simplif ier , les sy s 

tèmes asserv is considérés ici sont supposés à entrée et sortie sca la i res . Soient 

X = ( x ^ . x ^ ) et X* le monoi'de libre engendré par X . K étant le corps des 

nombres réels IR ou celui des complexes (C , soient K < X > et K « X » 

les K-a lgèbres des polynômes et des sér ies formel les à coefficients dans K , 

en les indéterminées non commutatives x

0

j x ^ > e t (X) > la sous-K-a lgèbre 

de K « X » des sér ies rationnelles. Un élément s 6 K « X » es t noté : 

s = 2 (s, f) f , où (s, f) € K . 
f €X* 

Nx M 
Soit K l 'ensemble des mat r ices à coefficients dans K , à N Lignes 

N x M 

et M colonnes. Une représentation (matriciel le) M- : X -> K est un m o r -

phisme du monoi'de X^ dans le monoi'de multiplicatif des matr ices ca r rées 

d 'ordre N . On montre que (cf. [ 6 ] ) . 

THEOREME 1.1. (dit de Kleene -Schutzenberger) . - Une série r € K « X > > est 

rationnelle si et seulement s'il existe un entier N ^ 1 , une représentation 

\J- : X* -* K ^ X ^ des matr ices ligne \ 6 K ^ X ^ et colonne y ^ K ^ X * tels que : 

r = £ ( X M ( W ) Y ) W . 

w 6 X * 

Soit F : C ( [0 , T ] , K ) -*C-([0, T ] , K ) (T € [0, oo[ ) une fonctionnelle causale 

définie sur l ' espace des fonctions continues de [0, T ] dans K . Le système 

asse rv i d'entrée u€(3([0, T]) et de sortie y donnée par y(t) = F[u] (t) est dit 

analytique si et seulement s'il est donné par une sér ie formel le non commutative 
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s 6 K « X » suivant l ' express ion : 

(1.1) S (s, F ) ] * dÇ. . ..dÇ. où F=x. . . . x . 
FÇX* o J k J ° J k J o 

où l ' intégrale i térée du second membre est définie par : 

5 N ( T ) = T , Ç 1 ( T ) = f T u ( a ) da, et f d?. . . . dÇ . = Niç . (T) f d ? . . . . dÇ. . 
° 1 J o J o J k Jo o Jk J o Jk-1 Jo 

La série s est dite génératrice du système (ou de la fonctionnelle) qu'elle 

caractér ise de manière unique (cf. [ 5 ] ) . Un système analytique est dit rationnel 

(resp. polynomial) si sa série génératrice est rationnelle (resp. polynômiale) . 

Un système asserv i est dit régulie r (ou bilinéaire) s'il peut se mettre sous 

la forme : 

(1.2) 

I 

q(t) = ( A Q + u(t) A x ) q(t) 

y(t) = Xq(t) , 

où q ( t ) 6 Œ , Q étant un K-e space vector ie l (espace d'état) de dimension finie N 

Cq(o) donné] , e t où A , A £ * ̂  et X 6 * ̂  . On montre que (cf. [5] ) : 

PROPOSITION 1. 2. - Un système asserv i est analytique rationnel si et seulement 

s'il peut se mettre sous la forme d'un système régulier. Sa série génératrice est 

a lors donnée dans K < (X) > , à partir de (1. 2), par s = X (A. n f q(o)) f , où 
~~~~ f € X* 

« N*N 
M : X* K est la représentation définie par : M x. = A. (i = 0, 1) . 

II. - COMPOSITION DE SERIES FORMELLES NON G OMMU TAT IVES. 

DEFINITION 2. 1. - Soit s 6 K « X ^ . Pour tout f €X* , la sér ie f o s , c o m 

posée de f et de s , est définie de manière récurrente par : 

(2.1) 
{ 

f o s = f , si |f I = 0 
x i 

f o s = x k + 1 Ls uu(f'o s ) ] , si f = x k x f ' avec k €K et f1 6 X* , 
o o 1 

où le symbole U) désigne le mélange dans K«X» (cf. [4j ), et | f | est la 
X l 

longueur de f en x^ (nombre d 'occur rences de x^ dans f ) . Soit 

r Ç K ^ X » . La série r o s est a lors définie par : 

(2 .2) r o s = 
f e x * 

(r, f) f o s . 
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On montre aisément à partir de (2. 1) et (2. 2) que, pour toutes sé r ies 

r , s € K « X » : 

(2 .3 ) i 

1 1 1 1 l .+l 1 

/ O v O _ / 1 O v 1 r ° 1 
r o s = £ ( r, x ) x + £ r , x x x ) x L s 0) x J + 

' o o ' o 1 o o o 
i ^ 0 i , i** 0 
o o 1 

+ E 

o 1 2 

1- 1- 1 1- + 1 1 + 1 1 
/ ^ 1 ° \ ^ i I r ° i n , ( r ,x x x x x )x LsUDx Lsuux JJ + . . . o l o l o o o o 

Remarquons que dans (2. 3) le produit de mélange uo peut intervenir un 

nombre infini de fo is . Dans le cas où r et s sont deux sér ies rationnelles, 

et bien que le mélange conserve la rationalité, la sér ie r o s n 'es t donc pas, 

a pr ior i rationnelle. C'est ce que confirme le contrexemple suivant. Considérons 

la sér ie rationnelle r t £K<(X)> donnée par r = £ x^ = (l-x ) ^ . On montre 
n^O 

k k k k k 

que pour tout k€IN, ( r o r , x x^ ) = k ; les coefficients de mots x^ x^ c r o i s 

sent donc plus qu'exponentiellement, ce qui ne peut être le cas pour une sér ie 

rationnelle (cf. [3] ). 

Notons, par a i l leurs , que l 'apparition dans (2. 3) du mélange est liée à la lon

gueur en x^ des mots de la série r , et il s 'avère que si cette longueur es t 

bornée, a lo rs la rationalité est conse rvée . Plus précisément , une sér ie 

r 6 K « X » est dite bornée relativement à x^ s'il existe un entier n 6 IN tel 

que pour tout mot f 6 supp r , on ait: | f | ^ n (suppr = t f € X * / (r, f) / 0 J) , et 
X l 

on a dans ces conditions (cf. [ 3 ] ) : 

PROPOSITION 2. 2. - Soient r e_t_ s deux sér ies rationnelles de K<^X>:> . 

Une condition suffisante pour que la série r o s soit rationnelle est que r soit 

bornée relativement à x^ 

III. - COMPOSITION (OU MISE EN SERIE) DE DEUX SYSTEMES ASSERVIS  
ANALYTIQUES. 

Soient (U ) et (£^) deux systèmes asse rv i s d'entrée u€(3([0, T~|) et 

de sort ies y et y : 
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(Z ) : y (t) = F [u] (t) , t € [ 0 , T ] , ( j = l , 2 ) , 

décr i ts par deux fonctionnelles causales F̂  et F^ . Le système (E^ ° 2^) 

composé de (2 ) et (£ ) est le système d'entrée u et de sortie y : 

( ^ o ^ ) : y(t) = F 2 C Y l ] ( t ) = F 2 [ F 1 C u ] ] (t) . 

Soient f = x . . . . x . € X* k^O, i , . . . , i = 0 ou 1) et £ r ) le système 
i, i v J k J o ' v î' y 

J k J o 
analytique de série génératr ice f . Sa sortie est donnée, suivant (1. 1) par : 

y (t) =F [ u ] (t) = d Ç. . . . d Ç . . De même , si s Ç K ^ X ^ o notons y la 
o J k o 

sortie du système analytique (2 ) de série génératrice s . La sortie y du 

système (2^o £ g ) est a lors donnée par y(t) = F ^ [ y g ] (t) et on montre aisément 

que : 

I 

y(t) = y (t) , si |f I = 0 
1 X l 

y(t) = J d ^ + 1 ( T ) y G ( T ) F f l [ y G ] ( T ) si f = x ^ x 1 f l avec n€lN 

et f ' 6 X * . 

L'équivalence entre produit de sys tèmes analytiques et mélange, et la définition 

même de la composit ion dans K * ^ X » par (2. l) conduisent a lors à énoncer 

(cf. [3] ) : 

PROPOSITION 3. 1. - Le composé (E r o Es de deux systèmes asse rv i s analy

tiques de sér ies génératr ices r et s dans X » est un système asse rv 

analytique de série génératr ice r o s . 

On dispose donc, à la suite de la proposit ion (3.1), d'une opération dans 

K ^ X » permettant d'étudier la composi t ion des systèmes analytiques suivant 

les propriétés de leurs sér ies génératr ices . Considérons, par exemple, le s y s 

tème régulier (ou bilinéaire) : 

( S ) 

e 

q(t) = u(t) q(t) 

y(t) = q(t) , 
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où q(t) € K et q(o) = 1 . Sa série génératr ice est, suivant la proposit ion (1. 2) : 

r = 2 x^1 = ( l -x ) ^ . Ceci prouve, la sér ie r o r n'étant pas rationnelle, que le 

système (2 o 2 ) n 'est pas régulier et permet d 'affirmer, en réponse à une ques

tion soulevée par R. W. BROCKETT [2] , que la famille des systèmes réguliers 

(ou bil inéaires) de la forme (1. 2) n 'est pas c lose pour l 'opération de composi t ion. 

On peut cependant interpréter la proposition 2. 1 pour obtenir une condition assu

rant la régularité du composé de deux systèmes régul iers . 

Un semi-groupe S de mat r ices est dit nilpotent relativement à M €S s'il 

existe un entier nŝ  1 tel que pour tout entier k^n et tout k-uplet 

(M^, . . . , M^_) € S , où M se retrouve n fois , on ait . . . = 0 . 

» N x N 

Soit un entier N>1 . Une représentation M: Z*-+ K est dite nilpotente 

relativement à x^ si le semi-groupe {MW / w ^ X X * ] est nilpotent relat ive

ment à (JL x, . 

PROPOSITION 3. 2 (cf. [3]). - Une sér ie r € K < ( X ) > est bornée relativement à 
». N*N 

x^ si et seulement s'il existe un entier N ^ 1 , une représentation M- : X -* K 

des matr ices ligne \ € K * X ^ et colonnes Y € K ^ * * , produisant r , tel que |d 

soit nilpotente relativement à x^ 

Il vient a lors comme conséquence immédiate des proposit ions (1. 2), (2. 2), 

(3. 1) et (3. 2) : 

PROPOSITION 3. 4. - Soient (2 ) et ( £ 2 ) deux sys tèmes régul iers . Une condi

tion suffisante pour que le système composé (2^0 2^) soit régul ier , est que 

(2^ ) puisse se mettre sous la forme : 

(2 2 ) 
{ 

q(t) = (A Q +u(t) A t ) q(t) 

y(t) = \ q(t) Cq(o) donné] , 

où le semi-groupe engendré par les matr ices A et A^ es t nilpotent relati

vement à A^ . 
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