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MARCHES ALEATOIRES SUR LES ESPACES HOMOGENES

DU GROUPE DES DEPLACEMENTS DE R™

Léonard GALLARDO et Vincent RIES

INTRODUCTION

Soit G un groupe localement compact 3 base dénombrable, § une probabili-

.. une suite

té adaptée sur G , H un sous—groupe fermé de G et Xl’ XZ""’ Xn"

de variables aléatoires indépendantes & valeurs dans G et de méme loi |1 . Pour

tout x de l'espace homogéne droit ﬁ\g , on appelle marche aléatoire (droite) de

loi 1y partant de x la chalne de Markov Yﬁ = X,e.., Y = XXlXZ"'Xn"" et 1'é-

lément x est dit :

- jp-récurrent (ou, plus simplement, récurrent) si, pour tout voisinage V de x ,
hyG) = P(g 3, () = +=) =1

— p-—transitoire s'il existe un voisinage V de x tel que hV(x) =0 .

Dans le cas oi G est a croissance polynomiale et oi U est &talée, les

éléments de ﬁ\G sont soit tous u-récurrents, solit tous u—transitoires ([71]).

On peut alors classer les espaces homogénes de G en :

- espaces homogénes récurrents (ceux dont les élements sont tous u-récurrents
pour au moins une probabilité u étalée et adaptée).

- espaces homogénes transitoires (les autres).

Une condition nécessaire et suffisante pour que ﬁ\G soit transitoire est

que toute probabilité | adaptée et étalée sur G satisfasse a4 1l'une des deux con-—

ditions équivalentes

(A) (3Ix € ﬁ\G)(EK , compact de ﬁ\G)(Uu(x, K) = g eX*u*n(K) < +®)

(A") (vx € ﬁ\p)(VK , compact de H\G)(Uu(x, K) < +o ) .
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L. GALLARDO - V. RIES

(cf [7] ol il est montré en outre que, dans cette situation, la fonction Uu(-, K)
est en fait bornée).
La question est bien slir de trouver un critére portant sur H quli permette

de classer 1l'espace homogéne ﬁ\g -

On obtient ici le résultat suivant :
THEOREME : Sodit G = SO(n)x&Rn Le groupe des déplacements de R™ , H un
sous-groupe hermé connexe de G, T, La profection de G sun R" et d

La dimension de L'espace vectoriel engendné pan Les directions asymplotiques
de mw,(H) . Alons (NG est transitolrne s4 et sewlement 54 n-d 2 3

Nous reprendrons ici le plan en quatre étapes de la démonstration qui figure

dans ([4]).

lére étape : Réduction au cas ou__H__est_résoluble.

Soit H = S.R 1la décomposition de Levi—-Malcev oi R est le radical résolu-

ble de H et oG S est un sous—groupe semi-simple de H .

PROPOSITION 1 : H\Q est transitoire si et seulement si R\Q est transi-—

toire.
Démonstration :

a) G @étant a croissance polynomiale, H 1l'est également ([5]) donc est
moyennable. H est donc extension compacte de son radical résoluble ce qui impli-e
que que S est compact.

Une conséquence en est que les espaces vectoriels engendrés par les direc-—

tions asymptotiques de nz(H) et nz(R) ont méme dimension d .

b) L'application T de R\p dans H\p qui 3 la classe x = Rg associe la
classe y = Hg est équivariante et définit une fibration (R\p, H\p’ ') dont les
fibres sont difféomorphes a K\H donc a S ([2]). Par la propriété de trivialité

locale, il existe, pour tout y de H\g , un voisinage compact V de y tel que
-1
' (V) =Vxs

et F_](V) est compact puisque S 1l'est.

Tout compact K de H\G peut ainsi @tre recouvert par un nombre fini de

tels compacts Vi et on a alors :

'l < r"(g v = u vy
1 1
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LES ESPACES HOMOGENES DU GROUPE DES DEPLACEMENTS DE rd

. - _ -1
I' étant continue, T 1(K) est fermé dans le compact U T (Vi) donc est

1

compact.
c) Soit vy € H\§ , X € F_l({y}) et WZ(resp. YE) la marche aléatoire de

loi uy sur H\p (resp. R\p) partant de y (resp. x) . [ étant équivariante,
on a :

Xy = Y
F(Yn) =W

donc, pour tout compact K de H\Q

1

Wz € K & Yﬁ €T (K) (qui est compact).

Ces deux marches passant simultanément dans des compacts, les espaces homo-

génes g\G et  p\G sont donc soit tous deux récurrents soit tous deux transitoi-

res.

Conclusion : Dans la suite H sera supposé résoluble.

28éme_étape : Une_autre condition nécessaire et suffisante pour que NG soit tran-
sitoire.

Notations :

I est 1'élément neutre de SO(n) , e celui de G et m, est la projec—
tion de G sur SO(n) . Les éléments de G sont notés g = (r, &) avec 1 = nl(g)
et o = nz(g) , l1'opération dans G étant alors définie par :

(r, o). (r', ') = (rr', a+ ra' ).

Le sous—groupe vectoriel T = {(I, o) ; « € r"} des translations de G
est identifié a R"™ et ses sous—groupes vectoriels connexes aux sous—espaces vec-—
toriels correspondants de r"

On note VO =TNH ; wo est 1l'espace vectoriel engendré par VO et W
est l'orthogonal de W, dans r” .

I.- Structure des_sous—groupes_connexes_fermés_résolubles de_ G .

LEMME 1 : n](H) est abélien.

Démonstration

Si on note *% , so(n) , et ¥ 1les algébres de Lie de G , SO(n) et H

et si n; est la projection de <q dans so(n) , ﬂi(1¢) est une sous-—algébre de
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L. GALLARDO - V. RIES

l'algébre de Lie compacte so(n) . Etant donc une sous—algébre compacte de so(n)
elle est somme directe de son centre et d'un idéal semi-simple ([8]) qui est réduit

a {0} puisque n;(?@) est résoluble. ni(?b) est donc abélienne et par consé-
quent "l(H) est un groupe abélien.
LEMME 2 : Il existe une application A de ﬂl(H) dans W telle que tout
€lément de H s'écrive de fagon unique (r, Ao + A(r)) ou r € ﬂ‘(H)
et A €W .
o o
Démonstration :

Fixons (r, ®) dans H .

a) V étant distingué dans H , il existe, pour tout (I, GO)E VO , un
(1, al) € Vo tel que :
(r, o) (I, a ) = (I, ap)(r, &

c'est—a-dire : (r,a+ r cxo) = (r, o, + o)

d'od : ra = o, €V .

b) L'application de VO dans V_ qui a oy associe ra  est surjective

donc :
(r, cx).VO = {(r,a+ v) 3 v € VO} qu'on note (r, &+ Vo) .
c) Pour tout (r, &') € H on a :
, -1 , -1 ~1
(r, a").(xr, & = (r, a).(xr , -T ®
— LI
= (I, « a)EVO
Donc (r, a') € (r, a).VO = (r, o+ Vo)
ou n:]({r}) = (r, o+ V) .
a' et o ont donc méme projection sur W . Celle-ci ne dépend donc que de r .
On la note A(r)
LEMME 3 : Alrr') = A(x) + A (") .

Démonstration :

Grace au lemme 2, le produit de deux éléments de H peut s'écrire de deux
fagons :
(r, AO + A(r)) . (', Aé + A(xr') = (rr', Xg + A(rxr"))
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LES ESPACES HOMOGENES DU GROUPE DES DEPLACEMENTS DE R9

ou = (rr', Ao + rké + A(r) + A (")) .

Mais (point a du lemme précédent) tout r€ nl(H) stabilise VO donc aussi
WO et W . Il en résulte que rké € wo et rA'(r) € W . La formule annoncée en
découle par identification.

LEMME 4 : L = {(r, A(r)) ; r € nl(H)} est un sous—groupe abélien fermé

de G 1inclus dans le produit direct d'un groupe compact et d'un sous—-grou-

pe de T .
Démonstration :

a) Il est clair, grace au lemme 3, que L est un groupe isomorphe & n](H)

donc est abélien.

Soit maintenant une suite (rn, A(rn)) d'éléments de L convergeant vers
un élément (r, o) de G et Ay, Bpsenn ap des vecteurs linéairement indépen-—

dants du groupe vectoriel vV, tels que :

v, = ]Ra1®...®IRaq@Zaq+1®...@Zap
On peut alors trouver, pour tout n , un c, € c=1[o, I[aq+1 ®...>
[o, l[ap tel que (rn, e, * A(rn)) € H . Puisque C est d'adhérence C compacte

il existe une sous—suite de la suite c, s qu'on notera encore c, s qui converge

vers un c¢ € C < WO . Enfin, H é&tant fermé, la suite (rn, c_ + X(rn)) converge

n
et a pour limite (r, ¢ + o) € H avec c € WO et x € W . Mais comme tout élé-

ment de H s'écrit de fagon unique (r, Ao + A(r)) avec Xo € wo et A(r) €W

on a par identification :

lim A(rn) = A (x) .

n
L étant fermé dans G , c'est donc un sous—groupe de Lie de G .
b) nl(H) étant abélien, il est contenu dans un tore maximal de SO(n) .

Les tores maximaux d'un groupe compact &tant conjugués les uns des autres par auto-—

morphismes intérieurs ([8]) on supposera dans la suite que tout r de nl(H) peut

s'écrire matriciellement :
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L. GALLARDO - V. RIES

T, (e} o0 Ty, Ty,...T € S0(2)
r = T2 et od le 1 n'existe pas si n
™., est pair.
[0} r
m

L est alors un sous—groupe du groupe M constitué des éléments de G

dont la projection sur SO(n) a la forme ci-dessus.

Soit £, M, ¥ et ‘92 les algébres de Lie de L, M, H et G,

(= groupe des déplacements de iRz) . j; est une sous—algébre abélienne de A

et Jfb est somme directe de m algébres de Lie isomorphes a *?2 (et de TR si
n est impair) :
S g ®...0 4 (®BR .
Soit Y5 la projection de M sur le iéme terme de cette somme directe.
Alors :
bLe @ v, ()
i

ol les Yi(j;) sont des sous—algébres abéliennes de ‘92 .

c) Si on identifie G2 au groupe de matrices : { (g—+—%) . r € S0(2)

2 . c e s . g | «
ox € R } R ‘92 s'identifie a8 1'ensemble de matrices : { ( Er—f—a ) H

0 = matrice 2x 2 antisymétriques ; ¢ €‘R2 } qui admet pour base :
O O 1 O O O (0] 1 (0]
{ e, = < O O O > H e, = ( O 0 1 > ; eq = ( -1 0 O ) } R
O O O O O O O 0 O
le crochet étant défini par : [el, e2] = [el, e3] = e, et [ez, e3] = -e, .

ng étant mis sous cette forme, on peut montrer facilement que ses seules sous—al-

gébres non triviales sont le plan P engendré par {el, ez} et les droites de
L%Z . On a ainsi :
dco@ D @D @ P ,
N 1y ] k
1 ] k

les §Di étant des droites d'un ‘%2 non incluses dans le plan 3 de ce W%z .
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les SD; étant des droites incluses dans un plan
(0]

Les ﬁ)i sont de la forme IR.Ai ol

23+1 _ 4]
Ai = (-1) Ai et

¥ , les @k étant des plans
O 1 a
i
< -1 O bi ) et on a, pour
O 0 O
- (_ j+1.2
(-1) Ai .

A toute droite (Di de (QZ correspond ainsi dans G2 un sous—groupe a un

paramétre :

t ~~— exp(t Ai) =1 + (l-cos t)Ai + sin t Ai

dont les €léments s'écrivent matriciellement

cos t sin t aisin t + bi(l—cos t)
—-sin t cos t ai(cos t=1) + bisin t
O (6]

ou, sous la forme habituelle, (rt, (rt—I)O(i)

cos t sin t —bi
avee Te © ( -sin t cos t ) % ( )
a5
Ce sous—groupe est compact et a G =® ®1 c ‘-9 correspond donc un sous-—
groupe compact E de G .
N & ' IS . .
Quant a 1= ® D! @ ék , 11 lui correspond un sous—groupe connexe
i 1ok
F1 de T qui est donc un sous—espace vectoriel de W
De plus E N F, = {e} puisque, si (I, o) € E N F] , ona (I, 0()n =

1

(I, na) € E qui est compact, ce qui impose

et _gl , E et F] commutent. On a donc

LCE><F1

ol le produit est direct.
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PROPOSITION 2 : 1I1 existe une décomposition de R" en somme directe or-

thogonale : Rr" = wo @D W] @ w2 et un compact Kz [ wz tels que tout élé-

ment de H s'écrive de maniére unique (r, A\ + Xl(r) + Az(r)) avec

o

Ao € Wo , Al(r) € W1 et Xz(r) € K2 .

De plus, tout élément de n](H) laisse invariant tout élément de wl .

Enfin, l'application Xl est un homomorphisme surjectif du groupe n](H)

sur le groupe vectoriel wl et Wo e;wl est engendré par les directions

asymptotiques de “2(H) .

Démonstration :

a) On constate d'abord que, puisque E et F] commutent, on a, pour

(r, o) € E et (I, B) € F] s

(ryo+ rB ) = (r, ®).(I, B) = (I, B)(r, o) = (r, B+ ®

donc
rB =B .
Tout r € nl(H)(= HI(L) [ nl(E)) laisse donc fixe tout B € F] et, par
voie de conséquence, laisse invariant globalement 1l'orthogonal F, de F, dans
w .

b) Tout élément de L s'€crit de maniére unique :
(r, A(r)) = (xr, A" (). (1, AT(x))
avec (r, M'(r)) € E et (I, AY(r)) € F] s

c'est a dire :

(r, A(r)) (r, A'(x) + ()

I

(r, A'(x) + XY(r)) d'aprés le point a .
Mais A'(r) se décompose lui-méme de maniére unique en :
A'(r) = X;(r) + A, (r)

avec A;(r) € F1 et Az(r) €EF

2 .
On a ainsi, en posant Al(r) = X;(r) + AY(r) , une décomposition unique

de tout élément de L :
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LES ESPACES HOMOGENES DU GROUPE DES DEPLACEMENTS DE R9

(r, A(x)) = (r, A (x) + A,(x))

avec X](r) € F et Xz(r) € F

1 2

c) (r, ' () restant dans un compact fixe E de G quand r décrit
nl(H) , A'(r) reste, lui, dans un compact fixe de R"™ et il en est de méme
de sa composante sur F2 . Az(r) reste donc dans un compact fixe K2 de F2
quand r décrit n](H) .

d) Suivant le lemme 3, on a, pour r et r'ETll(H)

A’y + Az(rr') (e + A, () + r(klr') + A, ("))

qui vaut, d'apré&s le point a :

QL) + 2, (D) + O, + th,aD) .

Comme, toujours par le point a , r>\2(r') reste dans F, , on obtient

par identification :

A GeE') = A () + A (e

L'ensemble w] = {)\l(r) ;5 T € nl(H)} est donc un sous—groupe vectoriel de

F et il est clair que W, ® W

) | est engendré par les directions asymptotiques

de nZ(H) .
e) Soit p 1la projection orthogonale de R™ sur W . Le diagramme sui-
vant est commutatif :
i
H —— nl(H)

T A

My () ——F—— A(m, (1))
)\(Tr](H)) , image par l'application continue pem, du connexe H , est donc con-
nexe ainsi que sa projection orthogonale W sur Fl . w] est donc un sous-—-es-—

1

pace vectoriel de W . On note W2 son orthogonal dans W et la proposition est

démontrée.
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IT.- Un_critére de transience de ﬁ\G .
Notations :
Pour tout compact B de w2 on note B 1la partie de G définie par B =

SO(n)x(Wo D wl ® B) et T représente la projection canonique de G dans H\G .

PROPOSITION 3 :

1) Pour tout compact K de H\G , 11 existe un compact B de w2 tel

que

il =8 .

2) Pour tout compact B de W2 , 11 existe un compact K de H\G tel

que

11(']\3') c K .

Démonstration :

a) Pour tout compact K de H\p , 11 existe un compact K' de G tel
que T(K') = K , donc tel que
il =HK = U g.K' .
g€H

Or tout élément g de H s'écrit , avec les notations de la proposition 2

g = (r, Ay + A (0 + A, (0))

(o]
.
avec AO € wo 5 Al(r) € w1 5 Az(r) € K2 , d'ou
g.K' = {(rs, A_ + A [(r) + ,(x) +ra) 3 (s, 0 €K'} .
Si p, est la projection orthogonal de R" sur w2 , on a donc :

n

P,°T,(g.K") A,(r) + py(ra) 5 (s, ) € K'}

et donc
p2°n2(g.K') c K2 + rp2°n2(K')
qui reste dans un compact fixe B de W2 quand r décrit NI(H) .
On a ainsi :
n_l(K) = U g.K' B .
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b) Soit B un compact de W2 et (s, a) €EB .

Pour tout (s', a') € G tel que Tmn(s', a') = n(s, ®) , il existe g € H
tel que
(s', a') = g. (s, )

(r, Ao + Xl(r) + Xz(r)).(s, o +oog o+ 02)

(rs, Ao + Al (r)+ Az(r) +oro o+ orog raz)

1

ou r€'n1(H) H Ao s O € wo H Al(r) > O € wI ; Az(r)€ K2 H 026 B

Mais on sait (lemmes 2 et 4) que AO et o, se décomposent eux-mémes de

fagon unique en AO =v+c et a = v' + ¢' avec u, v' € V et c, c' € C .
L'égalité des projections n(s', a') = n(s, a) n'est possible que si :
a' = (v +1rv') + (c + rc') + (Xl(r) + a]) + (Az(r) + raz)
Mais k] étant par définition surjective sur w] on peut choisir TrE€ nl(H)
tel que A](r) = - I1 suffit alors de prendre v = - rv' pour que :

1 .

a' € C+ rC+ K, + rB .

2
C étant relativement compact, il existe un compact fixe K' de Rr" qui
contienne C + K2 + r(C + B) pour tout r € n](H)
Alors :
nB) < {n(s', «') ; s' € so(n) ; o' € K'} = nw(So(n) xK")
qul est un compact de d\p
Conollaine 1 : Une condition nécessaire et supbisante pour que Q\? 504

thansitoine est que toute probabllité w adapitée et étalde sun G satis-
fasse a La condition :

(AM) (3g € G) (3B, compact de wz) (Uu(g, B) = % gﬁ*u¥n(8) < +oo)
e
ou (A"™]  (vg € G) (vB, compact de W) (Uu(g, B) < +oo]

Démonstration :

Soit g € G , x = nw(g) , 28 la marche de loi U sur G partant de g
_m (78
=

et Y z2) .

Lorsque Yi passe dans un compact de ﬁ\G N Zﬁ passe dans un E et
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inversement . ﬁu(g, B) est le potentiel de T pour la marche ZE d'old le résul-

tat.

Corollaine 2 : La condition n-d > 3 du théondme est nécessaline.

Si dim W, = n-d £ 2 , on peut construire explicitement sur NG une mar-
che aléatoire de loi u telle que tout élément de ﬁ\? soit u-récurrent ; il

suffit pour cela, d'aprés le corollaire 1, que le potentiel U en e d'un compact

B de W soit infini. C'est le cas si Y =0® VvV, ® V

2 1 5, ou O est la mesure

de Haar de SO(n) et v, ® Vo la mesure gaussienne centrée et réduite sur Rr"
avec Vv, portée par Wo @rw] et v, portée par w2 . En effet on a alors :

*D(B)

T(e, B) = = v,
n

qui est infini d'aprés un résultat classique sur la récurrence de R et TR

(roh.

3éme étape :

On conserve les notations précédentes.
PROPOSITION 4 : Si n-d » 3 , la condition (A) est satisfaite dés que u

admet un moment d'ordre 3 (en fait 2 + & , & > O suffit) .

Démonstration :

C'est une conséquence &vidente du corollaire ! et du lemme suivant :
LEMME 5 : Si yu , probabilité adaptée et étalée sur G , posséde un moment

d'ordre 3 (c'est—a—-dire si J Inz(g)l3du(g) < +o ) et si n-d >3, il
G

existe une constante a > 0 telle que, a tout compact B de w2 on

puisse associer un compact B' de W2 et une constante k > O tels que,

si g¢ B' , on ait :

o~ k
Uu(g, B) < .

lp2°n2(g)lza

Démonstration :

I1 suffit d'adapter [6] (pages 80-88) ol on établit le méme résultat pour
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les compacts de G . On y remplace les compacts K de G par des B o B est

un compact de W, et on choisit comme fonction barriére la fonction fa définie

par :
f (x X x ) =1 - ! .
o Tl T2ttt T (x2+ +X2 )a
R & S
On peut trouver le détail de cette démonstration dans ([3]) .
4eéme étape : Fin de la démonstration du théoréme.
PROPOSITION 5 : Si n-d » 3 , toute probabilité u adaptée et &étalée sur
G satisfait a (A) .
Notations :

V. v —
1) u est la probabilité sur G définie par du(g) = du(g ])

—lm, ()
2) ¢ = J e du(g) (ona: O0<c< 1 car Y est adaptée sur G)
G

3) Vv est la probabilité symétrique sur G définie par

—Im, (8) M

av(g) =+ e a3y @) .

4) Pour toute probabilité p sur G on définit sur H\g le noyau de tran-—

sition Pp et le noyau potentiel Up par

Vx € ﬁ\g , Vf borélienne et bornée sur H\G s pr(x) =

J f(xg)dp(g)
G

Ve € NG » VKE NG » U Gk, K = ::1 g*nﬁK(x) .

5) Soit m wune mesure invariante sur g\G (il en existe puisque G est de

b

type R ) ; On note LZ(H\G) l'espace de Hilbert des fonctions de carré

sommable par rapport 8 m et par < £, £'> 1le produit scalaire correspon-

dant. Tout noyau de transition Pp se prolonge alors en un opérateur sur

LZ(H\Q) qu'on notera encore Pp .
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LEMME 6 : Va € 10, 1[ , la forme bilinéaire < (I—an)-, - > est symé—

trique et positive.

Démonstration : Pour f et f' € Lz(ﬁ\g) on a :
< (I—GPV)f, f'>= < f, £'> - « J J f(xg)f'(x)dv(g)dm(x)
M -G
-1 _ . . .
En posant h =g et x =yh on a , v étant symetrique et m 1invariante,

< (I~aP )f, £' > =< f', £ > - « J [ £f'(yh) £(y)dv(h)dm(y) =
v MG

—- v
< (1 an)f , £ >

La forme est positive car, 1l'opérateur Pv étant de norme 1 , l'opérateur

(I—aPV) est positif.

LEMME 7 :

\

2
va € JOo, I[ , Vfe€EL (H\p) , c < (I—an)f, f>g< (I—aPu)f, £

Démonstration :

La mesure p sur G définie par :

—lo, (g) | v

e a2l (g)

dp (g) =

est une probabilité. Par conséquent 1'opérateur I—O(Pp est positif pour tout
a € Jo, 1[ .
On a d'autre part, pour toute f € Lz(ﬁ\g) ,

< PVf, f > J J f(x)f(xg)du(g_])dm(x)
H MG

[}

J j f(yh) £ (y)du(h)dm(y)
MJG

<P f, £f> .

H
I1 en résulte que :
< Pu+¥ £, £> = < P“f, f > .
2

on a donc pour tout o € JOo, 1[ et tout f € LZ(H\Q) ,

- - - - VY-
< (1 aPu)f, f>-c < (I an)f, f > < (1 aPU*U) cI+acPv)f, f >
2

(1-c) < (I—aPp)f, £f>>0 .
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LEMME 8 :

1

Vo € JO, 1[ , Vf € LZ(H\G) , c_]< (I—cxP\))- f, £ > ><(I—0<Pu)f, f >

Démonstration :

Pour toutes ¢ , @' € LZ(H\p) on a, grice au lemme 6, 1'inégalité de

Schwarz :

<o, (I—aP\))@' > 2 S <9, (I—aP e > . < @', (I—an)qJ'> .

L'opérateur I—an étant positif, on a donc, grace au lemme 7

<9, (I-oP )" > 2 < <! <(o,(I—cxPU)u> > . <o, (I-ap Do’ .

Les opérateurs I-oP et I—QPV étant inversibles, on a en particulier,

- -1
en posant © = (I—GPU) ]f et @' = (I—an) f

- - - -1
< (1-aP ) e g2 ¢t < (1-oP, ) e £5 . < (T-o? )7 'f, £ >

~ ~ . =1 . _ ..
Le résultat en découle puisque (I-at ) est aussli un opérateur positif.

“

LEMME 9 :
-1

VK, compact de H\G' <UU(-, K), 'ﬂK> < c < U\)(-, K), 'ﬂK> .

Démonstration

2 o <P f, f>gc¢c ¥ o <P f, £ >
*T1 *T1
n u n V)
d'old ~1
<P £, £ >< ¢ < X P £, £ > .
*1 *11
n u n v
Le résultat en découle en posant f = ﬂK
Démonstration de la proposition_ 5
v posséde évidemment un moment d'ordre 3 et satisfait donc a (A) d'aprés

le résultat de la 3éme étape. Soit K un compact de H\Q' Uv(-, K) étant bornée,
< Uv(-, K), 1i(> reste fini ainsi que < Uu(-, K),‘ﬁK:> d'aprés le lemme 9, d'ou

le résultat puisque Uu(-, K) ne peut &étre qu'infini ou borné.
Remarque : On vient en fait d'établir un nouveau critére de transience dont 1'idée

provient de [1] :

PROPOSITION 6 : H é&tant un sous—groupe fermé d'un groupe G tel que H\G

posséde une mesure invariante, une condition nécessaire et suffisante pour

que NG soit transitoire est que toute marche symétrique sur G  ayant

des moments de tous ordres soit transitoire.
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Démonstration :

Elle découle immédiatement du lemme 9 en remplagant dans la définition de

c et Vv e |“2(g)| par Y(g) ol Y est une application symétrique de G dans
lo, 1[ .
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