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MAJORATIONS DE CHERNOFF ET STATISTIQUE SEQUENTIELLE POUR DES CHAINES DE MARKOV

RECURRENTES AU SENS DE DOEBLIN.

Nelly MAIGRET.

Résumé :

On établit un théoréme de grandes déviations pour une chalne de Markoy
récurrente Doeblin, semblable aux théoré&mes de DONSKER et VARADHAN [[5] . On cons-
truit (toujours pour une chalne récurrente Doeblin) un test analogue & celui de
Chernoff dans le cas indépendant [ 4] , [ 1] , [2], le théoréme de grandes déviations
obtenu permet de montrer que ce test est asymptotiquement le plus économique parmi

les tests de force au moins égale.

PREMIERE PARTIE : MAJORATIONS DE CHERNOFF.

= E 1
X ©, o, <PX)X€3{ . (Xn)HEN) une chalne de Markov sur un espace d'état
mesurable ( %ﬂ, éﬁ) oli la tribu é& est supposée a base dénombrable. On note
P iéme ., . _ P .
m le noyau de transition, et [ la n itérée de ﬁo . Gbrl désigne la tri-
bu des événements antérieurs & n : ®, = GY(XO,... Xn). On note §> 1'ensemble des

probabilités sur ( 3{, éﬁ). Lorsque ( é{, 3&) est métrique, S) est muni de la

topologie de la convergence étroite. On note K)K la distribution de la chafne

et Ek 1'espérance lorsque A de §> est la loi initiale. Pour simplifier, P

et Ex désigneront respectivement Py et Eé , 6x étant la mesure de Dirac
X x

au point x . On notera de la méme fagon, par || ||, la norme uniforme sur F et

sur 1'ensemble des variables aléatoires (v.a.) sur gtx %ﬁ .
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EXPOSE 7

La chaine de Markov X est supposée récurrente Doeblin, apériodique,
de probabilité invariante p ,c'est-da~-dire : il existe c¢ > 0, 1il existe p ,

0<p <1, tels que pour tout n, sup (x,.) = (.)“ < c pn (cf. [7]).

xEje “nn

Sauf précision contraire, les espaces topologiques seront munis de leur

tribu borélienne, et les espaces produit de la tribu produit associée.

. +1
Enfin, pour tout n de N, on notera u & ﬂn la mesure sur gen

définie par
@®u) (A = I Ty (xpseeex)) da (x ) T Gy dxg) oo T (x s, dx)

Théoréme 1 :
Soit g wune v.a. bornée sur :f1(“€ ,m, g et g définis respective-—
ment par f g dl @M, (LW @®T — ess sup g, M QT ess inf g. On note h
la transformée de Cramer de g @ 1) définie sur L§,§] . Pour tout
réel a strictement supérieur a m, on a

n-—1

- 1 -
lim — log sup P ( Z
n n xE?e x p=0

(8 (X, X, ) —a)=0)<0

En particulier si a est €lément de Jm,gl, le terme ci-dessus est

ou b est

e—h(a))} ~

majoré par le nombre négatif izf {%— log (bpk +
une constante dépendant de c, de g et de a.
Démonstration :
Supposons que a est élément de ]m,é[
Alors ug = h'(a) est strictement positif et vérifie

_ (g(X_,X )-a)u
e h(a) _ E (e 0’71 o

[
Pour tout x de %ﬁ, pour tout k entier naturel, on a :
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STATISTIQUE SEQUENTIELLE

u_(g(y,z)-a)

u (g(X, , )-a) _ .
lEx(e o (B X Y - e h(a)l - IJ e n(y,dz qu(x,dy) - payn|
o i G -l
< HeuO(g_a)ll lle o = bp*
c'est—da-dire, pour tout k entier naturel
u (g(X, ,X _ .)-a) _
sup E_ (e ©° K7 Tk+1 ) = e h(a) + bpk
x X
Soient k et n des entiers naturels fixes quelconques. Pour tout a,
on a
n
UO é] (g(xkp’xkp"'])_a)
E_ (e p=
x
n—1
u Z (&( s )-a) _
. ° oo ka ka+1 ) uo(g(xkn’xknﬂ) a)/®
= By ® - x € K(n-1)+1
b 21 (& iepFipr1 )72 u, (B (%L X ) ay,
= E_ (e ke E (e
x Xk(n—l

En appliquant la relation démontrée ci-des

jorée par

sus, cette expression est ma-—

n-—1
ug Z_I (g(ka,ka+])-a) ) .
EX (e E= ) (e + b p ) et en itérant on trouve
n
‘o p>;1 (& CeprHiepr) ™) ~h(a) kyn
sup E_ ( ) = (e +bp) .
xEée
Soit r entier naturel, 1 = r = k—-1. Pour tout x,
n n
Y p§1 (g(ka+r,ka+r+1)—a) Yo pEl (g(ka,ka+])—a)
EX (e = EX (EX (e ))
r
La derniére relation démontrée entralne
n
Y { E] (g(xpk+r’xpk+r+l)_a)} —h(a) K
sup E_ (e p ) s e B4 p pH"
X
Puisque a est strictement supérieur 3 m, u, est strictement positif

et on peut écrire
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EXPOSE 7

nk-1 k-1 n-1
P ( = {g(X ,X D-al0<=x% P_( Z (X , X )Y-a) = 0)
X p=k p’ ptl =0 X p=1 pk+r pk+r+l
n-1
k-1 Yo E] <g(Xl:»k+1:’xpk+r+])_a)
=z Ele P )
r=0
nk=1
sup P_ ( Z (g(X_,X Y-a) = 0) = k (e-h(a) + b pk)n_l
X p’ p+l
X p=k
D'autre part, pour tout € strictement positif et pour tout a

n k-1
- - 3 . - ne
P (I (s(X X )ma) = me) = P(D (XX, )ma) = )
p=0 p=0
n
[Eik_] o ne
+ PX ( § (g(Xp,Xp+])—a) = 0) + PX ( z (g(XP,Xp+1)—a) = 7;9
p=k [Zk
k
oli pour tout réel s, [s] désigne sa partie entiére.
g @étant une v.a. bonrée sur (3€x 3{), il existe ng (k,e), tel que
¥n zno,
k-1 ne
sup P_ ( Z (g(X ,X Y-a) = =) =0
% X p=0 p’ p+l 2
o ne
et sup P ( = (g(Xp,Xp+])—a) = 7?9 =0

* p [Eik

+bp™)

n
(cette derniére égalité étant vraie puisque z n comprend au plus k termes).
(k-1 p = Lk n
k ~h(a) K, Lid™!
De plus,sup P_ ( Z (g(X_,X Y-a) = 0) = k (e + b p)
X _ p’ ptl
X p=k
Par conséquent, il existe no(k,e), tel que pour tout n = n o,
n
n-1 _ [x]-1
sup Px (2 (g(X_,X +1)—a) = ne) = k (e h(a) + b pk) k
x€¥ p=0 PP
1 n-l Log k , 1 n -h(a)
Llog sup P. (% (g(X ,X . )-a) = ne) = =285 4+ — ([2]-1) Log (e
n x€ X p=0 p’p+l n n k

ce qui entraine
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STATISTIQUE SEQUENTIELLE

1 n-1
lﬁm E—Log sup P_ z
x p=0

(8(X ,X , )-a) = ne) = ¢ Log R SO

Cette derniére relation &tant vraie pour tout k, on en déduit

n-l . 1 “h(a), . k
Log sup P (2 (g(X ,X  )-a) = ne) = inf (- Log (e + bp))
X P’ p+l KEN k

l%m %
XE p=0

.. Soit maintenant ¢ > 0 tel que : a—e > m. (On a bien slir a—=< < g).

Appliquons alors la derniére inégalité démontrée a a—-e¢, en notant la

constante b correspondant & un réel a, ba' On obtient
1 n-1 1 -h(a—¢) k
1im ;-Log sup PX (2 (g(X_,X +1)—a) = 0) = inf (E-Log (e + ba—e o))
n x€Y p=0 PP KEN
Faisons tendre ¢ vers O.
h est une fonction convexe donc continue : 1im h(a—e) = h(a).
e—0
Al — ~
ona: b __ =c |l (@) (gmare)y
a—¢
h' est continue donc : 1lim b = b
a—¢ a
e—=0
On en déduit que pour tout a, m< a< g :
1 -l i -h(a) K
lim E—Log sup PX (2 (g(X_,Xx +])—a)ZO) < inf (E Log (e + bap ))
n %€ p=0 p- P kEN

Cet inf est strictement négatif puisque h(a) étant strictement posi-—

tif (a # m) et p strictement inférieur a 1, il existe ko de N tel que
k

-h . . e e <
e (2) + ba e} O) soit strictement inférieur a 1.

(

Ceci termine la démonstration de la 4éme partie du théoréme. Le résultat

de la lére se déduit immédiatement puisque la fonction

n-1
R 1 .
a— 1lim — Log sup, P_. (2 (g(X_,X )-a) =2 0 est croissante. [
+
n n x61£ x p=0 p’ptl
Remarque : Soit a € Jm,gl. Si g et ¢ vérifient : “g“ =z a et c=1, la
_ " uo(g-a)ﬂ est supérieure 3 | et inf l»Log (e-h(a) + b pk)
constante b_ = c jje k a
a kEN
est minorée par Log p. Donc en général cet inf ne sera pas — o méme si
Hg“ =z a>g. L'exemple suivant met en évidence cette minoration par Log p
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EXPOSE 7

Soit la chalne markovienne & 2 &tats O et 1 de probabilité de tran-

sition : g (0,0) =p, g (1,1) = 1. Sa mesure invariante p est 6]. Supposons

1 .
p > s alors les constantes ¢ et p sont respectivement 1 et sup (p,1-p)=p.

La v.a. g définie par : g(l) = 0, g(0) =1 est telle que g =0 et
on a
n-1 n
P(Z gX)=zmn) =p
p=0 P
1 n-1 1 n-1
o Log P (pEO g(Xp) =z n) = Log p =~ Log P (p2=20 (g(Xp)—l) =z 0).

DEUXIEME PARTIE : STATISTIQUE.

Maintenant, le noyau T dépend d'un paramétre. L'espace des paramétres
(O x 2) est un espace topologique muni de sa tribu borélienne. La transition
T est une transition de EQXQQ dans ge. Le processus des observations
0 - . _ .
=, a, (Pe,x)xé‘}%’ (Xn)nEN est une chaine markovienne récurrente Doeblin,

apériodique, de probabilité invariante Mg - On se pose des problémes d'estima-

tion et de test d'un point de vue séquentiel.

I. ESTIMATION

1. Définitions. Exemples.

Ce paragraphe reste valable si la chalne Xe est seulement récurrente

Harris positive (cadre 1).

1.1. Fonction de contraste : la définition est celle de Gansler [6].

Une v.af. sur 9x‘é& xg( est une fonction de contraste si
f due(x) n1©,x,dy) £(0,x,y) est fini et f d4e(x) n®,x,dy) (£Gp,x,y)-£(6,x,y))=0

1'égalité n'ayant lieu que lorsque = 0.
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STATISTIQUE SEQUENTIELLE

On notera h(@,p,x,y) = £f@,x,y) - £0,x,y)
et KO@,p) = [ dug () m(8,x,dy) h(0,p,%x,y)
Exemple : On suppose qu'il existe une v.a. p sur @ x ‘aex 9{’, , strictement

positive et une transition A de é,f_ dans '3( telles que pour x € 3@ et L' € a_e .

1@,0) = [ p@,%,5) AG,dy) 1)

On suppose aussi que si ¢ est différent de 6 , 1'événement

{x;m (p,x,.) #1 (6,%,.)} n'est pas négligeable pour Hg -

Sous ces hypothéses, la v.a. f : f(p,x,y) = - Log p(p,x,y) est une fonc-
tion de contraste dés que les propriétés d'intégrabilité sont vraies. En outre,
p étant strictement positive, pour tout x de \d{ , l'ensemble
{n (cp,x;.)}cpeg est un ensemble de probabilités équivalentes. Aussi, si p est
bornée,

pMO,%,y)

I®,p,x) = | Log P @ %,y

n®,x3;dy) = ) q@,x;.) ,

I]'[ (CP’X,; .

ol IH (v) est l'information de Kullback de VvV par rapport &8 . Pour simpli-

fier, on note )(]_-[(G,x;.), I@,p,x) , et on définit I(B,p) par

I
m@,x;.
f I(0,p,x) d;.le(x). Dés que ¢ est différent de ©, I(0,p) est strictement po-—

sitif.

1.2. Estimateur du minimum de contraste :

A 1'instant n, un estimateur de O est une fonction mesurable Gn de

«, %n) dans @ , c'est-i-dire que 6, = T OX,,... X ) pour une fonction me-

surable Qt de }3‘{ dans 9 . On confondra Gn et '9:1

Etant donnée f wune fonction de contraste on pose :

n-1

L (CI.) = f(OL, > )
n k=0 Xk X'k+]

~

A 1l'instant n, un estimateur Gn, ®n mesurable est un estimateur du
minimum de contraste s'il vérifie

L ©) = inf L (@)
n a€@ T

131



EXPOSE 7

Dans 1'exemple précédent cet estimateur est l'estimateur du maximum de
vraisemblance. Le théoréme de sélection de BROWN [ 3] assure 1l'existence d'une
suite d'estimateurs du minimum de contraste si %{ est polonais, si @ est un
espace métrique compact, et si 1l'application o — f(x,x,y) est semi continue
inférieurement de @ dans R pour tout x,y de ae_

On pose :

n—1 n-1

ZO (XX ) — F@XLX 1)) = kEO hla,p, X X )

k=

S, @)

2. Consistance exponentielle.

Si Xo est la loi de probabilité initiale de la chalne, une suite
{en}néN d'estimateurs du minimum de contraste est dite consistante si pour tout
voisinage U(Q) de 0O, Pe L. PS> il existe n_, tel que pour tout n = n_,
>0

Gn appartient a U(9). Dans [6] on trouve des hypothéses sous lesquelles

une suite d'estimateurs du minimum de contraste est consistante dans le cadre 1.
Le but est d'établir ici, la consistance exponentielle de toute suite

(en)neN d'estimateurs du minimum de contraste lorsque & est fini, et la fonc-

tion de contraste bornée.

On définit : T9= inf {n; ¥p = n, Gp =0}

Théoréme 2 : Lorsque © est fini, et la fonction de contraste bornée, toute

suite (en)nEN d'estimateurs du minimum de contraste est exponentiel-

lement consistante :

lim %-Log sup P,

(T, > n) < 0.
n x€ 3{ 9,x 0

Démonstration :

Pour tout x de ?&, Pe,x (Te >n) = I N Pe,x(sm(e,@) = 0)
m=n o

Soit ¢ différent de ©O .

m-1
Pe,x(sm(e“p) =0 = Pe,x ( kEO h(e’w’xk’xk+l) = 0)
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STATISTIQUE SEQUENTIELLE

Le théoréme 1.1. du paragraphe I, appliqué a la fonction bornée
- h(B,p,x,y) entralne que pour tout e > 0, il existe k> 0 et b > 0, tels

que pour tout m de N ,

m—1

sup By . ( (h@.p,X,X ) ~ (RE®) - ) =0) =k
x >

e
I ™
o

Pour € = K(B,p) > 0, il existe k> 0 et b > 0, tels que pour tout

m de N,

m—1
sup PO x ( h(© ,cp,Xk,XkH) =0) =k e
X ’ k=0

-bm

ce qui entrafne qu'il existe k' > 0 et b > 0 tels que pour tout n de N,

sup P, (T, > n) = k' e_brl
<€ 0,x Q
. — ]
' -a- : — > < .
c'est—a-dire lrllrn - Log }S{\GIP PG,X(TE) n) 0 -

IT. TEST SEQUENTIEL DU RAPPORT DE VRAISEMBLANCE.

0. Introduction :

L'idée de ce paragraphe est inspirée du probléme de test résolu par
CHERNOFF dans le cas indépendant avec choix d'expériences. Ici, 1l'espace des
paramétres O est fini (on notera q sont cardinal). Le processus des obser-
vations Xe est une chalne markovienne, récurrente Doeblin, apériodique, de
probabilité invariante Hy s de loi initiale KO. On suppose qu'il existe une
v.a. sur O x'é’e,x‘a{ strictement positive p, bornée, et une transition A de

“&Q_ dans %, telles que pour tout x de ‘é‘e , pour tout [° de \3=‘E s
1G,x:0) = [ p@,x,y) A(x,dy) 1(y)
On suppose aussi que dés que ¢ est différent de 0O , 1'événement
{x,m(0,x,.) # n(p,x,.)}] n'est pas négligeable.

C'est le cadre de 1l'exemple du paragraphe I, dont on reprend les nota

tions : Pour tout x de \::W,, pour tout O et ¢ de ©
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EXPOSE 7

T®,p,0) = [ Log REXY) g oy ayy

P@,x,y)
et IO,p) =] I0,p,x%) Mg (dx) .
On définira de plus : I(6) = inf I(0,p).
pea(o)
Sous les hypothéses ci-dessus, f(©,.,.) = - Log p (©0,.,.) est une fonc-

tion de contraste bornée. On désigne dans la suite par (Gn)nEN une suite d'es-—

timateurs du minimum de contraste ; d'aprés le théoréme 2.1 précédent, elle est

exponentiellement consistante : 1lim %—Log sup P@ x (Te > n) < 0. On se pose
n b'q >
le probléme de test suivant : ( @ 1’ 92) étant une partition de (2] , on veut

savoir 3 quel élément de la partition appartient la vraie valeur du paramétre.

c est le colit commun 3 chaque expérience, 0 < c <1, et r(.) 1la perte due

a l'erreur de décision.

On note : h(9) = 8]._ si O appartient a Gi (i=1 ou 2), et a(8)= & -h(®).

én)nEN désigne alors une suite d'estimateurs, telle que pour tout n, gn soit

~

Gbn mesurable et soit défini par :

n-1 ~ n-1
z Log p(Sn,Xk,Xk+l) = sup_ Log p (a,Xk,Xk+l) .
k=0 k=0
aca (0_)
n
Les résultats obtenus ne dépendent pas de la loi initiale Xo : on

notera PG,XO (respectivement EG,AO) P9 (EG)'

La théorie développée ici est une théorie asymptotique, pour des va-

leurs de c¢ petites.

1. Etude d'un temps d'arrét.

Soit b positif, © et ¢ de © . on définit

¢, = inf {n3 S (8,6 ) > b}

et Qb’¢ = inf fi; Vp = n,Sp(S,@) > b}
On a la relation : (, = max (T,, max C )
b pea(e) O
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STATISTIQUE SEQUENTIELLE

-~

la suite (0 )

2’ neEN étant exponentiellement consistante, il existe k > 0O et

b > 0, tels que pour tout n de N, on ait : PE) (']Te > n) = ke-bn, donc

P.(T, = ) = 0.

0°70

p®,.,.)

La chalne étant récurrente Harris positive et Log =22+
P gp(ﬁp,-,-) l‘ie@He

intégrable, un théoréme d'ergodicité implique

po! PE.X X)) By s p©,%x,y)

L > /L
k=0 o8 PE,X X ) nl J teg P@p,x,y)

donc pour tout ¢ différent de O , puisque I(8,p) est positif non nul,

G ,x,dy)ue (dx)=1(0 ,¢)

Pe pPs
Sn(e ) nt o @

ce qui entralne Pe (gb,cp =) =0

Finalement : Pe (Qb = o) = 0. Le temps d'arrét Qb est fini P, pres-

0

que slrement. ]

2. Définition d'un test <z$c .

On note V_ le temps d'arrét défini dans le paragraphe précé-

-Log c
dent. De la méme fagon on note V le temps d'arrét ( .
C,p —Log c,p

On définit le test de Chernoff, noté qﬂc, ainsi

sa régle d'arrét est Ve
si n = vc, on arrét et on décide que O est &lément de h(Gn)

si n < Vs on continue, c'est—d-dire on refait une expérience et on

regarde d nouveau dans quelle situation on se trouve.
Le test qﬂc est clos pour toute valeur c¢ du coit.

‘;30(9) et RC(G) désigneront respectivement la probabilité d'erreur et

le risque associés au test de Chernoff ¢C .
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EXPOSE 7

3. Propriétés du test.

Le but est de montrer que le test dc posséde une propriété d'optimalité

analogue a celle obtenue par Chernoff dans le cas indépendant avec contrdle.

3.a. La probabilité d'erreur

Théoréme 3.a : Pour tout O de 6, (card @ = q), la probabilité d'erreur
ﬁc (0) associée au test dc vérifie : pC(G) = qc
Démonstration : Soit 6 de 0.
Pour ¢ élément de a(8), on définit : Qn’@ = {en =9, v, = n} .
@
Alors : B _(©) = 2 Z P, ) , avec :
c n=1 o€a(e) o @

%o Cn? = o (kllo Ple-X X% )

Mais pour toute fonction g mesurable

nml o p(6,X,,X,, )
E,(g(X ... X _ V=E (g(X ,...,X ) i
0 o 1 P o n=1" S0 plp,X; X, )
n-1 p(0,X.,X. . .)
= s 1’271i+1
c'est—-a-dire P, = eyt o sur R
6 i=0 Pﬁp,Xi,Xi+1) P n
n-1 p(@,X, )
D'od : P, ) = E_ (1 e e

= - Tey= 1 S5r.X X .
»P Noj {nql p(e’xk’xk+]) - C} (v=n) k=0 p(Fan,Xk+1)
k=0 P@XX )

n-1 P(e9xk,xk+1)

PG(Q ) = ¢ R$( n ————————— = c, (1 V = n)

n,ep k=0 P@-X,X ) ’
@
z P, @ ) < c
n=1 0 %
Par conséquent ;c(e) < cq n
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STATISTIQUE SEQUENTIELLE

3.b. La durée moyenne du test.

P . -(1+5(1) Log c
Théoréme 3.b. : Pour tout 6 de G; N Ee (vc) = ————nggj———————
Démonstration : Soit € > 0 et 0 un élément de O.

D'aprés le théorédme 2.1, il existe b, >0 et k; >0 tels que pour

tout n de N, pour tout ¢ de a(f), on ait :

-b, n
n I(0) 1
Pe (Sn ©,p) = — ) = k] e

2

De la relation : P,

0

existe k] >0 et b, >0, tels que pour tout ¢ de a(@), pour tout

(Vc,$=n) = Py (Sn-l (©,p) = - Log c), on déduit qu'il

-(1 + %) Log ¢
nz ——————— | on ait

1(6)
P, (v =n) = k, e

Ce résultat d'une part, la consistance exponentielle de la suite

(en)nEN d'autre part, et la relation

{v =n}c {T,>n}U{ U v = n}
c 0 P€a(o) c,p
-(1+ %) Log ¢
1(9)

entraine qu'il existe k > 0 et b > 0 tels que pour tout n =

on ait

_ -bn
Pe (vc =n) =k e .

-(1+ %) Log c
c T T I

Soit alors : N

Ee(vc) Ee (Y )) + E (vc

1 1 )
c (vcsNC ] (vC>NC)
E.(V) =N + I nP, (V. =n)
0" ¢ c >N [§] c
c
Ey(V.) = N_ +kZ n e PR
>N
c
Comme % n e_bn = §C tend vers 0 quand c¢ tend vers O, il existe
>N
c

. = - ¢ Log c
< H —_ 2
Co(e) tel que pour c co(e), on ait §. = TE)
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Aussi, il existe co(e), tel que pour tout c < co(e),

—(1+¢) Log c
—1® : .

Ee (vc) =

Corollaire : Pour tout O de O, RC(G) = —(I+O(i)(6§ Log ¢

Démonstration
Rc(e) =c Ee(Vc) + Bc(e) r(0)

Les 2 théorémes précédents permettent de conclure facilement. ]

3.c. Optimalité asymptotique de la_ procédure qﬁc

On note (T,0) une procédure séquentielle de temps d'arrét T et de

régle de décision O. e(0) sera la probabilité d'erreur de la procédure (T,0).

Lemme 3.a : Soit b, 0<b<1 et O de & . Soit (T,0) wune procédure

telle que pour tout ¢, e@) soit un (J (-b Log b). Pour tout ¢ de a(d),

pour tout €, O0<e <1, on a

Py (Sp(0,p) < -(1-¢) Log b) = T (-b° Log b)

Démonstration : Soit 6 de © , ¢ appartenant & a(@), et e, 0<e<SI

On définit : Q= {T=n, S _(8,p) < -(I-¢) Log b, & accepte h(@)} .

o)
Alors : e@®@ = = P@)
n=1 @ n
® -l p@XLX L)
=z p {n W—szk—ﬂ)> b € IN{ T=n}N{ " (6)"})
n=1 P k=0 P Nfk+l
oli "h(8)" signifie : la régle de décision décide h(8).
n-1 p(q)’xk’xk+1)
C P = —m—————————t P, sur on a
ome o T M PE.KGK,) o ®, -
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n=1 p@,X X )

1 1 X
-1 pGp,X,,X, ) {T=n} {"hee)"}* T = X'
=1 2 Pp Kk 1
' (1 sexx y>b ) k=0 PEEKLK LD
k=0 P %y
e@) = b' "¢ 5 By @)
n=1 n
c-1 ot
b e(@) =z X P, Q)
n=1 B n
@ (]
= Pe Q) =T (b Log b)
n
n=1
Comme :
@
Pe(ST(G ) < —(1-e)Log b = Pe ( u (T=n,Sn(9 ) < —(1-=e)Log b))
n=1
[e9)
= % PG (Qn) + e(9)
n=1
On conclut : Pe(ST(E) xp) < =(1—=e)Log b) = () (—be log b) a
Lemme 3.b. : Ve > O, PG ( max min Sm(e,cp) = n(I®) +e)) —> O
O=m=n ¢ € a() nt o
Démonstration : Soient € et 71} positifs non nuls.
La chalne &tant récurrente Harris positive, d'aprés un théoréme ergodique
on a :
¥p , _I]T Sn(G ) 2 IO ) sur Q, A ,Pe) en probabilité.
I1 existe donc ng tel que pour tout n = noo:
P6 ( max min Sm(e ) =2 n(IB) +¢)) =1
n_sm<n p€a(l)
Pour tout m, S (6,p) est fini. Il existe donc =n; tel que pour tout
n = n,
Py (  max min 5,0,%) = n(I(®) +e)) =0

OSmSnO pca(d)
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il existe n

D'od , 2

tel que pour tout n

supérieur & n

2 H

Py ( max min S, 0,p) = n(I@) +e)) =7 L
O=m=n €a(@)
Lemme 3.c. Soit b, O0<b< 1. 8Si (T,0) est une procédure telle que pour

tout ¢ , la probabilité d'erreur e(yp)

(45 (1)) Log b
I(0) '

EG(T) =

Démonstration : Soit € > 0, 0<b< 1 et soit (T,0)

1'hypothése du lemme. On définit les constantes ¢

Voo 1(8)
€ T % + 1(0) >

2

(1-e"™ = (1" et n, =

On a

', e" et

soit un (J (-b Log b), elle vérifie

une procédure vérifiant

n par

b

-(1=") Log b

I(6) +'

PG(T < nb) < PG(T < n, et pour tout ¢ de a(g), ST(S,@) =z —-(1-=e")Log b)

+ PG (il existe ¢ de

Notons K?[Kg] le ler [2°™¢

K? =< Pe ( max min Sm(9¢p) =
Isms=n_ o € a(@)
D'aprés le lemme 3.b , Kb tend vers O quand n

1 b

c'est—a-dire quand b tend vers O.

Quant au lemme 3.a, il permet de conclure que Kb

2
b tend vers O.
Par conséquent, il existe bo(e), tel que pour tout
[}
Pe (T = nb) = € .
0o
Comme : EG(T> = Pe (Te > n) = o, Pe (T > nb),

n=0
on a :
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a(@), Sp0,p) < -(1e"Log b)

] terme du membre de gauche.

n, (I(8) +e'))

tend vers 1'infini,

tend vers 0 quand

b = bo(e), on ait :

pour tout b = bo(e),
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—(1—e”)2 Log b

EG(T) = n TOY 7o

p (1€ =

-(1—=e"') Log b

= TTIO) F e

-(l+¢) Log b
1(0) .

Tous ces résultats permettent de montrer la propriété d'optimalité

asymptotique suivante.

Théoréme 3.c. : Le test ¢C est asymptotiquement le plus économique parmi les

tests de force au moins égale.

Démonstration : Soit (T,0) une procédure telle que la probabilité d'erreur
e() soit un (@ (-c Log c) pour tout ¢ . D'aprés le lemme 3.3.3, elle vé-
rifie
—-(l+g(1) Log c
B (D = 1)

Ce résultat, comparé aux résultats des théorémes 3.a et 3.b précédents
permet de conclure que dc est asymptotiquement le plus économique parmi les

tests de force au moins égale. "
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