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EXPOSE 6

LES FEUILLETAGES MESURES

(suite)

par Albert FATHI

§1 .- Classification des feuilletages de 1'anneau
§ II . - Classification des feuilletages du pantalon
§ 1Il. - Les arcs jaunes
$ IV . - Forme normale d'un feuilletage

§ V . - Classification des feuilletages mesurés

¢ VI . - Retour sur les courbes comme fonctionnelles

§ VII. - Minimalité de 1'action de m (Diff M) sur P(r3)
§ VIII. - Existence de feuilletages mesurés supplémentaires

Appendice. - Formules explicites sur les feuilletages mesurés

Le but de cet exposé est de classifier les feuilletages mesurés sur une surface
compacte (ici, elle sera fermée et orientable). Comme pour les courbes, on va se
ramener au cas des feuilletages dans les pantalons. Pour cela, on se donne des courbes
l\] e ,K3g_3 , qui décomposent la surface en pantalons.

Si (3,u) est un feuilletage tel que, pour tout j, I(3,u; f}\J. 7)#0 , on peut par des
isotopies et des modifications de Whitehead se ramener au cas ou les KJ sont trans-
verses a & . Un tel feuilletage est classifié par les mesures des courbes Kj et par

des twists autour de ces courbes qui eux aussi s'expriment en fonctions des mesures
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EXPOSE 6

de certaines courbes (voir 1'appendice).

Dans le cas ou les longueurs de certains des Ki sont nulles, on peut espérer
modifier 3 pour que ces courbes soient toutes des cycles de feuilles et ensuite classifier
les feuilletages comme plus haut. Ceci n'est malheureusement pas vrai. En voici

un exemple sur une surface M de genre 3 .

Le feuilletage que 1'on considére admet pour feuilles les courbes dessinées
en gras et toutes les autres feuilles sont des courbes isotopes a K 6 - Il est impossible
de modifier ce feuilletage (par des opérations de Whitehead et des isotopies) pour que
les courbes KB et K4 apparaissent comme des cycles de feuilles. Ce feuilletage est
obtenu en fait a partir d'un feuilletage sur un anneau A autour de K6 en collapsant
M - A sur un spine. Dans cette opération, les deux pantalons qui touchent K1 sont
écrasés sur la réunion de trois courbes fermées.

On est alors obligé de tenir compte de ce genre de phénomene. C'est pourquoi
on a introduit dans 1'exposé précédent 1'opération d'élargissement : un feuilletage &
d'une surface M est obtenu par élargissement a partir d'un feuilletage 30 d'une scus-
surface MO (a bord), si 3 estl'image de 30 par 1t application M »+ M obtenue en
étendant un collapse de M - MO sur un spine. Un tel feuilletage est "porté" essen-
tiellement par MO puisque les longueurs transverses des courbes contenues dans
M - MO sont nulles.

Utilisant cette opération, on peut trouver des formes canoniques ("'normales'")

des feuilletages et procéder a la classification.
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FEUILLETAGES MESURES

1. - CLASSIFICATION DES FEUILLETAGES DE L'ANNEAU

I.1. D'apres la formule df Euler-Poincaré, un feuilletage mesuré sur S1 x [0,1 ]
n'a pas de singularité. Si st x {0} est une feuille, alors, par stabilité, toutes les
feuilles sont des courbes fermées. Si S1 x {0} est transversal au feuilletage, toute
feuille va d'un bord a 1'autre. Donc, si (8,x) désignent des coordonnées de

S1 x[0,1], tout feuilletage mesuré de 1'anneau est isotope a celui associé & x d6
oua xdx, x € R*.

I.2. On veut donner une classification des feuilletages mesurés de 1'anneau A
modulo 1'action du groupe DiffO(A rel 3A) des difféomorphismes qui sont isotopes a Id
rel le bord. On choisit une fois pour toutes un arc 7y joignant les deux bords et un

arc y se déduisant de y par un twist d'un tour dans le sens positif (figure 1) .

Si (F,u) estun feuilletage mesuré sur A , on pose :
m=a(s'x{0}) = p(s'x{1}) = 1@,p ; [S' x {0} Do
s = inf {p(y'")|y' isotope & y a extrémités fixdes} ;

t = inf {pu(y")|y" isotope a y a extrémités fixées} .

I. 3. Lemme. Un triplet (m,s,t) de trois nombres positifs est associé a un feuilletage

mesuré de A si et seulement si (m,s,t) appartient a d(< v) (bord des inégalités
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EXPOSE 6

du triangle).

Démonstration. Considérons le triangle T1 hachuré sur la figure 1. Ayant fait une
isotopie pour que Yy et y soient transversales au feuilletage, toute feuille entrant par
une aréte du triangle sort par 1'un des deux autres. Dans cette situation, il est clair
que les trois mesures des arétes forment un triplet appartenant a 3(< v) . Il est clair
aussi que cette condition est la seule a vérifier pour qu'un triplet soit associé a un

feuilletage mesuré. o

Si m =0, alors chaque courbe du bord est une feuille et, avec les coordon-
nées (6,x) , le feuilletage est isotope (rel 3A) a tdx = sdx . Ce cas étant exclu,

le feuilletage est transverse au bord.

I. 4. Proposition. Soient ¥ et F' deux feuilletages mesurés transverses au bord
de 1'anneau et coinhcidant sur le bord (égalité des mesures induites ; en particulier,
m(3) =m(F') ). Alors 3 et F' sontisotopes par une isotopie constante sur le bord

si et seulement si (s,t) () = (s,t)(3") .

Démonstration (suffisance). On déforme 3 et 3' jusqu'a ce que
Zemorottat o q

s = ply) = p'ly)

t = u(y) = p'(y)

i

Alors y et y sont transverses aux deux feuilletages, a moins que 1'un de ces arcs
soit une feuille. Dans le cas de transversalité, une deuxieme isotopie fait coihcider
les mesures induites sur y (resp.y ) . Alors, les feuilletages coincident sur le bord
de chacun des triangles TO et T1 . On sait qu'une telle donnée au bord d'un disque

a un unique prolongement (par exemple d'apres P3 =0, exposé 2 théoreme 1) . O

§ I1. - CLASSIFICATION DES FEUILLETAGES DU PANTALON

Notation P2 = = pantalon = disque a deux trous .

Figure 2
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FEUILLETAGES MESURLS

II. 1. Lemme. Pour un feuilletage de P2 avec singularités permises (exposé 5)
ou bien il n'y a qu'une singularité (4 séparatrices) ou bien il y a deux singularités,

chacune a 3 séparatrices.

(Preuve par la formule d' Euler-Poincaré) .

II. 2. Définition. On dit que 3 est un bon feuilletage de p2 si aucune composante de

d P2 n'est une feuille lisse de & .

Lemme. Soit ¥ un feuilletage mesuré de P2 . Alors
1° Toute feuille est fermée dans le complémentaire des singularités.

2° Si, en plus, 3 estun bon feuilletage, il n'existe pas de cycle de feuilles intérieur

a P2,

Démonstration. 1° Supposons que L soit une feuille non fermée de & dans
P2 - sing(¥) ; elle présente de la récurrence et on peut trouver sur L un arc B
dont les extrémités sont joignables par une transversale o« de sorte que « L B cons-

titue une courbe simple. On a deux configurations possibles (figure 3).

(1) —fa (11)

i

Figure 3

D'apres le corollaire du théoréme de récurrence de Poincaré (exposé 5, I.5) ,
L coupe a une infinité de fois ; puisque o LU B8 disconnecte P2 , la configuration II
se ramene a la configuration I . On peut alors approcher « U B par une courbe 7y
fermée transverse a ¥ et coupant L une infinité de fois ; d'apreés 1.7 (exposé 5)
v ne borde pas un disque ; donc 7y borde avec une composante 74 de EPZ un anneau.
Toute feuille qui coupe 7y coupe aussi v Ceci interdit que L. coupe vy une infi-

nité de fois.

2° Si y estun cycle intérieur, y U 71 borde un anneau A ; au voisinage
de y dans A les feuilles sont fermées lisses et, par stabilité, 71 est une feuille

fermée lisse, ce qui est interdit. C
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Corollaire. Toute feuille d'un bon feuilletage va : - soit du bord au bord,
- soit du bord a une singularité,
- soit d'une singularité a une

sinoularité.

II. 3. Bon feuilletage réduit : c'est un bon feuilletage de P2 vérifiant les conditions

suivantes
(i) si une composante du bord est transversale, elle évite les singularités,
(ii) les singularités du bord sont simples (3 séparatrices) ,

(iii) il n'y a pas deliaisons entre deux singularitésdont 1'une au moins est

intérieure.
Soit & 0(P2) 1'ensemble des classes d'équivalence de bons feuilletages
mesurés de P2 .
Lemme. Dans chaque classe de m&O(PZ) , il existe un bon feuilletage réduit unique

a isotopie pres.

Preuve. On assure (i) immédiatement. Alors, d'apres 11.2, si un feuilletage admet

deux singularités simples liées par deux arcs distincts o, o ona : o, Ua

2’ 2
est une composante du bord. C'est dire que pour un feuilletage non réduit, il n'existe,

a isotopie pres, qu'une facon de le réduire. o

II. 4. Classification.

Théoréme. L'application m&O(PZ) -+ ]R’z , qui a un bon feuilletage mesuré (F,p)

associe le triplet (m1 ,m2,r,m3) = (u (yl),p(yz),p(yB)) , induit une bijection de m&O(PZ)
sur ]Ri - {0}

Démonstration. On commence par décrire un inverse a droite ; la construction dépend
de la position du triplet par rapport a 1'indgalité triangulaire ; a chaque simplexe, on
n'associe qu'une configuration topologique. Elles sont données ci-dessous pour les

6 simplexes typiques.

(6)

—
L)
~
—
\J1
~
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FEUILLETAGES MESURES

(1 (2) (3)

P o)

Figure 4

Remarquons que si 17on découpe ces figures le long des séparatrices, on
obtient quelques rectangles feuilletés dont les épaisseurs (= plus grande mesure d'une
transversale) sont déterminés par le triplet. Par exemple dans la configuration (1),

les épaisseurs des 3 rectangles sont :

a =

12 (m, +m, - m

1 2 3)

3 =
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(m2 +my - m1)

N|—=

323 =

Dans la configuration (3) , on a les formules :

_ 1 _
a; = 3 ﬁn1 (m2+m3)]
2 = M
a3 = my

11 est facile de voir qu'a renumérotation pres, ces figures représentent toutes
les possibilités a isotopie pres pour les séparatrices d'un feuilletage réduit ; toutes
les autres configurations sont interdites par la formule d' Euler-Poincaré. On en

déduit tout de suite que deux feuilletages donnant le méme triplet sont isotopes. O

II. 5. On envisage maintenant le cas ou certaines courbes du bord sont des feuilles

lisses. On a la proposition générale suivante :

Proposition. Soit & un feuilletage mesuré de P2 . Alors 3§ s'obtient par élargisse-
ment d'un feuilletage 30 d'une sous-variété P() ayant les propriétés suivantes
Chaque composante connexe C de P, est

0
1° Soit un pantalon et le feuilletage 30|C est un bon feuilletage ;

2° Soit un voisinage collier d'une courbe de aPZ et dans ce cas ZFO‘,C est un feuil-

letage par cercles.

Démonstration. Si aucune composante du bord n'est lisse, on prend P, = P2 . Sinon,

2 0

on considere une feuille lisse 71 dans oP On considere 1' "anneau" maximal A
associé a ¥, par stabilité (lemme II1.4 de 1'exposé 5) . Si A = p? , on prend pour
P0 un voisinage collier de 71 feuilleté par cercles, dont la 30— épaisseur est la

& - épaisseur de A .

Si A# P2 , il existe une feuille L. de & dans 1'intérieur de P2 qui appar-
tient & la frontiére topologique de A ; la feuille L va d'une singularité So a une
singularité Sq -

Si Sy =81 L est un cycle de feuilles formant une courbe de Jordan qui
limite un vrai anneau A' feuilleté par cercles. Le domaine P2 - A' , qui est un
pantalon, éventuellement pincé si So appartient a APZ , est feuilleté avec moins de
feuilles lisses dans son bord. On exécute de la méme facon les autres composantes

lisses .
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FEUILLETAGES MESURES

Si So £s les singularités sont simples (figure 5) et de Sy part une

L7 est un cycle

1 b
autre feuille L' dans la fronticrede A . Si L' revienten s

0 I
plongé. Sinon L' va a s, et L UL" estun cycle de Jordan. Dans les deux cas,
on poursuit comme plus haut. a
o S,
L
LI

Figure 5

1. - LES ARCS JAUNES

III. 1. Il s'agit d'un ingrédient technique qui sert au repérage d'un feuilletage mesuré

par sa ‘race sur chaque morceau d?une décomposition en pantalons de la surface donnée.
Pour chaque composante C du bord du pantalon P2 et pour chaque type de

bon feuilletage sur P2 , on choisit un arc quasi-transverse, a extrémités dans C ,

et essentiel (c'est-a-dire non homotope a un arc du bord). On 1'appelle 17arc jaune.

Pour C = 71 et pour chaque type de bon feuilletage, on choisit 1'arc indiqué en gras

sur les figures ci-dessous.

Cas génériques :

m2 > m1 +m3

(ou m, > m,+m

3 1 my)
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méme mesure

(m1,m2,m3)€ (<7) m

Cas ol (m],mz,mB) € 3(<v), avec m, #0,

Casou m, =0 :

\_‘
m2 = m3 m2 > m3 > 0
(ou my > m2)

102
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FEUILLETAGES MESURES

Cas ol m, = 0 (ou my = 0)

méme mesure
| |

méme mesure

@@

= ( >
m, = 0 1 m3 0

(ou m, =0) (ou m, > m, > 0)

&

_ <
m1 = m3 0 < m1 m3

(ou m, = m2) (ou 0< m, < m2)

Figure 6

III. 2. Longueur de 1'arc jaune.

Remarquons que 1'arc jaune réalise le minimum de la longueur des arcs essen-
tiels allant de 71 a 71 (quasi-transversalité). Sa longueur (au sens de la mesure
transverse) est donnée par la formule :

my +my - m, my = m, - m my - m, - m,

e = sup(-———z—,0)+sup(——2—-—,0)+sup(—T—,0)

la vérification se fait en examinant tous les cas de figure.
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III. 3. Définition de l'arc A .

L'arc jaune délimite sur y 1 deux arcs, 1'un d'eux étant éventuellement ré-
duit a un point. On appelle A celui qui est du mé&me cdté que Y, par rapport a l'arc
jaune (il faudrait noter A par Ay, maisil n'y aura pas d'ambiguité plus tard).
Sa longueur a est donnée par la formule :

m_+m. -m m,-m, - m

2 1 2 1
a = sup (2512 0 -sp(2—52,0
§IV. - FORME NORMALE D'UN FEUILLETAGE
IV. 1. Soit M une surface fermée de genre g= 2 ; soit K1’ . "’KBg—B une famille

de courbes qui sépare M en pantalons. On désigne par {Rj} les 2g-2 pantalons ;
chaque Rj est 1'adhérence d'une des composantes de M - U Ki .

On aura besoin plus tard de la condition technique suivante : chaque R. doit
&tre 1'image d'un pantalon plongé ; autrement dit, chaque K n'adheére pas au méme

pantalon par ses deux cotés.

Avec cette condition, on dit qu'on a une décomposition permise de M .

K2

Figure 7

Pour chaque i=1,...,3g-3 , on choisit un voisinage tubulaire K; x [-1,+1]c M
de Ki ; si 1£j, les voisinages de K-1 et K:i sont disjoints. On désigne par

{Rj} I=j<2g-2 les composantes connexes de M - UK; x J-1,+10).
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FEUILLETAGES MESURES

Figure 8

IV. 2. Définition. Soient MO une sous-variété compacte de dimension 2 de M et

F, un feuilletage mesuré de My - On dit que (MO,EO) est en forme normale (par
rapport aux données du paragraphe précédent) si les conditions ci-dessous sont satis-
faites.

1) Toute composante de aMO est un cycle de feuilles ;

2) MO N RS est vide ou égal a R; ; dans ce dernier cas 301R3 est un bon feuilletage ;

3) M, (K x 1-1,+10 est
- soit vide ;
- soit Ki x 1-1,+1[ ; dans ce cas, 30 est transversal aux cercles
K; x {t}, t€ T-1,+1]; remarquons qu'ici M, contient les pantalons
adjacents a 1'anneau ;
- soit K, x [-1/2,+1/27] ; dans ce cas, le feuilletage a pour feuilles les

K, x {ty, te [=1/2,+1/27 .

Soit & un feuilletage mesuré de M . On dit que (MO,SO) est une forme
normale de & , si (MO,EO) est en forme normale et si & est obtenu par élargisse-

ment de (MO,30) .

IV. 3. Proposition. Tout feuilletage mesuré sur M a une forme normale.

Démonstration. Soit (5,u) un feuilletage mesuré sur M . Quitte a changer la numé-
rotation, on peut supposer que
I@,p; [KyDA0, oo 1@, 5 (K, D) 40,
_ . T T - _ LTk 3|
et que O-~I(3,[J,LKB+1J)—...--I(3,[.L, LK3g_3é).
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Alors, d'aprés 1I.6 (exposé 5), en changeant 3 dans sa classe, on obtient que &
soit transversal a Ki x {t} pourtout t€ [-1,+1] et i=1,...,¢

Soit M' le complémentaire des anneaux Ki xJ]-1,+1[, i=1,...,2 . Ona
un feuilletage mesuré induit (3',p) , transverse au bord ; les courbes Ki , 1= e+ 1,
sont incluses dans int M' .

Pour i= ¢+ 1, ona I(&",u ; [Ki]) =0 . En effet, en cas contraire, il
existe &'" , feuilletage mesuré de M' équivalent a &' , coincidant avec ' pres du

bord, et transversal a Ki . Mais alors, on a

I3, p 5 [KD = 13"u; [K]) # 0,
ce qui est interdit par la numérotation.

Appliquant la proposition II.6 de l'exp.5 a §' , M' et K,,q » Quitte a chan-

1
ger &' dans sa classe, on peut dire qu'il existe une homotopie ft:KeH——» M' telle

que f0=(K c,M'") etque f (K€+1) soit un ensemble invariant ¥, de ! .

e +1 1 1
Lorsqu'on applique la proposition a K g4 r ON fait des opérations de Whitehead sur

&' qui induisent des glissements de T en sorte que K continue d*&tre homotopé

17 2+1
sur un ensemble invariant etc... Ainsi on peut construire &' et une homotopie

. | < t it 1 i 1§ i
ft : K€+1 U U k3g-3 -+ M' telle que fo soit 1'inclusion et que 1'image de f1 soit
un ensemble invariant £ de &' .

Al

Soit N © M!' un voisinage régulier de T ; alors &' est obtenu par élargis-

sement d'un feuilletage 3; sur M; = M' = N . Par construction, aucune composante

de N n'est un disque. Comme M; a un feuilletage mesuré, aucune composante

de M; n'est un disque. Au total, aucune composante de bM; n'est homotope a zéro.
On peut supposer (par engouffrement) que int N contient tous les Ki ,

i2 ¢+1 . En effet, 1'application singuliere f ., est proche d'une immersion f; ; il

existe un "disque de Whitney" A a travers le1quel on peut faire une homotopie dont
1'effet est de diminuer le nombre des points doubles de f ; . Mais, dapres ce qu'on
vient de voir de dN , des que 348 est contenu dans N, A est contenudans N .
Par récurrence sur le nombre de points doubles, on voit que 1'on peut déformer, par
homotopie, f; en un plongement, dont 1'image est contenue dans N et qui, d'apres
Epstein (voir références de 1'exposé 3), sera isotope a fO .
On voit que Rj N M; est constitué d'au plus un pantalon ("concentrique a Rj")
et d'un certain nombre d'anneaux paralleles aux composantes du bord de R 5 Le bord

d'une composante de Rj N M; peut &tre de 1'un ou 1'autre type :

. 1
- Ki x {f 1} pour i< ¢ ; courbe transversale a 31 ;

. parallele a 1'un des K, i2 e+1.

- cycle de feuilles de & 1
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FEUILLETAGES MESURES

Alors une composante de M; M Rj , qui est un anneau, ne peut &tre feuilletée
que par cercles. Mais une composante de M; M Rj qui est un pantalon ne porte peut-é&tre
1
&tre pas un bon feuilletage ; on lui applique I1.5, ce qui permet de remplacer (M; , & 1)
[ T
par (l\lo,ao) vérifiant

- 3('):3; au voisinage de aM' ;

- (M;,E;) s'obtient par élargissement de (M('),gt“)) ;

- si V est une composante de Rj M M(") qui est un pantalon, &'E)\V est un
bon feuilletage.
Par une isotopie évidente de (Mg,l?ab) , faisant par exemple coincider le V
ci-dessus avec R‘j , on obtient la forme normale cherchée. O

IV. 4. Définition de nd .

Deux couples (Mg,3 ) et (M'O,J 6) sont équivalents si M = M, etsi 3 ‘0
peut &tre obtenu a partir de 30 par une suite finie d'opérations élémentaires des types
suivants

- opération de Whitehead a support dans un des R';i ;

- isotopie & support dans K; x [-1,+11N My

- isotopie a support dans RJ .

L'ensemble des classes d'équivalence est noté n3d (ou nF(M)) . L'élar-

gissement induit une application n& -+ ¥ , qui est surjective d'apres la proposition

précédente ; on verra plus loin qu'elle est en fait bijective.

IV. 5. Classification des feuilletages en forme normale.

On se réfere ici a la décomposition permise de M donnée en IV. 1.
2g-2 | 3g-3
M= (U R)U (UK x[-1,+1])

j=1 3 i=1 !
Pour chaque R; , on se donne une fois pour toutes un difféomorphisme avec le pantalon
standard, respectant 1'orientation. De plus, pour chaque i = 1,...,3g-3, on choisit
des courbes K‘i et 't\'i' ; Si RJ1 et Rj sont les deux pantalons(distincts,car‘ la dé-
composition est permise) qui touchent Ki , K'i est une courbe fermée simple (1) , essen-
tielle, qui n'est parallele a aucune des courbes de aRJ1 U aRjZ . La courbe K‘i est

obtenue a partir de K'i par twist d'un tour dans le sens positif autour de Ki (figure 9).

(1)

- ’ - z . N ! .
Si les deux cOtés de I\i adhéraient au méme pantalon, l\i ne serait pas plongeable.
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EXPOSE 6

=\« - - -

Figure 9

= i = - >
On pose B {(mi’si’ti)\l 1,...,3g-3, m,s;,t;= 0, (mi,si,ti)e 3(<v) }

C'est un cdne de ]R?_g_9 6g-6 .

qui est homéomorphe a R On va construire une appli-
cation
n¥— B-0
Soit (MO,JO) le représentant d'un élément de n3d ; sans changer sa classe,
on peut supposer que 30 | R; est une forme canonique pour tout j tel que
Mg N R; # @ . L'invariant m; estlamesurede K; , nullesi K;NM,= ¢ . Les
invariants S et ti dépendent de la forme du feuilletage induit sur 1'anneau

Kix[—1,+1] ; il y a trois cas.
ler cas. Kix[—1,+1]ﬂMO © Ky x{-1} UK;x {+1} . Onposealors s; =t; =0.

2ecas. K;x [-1/2,+1/2] = K; x 1-1,+1[ N M, . Dans ce cas, 1'anneau est feuilleté
par cercles ; alors S; = ti est 1'épaisseur de 1'anneau, c'est-a-dire la mesure d'une
transversale. Noter que, dans ces deux premiers cas, m; = 0 ; donc il est clair que

(mi’si’ti) appartient a 3(<v) .

Jecas. MyMK;x [-1,+1] = K, X [-1,+1] . Dans ce cas, le feuilletage est trans-
verse aux cercles K; x {x} pour tout x € [-1,+1], et M, contient les deux panta-
lons Rlu( et R'e adjacents a Ki X [—1,+1] . On a un arc jaune Jk et un arc jaune J, .
11 existe alors deux arcs S.1 et Sni dans Ki x [=1,+1] tels que JkUSiU J, U S'i

soit une courbe fermée homotope a K'i ; leurs classes d'homotopie a extrémités fixes

dans Ki x [-1,41] sont complétement déterminées. On convient de choisir pour S
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et S'i des arcs de longueurs minimales. Avec une convention d'orientation, on distin-
gue Si et S'i . On pose
s;=hy(8),  si-ng(sh)
ou Eo est la mesure accompagnant le feuilletage &’0 .
De la m&me facon, on construit des arcs Ti et T'i tels que Jk i T<1 L/JQL‘ T;
soit homotope a K'il . On pose
=BTt =)
En résumé, les invariants (mi’si’ti) sont dans ce cas les invariants classifiant le
feuilletage induit sur 1'anneau K; x [-1,+17 , au sens de la classification du § I. En
particulier, on a : (mi’si’ti) € d(< v).
11 est tres facile de voir que les invariants M, S;, ti ne dépendent que de la

classe de (MO,S‘O) dans h3.

Lemme. L'image de nd dans B ne contient pas O .

Preuve. Soit (MO,EO) donné. Comme M() n'est pas vide, on a l'une des situations
suivantes

1) Pour un certain i, My K, x 1-1,+1] = Kix[—1/2,+1/2] ; alors (si,ti)#O .

1
2) Pour un certain j , Rj est contenu dans MO ; comme le feuilletage induit est un

bon feuilletage, 1'une des courbes du bord a une mesure non nulle. .

Etant donné ce qui a été dit de la classification des feuilletages mesurés sur
1'anneau et le pantalon, on peut laisser en exercice les détails de la proposition

suivante.

Proposition. L'application construite ci-dessus
nd — B-0

est une bijection.

§ V. - CLASSIFICATION DES FEUILLETAGES MESURES

On considere toujours une surface M fermée orientable de genre g> 1 .

Pour les autres cas, on renvoie a l'exposé 11.

V. 1. Proposition. Il existe une application continue 8 : I*(WJ) + B, positivement
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homogene de degré 1 (i.e. 8 (Ax) =x6(x), pour X\ > 0), qui rend commutatif le
diagramme ci-dessous

I
VA

> I*(WS) c ]Rf

< 9
~_ L

Démonstration. Puisque h3 =+ N3 est une surjection, il s'agit de montrer que, pour
un feuilletage en forme normale (MO,EO) , les invariants mi’si’ti ne dépendent que
des mesures de courbes simples. Il est tout de suite clair que m; = I(&O,FO ; [Ki]) .
On montrera en appendice que S et ti sont déterminés par I(ZFO,;.:.O ; [K'i])
et I(Z}O,po ; [K'{]} , via des formules continues homogenes. O
Puisque n& = B est une injection, on tire tout de suite les corollaires

suivants.

V. 2. Théoréme. Deux feuilletages mesurés (¥ ,u) et (3',2') sur une surface M
sont équivalents au sens de Whitehead si et seulement si, pour toute courbe simple y
de M, ona

1G,p; [yD=16",";y])

V. 3. Proposition. L'application d'élargissement n3 - M3 est une bijection.

V. 4. Maintenant, on peut identifier m3& a son image par I* , munir m&F de la topo-
logie induite par lRé et le compléter en T& =& LI O .

6g-6 , positi-
6g-7 .

Théoréme. L'application 8 est un homéomorphisme de M& sur B ~ R

vement homogene de degré 1 . Par conséquent, Ph3F est homdomorphe a S

Démonstration. On sait déja que 1'application classifiante 6 est une bijection continue.
Si 1'on montre que M3 est une variété topologique, le théoreme de 1'invariance du
domaine assure que 6 est aussi ouverte ; le théoreme est alors démontré.

Pour prouver que & , avec la topologie de ]Ré , est une variété topologique,

on utilise les lemmes suivants.

Lemme 1 (changement de décomposition).

Soit ¥ une décomposition permise de M en pantalons et (MO,EO,,'J.O) un
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feuilletage mesuré en forme normale par rapport a ¥ . Il existe une autre décomposi-

~

tion permise X , par un systeme de courbes }{.i , i=1,...,3g-3 , telles que

fh. = I(5 ; [Ri]) soit non nul quel que soit i .

N.B. Il n'est pas dit que (30,;40) est en forme normale par rapport a cette décompo-

sition.
Démonstration. Supposons d'abord que, pour tout i , on ait

I(SO,;JO ; [Ky)) = 0.
En particulier, le support de M, est concentré dans des anneaux k; x [-1/2,+1/2] .
On regarde un tel i et les deux pantalons R:{ et R'e qui touchent Ki x [ =1,+1]
(figure 10) .

N

(_1"*']]

Figure 10

Si la situation est celle suggérée par la figure, ol ni la paire (X,Z) ni la
paire (Y,T) ne borde un anneau, on remplace Ki par K'i ; cela donne une décompo-
sition permise ou 1(30’"0 ; fl\'l]) #0 . Au contraire, si (X,Z) borde un anneau, on
construit la courbe simple K'i" , qui est obtenue a partir de K'i par un demi-twist de
Dehn le long de }\i et on remplace Ki par K'i” (figure 11) . La décomposition obte-
nue est permise car la paire (Y,Z) ne borde pas un anneau (sinon (Y,X) en borde-

rait un et ¥ ne serait pas permise).
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Figure 11

On est ramené a la situation suivante :

- si m, = o, Ki évite M_ ou est un cycle de feuilles de &

0 0’

- sim £0, K; N M, est transversala 3 ;
- au moins un des m, est non nul.

3 avec m1 =0
et m, #0 . Pour 1'élargissement du feuilletage induit sur R , on a les trois possibi-

Disons alors qu'on a un pantalon R , bordé par K1 U K2 UK

lités de la figure 12.

-
N b

-

> >
m > m 3 0

(En échangeant les lettres K, et K,

on obtient le cas : my > m, > 0)

Figure 12
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Comme avant, on construit K; (ou K'1") qui est transversale a ¥ 0 et qui

donne une nouvelle décomposition permise ou 1'on gagne m, £0. O

Lemme 2. Soit (Jo,uo) un feuilletage mesuré en position normale par rapport a une

décomposition permise X . On suppose que, pour tout i =1,...,3g-3, ona

0 _
m’ = m (30,;40) £ 0
Alor‘s l'application 6-1 : B-0- I*(ma) c ]Rf est continue au point de coordonnées

(ml, s t ) 1,.003g=3

Remarques. 1) Ceci prouve que I *(mE) est une variété topologique au voisinage de
(&'0,/10 ) ; donc, si on applique le lemme 1, 1*(m3) est une variété topologique

globalement.

2) Le lemme 2 serait trivial si 1'on disposait de formules explicites qui, pour tout

y € A, expriment I(¥,u ; y) en fonction de (m,s,t)(3,u) etde (m,s,t)(y) .

Démonstration. Notons ici E 1'ensemble des feuilletages mesurés transverses a
toutes les courbes K de la décomposition X , sans relation d'dauivalence. Si

{(m s; t) € B lm #0, pourtout i=1,...,3g-3} , il existe une section de

e, o: B + E , avec les propriétés suivantes

’

1) Un feuilletage de 1'image de o est en forme normale par rapport a ¥ et, pour

tout i, & |Ki x [ -1,+1 ] varie continiment au sens de la topologie des 1-formes.

2) Si a estun arcde R' , allant du bord au bord, transversalement a

(Eo,po) = cr((mo,s0 O) ), alors « esttransversala (3,u)=o0 ((m s; t) ) , pour

(m s t) assez voisin de (mO s(l),t?)

; deplus, (@) varie continiment.
3) Soit og * [30 un arc de RJ , allant du bord au bord, ou aq est transversal a 30 ,
ou BO est dans une feuille et ou Qg * BO est quasi-transverse a & 0- Alors, pour
(mi’si’ti) assez voisin de (mO so t(i)) , il existeun arc o % B Rj ,allant du bord
au bord, tel que

a) ax B soit cO-voisin de oy * By s
b) a3, ou (F,u)=0(m,s,t)) ;
c) lerecollement de & et B soit quasi-transverse a & ;

d) p(B) et |p(axB)- po(ao) | soient petits.
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4) Méme condition pour des arcs de la forme By * @y * B (')

[ Dans un certain sens, ces conditions signifient que ¢ est continue. Mais y a~t'il

une bonne topologie sur E ? ] .

On va se contenter d'une breve esquisse pour 1'existence de ¢ . Puisqu'on
ne définit ¢ que sur B, on n'utilise dans chaque pantalon que les modeles (1), (2)
et (3) de II. 4. Tant que 1'on reste a l'intérieur du triangle fondamental, on peut
faire varier '"contin{iment" les réalisations effectives de ces modeles ainsi que les
"arcs jaunes' correspondants. Ceci donne la possibilité de recoller les morceaux de
facon a avoir une section o , continue dans la topologie des champs de droites (en

dehors des singularités). La figure 13 illustre le point 3) .

O+0O ) = | Q O

(au voisinage de " my = my +my ")

Figure 13

Connaissant o , on finit facilement la démonstration du lemme 2 . Soit

v € /S et oy la composante correspondante de o

o] :BO—*]R+

Y
On veut montrer que cette fonction est continue en (m?,s?,t?)i .

qué en II. 6 (exposé 5) , on trouve une immersion y(') , quasi-tranverse a 30 , qui

Comme on 1'a remar-

est limite de plongements et dont la classe d'homotopie est y. Disons que

1 0 0 0
Yo < 041*31*a2*... ,

ou oc(i) est transversal a 8‘0 et ou ﬁ? est dans les feuilles (et points singuliers). On
remarque tout de suite que la g -longueur de y(') varie continliment ; il s'en suit que

07 est semi-continue supérieurement.
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D'apres les propriétés 3) et 4) de ¢ , on construit pour (mi’si’ti) voisin

0 0

0 . ‘
de (mi , si,ti) une autre courbe immergée :

l_
Y -a1*ﬁ1*a2*..

s 1 . 247 .
homotope a Yo » avec les propriétés suivantes :

1) a; et B serecollent quasi-transversalement & & , ou (¥,u) = 0((mi,si,ti)i) ;
2) a, est transverse a 3 et u(ai) est proche de uoa(i)) ;

3) u(B) est petit.

A extrémités fixes, Bi est isotope a Bl- qui est quasi-transversea & ; on

a (ﬁ—i) < u( Bi) . En utilisant les propriétés 3) de o , on voit facilement que
)7' =a, * 6_1 * o, ¥ ..., qQui est quasi-transverse par morceaux a & , est en réalité

globalement quasi-transversea 3 . On adonc :

I(3,p ; [y])=u(a1)+u(73'1)+--. ,

somme qui, terme a terme, est proche de :

1@k s [v1)= uO(a?)+uO(ﬁ?)+---v = ? k(e

§ VI. - RETOUR SUR LES COURBES COMME FONCTIONNELLES

VI. 1. On ale diagramme commutatif ci-dessous (III. 3, exposé 5) :
*
]R+ x 4

élargissement —— \*
I

ng ma * Rf

La fleche 4 x IRr + M& se factorise naturellement par n& . En effet, si on repré-
sente un &lément de A par une courbe 7y ayant une intersection minimale avec chaque
KJ. , alors un élargissement partiel de y fournit un feuilletage en forme normale,
comme on le voit en regardant chaque pantalon.
En utilisant 1'application 6 : I*(mJ) + B de la proposition V.1, on obtient
donc :
d IR:x,é (resp. 8')— B
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1,...,3g-3} . On rappelle que, dans

quia B €A associe {m.(B), gj(ﬁ), t—j(B) lj
1'exposé 4, pour B € A', onadéfini &(8) = {mJ(B), SJ(B), tJ.(B)} . Malheureuse-
ment &(B) ne coincide pas avec &(B) ; il est vrai que mj(B) . Iﬁj(ﬁ) = i(B,KJ.) ,
mais les autres coordonndes différent parce que 1'arc jaune n'est pas choisi de la
méme facon dans la théorie des courbes et dans celle des feuilletages. D'ailleurs

&(B) n'est pas toujours a coordonnées entiéres.

Pour discuter cette différence d'arcs jaunes dans les deux théories, il faut
observer de nouveau les modeles sur le pantalon standard P2 . On observe que 1'arc
jaune d'un arc multiple, associé a 2 ]Pz , coihcide toujours avec celui du feuilletage

obtenu par élargissement, sauf si

(%) me > m, +my

En revanche, 1'arc jaune de la théorie des courbes convient pour les feuilletages.
Evidemment, la longueur de 1'arc A, qui lui est associé, ne reste donnée par la

formule III. 3 que si (%) n'est pas satisfaite. Sinon on prend

long A = m,

arc jaune des arc jaune des feuilletages
courbes

5 p?
2

L, p2

Figure 14

En répercutant ce changement au travers des formules de 1'appendice, on

obtient une nouvelle classification des feuilletages, par un homéomorphisme

e I*imm — B ,

C

qui, cette fois-ci, rend commutatif le diagramme :
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A —————ﬁ 1 (ms)
B

Donc i*(A') est un "réseau" dans 1*(m3) ; comme on sait que i*(A') est contenu

dans i*I]R+ x_&) , on voit que i*(]Rrx A) est dense dans I*(TM) . On a donc dé-

montré a la fois le théoreme 9 de 1'exposé 4 et la proposition VI. 2 .

VI. 2. Proposition. Dans P(]Rf) , 1'ensemble rri*(,a) -/ estdense dans
nl*(ms) . Donc 1*(m3) U {0} :1*21R+x 3) .

§ VII. - MINIMALITE DE L'ACTION DE n (DiffM) SUR P Mg

of

VII.1. Soit M une surface compacte connexe orientable sans bord, de genre = 1.
Nous notons toujours par m la projection ]R‘_f -{0} —’P(R{) , etpar Pm3 l'image de
m& par m . L'action naturelle de NO(DiffM) sur MJF donne par passage au quotient

une action naturelle de 7.(DiffM) sur Pm3.

of

VII.2. Le but de ce paragraphe est de montrer le théoreme suivant :

Théoreme. L'action de wo(Diff M) sur PmJF est minimale.
Rappelons que 1'action d'un groupe sur un espace topolhgique est dite minimale

si 1'orbite de chaque point est dense.

VII.3. Si o estune courbe simple dans M , on note par ta :M =M un twist d'un

tour autour de « .

Proposition. Soient a une courbe simple et § un feuilletage mesuré. Pour toute

courbe B et pour tout entier n= 0, on al'inégalité :
(13, [8]) - ni(3,[0)i([p1,[a])| = 1(5,(8))

Démonstration. Si & est un feuilletage défini par une courbe, la proposition est un
cas particulier de la proposition 1 de 1'appendice de 1'exposé 4. Vu que 1'inégalité

est homogene en F , la proposition est encore vraie pour & dans i*(le: ><4) .
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. *
Comme 1*(]R + xA) est dense dans mF , l'inégalité est vraie pour tout feuilletage
3. O

Corollaire. Soit 3 un feuilletage mesuré et o une courbe, tels que L(F,[a]) #0 .
On a

limn (25) = n([a])
[]-’OO

Démonstration. On a, comme conséquence de la proposition précédente :

fa] dans M3 .

O

. 1 n
lim - t F =
e nlia,!}') o

VII.4. On démontre le cas particulier suivant du théoréme VII.2

Lemme. Si y estune courbe qui ne sépare pas M, l'orbite de ﬂ(fy]) par
T O(DiffM) est dense dans PMF .

Démonstration. Commengons par remarquer que l'orbite de y par WO(Dif.f M) consiste
en les (classes d'isotopie de) courbes qui ne ~éparent pas M . Puisque 5 est dense
dans P& , il suffit de montrer que 1'adhérence de 1'orbite de y contient aussi les
courbes qui séparent M . Soit ¥ une telle courbe ; on peut trouver une courbe y?
qui ne sépare pas M et telie que i(y',y) # 0 . Par le corollaire VII.3, on a

lim tr_1 vy'!' =% dans Pn3F. Donc 3 est dans 1'adhérence de 1'orbite de ' et aussi

-
8ar?°s cyelle de y , puisque ces deux orbites sont les mémes. c

VII.5. Démonstration du théoréme VII.2. Soit & un feuilletage mesuré. On peut

trouver une courbe y qui ne sépare pas M et telle que I(3,y) # 0 . Par le corollaire
VII.3, l'adhérence de 1'orbite de & dans PG contient y, et donc aussi 1'orbite

de y . I rdsulte du lemme VII.4 que l'orbite de & est dense dans P . O

§ VIII. - EXISTENCE DES FEUILLETAGES MESURES SUPPLEMENTAIRES

Par définition un "supplémentaire" d'un feuilletage mesuré (JF,u) est un

feuilletage mesuré (3',u') transverse a (3 ,u) (voir exposé 1§ V).

Proposition VIII.1. Si (F,u) est un feuilletage mesuré, il existe (3", u") ~n (3 ,u)

tel que (3",u") admet un supplémentaire.
q
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Démonstration. D'apres le § V ci-dessus, il vient (3',u"), équivalent a (3 ,u), et

une décomposition en pantalons tels que :
Vi, 1(3”,KJ-) # 0

En élargissant la courbe multiple fournie par les Kj , on obtient le &'
cherché. a

Remarque. Ce résultat est équivalent au théoréme de Hubbard-Masur [ ] et
Kerckhoff [2] , qui affirme que m3 (M%) est réalisable par les différentielles quadra-
tiques holomorphes sur M2 . On renvoie a (37, [1] pour des détails sur la relation

entre différentielles quadratiques et feuilletages mesurés.
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