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EXPOSE 1

PRESENTATION D'ENSEMBLE

DES THEOREMES DE THURSTON SUR LES SURFACES

par V. POENARU

§ I. - Introduction
§ II. - L'espace des courbes
§ III. - Feuilletages mesurés.

§ IV. - Espace de Teichmiiller

o
<
I

Difféomorphismes pseudo-Anosov

§ VI. - Le cas du tore T2

§ I. - INTRODUCTION

La théorie de Thurston ([1], voir aussi .27, [37) s'occupe des trois

questions suivantes

I. Décrire "toutes'" les courbes fermées sans point double (non nécessairement

connexes) sur une surface, a isotopie pres.
II. Décrire '"tous" les difféomorphismes d'une surface, a isotopie pres.

III. Mettre un bord naturel (pour 1'action des difféomorphismes) a 1'espace de

Teichmiiller.

Pour une surface fermée, il existe toujours une métrique riemannienne a cour-
bure constante [ 4 ] . Le tableau ci-dessous résume la situation en mettant en

parallele des propriétés géométriques et des propriétés topologiques.



EXPOSE 1

Surface K (courbure) x (caractéristique Remarques
d'Euler)
K=+1 m. fini
2 2 1
S%, RP géométrie elliptique x>0 L £0
T2, K2 (Klein) k=0 X =0 ce sont des
géomeétrie euclidienne K(m,1) et le revé-
tement universel est
K=-1 2
genre > 1 x <0 R
géométrie hyperbolique

Bien que les théoremes de Thurston s'énoncent pour toutes les surfaces com-
pactes, nous nous limiterons dans la suite aux surfaces orientables (fermées ou a

bord non vide) .

§ 0. - L'ESPACE /A

Soit M une surface orientable compacte connexe. On note ﬁ (M) :Xﬁ
1'ensemble des classes d'isotopie de courbes simples, fermées, connexes de M qui ne

sont ni homotopes a zéro, ni homotopes a une composante du bord.

Remarques. 1) Les éléments de Z) ne sont pas orientés.

2) Comme deux courbes simples fermées homotopes sont aussi isotopes
[s ] , on peut remplacer, dans cette définition, "classe d'isotopie" par '"classe

d'homotopie" .

On considere 1'application symétrique
i AxS — 2z - (01,2,...)

définie de la fagon suivante : i(a,8) estle nombre minimum de points d'intersection

d'un représentant de o avec un représentant de B8 . Il s'agit d'intersection géomé-

trigue et non algébrique.

Exemple. Sur le tore T , on choisit deux 'générateurs" orientés x et y ; ainsi



THEOREMES DE THURSTON

tout élément de 4 peut &tre représenté par y(a,b) =ax +by , ou a, b€ Z et
(a,b)=1; dans § , ona y(a,b) =y(-a,-b) . La formule suivante est facile a
vérifier :

i(a,b), y(c,d) = [det (3 9)|

Lemme. 1° Si a € §, il existe B € § tel que i(a,B) #£0 .
20 Si a1,~éa2 €8 , ilexiste B € 8 tel que i(a1,B)=0;éi(az2,3)

La preuve est donnée dans 1'exposé 3.

L'espace fonctionnel . On va considérer l'ensemble IR é des applications

quelconques de ,§ dans les réels positifs ou nuls. On le munit de la topologie faible.
La multiplication naturelle par les réels positifs définit des rayons dans IR _fs ; 1les-
pace projectif, ensemble des rayons, noté P(R fs ) , est muni de la topologie quotient.

On a des applications naturelles :

Aot RA - 0 __".._513(11?{5) ,

ou i, est défini par i*(a)(ﬁ) =i(a,8) . Le 1° dulemme dit que i*(ﬁ) ne contient
pas 0 etle 2° assure l'injectivité de ﬂi*

On considére le complété de J , noté Z, qui est 1'adhérence de 171*(5)
dans P(]Ré) . Les éléments de & sont représentés par des suites {(tn,otn) 3
t, > 0, a € 4, telles que, pour tout B € § , la suite numérique t i(an,ﬁ)
converge.

Ainsi, en tant que partie de P(]R_é) , 1'ensemble J est muni d'une topologie
non-triviale. En termes heuristiques, on donne un sens a la notion 'deux courbes
v et y' sont proches l'une de 1'autre". Cette "proximité" n'a rien a voir avec
les classes d'homotopie respective, mais avec le fait qu'a un multiple preés, dans
chaque région de la surface,y et ¥' sont formées a peu pres du méme nombre d'arcs,

allant a peu pres dans les mémes directions. Tout ceci sera précisé dans 1'exposé 4 .

Pour les besoins de la cause, on introduit aussi 1'espace &' formé des classes
d'isotopie de courbes simples fermées de M , non nécessairement connexes, dont
chaque composante "appartient" a j) ; mais, deux composantes distinctes de la méme
courbe ont le droit d'é&tre isotopes entre elles, ce qui permet de considérer une multi-
plication scalaire : pour n entier >0 et y € 5' , ny estreprésenté par n cour-

bes paralleles. Comme avant, on définit i : /$' X /5 - Z+ et on a un diagramme :
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1 iy A ™ A
AT RY-0 P(R})

Evidemment i % respecte la multiplication par les scalaires ; donc ﬂ'i* n'injecte pas

4! . Mais on prouve facilement que 171*( A') admet & comme adhérence (voir exp. 4).

. . / A . Az
Dans la suite, on notera aussi 1R+ x & le cBne sur 1*( &) dans R ™.
+

Théoreme 1. Si M est une surface fermée orientable de genre g > 1, alors ;5_
est homéomorphe a 5087 (ceci sera prouvé dans 1'exposé 4 ) .

2l N 20 . 2 ) 2 ]
Notons Mg,b~g (' xs') (kB‘D) ; si x(Mg,b)<0, alors /5(Mg,b) est
ber2b-7 (19~ s', 509 - Bs? -

homéomorphe a S voir 1'exposé 11) . Enfin, /j )= s , S

:/S(S1X[O’1]):¢ .

§ IlI. - FEUILLETAGES MESURES

Pour simplifier M sera fermée. Un feuilletage mesuré sur M est un feuille-
tage & avec des singularités (du type qu'a une différentielle quadratique holomorphe

-2 ,2 . . . .
zp dz®, p= 3, .. .) , muni d'une mesure transverse invariante par 1'holonomie.

Au voisinage d'un point non singulier, on a une carte locale ¢ : U ]R)z( y telle que
<p"1 (y = const.) soient les feuilles de J |U . Si U, M U. est non vide, on a des

. - B + N
fonctions de transition 2t de la forme <pij(x,y) = (hij(x,y), ¢ = y) , ou < est
constant. Dans les cartes, la mesure transverse est | dyl .

Remarque. Les feuilletages qui admettent des fonctions de transition de la forme
(f(x,y) , C+y) sont ceux qui sont définis par une 1-forme fermée w ; en dehors des
singularités, y est une primitive locale de w .

Les singularités de & sont des p-selles, pZ 3, comme dans la figure 1 .

p=3 p=4

J
Figure 1

e

Si y est une courbe simple fermée de M, on note S § la variation totale
Y
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de la coordonnée y de p € ¥ quand p parcourt ¥y . Pour « € §, on définit

1(3,0) = inf S 3
ve€a Yy

On dira que & 1 et 32 sont équivalents au sens de Whitehead si 1'on peut

passer de 1'un a 1'autre par des isotopies et des déformations élémentaires du type

suggéré par la figure 2 .

Figure 2

[ Observer que ces déformations permettent le transport de la mesure transvepse] .

On note M& 1'ensemble des classes d'équivalence. On définit

: A
I, @ M& — R?

par [ &)a) = 1(3,0q)

On dit que & 1 et 32 sont m-équivalents (ou équivalents au sens de Schwartz)
si I*(E 1) = I*(3 2) . L'équivalence a la Schwartz est une conséquence immédiate de

1'équivalence a la Whitehead .

Théoreme 2. L'application I* injecte MJ& dans ]Ré ; I*(TPB‘) U0= ]R+ < 5 et,
si g> 1, cetensemble est homéomorphe a ]R6g—6 .
En particulier, 1'équivalence a la Schwartz est la méme chose que 1'équivalence

a la Whitehead.

La démonstration du théoréme occupe les exposés 5 et 6 . D'autre part,
puisque 1*(m3) dvite 0, le théoréme dit que, dans P(lRé) , ona /3 = nI*(mS) .

Ceci donne une représentation géométrique agréable des fonctionnelles qui sont dans

]R+>< 5

§ IV. - ESPACE DE TEICHMULLER

On va considérer une surface M, avec Xx(M) < 0 . Considérons 1'espace ¥

des métriques sur M de courbure constante K =- 1, telles que chaque composante
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du bord soit une géodésique. Soit DiffO(M) le groupe des difféomorphismes isotopes
a 1'identité, muni de la topologie c” ; comme on le verra plus tard, il agit librement
contindiment sur ¥ . L'espace des orbites de cette action, équipé de la topologie
quotient sera pour nous 1'espace de Teichmiiller J(M) =3 . Si M est orientée, il

y a d'autres définitions utilisant les structures complexes de M , 1'équivalence des

définitions repose sur le théoréme d'uniformisation [ 6 ] .

Remarques. Considérons un exemplaire fixe de M ainsi qu'un autre exemplaire
X =X _ muni d'une métrique hyperbolique p . Si @ : M= X est un difféomorphisme,
le couple (X,@) est appelé une "surface de Teichmiiller" .

Deux surfaces de Teichmiiller (N,0) , (X',@') sont dites équivalentes s'il
existe une isométrie X _f_>x‘ telle que © et fo@' soient isotopes.

Il est facile d'identifier les points de 3 avec les classes d'édquivalence des
surfaces de Teichmiiller.

On remarquera aussi que deux difféomorphismes de M sont homotopes si et
seulement si ils sont isotopes [ 57 .

Si M est fermée, de genre > 1, un théoreme classique de la théorie de
Teichmiiller affirme

sy~ RSO

Ce résultat, dii a Fricke et klein, sera redémontré dans L'exposé 7.

On a aussi
2 ~ 1508-6+2b
3 (Mg’b) ~ R

Pourtout 8 € 3 et « € A , on définit

¢(6,0) = inf (8(y)) ,
A
ou B(y) désigne la longueur de y calculde avec la métrique prescrite a isotopie pres
sur M . La métrique édtant fixde, le inf est d'ailleurs atteint par une unique géodési-

que. De la formule précédente, on déduit une application

z*.J—*]}%+ ;

on voit facilement que son image évite I*(? §)' U 0. Legroupe 7. (Diff M) agit sur

ot
3 L
1'espace de Teichmiiller ainsi que sur /5 , donc sur ]R+ ; 1'application 2* est

clairement équivariante.

10
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Dans 1'exposé 7 , on prouvera le théoréme suivant.

Théoreme 3. L'application ¢ % est un homéomorphisme sur son image.

On peut ainsi mettre une topologie naturelle sur 3 U /3 ; grace a ce qui préce-
de, on considere 1'espace topologique ¢ *(3 ) U I*(IDS) , on identifie a un point chaque

rayon de I *(mZ}) et on prend la topologie quotient.

Dans 1'exposé 8 (pour le cas sans bord) , on prouvera le théoréme suivant.

Théoreme 4. 1) L'espace topologique 3 U & est homéomorphe a D6g_6 , si M

6g-6+2b

est fermée de genre > 1 ; il est homéomorphe a D si M, de caractéristique

d'Euler < 0, possede b composantes de bord.

2) L'application canonique 3 U A dans P(lR_é) est un plongement .

L'espace 3 U )3 qu'on notera T estla compactification de Thurston de
1'espace de Teichmiiller. Il résulte tout de suite de la définition que pour chaque
difféomorphisme ¢ de M, 1'action naturelle de ¢ sur T est continue.

Si ¢ estun difféomorphisme de M, [¢ ] désignera 1'homéomorphisme induit

sur 3 ; d'apres Brouwer, [(p J a un point fixe.
(i) si (@] aunpoint fixe dans 3 , ¢ est isotope a une isométrie ¢' d'une
métrique hyperbolique ; en particulier, ¢' est périodique.

(ii) si [o ] laisse fixe un point de &, il existe un feuilletage J tel que

©(5) soit Whitehead-équivalent a A3 , A € ]R+ , ou A& possede le méme feuilletage

- ~

sous-jacent que & , avec pour métrique transverse le produit de celle de & par A .

Cette petite analyse peut &tre précisée comme suit.

§ V. - DIFFEOMORPHISMES PSEUDO - ANOSOV

Je commence par un exemple tres élémentaire. Soit ¢ € Diff+( T2) . Aliso-
topie prés, ¢ est dans SLZ(Z) . Il y a trois choses possibles en ce qui concerne les

valeurs propres A, et )\2 de ¢ .

1

a) ou bien, A, et >\2 sont complexes (/\1 =Xy,

Dans ce cas, ¢ est d'ordre fini.

>
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b) ou bien X 1 >\2 =1 (resp. A 1 )\2 =~ =1) . A un changement de coordonnées pres,
o = ( (1) ? ), qui est "un twist de Dehn" " resp. ¢ - ( 61 _? ) - ; dans les deux cas,

¢ laisse une courbe simple invariante.

c) ou bien A , et /\2 sont irrationnelles distinctes. Alors ¢ est un difféomorphis me
d'Anosov {7, 87 .
Cette analyse est généralisée par Thurston au cas des surfaces compactes

quelconques.

Théoreme 5. Tout difféomorphisme ¢ de M estisotope a ¢' qui satisfait a 1'une
des trois conditions suivantes
(i) o' fixe un élément de T et est d'ordre fini ;

(ii) @' est "réductible" dans le sens qu'il préserve une courbe simple
(représentant un élément de A') ; dans ce cas, on poursuit 1'analyse de o' en cou-
pant M le long de cette courbe ;

. - [ LS ~u

(iii) Il existe A > 1 et deux feuilletages mesurés transverses &~ et 3 tels
que :

~S
©'(E7)

ces égalitéds indiquent 1'égalité des feuilletages sous-jacents.

Lors . ~S ~u .
A part des choses évidentes, dire que &7 et & sont transverses, c'est dire

que leurs singularités sont les mémes et qu'au voisinage des singularités la configura-

tion est analogue a celle de la figure 3. Un difféomorphisme satisfaisant a (iii) est

appelé pseudo-Anosov.

Figure 3

Le théoreme 5 est prouvé dans L'exposé 9. Pour que ce théoreme nous per-
mette une induction efficace, on aura besoin d'étendre la théorie au cas a bord. Ceci

est réalisé dans 1'exposé 11 .
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u

‘ . o S
Dans 1'exposé 12, on montrera que, pour'un pseudo-Anosov ¢ , J et

[v8}

représentent les seuls points fixes de Lo ] dans T et que deux pseudo-Anosov
homotopes sont conjugués par un difféomorphisme isotope a 1'identité.

La clé de ces théorémes est la propriété suivante de 'mixing" que possede un pseudo-
Anosov ¢ : pour tout a, £ € A

lim ——-L@)i("’:g‘ = 135, 0)1(5Y,8)

n=e

Propriété spectrale des difféomorphismes pseudo-Anosov.

Pour 8 € 3 et € B, onadéfini au § IV, le nombre positif ¢(6,a) .

Les difféomorphismes ont des valeurs propres dans le sens suivant.

Théoreme 6 . Soit ¢ € Diff M2 . Il existe une famille finie d'entiers algébriques
)\1, .. .,)\k z 1, tels q;e, pour tout o € J , il existe AJ. vérifiant : pour tout
1/n
)

6 €3, lim e(6 ,<pna = )\j . Deplus, ¢ est pseudo-Anosov si et seulement si
n=

k=1 et )\1 > 1 ; dans ce cas )\1 =X . (Voir exposés 9 et 11).

Entropie. Pour un espace métrique compact X et une transformation continue
f: X~ X, on peut définir 1'entropie topologique h(f) (voir exposé 10). Si ¢ estun
difféomorphisme pseudo-Anosov, on prouve que h(e) = log X . De plus, ¢ posséde une

mesure invariante évidente et h(¢) est son entropie métrique [9

Théoreme 7. Un difféomorphisme pseudo-Anosov minimise 1'entropie topologique

dans sa classe d'isotopie.

La liste des résultats de Thurston est beaucoup plus longue, mais on arréte

ici cette présentation d'ensemble pour entrer dans le vif du sujet.

§ VI. - LE CAS DU TORE T?

Ce cas est particulierement simple et se traite a part.

Dans le tore T2 , Jje considere les trois éléments €ps €y, €5 € A (T2) de la

3
figure 4 , provisoirement orientés.

Disons que x1 et x2 sont les générateurs canoniques e, et e, munis des

orientations ci-dessous.

13
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Figure 4 3 . 2

Le tore T2

1

Si y est une courbe simple orientée, y = mx1 + nx, , on trouve :
ile;,y) = Inl, ifey,y)=Im ileg,7) = [n-mj
Ces trois nombres déterminent ¥ dans A , mais les deux premiers ne suffisent pas.

Ils forment un "triangle dégénéré" dans le sens que l'un d'entre eux est égal a la
somme des deux autres.

Je vais considérer maintenant le simplexe standard muni de coordonnées bary-
centriques X1 , X2 , XB (Xi =0, Exi = 1) . 1l se décompose dans les quatre
régions indiquées sur la figure 5.

inégalités du triangle

Figure 5

On va noter (< v) le domaine ol les inégalités (larges) du triangle sont vérifiées ;
le bord 3(< v) correspond aux triangles dégénérés. Le simplexe standard étant
regardé dans ]Rz , par cdne(8(< 7)) , on entendra le cbne en demi-droites de centre
0 s'appuyant sur 2(<v) .

i(e,,7)
A chaque vy € /S , on associe les nombres Xj = 4‘__31—69-7) , J=1,2,3 ; un
J

calcul simple montre que 1'on peut identifier par la 2) a 1'ensemble des points ration-

nels de 3(< v)

Lemme A. Soit 8 € § . Il existe une fonction
¢B : clne (d(< 7)) == ]R+ ,

14
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continue, homogene de degré 1 (pour la multiplication par les scalaires positifs) telle

que, pour tout « € /S , on ait :

i(a :B) = QB (i(aye-l)y 1(0‘ yez)r i(a,QB))

Preuve. On peut donner une construction explicite comme suit. Disons que B est

représenté par mx 1 + nx m,n€ Z, (m,n) =1 . (Cette représentation comporte la

2 ’
seule ambiguité que -mx 1= Xy correspond aussia B .) Sur la surface du cdne
X3 = X1 +X2 , on posera
X2 %
2 (X)X, Xy) = }det( - D) \
Sur les deux autres faces, on posera :
X2 X1
X, X ,X.) = |
@y (X pXyXg) = | det( < T)

A 1'intersection des faces, ces formules se recollent et ¢ a les propriétés

B

voulues. O

Remarque. ¢ est linéaire par morceaux, propriété qu'on retrouvera pour les

autres '"formules explicites" de la théorie.

Considérons maintenant une suite ()tn,ocn) avec An € ]R+ , an € /5 telle
que, pour tout g € J, la suite )\n i(an,ﬁ) converge. Notons lim (kn,an) la fonc-
tionnelle

lim ()\n,an) B) = lim A 1(an,B)
Puisque @B est homogene, on a :
lim (A 0’ an)(B ) = @B (1im(x 0 an)(e1) , lim(x 0 an)(eZ) , lim(x 0 an)(eB)) .
Ceci implique que la bijection de ]R+ x A , egardée dans ]R_é , sur les rayons

rationnels de cdne d(< v) se prolonge en un homéomorphisme homogene :

P+x/5 Y céned(= v) ¥ R2

Ainsi, dans P(]Ré) , onobtient § < s!

Considérons maintenant un feuilletage mesuré & de T2 . On peut prouver que
3 n'a pas de singularités et qu'il est transversalement crientable (ceci résultera
d'une formule simple du type Euler-Poincaré) ; comme feuilletage mesuré, il s'iden-
tifie alors a une 1-forme fermée non singuliere. Celle-ci est isotope a une unique

forme lindaire (= 1-forme a coefficients constants dans les coordonnées canoniques
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2 -
de T) [10] . Si westlindaire , chauuccour i
) , chaque courbe y - m_\] + NN est ou bien transver-

sale a @ , ou bien contenue dans une feuille @ done. W Hw.y) o owoest dé-

terminé au signe pres par o _n w )
€ au signe pres par lw,¢ ]). Hw ,cz).llu, '“i) <o demme Boest alors clair.
Lemme B. Soit 3 un feuilletage mesurd de T2 . Alors
o T(= . . o,
10 I(3 ,e1), 1(3 ,e2), I1(3 ,93) forment un triangle dégénéré.

22 siget, ona

1
ou @B est la fonction du lemme A .

I(J ?/3) - IIDB (1(3,@ )y 1(3,@2). 1(3;‘\\ ))

Le premier point se lit sur les figures suivantes

A : S
/ } 4 -
, | |
3 1 //
€2 i / |
A
I R VA
1
(5 ,e5) 1 ,e) L(5,e)
[(F,e)+1,e,) 1 ,0p) =108 0y & ey = 1E ey
Figure 6
Par conséquent dans P(lRé) , ona towl (7)) - b3

Au paragraphe IV, on a défini 1'espace de Teichmiiller dans le contexte x < O .
Pour T2 , on peut donner une définition analogue en considérant les métriques plates
(K =0) telles que Aire T2 =1 . [ Cette condition de normalisation est inutile dans le

cas hyperbolique, ol la forme d'un objet détermine déja son volume. i

Remarque 1. Au lieu de cette normalisation, on pourrait travailler avec des métriques
plates a un scalaire > 0 pres.

D'autre part, si T2 est muni d'une structure complexe, son revétement uni-
versel T‘Z est isomorphe a € et le groupe des automorphismes de € , z F «az +j,

a,3 € C, coihcide avec le groupe des transformations directes de ]R2 préservant la

16
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métrique euclidienne a un scalaire prés. A partir de la, on déduit facilement 1'équi-
valence de notre définition de 3 avec la définition traditionnelle : '"l'ensemble des

‘ 2 .. . .
structures complexes marquées sur T~ , a isotopie pres" .

Remarque 2. Une structure plate sur T2 possede une structure affine sous-jacente.

Si 1'on fixe deux générateurs de 171(T2) » ey e la structure affine sous-jacente a

,
la métrique p est déterminée de la maniere suivzante : la donnée de toutes les géodé-
siques de la classe € » qui sont des courbes fermées paralléles, ainsi que des nom-
bres dist (A,A') /dist (A',A") € ]R+ correspondant a trois géodésiques du systeme
e - Il est facile de voir que toutes ces structures affines de T2 sont isotopes entre
elles. Ainsi, on pourra toujours représenter un élément de J par une métrique plate
p dont la structure affine sous-jacente est la structure canonique (ce choix sera tou-

jours fait dans la suite) ; autrement dit, les droites usuelles sont les géodésiques de

P ele.)

A p € J , on peut associer (X1,X2,X3) , XJ = ‘k\:p &) ol p(ej) est la

longueur de la géodésique eJ dans la métrique p .
Lemme C. L'application ci-dessus est un homéomorphisme 3 — int (< 7)

Preuve. Il est clair que (X1 ’XZ’XB) vérifient les inégalités du triangle. Soit A un
triangle dans ]R2 ; chaque fois qu'on assigne a ses c8tés trois longueurs vérifiant

les inégalités du triangle, on détermine sur ]R2 une unique métrique plate compatible
avec la structure affine ; elle est invariante par le groupe des translations, donc

induit une métrique sur T . Ceci prouve la surjectivité ; pour 1l'injectivité, on remar-
que que deux métriques plates, de structures affines standard, ayant les mémes lon-

gueurs des c8tés de A sont identiques. La topologie est laissée au soin du lecteur. O

Autrement dit, la composée

3 0y ]Ré proj. 5 ]R*(.ehez,e:;)

est un homéomorphisme de J sur son image. Pour voir que @ x estun homéomorphisme
sur son image, il faut remarquer que la longueur d'un segment linéaire donné dépend
continfiment des longueurs assignées a e1 , e2, e3 (trigonométrie classique !).
On a
e*(a') N I*(ms) = ¢
En effet, si w est une forme différentielle, il existe une suite Yh de courbes simples

fermées telles que S w = 0 ; si o, désigne la classe de 7 dans $ , ona
“n
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I*(w)(an) =+ 0, alors que pour une métrique donnée les longueurs des géodésiques
fermées n'approchent pas de O .

Pour démontrer 1'analogue du théoreme 4 pour le tore T2 , il ne reste qu'a

prouver le lemme suivant.

Lemme D. Soient p, une suite de métriques plates normalisées (de la structure
affine canonique), )\n une suite de réels positifs et «w une forme lindaire. On
suppose que, pour j=1,2,3,
—— \
Ay g le) — 1§ wl

e,
J

Alors, pour toute géodésique fermée « ,

A, ey (@) — 'Sa“ :

Preuve. On note p'n la métrique )‘n I Traitons le cas ou w est sur la face
X3:X1 +X2 du cbne d(< v) (figure 7) et ge w #0 pour i=1, 2.
i

Figure 7

Orientons e;i , J=1,2,3, de sorte que Se w = 0. Soit alors Gn la mesure de
1'angle (e1,e
On a

[D,'](e3)]2 = [oyle) 32+ (o} (e) 122 pi(e)) pl(ey) cos &

rb s 1 J
2) dans la métrique o .

L'hypothese implique donc que cos en tend vers 1. Si « estun segment lindaire,

a=a.e +a,e a €ER, ona :

19173 23y

[p;l(a)]z = a? [p'(e1)]2 + ag [,or'](ez)]2 + 2a1a2 pr'l(e1) pr'l(ez) cos Gn

n

o ()12 — [a1§e1w+a2382w ]2: [ «1°. o

o4
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Pour 12 , 1'analyse du théoréme 5 est triviale. Quant au théoréme 6 dans
le cas du tore, il se réduit a la propriété spectrale bien connue des applications

linéaires.
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