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EXPOSE 3

RAPPELS DE GEOMETRIE HYPERBOLIQUE EN DIMENSION 2

ET

GENERALITES SUR i : & x 8+ R

par V. POENARU

§ 1. - Un peu de géométrie hyperbolique
§ II. - L'espace de Teichmiiller du disque a deux trous

§ III. - Génédralités sur 1'intersection géométrique des courbes simples
etsur i : A x 4R,

§ IV. - Systemes de courbes simples et isométries en géométrie hyperbolique

§I. - UN PEU DE GEOMETRIE HYPERBOLIQUE

On considere une surface compacte M , munie d'une métrique riemannienne
de courbure -1, pour laquelle le bord est géodésique, s'il est non vide. Le revéte-

. ~ . oo N . . 2 ‘
ment universel M est isométrique a un domaine du plan hyperbolique H™ , bordé

éventuellement par des géodésiques de ]H2 .

Lemme 1. Soient a et B deux arcs géodésiques distincts de M , ayant les mémes

extrémités. Alors la courbe fermée o U 8 n'est pas homotope a zéro.

Démonstration. Si « U B était homotope a zéro, elle se releverait en une courbe

fermée de M . Mais deux géodésiques de ]H2 ne peuvent se couper en deux points.
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EXPOSE 3

Cette propriété de ]H2 résulte par exemple de la formule de Gauss-Bonnet
pour un disque D muni d'une métrique riemannienne pour laquelle le bord est un poly-

gone géodésique, on a toujours

Sg K = 27 - I (angles extérieurs) ,
b
ou K désigne la courbure. O

Lemme 2. Soit V une variété riemannienne compacte a bord totalement gdéodésique.
Dans chaque classe d'homotopie (libre) d'applications 51 + V , il existe une immer-

sion géodésique, dont la longueur minore la longueur des lacets de la classe.

],V] , un nombre € > 0

Démonstration. On se donne une classe d'homotopie « € [S
et un entier N ; onpose L =Ne . On choisit ¢ plus petit que le rayon d'injectivité
de 1'exponentielle et N assez grand pour que « contienne au moins une courbe de
longueur = L .

Soit I(a,e,N) l'espace des applications continues S1 <+ M dans la classe « ,
formées d'au plus N arcs géodésiques de longueur < e . Cet espace, muni de la
topologie compacte - ouverte, est compact . La fonction longueur y est continue. Soit
¢ une courbe réalisant le minimum de la longueur dans 1(«,e,N) . 1l est facile de
vérifier que ¢ est en fait lisse (si >\ s 0, I'hypothése que 3V est totalement
géodésique intervient ici).

Pour voir que la longueur de ¢ est un minorant pour toute la classe « , il
suffit de remarquer que, si C est une courbe rectifiable dans o , de longueur < L ,
il existe une courbe appartenant a I(«,e,N) , de longueur inférieure ou égale a celle

de C . O

Remarque. Sans compacité, avec la seule hypothése que la métrique est complete, on
voit que chaque élément de 171(V,x0) est réalisable par une géodésique fermée, qui,
en général, n'est pas lisse en Xg -
Lemme 3. Pour chaque transformation de revétement T de M au-dessus de M , il
existe une unique géodésique invariante par T . Elle releve la géodésique fermée
lisse de M qui est dans la classe d'homotopie libre désignée par 1'élément « de

771(1\r1,x0) correspondant a T .

Démonstration.

1) Existence. Voici d'abord une démonstration qui n'utilise pas d'hypothese
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GEOMETRIE HYPERBOLIQUE

de courbure. On prend comme modele de M 1'ensemble des chemins continus

{o: [0,1] =M le(0) = xo} quotienté par la relation : homotopie a extrémités fixées.
La projection p: M= M est donnée par ¢ +— (1) . Le chemin constant définit le
point-base de M . Soient Y € M, p(¥) =y et x unchemin de M tel que x(0) =y ;
le relevé de x dans M a partir de ¥ est la famille a un parametre de chemins de M ,
obtenue en tronquant le chemin ¥ % X ; cette famille commence avec y et finit avec

v % X lui-m@me. L'action a gauche de w (M,xo) sur M se définit comme suit :

1

pour « € T (M,xo) , que l'on représente par un lacet ¢ , et pour ¢ € M , on pose

1
T, ) =0 %y .

Ceci étant, considérons 1'élément « pour lequel T = Ta . D'apres le lemme 2,
sa classe d'homotopie libre contient une géodésique fermée lisse g 1 Soient x 1 un

point de 1'image de g1 et X un chemin joignant x. a x celui-ci est choisi en

4 o R , \
sorte que A * g1 * A appartienne a « . Si A * g est le relevé de A % g1 a

partir du point-base de M , ona
—
XFe, () = A xg # AT () = T (X))
Donc, si on prend dans M 1'image de ﬂ/g1 et de tous ses translatées par T |,
n € Z , on fabrique une composante connexe de p—1()\ % g) , consistant en une géodé-
sique g de El et en segments relevant X , comme dans la figure 1. Par construction,

g est invariante par Ta .

Figure 1

Une seconde démonstration de 1'existence qui utilise le fait que M est une
surface compacte munie d'une structure hyperbolique est la suivante :

La transformation Ta est une isométrie de ]H2 . Comme Ta n'a pas de point
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fixe, elle ne peut &tre elliptique. D'autre part, si ¢ est une isométrie parabolique
de ]H2 (unique point fixe, qui est sur le cercle a 1'infini) , alors pour tout € > 0

il existe x € lH2 tel que d(x,¢(x)) <e . Si To< est parabolique, ceci implique
1'existence de géodésiques fermées de longueur arbitrairement petite sur M , ce qui
est interdit par la compacité. Donc Ta est hyperbolique (deux points fixes sur le
cercle a l'infini) ; la géodésique g de JH2 , qui les joint, est donc invariante par
Ta . Alors g/Ta est une géodésique fermée lisse dans la méme classe d'homotopie

libre que o .

2) Unicité. Soient g, et g, deux géodésiques distinctes de M , invariantes
par T . Si g4 M g est non vide, 1'intersection consiste en un point unique, qui doit
&tre invariant par T ; ceci est impossible.

Donc g, N g, = ¢ . Soit x € g, bar x, on mene la perpendiculaire a g,
on note § ce segment géodésique. On remarque que T6 (15 =@ , sinon on aurait un
triangle géodésique dont la somme des angles (intérieurs) serait > 7 .

Maintenant g1 , g2 , 8, T(8) forment un quadrilatére dont la somme des
angles est 27 (voir figure 2) , ce qui est impossible d'aprés la formule de Gauss-

Bonnet (ou d'aprés un raisonnement élémentaire).

Figure 2

]

Lemme 4. Soit « un élémentnon trivial de 171(l\l,x0) . Alors, il existe une unique

gdodésique fermée lisse dans la classe d'homotopie libre de « .

Démonstration. L'existence est déja assurée par le lemme 2 . Supposons que g4 et

g'1 soient deux telles géodésiques. La partie "existence" de la démonstration précé-

dente nous fournirait alors deux géodésiques distinctes de M , invariantes par Ta .
Mais la partie "unicité" du lemme précédent nous dit justemerit que cela est

impossible (utiliser que 171(1\'1,.\'0) n'a pas de torsion).
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GEOMETRIE HYPERBOLIQUE

§II. - L'ESPACE DE TEICHMULLER DU DISQUE A DEUX TROUS

Le pantalon P2

Figure 3

Le pantalon P2 (disque a deux trous) est le "building-block" fondamental
de la théorie des surfaces. Je rappelle (exposé 2) que Dit‘f+(P2, 61 , 62, 63) est
contractile ; en particulier un difféomorphisme, qui conserve 1'orientation et envoie
en elle-m@me chaque composante du bord, est isotope a 1'identité.

Si p est une métrique de courbure -1 sur P2 , pour laquelle chaque compo-

sante du bord est géodésique, on dit que (Pz,p) est une P2—surtace deTeichmiiller.

Par définition, deux surfaces (Pz,p) et (P2,p ') sont équivalentes s'il existe un
difféomorphisme © de P2 , isotope a l'identité, tel que <p*p =e' . Vuque

Diff (P a , 0 ) est connexe, l'ensemble des classes d'équivalence, qui par défi-
mtlon est l'espace de Teichmiiller 3J(P ) de P2 , s'identifie au quotient H(P )/lef ,
ou H(P ) est 1'espace des métriques riemanniennes de courbure -1 pour lesquelles

le bord est géodésique

) = H(P? / Dit,

On munira Ji(PZ) de la topologie c” et J(Pz) de la topologie quotient. On
a une application naturelle continue
2 *,3
-+
)+ R

L : #(P = {triplets de nombres > 0}

définie par :
Lip) = (¢,(,P%), ¢ (2,P%)
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ou ep désigne la longueur dans la métrique g . Ceci induit une application qu'on

désigne par la méme lettre

L 3(P?) o (R

3
Théoréme 5. L'application L : J(PZ) - (JR?:) est un homdéomorphisme. De plus,
L: %P9

* . .
-+ (]R'+)3 admet des sections locales continues.

La classification des P2—surfaces de Teichmiiller se déduit de la classification
des hexagones droits hyperboliques car un pantalon hyperbolique est de facon naturel'e
obtenu en recollant deux hexagones isométriques comme 1'indique le lemme 7 . D'autre
part, un hexagone hyperbolique "abstrait" X , ou chaque angie est droit et olt chaque
cdté est géodésique est isomorphe a un hexagone du plan le ; pour le voir, on utilise
X comme domaine fondamental et on fait des symétries autour des c¢dtés de X pour
construire une varidté hyperbolique simplement connexe et complete Y ; d'apres un
théoreme classique (Hadamard-Cartan, [27) , Y est isométrique a H% . On s'inté-
resse donc en premier lieu a I'ensemble Hex des classes d'isométrie directe d'hexa-
gones de ]H2 , dont les angles sont droits, dont les cbtés sont géodésiques et qui sont

b a b, les c8tés ,

1 G20 P20 930 03
nommés a partir du point base en tournant dans le sens rétrograde (figure 4) .

équipés d'un sommet privilégié. On notera a_ , 01 ,

Lemme 6. Les longueurs 2(a1) , 2(a2) , E(aB) établissent une bijection de Hex sur
w*)’ .
. _ a

Figure 4

somimet g
b3
Démonstration. 1) Existence. Soient 81, 22, 83 >0 . On veut construire un hexagone
X dans JH2 , tel que e(ai) = ¢ pour i=1,2,3.
On commence par fixer trois géodésiques G, G' , G" comme dans la

figure 5 ; G et G'" sont distantes de 21 . Soient x € G et L‘( la perpendiculaire a
G issue de x ; si x est suffisamment loin de XO y LX ne rencontre pas G" (On
suggere au lecteur de faire ce dessin dans le modele de Poincaré) . Soit x(¢ 1) le

point de G le plus proche de Xg qui vérifie
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GEOMETRIE HYPERBOLIQUI

On pose f(€1) = d(xO,x(21)) .

(;ll

Figure 5

On fait la construction de la figure 6 ; elle est déterminée a isométrie preés

par les nombres ¢

Figure 6

Soit u(\) la distance de G”1 a G”2 ; c'est une fonction continue de la
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longueur X , telle que u(0) = 0 et u(+x) =+ (pour faire varier X , on utilise le
fait qu'il existe un groupe a un parametre d'isométries de IH2 , laissant G invarian-

te) ; elle prend donc toute valeur positive. D'ou I'existence de X .

2) Unicité. Comme on vient de le voir, la donnée de trois cotés consécutifs
d'un hexagone le détermine completement.

Donc, si les hexagones droits X et X' de la figure 7 vérifient 21 = e(ai) =
e(a 'i) et ne sont pas isométriques, alors les longueurs e(b3) et ¢(b '3) ne sont pas
dgales ; disons que E(blj) > E(bB) .

a2

e - 2a) - 2a))

Figure 7

C'est un petit exercice de géométrie hyperbolique de voir qu'il existe une per-

pendiculaire (unique) de b3 a a, dans X . Elle décompose les longueurs de b3 et

a, comme sur la figure 8 : E(b3) ~a+8, a

2 =y +0 .

5

Figure 8
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GEOMETRIE HYPERBOLIQUT:

Figure 9

1
3
deux extrémités, comme dans la figure 9. Dans cette figure, tous les angles marqués

Dans X' , on éleve des perpendiculaires a b, a des distances o« et B8 des

d'un trait sont égaux a m/2 ; les autres ne le sont pas nécessairement.

La figure 9 porte une contradiction puisqu'ony voit ¥ +6 >y +§ . [
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Remarques. 1) L'unicité que nous venons de prouver peut s'interpréter de la facon
suivante : E(a1) et e(a3) étant fixdes, la fonction 2(b3) - 2(a2) est monotone ; ou

encore, la fonction X = g (A) (figure 6) est un homéomorphisme de R .
+

2) En se référant aux notations de la figure 4, on peut paramétrer 1'ensemble

2),e(a3)) ou par (e(b1

Hex par (€(a1),e(a
systémes de coordonnées a l'autre se fait par un homéomorphisme de (IRj) 3. [ En

), €(b2), €(b3)) . Le passage de 1'un de ces

effet, on vient de voir que le passage de (2(a1), e(az), 2(a3)) a (€(a1), E(bj), E(a3)) se
fait par un homéomorphisme de (]RI) 3 . Ensuite, on vérifie facilement que la méme

chose est vraie pour le passage de (€(a1), 2(b3), €(a3)) a (E(bB), B(az),E(bz)) , etc... ]

3) Dans la figure 6, on voit que, E] = €(a1) et 23

L= e(az) tend vers 0, alors €(b1) et E(bz) tendent vers +e .

= E(a3) étant fixés, si

La classification des hexagones droits conduit a la classification des pantalons,
car toute P2—surface de Teichmiiller est le double d'un hexagone, comme l'indique

précisément 1'énoncé du lemme 7 .

Lemme 7. Soit une Pz—surface de Teichmiiller.
) r e . 2 C 2 . 2 .
o - P
1° 1l existe une unique géodésique simple gij de P~ qui joint aiP a aJ.P et qui
est perpendiculaire aux deux. Les arcs €12 843 et g23 sont mutuellement disjoints

(figure 10) .
2° Sur 9 P2 , les extrémités de €12 et g découpent des segments d'égales lon-

1 2 2 13

gueurs. Idem sur 3,P~ et aBP .

2

Figure 10
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GEOMETRIE HYPERBOLIQUE

Démonstration. 1) Un chemin de plus petite longueur joignant aiPZ a BAPZ rencontre
le bord orthogonalement en ses extrémités (formule de la variation premiere [27) .
On en déduit tout de suite que c'est un arc simple. Pour l'unicité, on remarque que
la classe d'homotopie est fixée par la condition d'étre simple ; par un argument de

courbure négative analogue au lemme 3 , on obtient le 1° .

2) Les arcs 812 découpent P2 en deux hexagones droits. Ils

et
813 © 853
sont isométriques car ils ont trois cdtés égaux. G

Démonstration du théoreme 5.

PR R
hexagone droit X avec E(ai) = 21/2 pour i=1, 2, 3 (lemme 6) . Pour former le

1) Existence. Etant donnés ¢ on peut construire un unique

pantalon, on prend deux exemplaires de X que 1'on recolle le long de b1 , b2 et b3.
2

Ainsi, ona : E(OiP ) =2 e(ai) = ei . Ceci donne la surjectivité de L .

2) Unicité. Soient p', p" € H(PZ) , telles que ¢, = Ep,(aiP2) = ep..(bi(PZ)) s
pour i =1, 2, 3 . On va prouver qu'il existe f € Diff+(P2,a1,62,63) , qui transporte
e' en p'" .

D'apres le lemme 7, (P2,p') = x'1 L x'z ot (P2,p1) - x"1 U x"2 , ou
1 ! n " c % t2 83
X 17 X2 , X 1 X 2 sont des hexagones droits, paramétrés par ( 33 ?)
"
Donc, il existe une isométrie positive de X'1 sur N etde X'2 sur X','2 ; le f

cherché est la "rédunion" de ces deux isométries.

3) Continuité. On vient de voir que 1'application continue
L : 5P — (]Rj:)B
est bijective. Pour prouver que L-1 est continue, il suffit de prouver que
L: #(P% -+ (R’
changer de coordonnées dans (IRr) 3 , en passant des longueurs des courbes du bord

(figure 10) . Ceci

admet des sections locales continues. Ce sera plus commode de

aux longueurs ¢ des géodésiques g12 y

e [
127 ‘237 “13 €237 843

donne une nouvelle application continue :

2 *
PR — (R
et il suffira de prouver que A possede des sections locales continues.

On commence par quelques préliminaires. Soit E la partie de JR2 qui est
réunion de

EO:{—1S y< +1,x=0} etde E1: {-1=y=< 0,0 x< 1} .

On va définir COO(E) comme 1'ensemble des fonctions f: E + R telles que
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£l EO € COO(EO) et f| EJ1 € COO(E1) . On a une topologie naturelle sur C‘%(E) provenant
des topologies c” de Cm(EO) et COO(E1) .

. - . . . o 2
Lemme 8. Il existe une application continue € : C (E) » € (R®) telle que

e(f)|E = ¢

Démonstration. Soit f € COC(E) . En utilisant un résultat de Seeley [3] , on peut

étendre les dérivées normales de f| EO M EL1 a EO tout entier. Ceci nous donne une

premiére extension de COO(E) dans les jets infinis de Whitney sur E (on utilisera ici

le fait que E_ et E1 sont régulierement situés). Ensuite, on applique le théoreme

0 _
d'extension de Whitney 147 . [

Par définition, un hexagone tronqué est un ensemble formé du bord d'un hexa-

2 g .
gone Cc” de R” et des voisinages colliers de trois cbtés alternés (figure 11) .
La structure c” de 1'hexagone tronqué Z est localement (la ol il pourrait
y avoir des problemes) comme celle de E . A partir du lemme 8 et de raisonnements

classiques, on établit le lemme suivant.

Figure 11

Z = hexagone tronqué

Figure 12
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Lemme 9. Soit Plgt (Z,IRZ) 1'ensemble des plongements c” de 24 dans IR2 , muni
de la topologie CQo . Si ¢ (an,O) -+ Plgt (Z,IRZ) est un germe d'application c” ,
on peut relever ¢ en un germe & : (an,O) -+ Diff(]Rz)/ tel que @®(0) =Id et

o(t) = &(t) 0(0) .

Soit maintenant EO =( 2(1)2, 2(2)3, 2:)3) € (]Rj:)3 et X(@O) un hexagone hyperbo-
lique droit de ]H2 paramétré par 20 . Soient 01 et G& deux géodésiques portant
#\ 3
)

deux cbtés consécutifs de X(BO) . Pour ¢ voisin de ¢Y dans (]R+

comme X(EO) (figure 12) . Pour chaque ¢ ,

, on considere

2
le double de X(2¢) le long des cbtés "marqués" (ceux dont les longueurs sont les

1'hexagone X(¢) reposant sur (j1 UG

parametres eij) est une variété hyperbolique, notée 2X(¢) ; elle est difféomorphe
a p?.

1l s'agit de trouver un difféomorphisme ¥(2) : 2X(2) - 2X(€O) , de sorte que
la métrique p(2) , image de la métrique naturelle de 2X(¢) par %(¢) , dépende
continuement de ¢ comme élément de N(ZX(QO)) .

Pour ¢ > 0 petit fixé (indépendamment de ¢), on considere dans X(¢) les
colliers géodésiques de rayon € le long des c6tés marqués ; on associe ainsi a X(2)
un hexagone tronqué Z(¢) . Chaque rectangle de Z(2) est feuilleté d'une part par
les géodésiques orthogonales au cdté de 1' hexagone, et d'autre part par les trajec-
toires orthogonales a ces géodésiques. Il est facile de construire un germe d'appli=-
cation continue

o+ (R, 0 — Plgt(2(:%),RY
tel que : 1) go(eo) soit le plongement standard ;
2) o(e)[2(:)7 = z(e) ;
3) ©(2) respecte le nom des c8tés marqués et les feuilletages des rectangles.

Par le lemme 9, il existe un germe

% — Plgt(x(eY),R?

v o ((lef)3 , 2
tel que ¥(e)] Z(QO) =¢(2) . La condition 3) assure alors que 2¥(?) est un difféo-
morphisme des doubles 2X(80) =+ 2X(¢) . D'autre part, la construction assure que la
métrique sur X(ZO) , déduite de la métrique naturelle de X(¢) via y(¢) , dépend

continument de ¢ . Ainsi Z(Q) =[2y(e) 1-1 a toutes les propriétés requises. O
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§II. - GENERALITES SUR L'INTERSECTION GEOMETRIQUE
DES COURBES SIMPLES ET SUR i :.4 x 4 + R |

Dans ce qui suit M est une surface orientable de genre g > 1 . Pratiquement,
on n'explicitera que le cas ou M est fermée ; les adaptations au cas a bord non vide
sont laissées au lecteur. Je considére 1'ensemble 4 des classes d'isotopie de courbes
simples de M non homotopes a zéro. Pour o, 8 € 4, on définit i(«,8) comme le

nombre minimal de points d'intersection d'un représentant de « avec un représentant

de B . On en déduit une application
i o A — ]R+
Dans tout cet exposé, on utilisera plusieurs fois le théoreéme suivant dii a
D. Epstein [ 1] : soit fy s+ M un plongement a deux cdtés (fibré normal trivial)

qui n'est pas le bord d'un disque ; si f1 est un plongement homotope a fo , alors f

et f1 sont isotopes. [ Avec un point base, la méme chose est vraie si f

non plus le bord d'un ruban de Mdbius. ]

0

1
o N est pas

Dans le méme article, on trouve la version relative : si N est une surface a
bord et si A, B sont deux arcs plongés avec dA =3B =AMN3IN=BMN 3N, homo-
topes a extrémités fixes, alors A et B sont isotopes rel d .

On utilisera aussi les deux faits suivants que 1'on peut lire dans [1 ] :

Toute courbe simple homotope a zéro sur une surface est le bord d'un disque
(conséquence du théoréme de Jordan-Schonflies) .

Sur une surface, un plongement du cercle a deux cdtés n'est pas homotope a

une application qui revét k fois, k > 1, une courbe simple a deux cotés.

Proposition 10. Soient a'o et «' deux courbes simples de M , non homotopes a

1

z8ro et se coupant transversalement. On suppose leurs classes d'isotopie %, et o,

distinctes. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.

1 1 . .
1° card(aoﬁa1)_1(a0,a1) ; .

1 est non-homotope a

2° Toute courbe simple formée d'un arc de o((') et d'un arc de «
zéro dans M .

3° Soient EO et Z1 des composantes connexes respectivement de p_1(a'0) et

p-1(oz'1) dans le revétement universel p : M- M ; ona card( EO N 31) < 1.

1

4° 1] existe sur M une métrique riemannienne p de courbure -1, telle que ozo et

' . s
« 1 soient des géodésiques.
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Démonstration. Le lecteur remarquera que les implications suivantes sont immédiates.

1° = 2° ; en effet, une courbe simple y de a U a qui est homotope a zéro

1 b
dans M, estle bord d'un disque D ; de plus, y est 1'union d'un arc de ao et d'un

s . 1
arc de o' a travers le disque D , on peut faire une isotopie de « 1 qui diminue

17

. . . 1
son nombre de points d'intersection avec « 0"
3° — 2° par la théorie des revétements.

4° —5 2° et 3° par le lemme 1 .

. 1 1 .
Lemme 11. Si card(ao O a1) > i(ao,

de a N oc et deux chemins (non nécessairement simples) PO s 1" JOignant q1 a.

o 1) , il existe deux points distincts q et a,

a5 Pespectivernent sur o' et o tels que le lacet singulier 1" * F soit homo-

0 17
tope a zéro dans M . Donc 3° == 1°.

1

Démonstration. Par hypothése, il existe une isotopie h,: S' » M, t€ [0,1], telle

t
parametre a'o 1(51) vérifie

carc(h (S )N a' ) < card(a Na' )
en pOblthﬂ generale par rappor't a o'

que h et que h

0

On pourra suppo,&,er l'1sotopie h

’
1 1

Ainsi h”~ (a1) est

t

¢ est-a-dire que h: S' x [0,1] M soit transversale & «'

1
une sous-variété de dimension 1 transverse au bord qui possede quatre type de compo-

santes connexes, représentés sur la figure 13.

1 -
S X{]) 1I
1V

III

Figure 13

Les points Qs 9y 43 - de cette figure sont exactement les préimages,

par le plongement h des points d'intersection a' Mo L'hypothese signifie

0’ 1°
qu'il existe au moms une composante F du type I ; on obtient I"O en choisissant
1 l0,17.
a

1'arc q1 4 de S x {0} qui est homotopea F , a extrémités fixes, dans S

Lemme. 2° = 3° .

~

Démonstration. Si des composantes ZO et o, se coupent en plus d'un point dans M R
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il est facile de trouver un disque £ plongé dans M dont le bord est 1'union d'un arc
de o et d'un arc de 51 . Sur &, on voit p_1(av0 U oe'1) comme sur la figure 14,

ou p_1(a'0) est en pointillés et p_1(a'1) est en traits pleins.

Figure 14

On peut trouver un disque 6 (minimal) dont le bord est aussi réunion d'un arc

plein et d'un arc pointillé et dont I'intérieur ne rencontre pas [)_1(05(') ‘ a;) L. Yiimmer-
sion p plonge le bord de § a cause de la minimalité. Maintenant,
on peut affirmer que p plonge § , car une immersion en codimension O qui plonge le
bord et dont 1'intérieur ne recoupe pas le bord est un plongement (le nombre de points

de la fibre est localement constant). O

Ainsi, on a prouvé 1'équivalence des points 1°, 2° et 3° de la propriété 10.

Il reste a prouver 1° == 4° . Ceci se déduit immédiatement de la proposition
12 et du théoreme 15.

n

Proposition 12. Soient a'o y oy et oz'1 trois courbes simples de M , non homotopes

a zéro. On suppose
1° a'o et o:"o appartiennent a la méme classe d'isotopie on , qui est distincte de la
classe a1 de a'1 ;
1 1 " ! R
0 = = .
2 Card(aoﬂ o 1) card(aoﬁ o 1) 1(040,041)
1

sur
0

Alors, il existe une isotopie ambiante de la paire (M,a'1) qui pousse o
"

C(O.

Complément. Selon la méme démonstration que ci-dessous, la proposition est encore

valable si ai1 est un arc simple représentant un élément non trivial de 1r1(M, OM) .
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1

7

Démonstraticn. Soit h: S x (0,11 » M une application transversale sur a1 , dont
la restriction h! st {0} (resp. h] st « {1}) paramétre a'o (resp. a'b) .

Lemme 13. Les composantes fermées de h-1(a'1) sont homotopes a zéro dans

s «fo,1].

Demonstration. Soit y une composante de h-1(oz'1) , hon homotope a zéro dans

s' x [0,1] ; alors y estisotope au bord. Soit d le degré de h: y = oz'1 . Onne

. . 1 . N ,
peut avoir d =0, sinon ao serait homotope a zéro.

On ne peut avoir |d| > 1; sinon, un multiple non trivial de a’1 serait libre-
'0 . Ceci est connu comme impossible

(voir 1a réterence a Epstein citée au début du paragraphe). Si |dl 1, c'est que

ment homotope a une courbe plongdée, a savoir «

1 N ! —
ao est homotope a a1 , cequ'on aexclu. L

Fin de la démonstration de la proposition 12.
N - !
A partir de la, les composantes de h 1(0( 1) sont des types I, II, III, IV dela

figure 13. En fait, par la seconde hypotheése, I et IV n'existent pas. Ceci étant,
) = 0, il est facile de tuer les composantes du types III. Si, apres

1 t "
0 e OZU

dans M - a'1 et on a la conclusion par extension d'isotopie a support dans M - oz'1~ .

Sinon, il reste des composantes du type II , que I'on peut rendre verticales. Mais,

|}
comme (M,oz1

|l
cela, h («a 1) est vide, on conclut que «

sont homotopes (donc isotopes)

en général, 1'application h ainsi construite est singuliere et ne donne pas une isotopie.
Soient SprecesS, les points de h—1(a'1) I S1 x {0} ; ils découpent le cercle

17+ o1, et, puisque h‘1(a'1) = {51} x [0,1]JU ... U {sn} x [0,1],

on peut penser que h| I x [0,1] est une homotopie propre (r.e. : le bord bouge dans

en intervalles I

le bord) entre deux arcs plongés de la surface N obtenue en coupant M le long de oz'1 .
Remarquons que, par 1'hypothése 2° , pour tout k , hlIk x {0} représente un élé-
ment non trivial de 1r1(N, ON) . La proposition 12 s'obtient donc en appliquant a cha-
cun de ces arcs le lemme 14 ci-dessous, qui généralise la version relative du résultat

d' Epstein déja cité. O

Lemme 14. Soient une surface N , abord, et Yo y1 deux arcs proprement plongés
dans N . Soit h: [0,1] x [0,1] = N une homotopie propre entre ces deux arcs :
h(t,0) (resp. h(t,1)) paramétre 0 (resp. y1) et h(O,u) , h(1,u) appartiennenta 3N
pour tout u.

Alors h est déformable, rel.[0,1] x {0,1}, en une isotopie de Yo a 7 -
De plus, si h(0,u) = h(0,0) pour tout u (resp. et h(1,u) =h(1,0)) , alors la défor-
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mation peut se faire a travers des applications ayant les mémes propriétés.

Démonstration. Comme toujours en pareille affaire, le lemme est clair si Yo et 7,
ne se touchent qu'en leurs extrémités ; en effet, 70 et 74 délimitent un disque dans
N, atravers lequel se fait 1'isotopie cherchée ; 1'isotopie est une déformation de
I'h wotopie initiale, car N est un espace d'Eilenberg-MacLane.

Pour la disjonction, on regarde le revétement universel p : N+ N ; ony con-
sidere une composante ;O de p_1(70) et 1'union lN”1 de toutes les composantes de
p“1(y1) . Sion apris soin de commencer par une premiére isotopie laissant fixes les
extrémités de Y, Pour rendre card (yo N y1) aussi petit que possible, alors, dfapres
1'équivalence 1° ¢ 3° de la proposition 10 , Yo rencontre chaque composante de
I'. en au plus un point.

1

Soit ;1 une composante quelconque de T’ on note ;1(0) et ;1(1) les extré-

mités de Y Si y, et ¥, Se rencontrent (ailleurs qu'en leurs extrémités), on a
les configurations de la figure 15 . Sur cette figure, les extrémités des arcs appar-

tiennent a des composantes distinctes de dN , sauf mention explicite du contraire.

\1& y\f y . (0)
A v

¥(0)
(1) 0 (1)
,«;‘@ N N ;0(”
\ ~ y.(1)
' X y](U 1
(111) (1v)
Figure 15

Le (I) est exclus ; en effet, cette configuration interdit 1'existence d'une homo-
topie propre de disjonction. De méme, le (II) est exclus dans une théorie ou h(0,u)
est fixe. Par le m&me argument, les configurations (III) et (IV) sont exclues si , en
plus, h(1,u) est fixe.

Ainsi, dans la théorie ou les extrémités sont fixes, le lemme est totalement

démontré.
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Analysons le cas ou 1'origine ;0(0) est fixe ; alors on n'a que les configu-
rations (III) et (IV) . On voit dans N un triangle A . Quitte & changer de compo-
sante ;1 , on peut supposer que int A (M f1 =@ . Alors, p|A estun plongement ;
il y a une isotopie de Yo a support dans un voisinage de p(&) , qui tue au moins un
pomt d'intersection avec 7y 1" On continue ainsi de suite jusqu'a ce que
int 70 N F =@ . On traite de la méme facon le cas ol les deux extrémités sont

mobiles. O

Théoréme 15. La surface M {dtant munie d'une métrique de courbure -1, toute
courbe simple non homotope a zéro est isotope a une géodésique simple. De plus, deux
gdodésiques simples se coupent suivant le nombre minimal de points d'intersection dans

leurs classes d'isotopie.

Démonstration. La seconde partie de 1'énoncé découle de 3° = 1° dans la proposition 10.
Soit f: S1 -+ M un plongement non homotope a zéro ; d'apres le lemme 4 ,
f est homotope a une immersion géodésique g . Soit p : M= M le revitement univer-
sel. Soient f;) ,'fv1 R~ J\Nl deux plongements propres d'images distinctes au-dessus de f ;
soient g0 it §1 les applications géodésiques qui leur sont homotopes. D'apres le
lemme 1, g et @ 1 sont des plongements qui ont au plus un point commun. Montrons
que go et g1 ne se rencontrent pas.
si M est regardé comme 1'intérieur du dlsque de Poincaré ]D , pour i=0,1,
gi a deux points-limites. Puisque 1'homotopie de gi a fi est obtenue par relévement
(x) a fNi(x) est uniformément

~

d'une homctopie dans M , la distance hyperbolique de gi
bornée pour x € R . On sait qu'au voisinage de 1'infini, le d52 euclidien est infini-
ment petit devant le ds2 hyperbolique ; donc, pour x = e | la distance euclidienne
de g.l(,\) a f;(x) tend vers O . Donc ?1 a les mémes points limites sur >D? que Ei .
Alors, si @O et §1 avait un point commun, par un argument d'intersection homologique
(ou par 1'application du théoréme de Jordan) , fNO et ?1 devraient se rencontrer. Ceci
est impossible puisque f est un plongement.

Ainsi on a prouvé que l'image de g est une courbe simple que g revét un
certain nombre de fois. Pour voir que g est un plongement, on applique le résultat

d'Epstein cité au début du paragraphe. ]

On peut donner de ce théoreme une application qui éclaire la condition 3° de

la proposition 10 .

. . i 1 N
Corollaire. Soient « 0 et « 1 deux courbes simples se coupant transversalement.
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On suppose qu'elles ont des composantes Ei (i=0,1) de p_1(a'i) dans le revétement

universel vérifiant card (ZO N 51) =% . Alors leurs classes ao et a'1 dans

sont égales.

Démonstration. Vu 1'hypothese de transversalité, on a card (04'0 a a'1 ) < . Ainsi

il existe des points * € a'oﬁ oz'1 et x,y € EO r 21 , telsque x £y, p(x) =ply) =*.
On oriente chaque arc Ei de x vers y et oz'i comme Zi . Pensons a ozo , & comme
des éléments de 171(M,*) . Le segmentde x a y sur EO (resp. 51) couvre «
' ¢ fois). On adonc dans 171(M,*) 1'égalité

]
N
o~ %1

Maintenant, on munit M d'une métrique de courbure -1 . Si g désigne la
géodésique (unique) de M , invariante par Ta- , onvoitque T K =T , laisse
i o o'
0 1
. . 1 7
invariante e et g, - Donc 89 =8 p(go) = p(g1) et ., a, sont homotopes

0
k fois (resp. «

(librement) a la méme géodésique de M . O

De 1'équivalence 1° <<= 2° de la proposi.ion 10, on déduit 1'affirmation

suivante. Soient o' y ﬁ' , -y' trois courbes simples # 0 de M, avec

T
)

o y'=p'1y' =0 ; sicard o 7 B' est miniral dans M ~y' , alors card o ~ B!
est aussi minimal dans M . Ce critere va &tre utilisé ci-dessous.

On rappelle de 1'exposé 1 que P(]R_:) est 1'espace 'projectif'" associé a
lRﬂ'}-_g et que

. IR_é - oy — P(lRé)

désigne la projection naturelle.

Proposition 16.

1° L'image de i_ est contenue dans ]Ré - {0} .

X

2° L'application mi (en particulier i*) est injective.

Démonstration. Il suffit de prouver que, si a1 £ o, €k, il existe g8 € A tel que
ila,8) = 0 Filay,p)

Si i(m1 2);ZO , il suffit de prendre B:a1 .

des courbes simples aq1 € 041 et 04'2 € a2 , telles que oz'1 N c:'2 =@ . En coupant
17 on obtient une surface N contenant 04'2 en son intérieur.
Comme oz'2 n'est pas isotope a 04'1 , il existe dans N une courbe B8' non

'2 dans N . Si oz'2 ne sépare pas N, onprend 3' avec

,Q Si i(a1,cu2)=0, il existe
M le long de o

disjoignable de «
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card(8' N a'z) =1. Si a'2 sépare N en N, et N, , onprend g’ =1L, ol
1. est un arc représentant un élément non trivial de 171(NJ,0£'2) ; cela est possible,
car ni N1 ni N2 ne sont un anneau ou un disque.
Si B esl la classe d'isotopie de f' dans M, on a, d'aprés la proposition 10 :

1(a2,3),éo . U

§I1V. - SYSTEMES DE COURBES SIMPLES SUR M ET
ISOMETRIES EN GEOMETRIE HYPERBOLIQUE

Je considere un systeme d'éléments distincts Qgyeees o € .3, avec lapro-
priété que i(aP , aq) < 1. On définit le complexe l"(oz1 e ,ak) ayant comme sommets

les « L les sommets o, aq sont joints par une aréte si i(ae ,aq) =1.

1
Je vais supposer dorénavant que 1'(041, v ,ak) est un arbre.

Lemme 17. Dans les conditions ci-dessus, soient oz'J, a'; € on. tels que
card(a'e,a'q) = card(oc':2 ,oc'(']) = i(ae ,aq) . Alors, il existe un difféomorphisme de M ,

isotope a l'identité, qui transforme U a; en U 04'3 .

Démonstration. Pour k =2, c'est la proposition 12. Pour une démonstration par
récurrence, on suppose que a} = oz'; pour j< ¢, ¢= 2, lanumérotation étant
compatible avec la structure d'arbre. Soient p , q telsque p< ¢ < q et i(ap,ozq): 1.
Soit N la variété obtenue en coupant M le long des oz'j , j< ¢ et j#p . Alors

a' est coupé en un ou plusieurs arcs de N ; soit I celui gui rencontre o (o:c'I est
une courbe fermée de N parce que I' est un arbre) ; comme card(cc('l T I1)=1, 1'arc
I représente un élément non trivial de 171(1\‘ ,ON) .

On prouve que o coupe en un point le méme arc I (et non une éventuelle autre
composante de a N N) . Sinon, pour l'undes j#p tels que j<é& et i(a,a)=1, on
aurait @ = e [ regarder, a la source de 1'homotopie de a'q a a'('q dans lJ\'i ’p la
préimage des o’ ; une de ses composantes est nécessairement paralleéle au bord de
1'anneau ] . Maintenant, le complément de la proposition 12 est exploitable : on a,

. . . " ! . . ! . . —
dans N, une isotopie qui pousse aq sur aq et qui envoie ap:’“ N en lui-méme. O

Application. Soit p une métrique de courbure -1 sur la surface M . On considére

1
R ;@ comme sur la figure 16 (ici, on raisonne avec M

fermée) ; M- U ai_j est une cellule. Soit a';'i la géodésique, pour la métrique p , de

. I
des courbes simples «
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la classe d'isotopie de alj ; on vérifie que card(a;I o) Car‘d(alr“ a:{) . D'apres
- N . " - . } . . t« , .
le lemme 17, M-1 Ocj est une cellule. En particuliet, la figure 16 est réalisable

par des géodésiques.

Figure 106

Théoreme 18. Soit p une métrique de courbure -1 sur la surface compacte M .

Le groupe I(M,p) des isométries de p est fini et toute isométrie isotope a 1'identité
est 1'identité.

Dédmonstration. Je commence par considérer 1'ensemble MM des applications guelcon-
ues M~ M, muni de la topologie de la convergence ponctuelle. Par le théoreme de
Tychonov, MM est compact.
On remarque, d'autre part, que sur 1(M,p) la topologie de la convergence

ponctuelle et la topologie de la convergence uniforme coincident. [ En effet, si je con-

sidére un ensemble fini X de M, suffisamment dense, une isométrie est completement
caractérisée par ce qu'elle fait sur X ... .. On remarque que I(M,p) est fermé
dans MM .

D'autre part, je dis qu'une isométrie isotope a l'identité est égale a 1'identité.
En effet, soit ¢ une telle isométrie ; 1'action de ¢ sur ) est triviale ; par l'uni-
cité des géodésiques dans une classe d'isotopie donnée, en géométrie hyperbolique, la
gdodésique g, de la classe « € /A est invariante : ¢(ga) =8, - On en déduit sans
peine que ¢ est l'identité sur le systeme de géodésiques de la figure 16 . Alors, o
est aussi 1'identité sur la cellule complémentaire.

Donc I(M,p) est discret. Mais un fermé discret dans un compact est fini. O
Corollaire 19. Soit f € Diff (M) et I(f) 1'action naturelle de f sur 1'espace de

Teichmiiller de M (voir exposé 7) . Si J(f) posséde un point fixe, il existe un difféo-

morphisme périodique de M isotope a f .
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