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APPENDICE
ESTIMATIONS DE DISTANCES HYPERBOLIQUES

par A. FATHI

Nous considérons le demi-plan de Poincaré ]H2 ={z€C |lz=x+iy, y> 0},
2 2
muni de la métrique ds2 = dx__g_dy_ . La distance entre deux points z et z' est
y

notée d(z,z') .

Distance hyperbolique de i a zq -
+i| 2, |z, -1
0
12
-1i]

1.

IZO |2
lzo+i|2 - |z,

ch(dli,zp))

Démonstration. Soit f: ]HZ-' ]D‘2 1'isomorphisme z — ;;i . Soit g, 1" auto-
0
t(z)
morphisme de ]D2 qui est la multiplication par -E(Z_Oﬂ ; on vérifie que 1'automorphisme
0

of , admet i pour point fixe et envoie z, au point imaginaire pur

2 -
de H , f1ogz

IZO+i| + |ZO—i
i - - Comme on a la formule d(i,iy) = | Logy| , il vient
]zO+1[ - IzO—ll
Ai,7g) Iz +il+ |z-i] -
|20+1l— Izo—ll
. . ai+b
2. Corollaire. Si Zo=ciza avec ad-bc=1, ona

ch(d(i,zo)) = %[a2+b2+c2+d2] .
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3. Translation hyperbolique le long de 1'axe imaginaire.

’;"ek/ 2 0 :
La transformation | | envoie en elle-méme la droite Oy et

Yo e_k/Z/

les points de cette droite sont déplacés de la distance k .

4. Translation le long de la droite hyperbolique des complexes de module 1.

Al
Si z estdemodule 1 etsi z' vérifie j,—_+11 ek%

de module 1 . La transformation z — z' qui est donnée par la matrice de SL.(2,IR)

(vch (%) sh (-IZS)

\Sh (%) ch (%)/

, alors z' est

déplace les points de cette "droite" d'une distance k , vers la droite (partie réelle

positive) si k > 0 et vers la gauche si k < O .

5. Relations entre les c6tés d'un hexagone hyperbolique droit.

S

Figure 1
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Dans cette figure, s, k, k' sont donnés. On veut calculer ¢, qui estla

plus courte distance entre les droites D1 et D2 . On va établir la formule :

ch ¢ = ch(s) sh(k) sh(k') - ch(k) ch(k")

Démonstration. On calcule la distance d'un point courant M, , d'abcisse t sur D]
orienté, et d'un point courant M2 , d'abcisse t' sur D2 orienté (comme sur la
figure 1) .

On place M2 en i et on essaie d'obtenir M1 =f(i) , ou f estcomposé de

translations hyperboliques le long de 1'axe Oy et le long du cercle unité.

On voit facilement que 1'on peut prendre f € SL(2,IR) comme produit :

e-t'/2 ) /e_t/z O.\ a b\

° -
0 et'/z/ ) Ko et/2/ IRV d/)

k! ' . AS )
cn () sn (BN /62 0\ Sen(®) —sn (B « B
N 2 2) 2 270
ou F = A
K' k' -s/2/ k 5/
sh (%) ch(5) 0 e™% \esh(3)  ch(3) y &/
En effectuant les calculs, il vient :
i+t t-t! th -t t+t!
a:a92 ,b:Be2 y Crye2 , d=6e2 y
_ .s/2 k' ky  -s/2 k' k
a = e ch(2 )Ch(2) e sh(2—) sh(z) s
-s/2 k! k s/2 K!' k
B = e sh(Z-) ch(3) - e / ch(5-) sh(3) ,
_o.s/2 kY k -s/2 . (k' k
Y = e sh(2) ch(2) - e Ch(7) Sh(g) )
_.-s/2 k' k s/2 _, k' k
5§ = e ch(2 )ch(2) - e Sh(T)Sh(E)
Ona : 2ch(d(M1,M2)) = a2+b2+c2+d2
—(t+t! —! 1
:aze(t+t)+ﬁzett b oy2et!tt L g2 et
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En cherchant le point critique de cette fonction des variables t et t' (unique parce

que la fonction est convexe) , il vient

et+t' B \gl e
= 3 s =13

La valeur critique estdonc : ch ¢ = |ab| + |By|

@b = 201+ch(k) ch(k) - ch(s) sh(i) sh(k')]

By = 3[ch(k) ch(k') - 1= ch(s) sh(k) sh(k)]

On vérifie d'ailleurs que a§ - By = 1. On trouve alors :

che = sup (1, |ch(k) ch(k') - ch(s) sh(k) sh(k")])

Or, on voit géométriquement que, si a partir d'un hexagone, on augmente s, on obtient

un nouvel hexagone pour lequel ¢ n'est sirement pas nul (ch ¢ > 1) ; d'ailleurs,

est une fonction croissante de s (voir exposé 3, § II ). Donc

e
g

ch ¢ = ch(s) sh(k) sh(k') - ch(k) ch(k")

6. Distance de deux points a égale distance d'une droite.

N

Figure 2
4

Dans la situation de la figure 2, on a la formule

ch (d(M, ;M) = % lch(2) + 1+ (ch(2) - 1) ch(2m)]
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ESTIMATIONS HYPERBOLIQUES

Démonstration. On place M1 en i eton écrit M2:f(i) , ou f estdans SL(2,R)

le produit suivant :

N\,
- 2 -
e m/2 0 ch (-?'-) sh (ﬂ) \\ em/ 2 0 ch(z) e M sh(-e-)
£ = 2 2 _ 2 2
m/2 2 2 -m/2 m _ 2 2
0 e sh(2) Ch(2) .0 e e sh(2) ch (2)
On applique alors la formule 2 . o

7. Majoration de distances dans le pantalon.

On considere sur le pantalon P2 une métrique hyperbolique pour laquelle les

composantes du bord sont des géodésiques de longueurs respectives 2m, , 2m2 , 2m

1 3
(attention ! ce n'est pas la notation usuelle). Soit gij la géodésique simple orthogo-

2 2

nale a aiP et a ajP ; si i=3, elle coupe P2 en deux anneaux. Posons

23:longg12 , ezzlongg13 s 81:longg23 .

Figure 3
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Ona : ch(m3) = ch(83) sh(m]) sh(mz) - ch(m1) ch(mz)

Donc : ch (m3) +ch (m1) ch(mz)
ch(€3) - sh(m1) sh(mz)

Proposition. Soit M1 (resp. M2) un point d'abscisse m = 1nf(m1,m2) sur 51P2

(resp. d 5 P) , ou l'origine est le point d'intersection avec g0 et 1'orientation celle

de la figure 3. Pour tout ¢ > 0, il existe une constante, ne dépendant que de ¢ ,

qui majore d(M1,M2) pourvu que m, m., m,, mg vérifient les inégalités (i), (ii) ou
(i), (iii)
(i) my, my, My > e
m, +m,-m
(ii) (m1,m2,m3) € (< v) (inégalité du triangle) et |m| = 1 22 3 ;
> iml<
(iii) m, = m, +my et |m|= m,

Démonstration. D'apres la formule 6 , il s'agit de borner la quantité (ch(®? 3) +1) +
+ (ch(EB) - 1) ch(2m) . Pour cela, il suffit de borner Q = ;ch(€3) - 1] ch(2m) car
ona : ch(€3)+1s Q+2

1°© (i) et (ii) sont vrais. Ona :

ch(m1 +m, - m3)

ch(m3) + ch(m, -m ch(m3) + ch(m1 -m,.) :'

1
Q= [ sh(ml) sh(m2) i'ch(Zm) = [ sh(m1) sh(mz)

Puisque 9 P2 et 2 P2 jouent ici des rdles symétriques, on peut supposer

1 2
- >0. :
m,-m,=z 0 . Alors, on a
ch (m1 - m2) ch (m1 +m, = m3) < c¢h (2m1 - m3)
- <
ch (m3) ch (m1 +m, m3) < ch (m1 + m2)

1 - << . < - < . Ty
D'autre part 1m1 mBl < m, ; donc 0= |2m1 m31 < m +m, ; d'ou
ch (2m1 - m3) < c¢ch (m1 + m2) .

2ch (m1 +m,
Finalement, ona : Q < W = 2+ 2 coth (mj) coth (m2) .
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Le membre de droite est borné d'apres (i) .

20 (i) et (iii) sont vrais.
+ch(m, -m

ch(m,) )
3 1 2
Q- Sh(m ) h(m) ] enem,)

Ona :

ch(m3) ch(2m2) < ch(m +2m2) < ch(m, +m

3 1 2)’

ch(m -m2) ch(2m2) < ch(m +m2)

1 1

On conclut comme dans le 1ler cas. O

Corollaire. Soient M, M' deux points distincts de 9 1 P2 , €équidistants de la géo-
désique €11 et du méme cbté de celle-ci. Alors d(M,M') est borné par une cons-

tante ne dépendant que de ¢ pourvu que 1'on ait :

m, > €

(1) [n‘l, m27 3 )

(ii) m, =2 m,+m

1 2 3

(iii) M € AA' (voir figure 4)

Figure 4

(toutes les lignes de cette figure sont des géodésiques)
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Démonstration. D'aprés la proposition précédente, les quantités d(A,B) = d(C,B)

et d(A',B') =d(C',B') sont bornées. D'apreés la formule du n® 6 ,
d(M,M") < sup (d(A,C), d(A',C"))

Par 1'inégalité triangulaire, d(A,C) < 2d(A,B) et d(A',C')< 2d(A',B"). O
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