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MODUIES GALOISIENS, MODULES FILTRES
ET ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE

par

Jean-Marc FONTAINE
(Grenoble)

notations

Dans tout ce travail, K est un corps local, 1i.e. un corps complet
pour une valuation discréte, de caractéristique 0 , a corps résiduel parfait
k de caractéristique p# 0 ; on note KO le corps des fractions de l'an-
neau W(k) des vecteurs de Witt a coefficients dans k et o le
Frobenius absolu opérant sur k , Wi(k) et Ko . On note e le degré
de l'extension finie totalement ramifiée K/KO . On note K une cléture

algébrique fixée de K et on pose G = Gal(K /K)

introduction

0.1. - Appelons module galoisien (sous-entendu, de dimension finie)

la donnée d'un Qp—espace vectoriel de dimension finie muni d'une action

linéaire et continue de G

Appelons module filtré (sous-entendu, de dimension finie) la donnée
d'un F-iso-cristal D (i.e. d'un K,-espace vectoriel D de dimension

finie muni d'une bijection F : D =— D , o-semi-linéaire) muni d'une fil-
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tration de DK = K®KOD par des sous-K-espaces vectoriels (D

h)
K'iezZ '
décroissante, exhaustive et séparée.

Les modules galoisiens d'une part et les modules filtrés d'autre part

forment, de maniére évidente, une catégorie additive, et la premiére d'entre

elles est abélienne.

0.2. - Soit alors G un groupe p-divisible (ou de Barsotti-Tate)
sur l'anneau A des entiers de K . Il lui correspond, d'une part un mo-

dule galoisien yp(G) et d'autre part un module filtré _QK(G) :

m on a Mp(G) = CDp ® Ip(G) , ou lp(G) est le module de Tate

Zp
de G ; la correspondance G ~— yp(G) est un foncteur additif pleinement
fidele de la catégorie des groupes p-divisibles sur A , & isogénie prés,

dans celle des modules galoisiens ;

s le F-iso-cristal D sous-jacent & _I_DK(G) est K. k)M ,

®W(
ot M est le module de Dieudonné de la fibre spéciale ; le K-espace
vectoriel L des points de l'espace cotangent de G a valeurs dans K
s'identifie & un sous-K-espace vectoriel de DK = K@KOD (cf. [7], [13]

et [6]) et on a

DK si i<0Q ,
D, =L si i=1 ,

0 si 122 ;
la correspondance G »_]QK(G) est un foncteur contravariant additif pleine-

ment fideéle de la catégorie des groupes p-divisibles sur A , & isogénie

prés, dans celle des modules f{iltrés.

0.3. - Ce qui précéde implique l'existence d'une équivalence entre
une certaine catégorie de modules galoisiens (ceux qui sont isomorphes
au contragrédient d'un module galoisien provenant d'un groupe p-divisible

sur A) et une catégorie "ad hoc" de modules filtrés (nous avons d'ailleurs
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montré dans [6] comment, étant donné un groupe p-divisible G sur A
on pouvait construire XP(G) a partir de la seule connaissance de _[_)K(G) ,

et annoncé que la construction inverse était également possible).

s

On aimerait pouvoir étendre cette équivalence a une catégorie de mo-
dules galoisiens d'un type plus général. En particulier, on aimerait que
cette catégorie soit stable par produit tensoriel, de fagon a pouvoir utiliser
la théorie des ®-catégories développée par Saavedra dans sa thése ([16]).

C'est essentiellement ce que nous faisons ici.

0.4. - Dans le §1, on définit les objets avec lesquels on va tra-
vailler : les modules galoisiens et les modules filtrés. On introduit la
notion de produit tensoriel de deux modules filtrés et on étudie les pro-
priétés "formelles" des catégories de modules galoisiens et de modules

filtrés.

0.5. - Dans le §2 , on introduit la notion d'"anneau de Barsotti-
Tate" : un tel anneau est une Ko—algébre associative commutative et uni-
taire, munie & la fois d'une structure de module galoisien et de module
filtré (pas nécessairement de dimension finie), assujettie & vérifier des

propriétés convenables.

(Si nous les appelons ainsi, c'est, outre le fait que ceux qui nous
intéressent permettent de classifier les groupes de Barsotti-Tate, parce que,
d'une part, la seule fagon d'en construire que nous connaissions utilise la
notion de "bivecteurs de Witt" introduite par Barsotti, et d'autre part leurs
bonnes propriétés sont liées a la décomposition de Hodge-Tate des modules

galoisiens).

0.6. - Dans le §3, on montre qu'a tout anneau de Barsotti-Tate B ,

on peut associer une sous-catégorie pleine RegB(G) (resp. I\EK B) de la

catégorie des modules galoisiens (resp. filtrés) de dimension finie, qui est
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abélienne, stable par somme directe, produit tensoriel, contragrédient (la
premiére est également stable par sous-objet et quotient). On définit une
équivalence entre ces deux catégories, compatible avec le produit tenso-
riel, et on donne quelques propriétés des objets de &‘B‘EB(G) . La propriété
essentielle est que, si k est algébriquement clos et si V est un objet
de BEQB(G) , l'enveloppe algébrique de l'image de G dans la représen-

tation définie par V est un groupe connexe.

0.7. - Dans le §4, on introduit une sous-catégorie pleine, notée
f . . P
MFK de la catégorie l\_/lEK des modules filtrés de dimension finie et on

donne diverses caractérisations des objets de l\ﬁ“f (1'une d'entre elles

K
utilise la notion de polygone de Newton et de polygone de Hodge associés

aux modules filtrés). On montre que
. . . f i1:
i) la catégorie M_F_'K est abélienne ;
ii) si B est un anneau de Barsotti-Tate, MF est une sous-

¢ K,B
catégorie pleine de I\_QK ;

iii) si B est un anneau de Barsotti-Tate et si D est un objet de
. 1 - b. DI .,
ME B pour qu'un sous-objet de D dans I\EK soit un

sous-objet de D dans MF , il faut et il suffit que ce soit

£ K,B
un objet de I\_/EK
L'intérét de cette derniére propriété est qu'elle permet, au moins

de construire la

théoriquement, étant donné un objet D de I\ﬁ‘K B
sous-&-catégorie de MFE B engendrée par D , méme si l'on ne connaft
pas de description de M_FK B

0.8. - Dans le §5 , on dit qu'un anneau de Barsotti-Tate B est

"adapté aux groupes p-divisibles" si la catégorie ReQB(G) contient les
modules galoisiens provenant des groupes p-divisibles (ou leurs contra-
grédients, cela revient au méme) et si 1'équivalence de catégories construi-

te au §3 prolonge celle dont on a parlé au n° 0.3.
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L'intéret de ce travail repose sur l'existence d'un anneau de Barsotti-
Tate adapté aux groupes p-divisibles. Nous publierons ailleurs la démons-

tration de cette existence.

Supposons k algébriquement clos et soit B un anneau de Barsotti-
Tate adapté aux groupes p-divisibles. Si e=1 (i.e., si K=KO) , on

déduit d'un résultat de Laffaille ([10]) que

a) un module galoisien V provient d'un groupe p-divisible sur A

si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées
i) c'est un objet de ReQE @) ,

ii) il est de Hodge-Tate de poids 0 et 1 ;

b) un module filtré D provient d'un groupe p-divisible sur A si

et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
f
i) c'est un objet de I\ﬁ‘K ,

- o _ 2=
ii) on a DK D et DK 0.

Il me semble raisonnable de conjecturer que ces résultats restent vrais

sans restriction sur e

0.9. - Dans le §6 , on suppose k algébriquement clos, on se
donne un anneau de Barsotti-Tate B et un objet V de ng_B(G) et on
note D le module filtré associé & V par l'équivalence de catégories
du §3 . Si ]HV désigne le groupe algébrique, sur CDp , qui est l'en-
veloppe algébrique de l'image de G dans la représentation définie par
V , on aimerait pouvoir décrire ]I-Iv et sa représentation naturelle dans

V en termes du module filtré D sans utiliser B

Nous n'y parvenons pas totalement. Toutefois nous construisons un
groupe algébrique ]HD,L défini sur une extension finie non ramifiée L
de CDp et une représentation de IHD,L dans un espace vectoriel DL
de dimension finie sur L qui sont tels que, aprés extension des scalaires

a B , le groupe lHV muni de sa représentation V s'identifie au groupe
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]HD,L muni de sa représentation DL . En fait ]HD,L est une L-forme

intérieure de ]HV x L ; on peut donner une description explicite du torseur

correspondant mais celle-ci fait intervenir l'anneau B . En vertu de résul-

tats classiques, il existe une extension finie non ramifiée L' de L

telle que les groupes ]HV x L' et IHD L x L' sont isomorphes (ainsi que
les représentations L ®®pV et L ®p DL).
0.10. - Supposons, pour simplifier, k algébriquement clos. Dans

le §7, on appelle (K/K)—anneau de Barsotti-Tate la donnée d'un anneau
commutatif B muni, pour chaque extension finie K' de K contenue
dans K , d'une structure d'anneau de Barsotti-Tate relativement a K' ,
avec des relations de compatibilité évidentes. Un tel anneau existe et on
peut méme le choisir de fagon que, pour toute extension finie K' de K
contenue dans K , la structure d'anneau de Barsotti-Tate de B relative
a K' soit adaptée aux groupes p-divisibles définis sur l'anneau des

entiers de K'

Un tel anneau B étant fixé, nous disons qu'un modules galoisien V

est potentiellement admissible s'il existe un sous-groupe ouvert G' de

G tel que le CDp[G']—module sous-jacent & V soit un objet de Rep (G')
On construit une équivalence entre la catégorie des modules galoisiens

potentiellement admissibles et une certaine catégorie de modules "potentiel-

lement filtrés" (ce sont des F-iso-cristaux munis d'une part d'un homomor-
phisme, & noyau ouvert, de G dans le groupe des automorphismes du

F-iso-cristal D et d'autre part d'une filtration de Dz = K ®, D par des

K K
- o
sous-K-espaces vectoriels avec des propriétés convenables).
Soit enfin G une variété abélienne sur K ayant potentiellement
bonne réduction et soit V = C[)p ®Z Tp(a) . Alors V est potentiellement
p
admissible et, si D est le F-iso-cristal sous-jacent au module potentiel-
lement filtré associé & V , pour tout nombre premier ¢ # p , la représen-
tation de G sur D est "la méme" que celle de G sur Te(e) (i.e.,

les noyaux de ces deux représentations coincident, leurs caractéres sont

a valeurs dans Z et sont égaux).
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0.11. - Outre quelques compléments (notamment le §7), le texte que
1'on trouvera ici différe des exposés oraux par l'introduction de la notion
d'anneau de Barsotti-Tate. Celle-ci nous a permis de donner des démons-

trations complétes, modulo le théoréme d'existence d'anneaux de Barsotti-

Tate adaptés aux groupes p-divisibles.

Tout au long de ce travail, j'ai bénéficié de conversations constan-

tes avec Jean-Pierre Serre . Je voudrais le remercier ici.

Je voudrais également remercier Madame Guttin-Lombard qui a assuré

la frappe de ce texte avec sa compétence et sa gentillesse habituelles.
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81 - modules galoisiens et modules filtrés

1.1. - MODUILES GALOISIENS.

1.1.1. - Nous appellerons module galoisien tout espace vectoriel V

sur le corps CDp

i.e. d'un homomorphisme p de G dans le groupe des (Dp—automorphismes

des nombres p-adiques, muni d'une action linéaire de G ,

de V (l'application p sera, le plus souvent, sous-entendue).

La catégorie des modules galoisiens posséde des produits tensoriels

et des "hom internes" : si V1 et V2 sont deux modules galoisiens, on

sait ce que c'est que le module galoisien Vlé‘sVz (= V1® V,) et le module

CDp 2
galoisien Hom(\/’l,Vz) est le CDp—espace vectoriel des applications linéaires

de Vl dans V2 , muni de l'action évidente de G

Le module galoisien CDp (muni de l'action triviale de G) est un
"objet-unité", i.e., pour tout module galoisien V , on a des isomorphismes

canoniques (et fonctoriels en V) ch@v = V®CDp =V .

Enfin, pour tout module galoisien V , on appelle dual ou contragré-

dient le module galoisien V" = Hom(V,CDp)

1.1.2. - On note T le module galoisien @ &_ T (u ) (ou
p Zp p poc
Tp(p ) = lim u n) et y le caractére de Tate, i.e. le caractére de G a
® 40
p P

valeurs dans CD‘S qui donne l'action de G sur T

Pour tout i€Z , on pose
i .

® T si i=20 ,
(@T)* si i<0

Pour tout module galoisien V , et tout 1i€Z , on note V{i} le CDp—

espace vectoriel des véV tels que gv = Xl(g)v , pour tout geG . On

10



ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE

voit que V{i} est isomorphe & Hom (Ti,V) , et que V{0} s'identifie

G CDp[G ]

a v

1.1.3. - On note Rep(G) la catégorie des modules galoisiens qui
sont de dimension finie sur CDp , avec action de Galois continue. C'est une
catégorie abélienne, et c'est une sous-catégorie pleine de la catégorie des
modules galoisiens, stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit

tensoriel, hom interne, contragrédient, qui contient les T

1.2. - MODULES FILTRES.

1.2.1. - Nous appellerons module filtré la donnée d'un espace vecto-

riel D sur KO muni

m d'une part, d'une application F : D — D , bijective, o-semi-
linéaire (i.e. additive et telle que F(\d) = oA.Fd , pour tout
A EKO , tout d€D ; lorsque D est de dimension finie sur K, ,
on a donc ce que l'on appelle "un F-iso-cristal" ([8] p.145, [16]

p.334 ou [1] p.315) ;

. g . Htratl i -
d'autre part, d'une filtration (DK)iEZ de DK K®KOD par des
sous-K-espaces vectoriels, décroissante (i.e. Dli<+1 c Dli<), exhaus-
tive (i.e. UD]i< = D) et séparée (i.e. ﬂDli( =0).

Par abus de langage, on parlera du module filtré D , l'application F

et la filtration étant sous-entendues.

1.2.2. - Les modules filtrés forment une catégorie : un morphisme est
une application Ko-linéaire, qui commute & l'action de F et qui, aprés

extension des scalaires & K , respecte les filtrations.

On appelle dimension d'un module filtré D la dimension de D comme

espace vectoriel sur K, et on note _M_FK la sous-catégorie pleine de la
catégorie des modules filtrés dont les objets sont ceux qui sont de dimen-

sion finie.

11
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La catégorie des modules filtrés et la catégorie ME, sont additives,

admettent des noyaux et conoyaux mais ne sont pas abéliennes.

Si D est un module filtré,

m un sous-objet D' de D est un sous—Ko—espace vectoriel, stable

par F , muni de la filtration induite ;

m un objet-quotient D" de D est le quotient de D par un sous-
Ko—espace vectoriel de D , stable par F ; l'action de F sur D"

se déduit de l'action de F sur D par passage au quotient, et

la filtration aussi.

1.2.3. - On dit gqu'une suite

0—-—D'—D—-D"—0
de modules filtrés est exacte si D' s'identifie & un sous-objet de D et
D" au quotient de D par D' . Cela revient a dire que la suite

0—~D'—D —-D"—0
est exacte en tant que suite de KO[P] -modules & gauche (ou de Ko-espaces
vectoriels) et que, pour tout i€Z , la suite de K-espaces vectoriels

i i i
—~ (D). — D — (D) —
0 —~ (D )K K ( )K 0

est exacte.

1.2.4. - Si D1 et D2 sont des modules filtrés, on définit un mo-

dule filtré D1®D2 de la maniére suivante

o
de F est définie par F(d1®d2) = Fd;gFd, ;

m en tant qu'espace vectoriel sur K., D, gD, = D &, D, ; l'action
1972 17K, 72

m la filtration de

(D1®D2)K = K®Ko (D1®D2) = (K®KOD1)®K (K@KO D2) = D1K®K DZK
PP i _ i' i .
est définie par (D1®D2)K = Z“ ' D1K®D2K , pour tout i€ Z
i'Hi"=i
1.2.5. - La catégorie des modules filtrés posséde un objet-unité ;

comme espace vectoriel sur KO , c'est Ko lui-méme, on a F=0 , et

12
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la filtration de K®K Ko =~ K est définie par
o)

K si i<0 ,
0 si i>0

Il est clair que, pour tout module filtré D , KO®D = D®KOfD .

1.2.6. - Si D1 et D2 sont des modules filtrés, on définit un mo-

dule filtré Hom(Dl,D ) de la fagon suivante :

2
s en tant qu'espace vectoriel sur KO , D= Hom(Dl,DZ) est l'espace

vectoriel HomK (Dl’DZ) des applications Ko—linéaires de D1
o
dans D2;

m l'action de F est définie par (Fo)(d) = F-cp(F—l-d) ;

m la filtration de Dy = K®KO HomKo(Dl’DZ) = HomK(DlK’DZK) est dé-
finie par
i_ . iy it _ }
DK {pe DK lcp(DlK) c D2K , pour tout JE€Z( ,
pour tout ie€Z .
1.2.7. - Enfin, si D est un module filtré, on pose D¥= Hom(D,KO).

Les opérations © , Hom , * wvérifient toutes les "bonnes" propriétés que
l'on est en droit d'attendre de la notion de produit tensoriel, hom interne,
contragrédient ou dual (attention toutefois que la catégorie I\_/IfK n'est pas

abélienne).

1.2.8. - Pour tout 1i€Z , on note S1 1'objet de I\_QK défini ainsi :

m en tant qu'espace vectoriel sur KO ,ona 8'= KO ;

s l'action de F est définie par F\ = pi-ox , si EKO H

s la filtration sur (Si)K =~ K est définie par

K si j<i,
0 si j>i

Le module filtré S° s'identifie a 1'objet-unité Ko et, si l'on pose

13
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S =5, § s'identifie & &S si i20 et a (&8)* si i<0

Pour tout module filtré D , et pour tout i€Z , on note D[i] le
sous—CDp—espace vectoriel de D formé des d vérifiant Fd = pid et

d e D]i< (en identifiant D & un sous K,-espace vectoriel de Dy =K®K D).

o
On voit que D[i] s'identifie canoniquement au (Dp-espace vectoriel des

morphismes (dans la catégorie des modules filtrés) de s! dans D

§2 - anneaux de Barsotti-Tate

2.1. - MODULES GALOISIENS FILTRES.

2.1.1., - Nous appellerons module galoisien filtré la donnée d'un mo-

dule filtré D muni d'une action de G compatible avec la structure de
module filtré, i.e. d'un homomorphisme de G dans le groupe des automor-

phismes de D

2.1.2, - Les modules galoisiens filtrés forment, de maniére évidente,
une catégorie additive. Celle-ci posséde des produits tensoriels : si Dl et

D sont deux modules galoisiens filtrés, D1®D est, en tant que module

2 2
filtré, le produit tensoriel des modules filtrés sous-jacents ; on le munit de

1'action de Galois évidente.

2.1.3. - Tout module filtré peut eétre considéré comme un module ga-
loisien filtré, avec action triviale de G . On obtient ainsi une équivalence,
compatible avec le produit tensoriel, entre la catégorie des modules filtrés
et la sous-catégorie pleine de la catégorie des modules galoisiens filtrés

dont les objets sont ceux sur lesquels l'action de G est triviale.

2.1.4. - De méme, a tout module galoisien V , on peut associer un

module galoisien filtré \/K : en tant que KO[G] -module, on a
o

14
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V =K ®_ V ; l'laction de F est définie par F(A®v) = ol®v , pour tout
)\EKO , VEV ; et la filtration est définie par

v, = K@KOVKO =~ K@va si i<0 ,
0 si i>0
On obtient ainsi une équivalence entre la catégorie des modules galoi-
siens et la sous-catégorie pleine de celle des modules galoisiens filtrés
dont les objets sont ceux qui sont "triviaux en tant que modules filtrés"
(i.e. isomorphes a une somme-directe de copies de KO). Un foncteur quasi-
inverse s'obtient en associant & tout module galoisien filtré D , trivial en

tant que module filtré, le module galoisien V = {veED |Fv=v} .

Il est clair que cette équivalence est compatible avec le produit ten-

soriel.

2.1.5. - 8i D est un module galoisien filtré et si i€Z , D{i} est
un module filtré et D[i] est un module galoisien. Si de plus D est de
dimension finie sur KO , D{i} (resp. D[i]) est un module filtré (resp.

galoisien) de dimension finie.

2.2. - ANNEAUX GALOISIENS FILTRES.

2.2.1., - On appelle anneau galoisien filtré la donnée d'une Ko—algébre
associative, commutative et unitaire B , munie d'une structure de module
galoisien filtré, compatible avec la structure d'algébre, i.e. telle que 1l'ap-

plication de B @K B dans B induite par la multiplication définisse un

(o)
morphisme de modules galoisiens filtrés. Cela implique, en particulier, que,

. i
si i,jeZ , B]1<BI]<CB}1<J et que Bg est une sous-algébre unitaire de B

K
2.2.2., - Exemple. - Soit kK le corps résiduel de K ; c'est une clo-
ture algébrique de k et on note Kgr le corps des fractions de W(k)

~nr ~nr . . s .
On pose K = = K®K Ko ; c'est un corps local qui s'identifie canoniquement
(o)

15
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P . ) ez nr
au complété de l'extension maximale non ramifiée K de K contenue

dans K

1] 1'algébre déduite de ﬁm® Sym_ T en rendant
o Q@ Q
p P

inversible un élément non nul quelconque de T . Autrement dit, si t est

On note Kgr[T,T_

un élément non nul de T , tout élément de ﬁgr[T,T'l] s'écrit, d'une ma-

. s i ~nr
niére et d'une seule, sous la forme 2 )\itl , avec les )\i € KO , presque

tous nuls. ez

On fait de Kgr[T,T—l] un anneau galoisien filtré, en posant, pour
tout 2, )\itl € ﬁgr[T,T_l] ,

g(Z)\itl)= Z}xl(g)-g)\i-tl , pour tout ge€ G ,

F(Zath=Lplan -t

la filtration de K®K Izlgr[T,T'I] = Iznr[T,T'l] étant définie par

o)
R, r 1t = TR™IT) = {Z at') . pour tout i€z
j=i I
2.2.3. - On désigne par C le complété de K . Le groupe G opére
par continuité sur C et on sait ([25], th.1, p.176) que, si I désigne
le sous-groupe d'inertie de G , g™ s'identifie a CI . On pose
crr, Tl = ce  KY¥r,t7l = ce  KM[T,TY) = ce @[T, T ']
snr o snr Q
Ko K P

tout élément de C[T,T-l] s'écrit donc, de maniére unique, sous la forme
z )\itl , avec les » €C , presque tous nuls.
i€Z

L'anneau C[T,T !

] est une algébre graduée (pour tout i€Z , la
composante homogéne de degré i est cT' = {xtllxeC} ) sur laquelle G

opére par

g(intl) = le(g)'gki-tl
I . ~nr .
) =0, pour 1i#0 ([25], th.2, p.176), K (resp. K) s'i-
G

Comme (CTi

dentifie 3 (C[T,T-'1)!  (resp. (c[T,7711)%)
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2.2.4. - Nous appellerons anneau de Barsotti-Tate la donnée d'un an-

neau galoisien filtré B (avec action de G continue sur tout sous—KO-espace

~nr _ L s
vectoriel de dimension finie stable par G), contenant Ko [T,T 1] , Vvérifiant

les trois propriétés suivantes :

(Gal) on a B{0} =K,

(Fil) on a B[0] = (Dp .

l] qui,

(Tate) il existe un monomorphisme 6 : gr(BK) — C[T,T"

lorsqu'on le restreint a ﬁnr[T,T—l] = K®y Kgr[T,T_l] est l'isomorphisme
. B . o

évident de gr(Knr[T,T ]]) sur Km[T,T_l] considéré comme sous-algébre

graduée de C[T,T"17].

2.2.5. - Explicitons un peu ces trois propriétés

s Rappelons que B{0} = BG est le sous-anneau de B formé des

éléments invariants par Galois.

s Rappelons que B[0] = BOOBE , ol Bo = {beB |Fb=Db} ; il est

. o ' e N
clair que BO et BK s'identifient tous deux a des sous-anneaux de BK

m Se donner 6 revient & se donner, pour tout entier i , une appli-

cation K[G] -linéaire ei : B;—»CT1 ; on demande que les trois conditions

suivantes soient satisfaites
i+1

i) pour tout i , le noyau de ei est BK ,

. . i i , “n
ii) pour tout i , on a Gi()\t ) = at7 , si a €K et ot eT ,
iii) pour tout i et tout j , on a

. j
et b EBK

(bb') = 8 (b) ej(b') si beB]i<

ei+j

2.3. - QUELQUES PROPRIETES DES ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE.

2.3.1. - PROPOSITION. - Soit B un anneau de Barsotti-Tate. Pour

tout b € BK , posons
, , i i+1
, i si be BK et b¢g BK s

+°3S_i b=20

17
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Alors 1'application d’  est une valuation de BK ; en particulier, les
anneaux BK et B sont intégres.

En effet, il est clair que, si b , b'e€ BK , on a
d’ (b+b') = min {d° (b),d° (b')} . Si ce sont des éléments non nuls de By et
si d(b) =i, d (') = j , on voit que ei(b) #0 et 6,(b')#0 ; on en
. Vo onit_pitjtl
91+j(bb) # 0 , donc que bb'e€ BK BK , Ou encore que

d°® (bb') = d°(b) +d° (b")

déduit que

2.3.2. - Remarque. - Soit B un anneau de Barsotti-Tate. Tout élé-
ment non nul t de T est une uniformisante pour la valuation d° et
tout élément non nul de BK s'écrit, d'une maniére et d'une seule, sous la

forme bt! , avec i€ Z et be Bg—Bé

On prendra garde que les anneaux B et BK ne sont pas, en géné-
ral, complets pour la valuation d0 . L'anneau BE qui est le sous-anneau
de BK formé des éléments entiers pour la valuation n'est pas, en général,
un anneau de valuation (il n'est pas intégralement clos dans son corps des

fractions).

2.3.3. - PROPOSITION. - Scoit B un anneau de Barsotti-Tate.

i) Pour tout sous-groupe ouvert I' du groupe d'inertie I de G ,

on a BI. = g ;

_ o

i) Pour tout sous-groupe ouvert G' de G , on a BGl = (ﬁgr)Gl =

l'extension maximale non ramifiée de KO contenue dans EG'

2.3.4. - Démonstration. - I'assertion (ii) résulte trivialement de (i)
Montrons (i) : posons E =BII . Soit b un élément non nul de E et soit

i son degré (cf. prop.2.3.1). Alors ei(b) € (CTi)I Comme (CTl)I =0,
pour i# G (cf. [25], th.2, p.176), ona i=0 . On a donc ECBE et

EN Bé =0 . On en déduit que la restriction de © a4 E est une applica-

tion injective de E dans CI

I . o
Comme I' est ouvert dans I , C est une extension finie de

I o ) snr ,snr . I )
C = K™ : comme l'extension K /KO est finie, C est aussi une ex-

18
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. . ~nr
tension finie de Ko

: . . . ; o snr
En particulier, E est un espace vectoriel de dimension finie sur Ko

Comme F commute a l'action de G , E est stable par F . Comme
Kgr = Frac(W(k)) , avec k algébriquement clos, E , en tant que F-iso-
cristal, est somme-directe de ses composantes isotypiques, autrement dit,

on peut écrire (cf., par exemple, [12] th.2.2, p.33 ou [1], p.316)

E= & E _, .
acQ CL’Ko

ou les E f(nf sont des Kgr[F] -modules, presque tous nuls, chaque

’

, . ) ~nr
E étant engendré, comme vectoriel sur K, , par le sous-ensemble Eq

>nr
on,Ko

formé des beE tels que FSb =pb, si a=r/s , avec r€eZ , se N* ,

r et s premiers entre eux.

Montrons que E . = K™ : en effet, si b€ E, ,ona Fb=b;

o, K™ o

comme E_ c E c B® onoa b e B[0] =Q. et E = g™
o K’ p o R o

Pour achever la démonstration, il suffit alors de vérifier que, si
a=r/s est#0 , i.e. si r#0 , alors Ba =0 . Soit b un élément

non nul de EOL et soit P son polyndme minimal sur ﬁg‘r . Ona P(DO)=0
s

o P(Fsb) =0 , ou encore que

s

9 P(X)

et, en appliquant FS , on en déduit que
s
° P(prb) = 0 , ce qui est absurde car il est clair que les zéros de

ont méme valuation que ceux de P(X)

Remarque. - Cette démonstration prouve, en outre, que les conditions

(Fil) et Tate du n° 2.2.4 impliquent (Gal).

8§ 3 - modules admissibles

Dans ce paragraphe, B est un anneau de Barsotti-Tate fixé. On se

fixe aussi un monomorphisme 8 : gr(B,) — C[T,T_l] vérifiant (Tate)

K

(cf. n°2.2.4). On note Cg 1'image de eo : Bl(z —= C . C'est une sous-

K-algébre de C , stable par G , et l'image de 6 est CB[T,T_I]
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3.1. - LES FONCTEURS D, ET V

B B

3.1.1. - Pour tout module galoisien V , on note B®V le module

galoisien filtré B® Vg (produit tensoriel, dans la catégorie des modules
o

’

galoisiens filtrés, de B par le module galoisien filtré Vg = Ko®q V
o

@

trivial en tant que module filtré, défini au n°2.1.4).

En d'autres termes, BV s'identifie, en tant que KO[G] -module a

B®CD V ; l'action de F est définie par
P
F(b®v) = Fb®v , pour b€EB , veV ,

et la filtration de (B®V), (=K&, (B®V) qui s'identifie a BK®(D V) est
P

K Ko

définie par
i i
=B ;
(B®V)K K®CDpV , pour tout i€ Z
3.1.2. - Pour tout module galoisien V , on note _QB(V) le module

filtré (B&V){0} . Si D = Dy(V) , on a donc D = (Bgg, V)G en tant que
D

K [F] -module, DK = KQ’sKOD s'identifie a (BK® )G et, pour tout i€Z ,

\%

o)p
i _ ypi G

DK = (BK ®®pv)

Il est clair que Dp est, de maniére évidente, un foncteur additif de

la catégorie des modules galoisiens dans celle des modules filtrés.

3.1.3. - De méme, pour tout module filtré D , on note B®D le
module galoisien filtré produit tensoriel (dans la catégorie des modules ga-
loisiens filtrés) de B par le module galoisien filtré D , trivial en tant

que module galoisien (cf. n°2.1.3).

En d'autres termes, B®D s'identifie, en tant que module filtré, au
produit tensoriel des modules filtrés B et D et l'action de G est définie
par

glbed) = gb®d , pour ge G , b€éB , de D .

3.1.4. - Pour tout module filtré D , on note y_B(D) le module ga-
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loisien (B ® D)[0] . Si V = V_(D) , on voit donc que V est le sous-

B
CDp[G]-module de B®, D formé des v qui vérifient

KO

Fv = v ,

ve BaD)y = B;@Dli(
i€z

Il est clair que MB est, de maniére évidente, un foncteur additif de

la catégorie des modules filtrés dans celle des modules galoisiens.

3.1.5. - Soit V un module galoisien. L'application de B& (BgV)
dans B®V , qui & bag('sv) associe bb'®@v , est un morphisme de mo-
dules galoisiens filtrés et elle induit, par restriction, un morphisme de

modules galoisiens filtrés

B® D

gy ¢ Dg(V) — BgV

De méme, si D est un module filtré, 1'application de B g (B&D)
dans B®D , qui & b & (b'®d) associe bb'®d , est un morphisme de mo-
dules galoisiens filtrés et elle induit, par restriction, un morphisme de mo-

dules galoisiens filtrés

Ny BoV,(D) — B®D

3.2. - MODULES GALOISIENS ADMISSIBLES.

3.2.1. - PROPOSITION. - Soit V un module galoisien et soit
(v) . Alors ,

D = D

i i+1
i) pour tout i€Z , D]1</D11< s'identifie canoniquement (et fonctoriel-
lement en V) A un sous-K-espace vectoriel de

(cr'e v© ( (cTie V) ;

ii) 1'application éV : B D — B®V identifie B®D & un sous-objet

de B®V (i.e. elle est injective et, si : (B®D)K—> By®V es

VK C est
1'application déduite par extension des scalaires, on a

sy x(BED)) = B 8V) N8, (((BeD)) , pour tout ieZ);
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iii) si dim, V est finie, il en est de méme de dim, D et 1'on a

dim, D < di v .
K, 1mcDp
3.2.2. - Qgr_npg_sy_a_t_igg. - On voit immédiatement que, pour tout i ,
. Cops : e i i+l o i
1'application ei identifie BK/BK a CBT et
i il i G, i+l G
DK/DK = (BK ®® V)" / (BK ®CD V)
P P
i i G
est un sous-K-espace vectoriel de ((Bl ® V)/(B1+1 ® V)) ~
K CDP K CDP

(CBT1® W < et e v® | don l'assertion (i)

Il est clair que démontrer la deuxiéme assertion revient a vérifier que

1'application K-linéaire
gr(ile) : @ur((B®D)K — gr(BK®V)

induite par § sur les gradués associés est injective.

V,K

On sait, grace a Tate (voir Serre [20], §2, prop.4) que l'application

canonique évidente de & (C®K(C®C[) V){-i}) dans C®, V est injective.

i€Z p @,
Si 1l'on pose X(-i) = CB ®K (CB®CD V){-i} , on voit qu'il en est, a fortiori,
p
de méme de l'application canonique de @ X(-i) dans C_ ®. V .
i€z BTQ,

Il est immédiat que, pour tout je€Z ,

j _ —iH o, -iH+l i, itl
s (BeD)) = & (6 /8 s, (D /D)
-i+j i, i+l
o (Ca7™ oy (/D)

et que

j . j+1 o
gr (BK® V) = (BK ®®p V) / (BK ®QPV) CBT ®®pv .

On voit facilement que ng(«iV K) s'identifie au composé des applications
évidentes, toutes injectives,
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—i4 i, i+l -i
S (CBT ! ’@K (D;(/D;( )) @ (cBT
ez i€z

- e (SRer (CB®CDpV){—i}) - & (CBTj®CBX(-i))

+j i G
8, (CyT ®®pV) )

j . j
CyT (@& X(-i) > CyT

j
2 C.e. V) ~C.Tg. V,
Cp iez B )

Q B

®
CB o b

ce qui prouve (ii)

Soit B' le corps des fractions de l'anneau intégre B . Il est clair

que l'application injective ¢§ se prolonge, par linéarité, en une application

\Y
encore injective, & :B'e, D —B'®. V et B D s'identifie donc &
v Ko Q %,

un sous-B'-espace vectoriel, de dimension celle de D sur K de

O ’
B‘®Q V qui est un B'-espace vectoriel de dimension celle de V sur CDp .

P p
L'assertion (iii) en résulte.

3.2.3. - Remarques. -

i) L'injectivité de & (C@ (Ce V){—i]) — C®_ V n'est énoncée
. K Q Q
i€eZ Y p

dans [20] que lorsque V est de dimension finie sur C[)p mais la dé-

monstration reste la méme dans le cas général.

ii) Rappelons que l'on dit qu'un module galoisien V , de dimension
finie sur Q)p , est de Hodge-Tate si l'application
& (C®K (C®CD V){—i}) — C@®., V est un isomorphisme. Cela équivaut visi-

i€z P CDP
blement & 2 dim,(C&. V){-i} = dim_ V .
) K
icZ Qp CDP
3.2.4. - De la proposition 3.2.1., on déduit le résultat suivant :

COROLIAIRE. - Soit V un _module galoisien de dimension finie et soit

D = _D_B(V) . Les conditions suivantes sont équivalentes

i) on a dimy, D =dim. V ;
—_ Ko ch

ii) le module V est de Hodge-Tate et, pour tout ie¢ Z , on a

G

. TS N i
dlmK(DK/DK ) = dlmK(CT ®CDPV)

En effet, on a
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K'7K 7K K Q @

- .
dimg D = dim D, = £ dim (D:/D' ) s T dim (CT'e, VC < dim_ V.
o i€Z i€EZ P p

On a donc dimK D = dim. V si et seulement si les deux inégalités qui

o O)p
précédent sont des égalités : pour la premiére, cela revient a dire que
. i i+1 . i G )
dim,, (D> /D1 ) = dim,(CT'®. V) pour tout i , et pour la seconde que V
K"K 7K K (Dp

est de Hodge-Tate.

3.2.5. - DEFINITION. - On dit qu'un module galoisien V est B-
admissible (ou, s'il n'y a pas de confusion possible sur B , admissi-
ble) s'il est de dimension finie et s'il satisfait aux conditions équi-

valentes du corollaire 3.2.4.

On note RepB(G) la sous-catégorie pleine de Rep(G) dont les objets

sont les modules galoisiens admissibles.

3.3. - EXEMPLIES DE MODUIES GALOISIENS ADMISSIBLES.

3.3.1. - PROPOSITION. - Soit V un module galoisien de dimension

finie tel que 1l'image du groupe d'inertie I (dans le groupe des (Dp—

automorphismes de V) est un groupe fini. Pour que V soit admis-

sible, il faut et il suffit que V soit non ramifiée (i.e. gue l'image

de l'inertie soit réduite a 1'élément-neutre).

3.3.2. - La démonstration de cette proposition utilise le résultat sui-

vant (qui est un cas particulier du th.1, p.III.31 de [21])

~nr
LEMME. - Soit X un espace vectoriel de dimension finie sur Ko

sur_lequel Gal(k/k) = G/I opére continQment et semi-linéairement

(i.e., on.a g(Ax) = gh-gx , si g€G/T , X eﬁgr . x€X). L'applica-

tion canonique ﬁ2r®K XG/I —= X est un isomorphisme.
o

I
3.3.3. - Démontrons alors la proposition : posons X = (B®® V).

p
On a I_D_B(V) = XG/I
dim D—B(V) = dimf{n X . Tout revient donc & montrer que l'on a

r
¢} o

et il résulte du lemme précédent que
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dimAmX = dimQ V si et seulement si l'image de l'inertie est réduite & 1'é-
K
o p

lément-neutre.

Soit I' un sous-groupe invariant ouvert de I dont l'image est tri-

1 I'
viale et soit J =1I/I' . On a X = B® V)I = ((B@ V)I )I = B & V)I ;
Q Q)p CDp
d'aprés la proposition 2.3.3, on a BII = ﬁgr , donc
X = (ﬁnr@) V)I = Mg VI et la dimension de X sur K est égale a
o @ o CDp o
celle de V] sur (Dp ; elle n'est égale a la dimension de V sur G)p que

N

si et seulement si vi=v , ce qui équivaut a l'image de l'inertie triviale.

3.3.4. - Remarque. - L'hypothése que V est un module galoisien de
dimension finie tel que l'image du groupe d'inertie est fini est équivalente
(Sen, [17], p.167, cor.1) & l'hypothése que V est de Hodge-Tate, avec
(CT-i%pv)G ~ (C®®pV){i} =0 si i#0

3.3.5. - PROPOSITION. - Soit V un module galcisien de dimension 1

sur CDp . Pour que V soit admissible, il faut et il suffit gqu'il

existe un entier i tel que V®T ! soit non ramifié.

l'action de G sur V . Si V est admissible, V est de Hodge-Tate.

- G
Soit i 1'unique entier tel que (CT 1®CD V)" # 0 . On voit (soit en appli-
P
quant la remarque 3.3.4, soit directement) qu'il existe un sous-groupe ouvert

invariant I' de I tel que la restriction de la représentation & I' est
isomorphe a i , i.e. tel que plg) = xi(g) pour tout g € I' . En utilisant
le fait que B contient KO[T,T'I] , on voit facilement que V est admis-
sible si et seulement si V®CD T_i l'est et il suffit d'appliquer la proposi-
tion 3.3.1. a V&g i, P
p

3.3.7. - Remarque. - Soit V un module galoisien de dimension finie.

Si, lorsque l'on se restreint a I , V devient isomorphe & une somme di-

recte de copies de certains des Ti , V est B-admissible. Si B est le

plus petit possible, i.e. si B = Kgr[T,T_l] , il est facile de voir que l'on
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obtient ainsi tous les modules galoisiens B-admissibles.

3.4. - LA CATEGORIE ReQB(G) DES MODULES GALOISIENS B-ADMISSIBLES.

3.4.1. - PROPOSITION. - La catégorie ReQB(G) est une sous-catégorie

pleine de Rep(G) stable par somme directe, sous-objet, quotient (en

particulier, c'est une catégorie abélienne), et la restriction du foncteur

_];)B a cette catégorie est exacte et fidéle.

3.4.2. - Démonstration. - La stabilité par somme directe est triviale,

puisque le foncteur _DB est additif. Soit

0 -V —V — V" — 0

une suite exacte de modules galoisiens de dimension finie. Elle induit une

suite exacte

0 — B® V' — Bg, . V — Bg V' — 0,

Q Q Q
p P P
donc une suite exacte de Ko—espaces vectoriels

0 — DyV) — DyV) — D (V")

Soit h (resp. h', h") la dimension de V (resp. V', V") sur Q)p

Si V est admissible, on a dimK D_B(V) = h , et on sait (prop.3.2.1) que
o

_QB(V") < h" . Comme h = h'+h" , la seule

dimKO];)_B(v-) < h' et dimK

possibilité est que dim, D_(V') = h' et dim, D_.(V") = h" . Ceci implique
KO B Ko B

que V' et V" sont admissibles et que la suite de Ko—espaces vectoriels

0 —Dy(V) — DyV) — D) — 0

s

est exacte. Il reste a vérifier que cette suite est exacte, en tant gque suite

de modules filtrés, autrement dit (cf. n°1.2.3) que, si l'on pose

D' = QB(V) , D= l_D_B(V) et D" = QB(\I ) , pour tout i , la suite de K-

espaces vectoriels

i S |
0 — D — D, Dy — 0
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est exacte, ce qui résulte facilement de considérations sur les dimensions

de ces espaces vectoriels.

Enfin, la fidélité de QB , restreint & Rep (G), est immédiate.

3.4.3. - PROPOSITION.

sont des modules galoisiens admissibles, il en est

i) Si v, et v,

de méme de V1®0?pV2 et les modules filtrés QB(Vl) ®];)_B(V2) et
QB(V1®V2) sont canoniquement et fonctoriellement isomorphes.

ii) Si V est un module galoisien admissible, il en est de méme de

v* et les modules filtrés ]QB(V*) et (QB(V))* sont canoniquement

et fonctoriellement isomorphes.

3.4.4. - Démonstration. - Posons V3 = V1®V2 et, pour i=1,2,3 ,

- ' S s
Di QB(Vi) . L'application de (B®®pv1) ®KO (B®CDPV2) dans B%pVB» , qui &
(b1®v1) & (b2®v2) associe b1b2®(v1®v2) , induit un homomorphisme canoni-

que (et fonctoriel en V1 et VZ) de D1®D2 dans D3 . Elle induit une

application K-linéaire de D1K®D2K dans D3K , compatible avec les fil-

trations, donc une application K-linéaire ¢ des gradués associés.

On voit que la composante homogéne du premier gradué est

it i+l i i . s
) GIB' ' ((DIK/DIK )®K (DZK/DZK )) qui s'identifie a
i+t =1

-, G 0 I
@ ((CT1 ®CD Vl) 8 (CT1 % V2) ) , puisque V1 et V2 sont admissi-

i =1 p s
bles (n°3.2.4).

i+1 N .
3K a un sous-K-espace vectoriel

de (cT! ®® V3) , l'application ¢ , en degré i , n'est autre que 1'applica-
P

On voit que, si l'on identifie DCI%K/D

tion évidente

& (CT" ® Vl)G®K(CTl ® ¢ — (crle

G
v v,)
e Q, @, 2 Q'3

dont on vérifie facilement que c'est un isomorphisme.
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P , . . . i i+
On en déduit que l'application canonique de D;K/D;}Kl dans
(CT1® \ )G est un isomorphisme pour tout i , donc (comme V., est évi-

CDp 3 3

demment de Hodge-Tate) que V3 est admissible.

Comme D1 , D2 et D3 sont de dimension finie, le fait que 1'appli-
cation canonique de D1<8D2 dans D3 soit un isomorphisme de modules
filtrés résulte trivialement de ce que c'est un isomorphisme sur les gradués

associés, et l'assertion (i) de la proposition est démontrée.

Si V est admissible et si h =dimq) V , detV = }R V est un fac-
teur direct de %v et est donc admissiblep; comme detV est de dimen-
sion 1 , il existe, d'aprés la proposition 3.3.5, un entier i tel que,
quitte a se restreindre a I , detV devienne isomorphe a Ti ; donc
det™lv = (det V)¥ , restreint & I , est isomorphe a i et, d'aprés
la méme proposition, c'est un module galoisien admissible. De méme, hKIV
est un facteur direct de hél V et est donc admissible ; il en est alors de

h-1
méme de V¥ =~ A Vg det”lv

I
L'homomorphisme canonique My ° VeV — G)p (défini par
' = ' : 5 : . * .
pv(v®v) v'(v)) induit un morphisme _D_B(pv) : ]_D_B(V®V ) QB(G)p) . On

voit que QB(CDp) s'identifie canoniquement & K

. *
o et on sait que QB(V®V )

s'identifie & QB(V)® D_B(V*) , puisque V et V* sont admissibles. On en
déduit un morphisme canonique de ]_D_B(V) ® QB(V*) dans K, et on vérifie
facilement que celui-ci induit un isomorphisme (évidemment fonctoriel en V)

de Dy(V%) sur (QBW))*.

3.4.5. - Remarques.

i) Il résulte immédiatement de la proposition précédente et des pro-
priétés du foncteur Hom que, si V1 et V2 sont deux modules galoisiens
admissibles, Hom(Vl,Vz) l'est aussi et

Hom(D,(V,),D;(V,))

]_D_B(Hom(Vl,Vz)) s'identifie &

ii) Si V est un module galoisien admissible, la proposition montre

que, pour tout entier n=0 , Q%v est admissible et QB(gv) s'identifie
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n
canoniquement (et fonctoriellement) & & QB(V) . Il est facile de voir que,
dans cette identification, on a ];)_B(SymnV) = Symn(QB(V)) et

n n
D(Av) = p D(V)

iii) Modulo quelques vérifications faciles, les propositions 3.4.1 et
3.4.3 signifient, dans la terminologie de Saavedra ([16], chap.I, {5 et
chap.Ill, §3) que la catégorie B_e;pB(G) est une sous-catégorie G)p—linéaire
tannakienne de la ®-catégorie Rep(G) (elle-méme CDp—linéaire tannakienne)
et que la restriction de D_ a _R_ng(G) est un ®-foncteur rigide exact

B
et fideéle de cette catégorie dans la ®-catégorie CDp—linéaire rigide l\ﬂK

3.5. - L'APPLICATION §V POUR LES MODULES GALOISIENS ADMISSIBLES.

3.5.1. - PROPOSITION. - Soit V un module galoisien de dimension

finie et soit D = [_)B(V) . Les conditions suivantes sont équivalentes

i) le module V est admissible ;

. , . . . , N . ) .
ii) 1'application §v B@KOD B@CDDV est _surjective
iii) 1'application év est un isomorphisme de modules galoisiens filtrés.

3.5.2. - Démonstration. - Il est clair que (iii) = (ii) . On sait

(prop. 3.2.1) que %V identifie B&®D & un sous-objet de B®V et l'impli-

cation (ii) = (iii) en résulte trivialement.

On sait (prop. 2.3.1) que B est intégre. Soit B' son corps des

fractions. D'aprés la proposition 3.2.1, ¢§ est injective et on en déduit

\Y

qu'il en est de méme de l'application E{/ : B‘@K D — B' ®CD V induite par
e) P

extension des scalaires. On voit donc que V est admissible si et seulement
si 1'application %{/ est surjective. En particulier (ii) = (i) et, pour mon-
Y% (resp.

RN

trer que (i) = (ii) , il suffit de vérifier que si v v
d,) est une Yase de V sur Q. (resp. de D sur K

dl’d2""' h o

le déterminant de la matrice dont les colonnes sont les composantes des dj

o) , alors

sur la base du B-module libre B®V formée par les 1®v.1 est inversible

dans B
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h h
Quitte & remplacer V par AV e D par A D (canoniquement iso-

N h
morphe a AV) , cf. remarque (ii) du n°3.4.5), on voit que l'on peut

D

D, (

supposer h =1 . Mais alors (prop. 3.3.5), il existe un entier i tel que

T 1@V est non ramifié. On voit alors que, si v est un générateur de V
L —j L Anr

et t un générateur de T , t7!®v est un générateur du KO -espace vec-

G
toriel, de dimension 1 , (B®. V) © ; on en déduit que l'on peut trouver un

snr CDp -i
élément non nul ) € KO tel que At "®v est un générateur de D ; l'as-
sertion résulte de ce que x~l est inversible dans Kgr[T,T_l] , donc,

a fortiori, dans B

3.6. - MODULES FILTRES ADMISSIBLES.

3.6.1. - PROPOSITION. - Soit D wun module filtré de dimension finie.

Les conditions suivantes sont équivalentes

i) il existe un module galoisien admissible V et un isomorphisme de

D sur D_B(V);

ii) 1'application canonique

np * B@MB(D) —~ B®D est un isomorphis-—

me de modules galoisiens filtrés.

3.6.2. - Démonstration. -

m Si (ii) est satisfaite, posons V = yB(D) . L'isomorphisme D
induit un isomorphisme du module filtré QB(V) = (B@\_/B(D))G sur
(B®D)G = BG®D = KO®D ~ D . Comme il est clair que dimCD Vv = dimK D,
P o)

on en déduit que V est admissible et (ii) = (i)

s Si (i) est satisfaite, et si l'on identifie D et QB(V) , il résul-

te de la proposition 3.5.1 que & : B®D — B®V est un isomorphisme. On

\Y%
voit que yB(D) = (B®D)[0] s'identifie a (BgV)[0] = B[0] ®® vV = CDp@V&V
p
et on vérifie immédiatement que p = é\_/ C'est donc bien un isomorphis-

me.

3.6.3. - Remarque. - On prendra garde que, étant donné un module
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filtré D , l'application n'est pas, en général, injective (en général,

"D

yB(D) n'est pas de dimension finie sur Q

o méme si D est de dimension

finie sur KO).

3.6.4. - DEFINITION. - On dit qu'un module filtré D est B-admissi-
ble (ou admissible, s'il n'y a pas de risque de confusion sur B) s'il

vérifie les conditions équivalentes de la proposition 3.6.1.

On note MF la sous-catégorie pleine de MF dont les objets

—K,B
sont les modules filtrés admissibles.

K

3.6.5. - THEOREME. - Si V (resp. D) est un module galoisien

(resp. filtré) admissible, alors QB(V) (resp. MB(D)) est un module

filtré (resp. galoisien) admissible. Par restriction ]_D_B induit une

équivalence de RegB(G) sur I\_/EKB et la restriction de yB est

un_quasi-inverse.

3.6.6. - Démonstration. - Si V est un module galoisien admissible,

QB(V) est admissible par définition. Comme EV

isomorphisme (prop. 3.5.1), on voit que V_(D.(V)) = (B®]2B(V))[O] s'iden-

*8'=8
tifie & (B®V)[0] = B[0] @, V = CDp®V >~V , donc que V.

B

: B®QB(V) — B®V est un

CDp (D_B(V)) est cano-

niquement (et fonctoriellement) isomorphe a V .

Si D est un module filtré admissible, on a vu dans la démonstration
de la proposition 3.6.1 que yB(D) est admissible et que QB(MB(D)) et D

sont canoniquement et fonctoriellement isomorphes. Le théoréme en résulte.

3.6.7. - Remarque. - Le théoréme implique, en particulier, que la ca-
tégorie I\ﬁ‘K B est abélienne.

Si D est un objet de I\EK g ¢ on voit facilement que les sous-
objets de D dans MFK,B sont les sous-objets de D dans 1\_/I_FK qui
sont des objets de I\_/EK B

Plus généralement, si ¢ est un morphisme de modules filtrés admis-

31



J.-M. FONTAINE

sibles, le novyau (resp. le conoyau, la coimage, l'image) de ¢ dans I\_/LEK

coincide avec le noyau (resp. le conoyau, la coimage, l'image) de ¢ dans
_1\/L1:‘K B - En particulier, le morphisme canonique de Coim¢ dans Imep
est un isomorphisme.

Dans la terminologie de Saavedra ([16], chap.I, §4), les propositions
3.4.1 et 3.4.3 impliquent que 1'équivalence de catégories du théoréme est
une ®-équivalence de ®-catégories CDp—linéaires ; en particulier, la catégo-
rie MF est tannakienne et si D, , D, et D sont trois modules filtrés

—XK,B 1 2

admissibles, il en est de méme de D1®D2 et D¥* et on a des isomorphis-
mes canoniques et fonctoriels de V. (D1®D2) sur MB(D1)®MB(D2) et de

B
yB(D*) sur (_YB(D))* .

3.7. - INVARIANTS ET "COVARIANTS".

Le théoréme 3.6.5 et la proposition 3.4.3 permettent de décrire les
applications multilinéaires invariantes ou covariantes sur les modules galoi-
siens admissibles en terme des modules filtrés qui leur sont associés. Par

exemple, on a le résultat suivant

3.7.1. - PROPOSITION. - Soient Vl’VZ""'vn des modules galoisiens

admissibles et soit, pour m=1,2,...,n , Dm = QB(Vm) . Soit i€Z
Le (Dp—espace vectoriel des formes G)p—multilinéaires

. i
f.leV

x...an — CDp covariantes de poids (i.e. vérifiant

2
- Lig). » o
f(gvl,gvz,...,gvn) xg) f(vl'VZ""’vn) si vme\/m, g€G) est isomor

(e]

phe & celui des applications Ko-multilinéaires w Dl xsz...an —- K

vérifiant

. _ oA )
i) cp(Fdl,Fdz,...,Fdn) =p o(cp(dl,dz,...,dn)) si dme Dy

ii) si i ,i,,...1
)_1:21 “n

sont des entiers vérifiant i+Zirn >0, on a

i
_ . m
@K(dl,dz,...,dn) =0 si dm € DmK
P ¢ DleDZKX...anK — K l'application K-multilinéaire déduite de

¢ par extension des scalaires).

pour tout m (on_a noté
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multilinéaires de poids Xi s'identifie au Q)p—espace vectoriel des morphismes

du module galoisien V ®V2®...®Vn dans CDp(Xi) (o0 l'on a noté G)p(xl) le

1

module galoisien qui, comme Q)p—espace vectoriel, est CDp-lui—meme, l'action

de G se faisant a travers le caractére xi). Comme CDp(Xi) est isomorphe
L N i . N

(non canoniquement, si i#0) & T, % est isomorphe a

. , i
%' = Hom (’vl®...®vn,T ).

<Dp[G] . |
On sait que T' est admissible et on voit que _DB(TI) s'identifie,
canoniguement, a sTi | D'aprés le théoréme 3.6.5, %' s'identifie donc
au ('Dp—espace vectoriel des morphismes du module filtré DB(V1®VZ®"'®Vn)
dans S7! , ou encore, gréce & la proposition 3.4.3, de D1®D28...2Dn
dans s71
La proposition résulte alors facilement de la définition du produit ten-

soriel des modules filtrés.

3.7.3. - Remarques.

i) Supposons que, dans le proposition précédente, V1 =\/2 =...= Vn
Il résulte de la remarque (ii) du n°3.4.5 que ¢ est alternée (resp. symé-
trique) si et seulement si f l'est. Si n=2 , ¢ est non dégénérée si

et seulement si f 1'est.

ii) Soit V un module galoisien admissible et supposons que

D = QB(V) vérifie Dg = DK et D12< = 0 (nous verrons au §5 que c'est le

cas si V est le dual du module galoisien associé & un groupe p-divisible
sur l'anneau des entiers de K). Il résulte de ce qui précéde que le CDp—
espace vectoriel des formes bilinéaires symétriques (resp. alternées) sur V ,
covariantes de poids x'l , s'identifie au (Dp—espace vectoriel des formes

Ko-bilinéaires symétriques (resp. alternées) o : DxD — K, vérifiant

(1) co(Fdl,Fd =p0(cp(d1,d2)) si d,d, €D,

)

(ii) Di est totalement isotrope pour Py

Si k est algébriquement clos et si V n'a ni sous-objet isomorphe

a C[)p , ni quotient isomorphe a CDp(x_l) , on montre facilement que toute
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forme bilinéaire covariante non nulle sur V est nécessairement de poids x_l

3.8. - DEUX PROPRIETES DES MODULES GALOISIENS ADMISSIBLES.

3.8.1. - PROPOSITION. - Soit V un espace vectoriel de dimension

finie sur CDp et soient p et p' deux homomorphismes continus de G

dans le groupe des CDp—automorphismes de V . On suppose que (V,p)

est admissible et que p et p' coincident sur un sous-groupe ouvert I'

du groupe d'inertie I . Pour que (V,p') soit admissible, il faut et il

suffit que p et p' coincident sur I .

3.8.2. - Démonstration. - Il est clair que 1l'on peut supposer I'

invariant dans G . Posons V = (V,p) et V' = (V,p') . Si Vet V' sont

Hom, (V,V') (cf. remarque

%

(i) du n°3.4.5), donc aussi du sous—CDp[G] -module Hom

admissibles, il en est de méme de Hom(V,V')

(V,V') ; comme

(1]
l'image de l'inertie dans cette représentation est finie, elle doit etre triviale
(prop. 3.3.1) et tout CDp[I‘] -homomorphisme de V dans V' est un CDp[I] -

homomorphisme, ce qui montre que la condition est nécessaire.

D'aprés le lemme 3.3.2, on a

) | G _ .. N o=
dlmknr(B ®CDpV) = dlmKO(B ®®p V)T = d1mKo QB(\/) dlmeV
o
et
dim, D_(V') = dim )I .

IG_ i l
¢ Dg g (Beq V)7 = dimop Beg V

Q@ Q@

(@] (@] P o p
Si p et p' coincident sur I , on a donc (B®CD V)I = (B®<D V')1 et
p p
I
dimKOD_B(V') = dimﬁm (B®G} V)" = dimC[) V= dimCD V' et la condition est suf-
o p p p
fisante.

3.8.3. - Notons @HT(G) la sous-catégorie pleine de Rep(G) dont
les objets sont les modules galoisiens de Hodge-Tate. Il est clair que
gg_p_B(G) est une sous-catégorie pleine de la catégorie R_egHT(G) . Comme
la catégorie Rep(G) (resp. B_e_QHT(G) , _R_e_gB(G)) est stable par sous-objet,
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quotient, €@ , ® , ¥ , on peut parler du groupe pro-algébrique H (resp. ]HHT,

]HB) enveloppe de l'image de Galois (cf. Serre, [22], §1) ; dans la
terminologie de Saavedra ([16] , chap.II), c'est le groupe des ®-automorphis-
mes du foncteur fibre qui, a tout objet V de la catégorie, associe le CDp-

s

HT , .
espace vectoriel sous-jacent . Il est clair que H s'identifie & un quo-

tient de H et ]HB a un quotient de ]I-IHT

3.8.4. - PROPOSITION. - Si k est algébriguement clos, le groupe

B  est connexe.

]_I)_é_rrlgrls_tfgt_igp. - Il est clair que cela revient a démontrer que, pour
tout module galoisien admissible V , le groupe ]HV , enveloppe algébrique
de l'image de Galois dans la représentation, est connexe. S'il ne 1'était pas,
il existerait une représentation de ce groupe dont 1l'image serait finie et non
triviale. On sait (cf. par exemple, [16], chap.II, n°4.3.2) qu'elle se réa-
liserait comme un quotient V' d'un sous-espace d'une somme directe de
puissances tensorielles de V et V¥ ; on voit facilement que V' serait

alors un module galoisien admissible pour lequel l'image de G =1 , serait

finie et non triviale, ce qui est impossible, d'aprés la proposition 3.3.1.

84 - modules faiblement admissibles

Dans tout ce paragraphe, on suppose le corps k algébriquement clos.

On a donc K =Knr et K=ﬁnr.
o o

4.1. - DEFINITIONS.

4.1.1. - Pour tout entier s=>=1 , on note Q@ 1'unique extension de

s
P

Qp de degré s contenue dans K,

Pour tout module filtré D et tout nombre rationnel o = r/s , avec
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reZ , se]N* , I et s premiers entre eux, on pose
D, = {deD | F%d = pldl .

On voit que c'est un sous-@ g-espace vectoriel de D . On pose
p

Da,KO = K0®CD D, -
pS

Si D est de dimension finie sur K_. , on sait (cf. par exemple, [1],

o
p.316) que les DOL sont presque tous nuls et tous de dimension finie, et

que l'homomorphisme évident
& Da K — D
ac@ o
est un isomorphisme de KO[F] -modules (les Da K sont les composantes
R0

isotypiques du F-iso-cristal sous-jacent a D).

4,1.2. - Pour tout module filtré D de dimension finie, on pose

t. (D) = Z a.dim, D
N ) Kq a,KO
Coqs i i+1
tH(D) = .Z 1-d1mK(DK/DK )
i€eZ
On voit facilement que tN et tH sont additives ; autrement dit,

pour toute suite exacte de modules filtrés (cf. n°1.2.3)
0 —D'  — D — D" — 0,

on a D) = tN(D') +tN(D") et tH(D) = tH(D') +tH(D")

tN(

4.1.3. - PROPOSITION. Soit D wun module filtré de dimension finie.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) On a t.(D) =t (D) et, pour tout sous-objet D' de D ,

H
tH(D') < t (D) ;

N
N

ii) On a tH(D) = tN(D) et, pour tout quotient D" de D ,

tH(D") = tN(D")

Démonstration. - Cela résulte immédiatement de ce que tH et tN

sont additives.
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4.1.4, - DEFINITION. - On dit qu'un module filtré D est faiblement
admissible s'il est de dimension finie et vérifie les conditions équiva-

lentes de la proposition 4.1.3.

On note MPf la sous-catégorie pleine de I\_[IEK dont les objets sont

les modules filtrés faiblement admissibles.

4.2, - LA CATEGORIE MFfK .

4.2.1. - PROPOSITION. - La catégorie des modules filtrés faiblement

admissibles est abélienne et le novau (resp. le conoyau) d'un morphisme

¢ dans cette catégorie coincide avec le noyau (resp. le conoyau) de

¢ dans la catégorie des modules filtrés. En outre

i) le dual D* d'un module filtré faiblement admissible D est fai-

blement admissible ;

ii) pour gu'un sous-objet D' (resp. un gquotient D"), dans I\_LEK ,

d'un_module filtré faiblement admissible soit faiblement admissible, il

(D)

faut et il suffit que tH(D') =t (D') (resp. tH(D") =t

N N

iii)  si
0 — D — D — D" — 0

est une suite exacte de modules filtrés, et si deux d'entre eux sont

faiblement admissibles, il en est de méme du troisiéme.

o
et tN(D)— tN

position 4.1.3. L'assertion (ii) est également immédiate. Compte-tenu de

(D) , et l'assertion (i) résulte immédiatement de la pro-

la proposition 4.1.3, il est immédiat que, si
0 —D' — D — D" — 0

est une suite exacte de modules filtrés, et si D et l'un des deux autres
sont faiblement admissibles, il en est de méme du troisiéme. Montrons que,

si D' et D" sont faiblement admissibles, il en est de méme de D :
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= 1) + " = Ll " = : :
ona t. (D) tH(D) t(D") tN(D) +iy (D) tN(D) , et il suffit de
vérifier que, si E est un sous-objet de D , on a tH(E) < tN(E) . Si
l'on identifie D' & un sous-objet de D et si l'on note o la restriction

a

a E de la projection de D sur D" , on a une suite exacte

0 —E — E— E" — 0,

oua E' =FKerp = END' est un sous-objet de D' et od E" = Coim ¢ est

le quotient de E par E' . En particulier, on a

tH(E) = tH(E') +tH(E") et tN(E) = tN(E') +tN(E")

Soit maintenant ¢E 1'image de ¢ . Alors E" s'identifie & oE en
tant que KO[F] -module & gauche et, pour tout i€ Z , (E")Il< est un sous-
K-espace vectoriel de (cpE)ll< . On en déduit facilement que tN(E") = tN(cpE)
et tH(E ) = ty(9E)

On a donc tH(E) = tH(E ) +tH
(resp. @E) s'identifie & un sous-objet de D' (resp. D") qui est faiblement

(pE) =t (E) = tN(E") , d'ol

(E") = tH(E') +tH(cpE) . Comme E'

admissible, on a tH(E) stN(E) et tH N

(E") = tN(E) et D est faiblement admissible, d'ou 1l'as-

tH(E) < tN(E') +tN

sertion (iii)

Compte-tenu de ce qui précéde, pour achever la démonstration de la
proposition, il suffit de vérifier que, si ¢ : D —E est un morphisme de mo-
dules filtrés faiblement admissibles, 1l'image Img de ¢ (dans la catégo-

rie des modules filtrés) est faiblement admissible et le morphisme canonique

¢ : Coimgp — Img est un isomorphisme.

Comme ¢ est un isomorphisme des KO[F] -modules sous-jacents on

a Coimg) = tN(Imcp) et tH(Coimcp) < tH(Imcp) , avec égalité si et seu-

t
N(
lement si @ est un isomorphisme ; comme Coim¢o est un quotient de D ,

qui est faiblement admissible, on a (Coim ) = tN(Coim ®») ; de méme,

'y
comme Img est un sous-objet de E qui est faiblement admissible, on a

(Ime) < tN(Imcp) . On en déduit que tH(Coim o) =t (Imy) , donc que &

ty
est un isomorphisme, et que tH(ImCP) =

H

tN(Im ¢) , donc, d'aprds l'assertion
(ii) , que Ime (qui est un sous-objet de E) est faiblement admissible.
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4.3. - POLYGONES DE NEWTON ET DE HODGE.

Nous nous proposons de donner une caractérisation des modules filtrés

faiblement admissibles. Pour cela, nous allons introduire deux définitions

4.3.1. - Soit D un module filtré de dimension finie. On appelle (cf.

par exemple, [1] p. 317) polygone de Newton de D le polygone de Newton

du F-iso-cristal sous-jacent, i.e. le polygone des pentes : de fagon précise,
si a1< a, <...< oLe sont les pentes de D (i.e. les nombres rationnels a
tels que DOL,KO # 0 , cf. n°4.1.1), le polygone de Newton PN(D) est le
polygone convexe d'origine (0,0) dont les pentes sont les aj la longueur
de la projection du segment de pente Q sur l'axe horizontal étant

d, = dim, D
] G.j,KO

e R
[}

|
]
i
I
i
i
I
i
i
. i
i
|
i
|
i
i
i

On sait (cf., par exemple, [1], loc. cit.) que chaque dj est un

multiple du dénominateur de OLj et les sommets de ce polygone sont des

A

points a coordonnées entiéres.

4.3.2. - De méme, si D est un module filtré de dimension finie,

on appelle polygone de Hodge de D le polygone associé a la filtration de

DK : de fagon précise, si il < 12 <...< im sont les entiers i tels que

D]i</DIi<+1# 0 , le polygone de Hodge PH(D) de D est le polygone convexe

d'origine (0,0) dont les pentes sont les ij , la longueur de la projection
i ii+1
J

1:
du segment de pente ij sur l'axe horizontal étant hj = dimK DKJ/DK
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4.3.3. - PROPOSITION. - Soit D un module filtré de dimension finie.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) le module D est faiblement admissible ;

ii) pour tout sous-objet D' de D , Py(D') est en dessous de

PN(D') et PH(D) et PN(D) ont mémes extrémités.

PN(D) PN(D )
- /
PH\D) PH(D)
4.3.4. - Démonstration. - On voit immédiatement que, pour tout sous-

objet D' de D le point le plus & droite du polygone de Hodge (resp. de
Newton) de D' est le point de coordonnées (dimK D',tH(D')) (resp.
o)

(dlmKOD ,tN(D )) . On a donc tH(D) = tN(D) si et seulement si PH(D) et

PN(D) ont mémes extrémités et, pour achever la démonstration, il suffit

d'établir le lemme suivant :

4.,3.,5, - LEMME. - Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) pour tout sous-objet non nul D' de D , l'extrémité de PH(D')

est en dessous de celle de PN(D') ;

ii) pour tout sous-objet non nul D' de D , PH(D') est en dessous

de Py(D")

4.3.6. - Démonstration du lemme. - Il est clair que (ii) = (i)

Soit D' un sous-objet de D . Supposons que PH(D') ne soit pas

en dessous de PN(D') . Il existe alors un sommet P de coordonnées

(xo,yo) de PN(D') situé strictement au-dessous de PH(D') . Soit

1

r
et P et soit D" le sous-objet de D' défini par D" = & D;x' K
=1 %y

al < a‘z <...< a; les pentes de la partie de PN(D') comprise entre (0,0)

(¢]
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On voit que PH(D“) est

un polygone "extrait" de
PH(D') (i.e. on enléve
certains segments de PH(D‘)
et on met bout a bout ceux

qui restent, dans l'ordre ou

on les trouve) et on en dé-
duit que PH(D") est situé
au-dessus de la partie de PH(D') comprise entre le point (0,0) et l'inter-

section (xo,y('j) de ce polygone avec la droite x =x_ . En particulier,

o
l'extrémité de PH(D") est un point de coordonnées (xo,y(')') , avec
y'o' > y(‘) ZY - Comme l'extrémité de PN(D") est le point de coordonnées

(xo,yo) , on en déduit que (i) = (ii)

4.4, - MODULES FILTRES ADMISSIBLES ET FAIBLEMENT ADMISSIBLES.

Dans toute la fin de ce paragraphe, B est un anneau de Barsotti-

Tate fixé.

4.4.1. - PROPOSITION. - Scoit D un module filtré de dimension 1

Pour que D soit admissible, il faut et il suffit qu'il existe un entier

i tel que DkSi.

(le module filtré S' a été défini au n° 1.2.8).

4.4.2. - Démonstration. - Pour que D soit admissible, il faut et il

suffit qu'il existe un module galoisien admissible V , de dimension 1 sur
CDp , tel que D=QB(V) . Comme k est algébriquement clos, c'est équi-
valent (prop. 3.3.5) & dire qu'il existe un entier j tel que D = QB(TJ) ,

et on vérifie immédiatement que QB(TJ) est isomorphe & S7J

4.4.3, - PROPOSITION. - Soit D un module filtré de dimension finie.

i+
Si D est admissible, on a, pour tout i€ Z , Diﬂ D]l< 1o 0 (cappe-

lons que D; = {deD |Fd = pid}) .
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4.4.4.-Démonstration. - Soit ¢ un élément non nul de S! tel que
Fc = pic et soit d¢€ Diﬂ D]i:-l . L'application Ko—linéaire ® st D ,
telle que (c) =d , est un morphisme de modules filtrés. Posons
D' = Coimep et D" =Img ; comme Si et D sont admissibles, le mor-
phisme canonique ¢ : D' — D" doit étre un isomorphisme. On voit que D'
et D" , en tant que KO[F] -modules, s'identifient tous deux a Kod , donc

que Di( et Dl'(' s'identifient tous deux a Kd ; on a Di(iﬂ = 0 , tandis
witl _

K Kd ; on doit donc avoir d =10 .

que D

4.4.5. - PROPOSITION. - Tout module filtré B-admissible est faible-

ment admissible.

4.4.6. - Démonstration. - On va montrer que D vérifie la condition

(i) de la proposition 4.1.3.

On voit facilement que, si D' est un module filtré de dimension r

(D') et tN(f\ D') = t. (D)

K t (1 D) =t
sur , on a HA = N

o H

Comme toute puissance extérieure d'un module admissible doit eétre
admissible, on voit, en appliquant ce qui précédde a D' =D , qu'il suffit
de prouver 1'égalité tH(D) = tN(D) lorsque D est de dimension 1 . S'il
en est ainsi, il résulte de la proposition 4.4.1 qu'il existe un entier i tel
que D = st et alors tH(Si) = tN(Si) =i

Soit D' un sous-objet non nul de D et soit r =dimg D' . Alors
S\D' est un sous-objet de dimension 1 de l;\D et ?\D esot admissible.
Si tN(D') = tN(/(D') =i, il exisrte un élément non nul d. de /KD' tel
que Fd = pld . Si tH(D') = tH(/\ D')>i , ona de€ (/i D)Il<+1; c'est impos-
sible, d'aprés la proposition 4.4.3,et on a donc bien tH(D') < tN(D')

4.5. - DETERMINATION DES SOUS-OBJETS ADMISSIBIES.

4.,5.1, - PROPOSITION. - Soit D un module filtré admissible et soit

D' un sous-objet de D (dans la catégorie l\_ﬂK). Les conditions sui-

vantes sont équivalentes
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i) le module filtré D' est admissible ;

ii) le module filtré D' est faiblement admissible.

iii) on_a tH(D') = tN(D')

4.5.2. - Démonstration. - L'équivalence de (ii) et (iii) a déja été

démontrée (prop. 4.2.1) et il est clair que (i) = (iii)

S

Il reste & montrer que (iii) = (i) . Quitte a tensoriser D par st ,

pour un entier i convenable, on peut supposer tH(D') = tN(D') =0

Commengons par énoncer un lemme :

4.5.3. - LEMME. - Soit E wun corps commutatif et soit R wune E-

algébre associative commutative et unitaire. Soit V un espace vecto-

riel] sur E et soit X = R®EV . Soit X' un sous-R-module, libre

de rang fini r , de X . Pour que X' soit rationnel sur E (i.e.

pour qu'il existe un sous-E-espace vectoriel V' de V tel que

r
X' = R®E V'), il faut et il suffit que ARX' , identifié & un sous-R-

r
module, libre de rang 1 , de /\RX , soit rationnel sur E

r
(Cette identification est possible car 1'application canonique de /\RX'

r
dans /\RX est injective, cf. [3], AIIl 88, cor. & la prop. 12).

4.5.4. - Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ce lemme élé-
mentaire. Montrons comment on en déduit que si D est admissible et si

D' est un sous-objet de D tel que tH(D‘) = tN(D') =0 , alors D' est

admissible

Posons V=MB(D) et utilisons les applications év et mp pour

V a Bé?< D . Soit r=dimK D' . Alors X' = Bg, D'
o o

identifier X = B ® K
0

%

est un sous-B-module, libre de rang r , de X et KBX‘ s'identifie a

r r r
Bg (pn, D') . De l'égalité t_(AD') =t (AD') = 0 , on déduit facilement
Ko KO H N

r
l'existence d'un générateur d de A D' , comme espace vectoriel sur Ko ,

r r
vérifiant Fd =d et dc¢ (AD)E ; il en résulte que d€ p . V , donc que

%
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r
/\BX' est rationnel sur CDp . D'aprés le lemme 4.5.3, il existe donc un

sous-@ -espace vectoriel V' de V :+tel que B&, D' =B®_ V' . On véri-
p Ko U

fie facilement que V' est stable par G et que D' s'identifie a QB(V') ;
comme V' est un sous-module galoisien de V , il est admissible et

D' = QB(V‘) l'est aussi .

§5- modules admissibles et groupes p-divisibles

5.1. - LES FONCTEURS D, ET V
X =

5.1.1, - Soit A l'anneau des entiers de K . On sait depuis
Grothendieck et Messing (cf. [7], [8], [13], voir aussi [6]) associer a
tout groupe p-divisible T sur A un couple LLAK@) formé d'un F-iso-

M, ()

cristal My (r) et d'un sous-K-espace vectoriel L) de K®
o o

Ko
Rappelons briévement la construction de LM, (') telle qu'elle est décrite

dans [6] (p. 221)

K

- on a I_\_/IKO(I“) = KO®W(k) 1\_/[(1“k) ou I\_/I(l“k) = Hom(l“k,CWk) est le
module de Dieudonné de la fibre spéciale de T ;

[ ] on construit une application K-linéaire injective de l'espace cotangent
t*¥(K) de T & valeurs dans K dans M, () = Kg, M, (') et L() est
T K Ko Ko
1'image de ti’f(K) par cette application.
5.1.2. - On peut alors associer a tout groupe p-divisible I' sur A
un module filtré 3((1“) =D :
n en tant que KO[F] -module a gauche, D = 1\_/IK T ;
o
n la filtration est définie par
i DK si i<0,
DK= LK(T) si i=1,
0 si i=z2
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La correspondance [ — _DK(I“) définit en fait un foncteur contravariant
additif de la catégorie des groupes p-divisibles, a isogénie prés, sur A
dans celle des modules filtrés et la proposition 5.2 du chapitre IV de [6]

dit que ce foncteur est pleinement fidéle.

5.1.3. - Si I est un groupe p-divisible sur A , notons lp(r) son
module de Tate (on a donc lp(l“) = Hom(@p/%p,l“(}_\)) , si A est l'anneau

des entiers de K) et posons !p(l‘) = C[)p@Z lp(l“)

Il est clair que la correspondance T yp(r) définit, en fait, un
foncteur additif pleinement fidéle de la catégorie des groupes p-divisibles

sur A , & isogénie prés, dans celle des modules galoisiens.

5.1.4. - DEFINITION. Soit B un anneau de Barsotti-Tate. On dit que

B est adapté aux groupes p-divisibles s'il vérifie les deux conditions

suivantes

i) pour tout groupe p-divisible I~ sur A , Mp(r) est un module ga-

loisien B-admissible ;

ii) les foncteurs T ~— ]_DK(I‘) et T (D_B(Mp(l“)))* sont isomorphes.

5.1.5. - THEOREME. - Il existe un anneau de Barsotti-Tate adapté

aux _groupes p-divisibles.

La démonstration de ce résultat, i.e. la construction d'un tel anneau,

sera faite ailleurs.

5.1.6. - Remargues. - Supposons k algébriquement clos et soit T
un groupe p-divisible sur A . Posons V = _\_/_p(F) . D'aprés le théoréme
précédent, il existe un anneau de Barsotti-Tate B tel que V est B-

admissible

i) il résulte donc de la proposition 3.8.4 que l'enveloppe algébrique

]H.v de l'image de Galois est connexe ;

i1) soit h la hauteur et soit d la dimension de T ; il résulte
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h
de la proposition 3.3.5 que l'action de Galois sur AV est
donnée par le caractére Xd ; on retrouve ainsi un résultat de

Raynaud ([15], th.4.2.1).

5.2. - CARACTERISATION (PARTIELIE) DES MODULES (GALOISIENS ET
FILTRES) PROVENANT DES GROUPES p-DIVISIBLES.

5.2.1. - Lorsque e =1, i.e. lorsque K=KO , on sait, depuis
Messing ([13], chap.V, th.1.6), caractériser 1'image essentielle du fonc-

teur D—K . Le résultat peut s'énoncer ainsi :

PROPOSITION. - Supposons e =1 et soit D un module filtré de

dimension finie. Pour qu'il existe un groupe p-divisible T sur A

tel que D = QK(I“) , il faut et il suffit que D satisfasse aux condi-

tions suivantes

. o _ - .
i) on a DK—DKgLDK 0 ;

ii) il existe un réseau M de D (i.e. un sous-A-module tel que

K®AM s'identifie a D=DK) tel que

- d'une part pMc FM c M ,

- d'autre part, si L = Mn Dé , 1'application évidente de L/pL

dans M/FM est un _isomorphisme (de k-espaces vectoriels).

Si p#2 (resp. si p=2 et D n'a que des pentes > 0), c'est
une conséquence immédiate de la prop. 1.6 du chapitre IV de [6] qui donne
une classification, & isomorphisme prés, des groupes p-divisibles (resp.
des groupes 2-divisibles connexes). Le cas des groupes 2-divisibles non
nécessairement connexes s'en déduit facilement (et n'est pas utilisé dans

la suite).

Remarque. - L'existence d'un réseau M de D tel que pMcFMcM

est équivalente au fait que D a toutes ses pentes comprises entre 0 et 1
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5.2.2. - Laffaille a utilisé les résultats de [6] pour démontrer le

résultat suivant :

PROPOSITION ([10]). - Supposons k algébriquement clos et

e
Soit D un _module filtré faiblement admissible vérifiant DK =D
D
DK(r) ~D .

= 0 . Alors il existe un groupe p-divisible T sur A tel que

=N

5.2.3. - COROLIAIRE. - Supposons k algébriquement clos et e =1

Soit B un anneau de Barsotti-Tate adapté aux groupes p-divisibles.

Soit D un module filtré de dimension finie. Les conditions suivantes

sont équivalentes :

i) il existe un groupe p-divisible T sur A tel que D = _]_DK(I“) ;

ii) ona DS =D, , Dﬁ 0 et D est B-admissible ;

K

_ 2
—DK,DK

w0

iii)on a D 0 et D est faiblement admissible.

~ O

En effet, il est clair que (i) = (ii) ; on sait (prop. 4.4.5) que

(ii) = (iii) et (iii) = (i) d'aprés la proposition 5.2.2.

5.2.4. - COROLIAIRE. - Supposons k algébriquement clos et e =1

Soit B un anneau de Barsotti-Tate adapté aux groupes p-divisibles.

Soit V un module galoisien de dimension finie. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes

i) le module V est B-admissible et vérifie (C®® V){i} = 0 si
i#0,1; P

ii) il existe un groupe p-divisible T sur A tel que V = yp(r)

5.2.5. - Il me semble raisonnable de conjecturer que la proposition
5.2.2 (et par conséquent aussi ses deux corollaires) reste vraie si l'on sup-
prime l'hypothése e=1 . Laffaille a obtenu des résultats partiels dans cette

direction :
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PROPOSITION ([9]). - Supposons k algébriquement clos. Soit D un
2

module filtré faiblement admissible vérifiant DK = D;z et DK =0

Si dimKDé < 1 ou si dimK D<4, il existe un groupe p-divisible T
o

sur A tel que I_DK(T) =D .

On en déduit immédiatement les deux corollaires suivants :

COROLIAIRE 1. - Supposons k algébriquement clos et soit B un

anneau de Barsotti-Tate adapté aux groupes p-divisibles. Soit D un

module filtré de dimension finie. Les conditions suivantes sont équi-

valentes :

i) il existe un groupe p-divisible T sur A de dimension 1 (resp.

de hauteur < 4) tel que D = ]Q_K(F) ;

iy o _ _ , 1 - .
ii) on a DK = DK , D 0 et dlmK DK 1 (resp. dlmKoD < 4)
et D est B-admissible ;

o _ 2 _ , 1 .
iii) on a DK = DK , DK 0 et dlmKDK 1 (cesp. dlmKOD < 4)

et D est faiblement admissible.

COROLILAIRE 2. - Supposons k algébriquement clos et soit B un

anneau de Barsotti-Tate adapté aux groupes p-divisibles. Soit V un

module galoisien de dimension finie. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

i) il existe un groupe p-divisible T sur A , de dimension 1 (resp.

de hauteur < 4), tel que V = yp(r) ;

ii) le module V est B-admissible, vérifie (c% Vii}=0 si i#0,1

et dimp (Cgg V(1] =1 (esp. dimg V < 4) P

p p p

5.2.6. - Il semble naturel de se poser quelques questions :

Question 1. - Si k est algébriquement clos, existe-t-il un anneau

de Barsotti-Tate B tel que tout module filtré faiblement admissible soit B-

admissible ?

L'exemple le plus simple de module filtré faiblement admissible D
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dont je ne sais pas s'il est B-admissible, pour un anneau de Barsotti-Tate

B convenable, est le suivant

m en tant que F-iso-cristal, D est isotypique de pente 0 et de di-
mension 2 sur KO ; autrement dit, il existe une base (d1'd2) de D

sur KO telle que Fdj = d]- , pour j=1,2;

m il existe un entier io >1 et un ) €K , A non quadratique sur

, tel que
O)p q

' DK pour i< —io
i . L
DK = K(dl+)\d2) pour ig<i=i,,
0 pour i>1i/

Si un tel D est B-admissible, on voit que V = y_B(D) est un module

galoisien, de dimension 2 sur G)p , du type Hodge-Tate, avec

0 si i#-i
dlm(Dp(C®®pV){1} =1 s P= i

i
o'’o

et on peut montrer que l'enveloppe algébrique de 1'image du groupe d'inertie

dans cette représentation est isomorphe a &L,

Question 2. - Si k est algébriquement clos, la catégorie des modu-

les faiblement admissibles est-elle stable par produit tensoriel ?

N

Si la réponse a la question 1 est oui, il en est évidemment de méme
de la question 2. Si la réponse a la question 2 est oui, cela entrafne que
la catégorie I\AP&E est tannakienne sur G)p ([16], chap.III, n°3.2.1). Si
on note CD;r l'extension algébrique maximale non ramifiée de G?p contenue
dans Ko , il est facile d'en déduire (op.cit., chap.IlI, n°3.3) que la caté-
gorie C[Jgr—linéaire déduite de 1\_@; par extension des scalaires s'identifie

a la catégorie des représentations, de dimension finie, d'un groupe pro-

algébrique sur CDEI.

Il semble que Laffaille vienne de démontrer que la réponse a la ques-

tion 2 est oui lorsque e =1 (voir [10]).
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Question 3. - Existe-t-il un anneau de Barsotti-Tate B et un module

s

galoisien B-admissible qui n'est pas isomorphe d un objet de la ®-catégorie

engendrée par les modules galoisiens de la forme ) , avec I groupe

v (
)
p-divisible sur A ?

La réponse & cette question est probablement oui, mais je ne sais pas
comment en construire. Si la réponse a la question 1 est oui, alors la
réponse a la question 3 est aussi oui : l'exemple donné aprés la question 1
le prouve car Serre a montré ([22], §3) que si I est un groupe p-divi-
sible sur A , l'enveloppe algébrique de 1'image du groupe d'inertie dans la

représentation yp(r) n'a pas de quotient simple simplement connexe.

86 - |'enveloppe algébrique de I'image de Galois

Dans tout ce paragraphe, pour tout anneau commutatif R , les R-

algébres considérées sont supposées associatives, commutatives et unitaires.

Si R est un anneau commutatif, si J est un groupe algébrique sur
R (ou, si l'on préfére, un schéma en groupes algébrique sur SpecR) et si
R' est une R-algébre, on note ]]@RR' ou J®R' le R'-groupe algébrique
déduit de J par extension des scalaires.

Si U est un espace vectoriel sur un corps R , on note CE]LU le
R-groupe algébrique des automorphismes de U : pour toute R-algébre R' ,
le groupe GIL__(R') des points de CE]LU a valeurs dans R' est donc le

U

groupe des R'-automorphismes de R'®RU

Dans tout ce paragraphe, k est algébriquement clos et B est un

anneau de Barsotti-Tate fixé.

Dans les n°6.1 & 6.4, V est un module galoisien B-admissible et

D = QB(V) . On utilise les applications £ et introduites au n°3.1.5

v p
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pour identifier B®D et BgV . Alors V (resp. D) s'identifie & un sous-
espace vectoriel sur CDp (resp. sur K ) de B®V = BD et on a

[e]
Vv = V(D)

6.1. - LE GROUPE IHV .

6.1.1. - On note IHV 1'enveloppe algébrique de l'image de
G = Gal(X/K) dans la représentation définie par V . Rappelons (cf. [20],
p.119) que, si p : G —*CE]LV(CDp) est 1'homomorphisme définissant l'action
de G sur le CDp—espace vectoriel V , IHV est le plus petit sous—CDp—

groupe algébrique de CEILV tel que Imp c IHV(Q)p)

Comme V est B-admissible, V est de Hodge-Tate et (cf. [17],
th.2, p.167 ou [22], § 1) Imp est un sous-groupe ouvert de ]HV((Dp) ,
pour la topologie de groupe de Lie p-adique (rappelons que Im p et
]HV(CDp) sont des sous-groupes fermés du groupe de Lie p-adique GQ]LV(CDp)
et peuvent donc étre considérés comme des groupes de Lie p-adique, (cf.

[19], LG 5.42, cor. au th.1).

6.1.2. - Rappelons briévement trois maniéres de décrire le groupe ]HV

(la premiére ne sera pas utilisée dans la suite) :

6.1.2. - A) "a la Mumford-Tate" (cf. Sen[17], p.164, th.1 , ou
Serre [22], § 1) : soit Cg. V= @& V.(i) la décomposition de
Q £ Yc
o) i€Z
Hodge-Tate de C®CDPV (rappelons que VC(I) = C®K((C®®pV){1}) et que l'on
utilise l'isomorphisme canonique de @& V _ (i) sur Cg®. V pour les iden-
ez © @,

tifier).

Pour tout A € C* , notons o(A) l'automorphisme de C®. V qui est

@

1'homothétie de rapport xi sur Vc(i) ; on définit ainsi un homomorphisme
@ : C* = GLy(C) et on pose & = Img . Alors H,, est le plus petit sous-
groupe algébrique de Cl;]LV , défini sur CDp , dont le groupe des points a

valeurs dans C contient §
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6.1.4. - B) "a la Saavedra" (cf. [16], chap.Il) : soit Rg_pv la @~
catégorie engendrée par V et V* (i.e. la plus petite sous-catégorie de
Rep(G) , ou, ce qui revient au méme, de R_eQB(G) qui contient V et V¥
et est stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel,
contragrédiente).

On définit un foncteur fibre W, sur B___@_QV a valeurs sur Spec CDp
en associant, a tout objet U de R_egV , le CDp-espace vectoriel sous-

jacent & U . Alors Hy = Aut®(g ) . groupe des ®-automorphismes du fonc-

V
teur Q,V
6.1.5. - C) "a la Chevalley" : il résulte facilement d'un théoréme

de Chevalley (cf. par exemple, [2], th.5.1) et de ce que, pour tout module
galoisien admissible de dimension 1, le caractére qui donne l'action de G
est une puissance entiére de ¥y , que le groupe ]HV peut se caractériser
ainsi : pour toute (Dp—algébre R , le(R) est le sous-groupe de CE]LV(R)

formé des s qui vérifient

(C,,) il existe une (Dp-—alqébre R' contenant R et A€R' , tels que,

\Y
n
pour tout ne IN , tout i€ Z , tout x € (% V){i} , on a sx=>\1x

En appliquant ceci a la CDp—algébre des nombres duaux, on en déduit
que Lie(]HV) est la sous-algébre de Lie de glV formée des s qui vé-

rifient

(Lie(Cv)) il existe A\ € CDp tel que, pour tout n=0 , tout i€ Z ,

tout x € (gV){i} , on a sx = IAX

6.2. - LE GROUPE lHD

Nous nous proposons maintenant de construire, de deux maniéres dif-
férentes, un groupe algébrique IHp , défini sur une extension finie non rami-
fiée de CDp , qui, aprés une extension finie non ramifiée des scalaires
convenable, devient isomorphe a ]HV ; ces constructions n'utilisent pas

l'anneau B mais seulement les propriétés de la catégorie des modules fil-
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trés. La premiére consiste & utiliser les résultats de Saavedra. La deuxiéme
consiste a retrouver directement les résultats de Saavedra dans ce cas par-

ticulier en utilisant la description de ]H\/ "a la Chevalley".

A) "a la Saavedra"

6.2.1. - Soit MFL D la ®-catégorie des modules filtrés B-admissi-

bles engendrée par D et D¥ , i.e. la plus petite sous-catégorie de
I\EK,B qui contient D et D¥* et est stable par sous-objet, quotient, som-
me directe, produit tensoriel. D'aprés la proposition 4.5.1, c'est aussi la
plus petite sous-catégorie de I\_/[_EfK ayant ces propriétés, ce qui permet,

au moins théoriquement, de construire cette catégorie, méme si l'on ne

ME,
connaft pas ME 3

Soit le foncteur, de la catégorie I\AEK dans celle des

w
=D,K D

espaces vectoriels de dimension finie sur Ko , qui @& E associe le KO—
espace vectoriel sous-jacent & E . On vérifie immédiatement que c'est,

dans la terminologie de Saavedra ([16], chap.II, §4), un foncteur fibre sur

ME D a valeurs dans SpecK,

Il est clair que le foncteur MB induit une ®-équivalence entre la ca-

tégorie I\AFK D et la catégorie Re]gV . Il résulte alors de Saavedra (loc.

cit.) que le K_-groupe algébrique HS = Aut®(g ) des g-automorphis-
o D,KO D,Ko
mes de &D,Ko est isomorphe a une K -forme intérieure de H\/®Ko , ou,

ce qui revient au méme, que la variété Isom®(g)_v®Ko,gD K ) . munie de
Ho

l'action & droite naturelle de Aut(g(@_\/@Ko) = ]HV®Ko , est un (]HV®KO)"

torseur a droite défini sur KO

N

On déduit facilement (démonstration analogue & la prop. 6.3.3 ci-

dessous) de résultats bien connus que ce torseur est trivial, donc que les
S

D K sont isomorphes (non canoniquement en géné-
’
o

groupes ]HV®1(O et H

ral).
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6.2.2. - La théorie de Saavedra permet, en fait, d'aller plus loin :
elle dit ([16] , scholie p. 204, 1'énoncé de Saavedra est un peu moins
fort, mais c'est ce qu'il démontre) qu'il existe une extension finie L de

CDp contenue dans K et un foncteur fibre

o de la catégorie MEFE

5,1 K, D

a valeurs dans Spec L tel que w. se déduit de Wy o par exten-

D,KO
sion des scalaires.

Il est facile, dans le cas considéré ici, d'exhiber une telle extension

L et un tel foncteur : on choisit un entier h =1 tel que ha€ Z

’

4,1
pour toute pente o de D (cf. n°4.1.1) ; par exemple, on peut prendre
pour h le ppcm des dénominateurs des pentes de D . On sait (cf. [8],
p.146) que si E' (resp. E") est un F-iso-cristal isotypique de pente o'
(resp. a") , alors E'®E" est un F-iso-cristal isotypique de pente a'+a" ;

on en déduit que, pour tout objet E de ME D et toute pente a de E ,
ho € Z

On prend pour L l'unique extension de degré h de (Dp contenue
dans K, . Pour tout objet E de 1\_/I£K D et tout a € h~lz , on note

EOL L l'ensemble des d € E qui vérifient rhg = phad ; on voit que c'est

un sous-L-espace vectoriel de E et que, si l'on pose a =r/s , avec

re® , seN* , (r,s) =1, il s'identifie, avec les notations du n°4.1.1,

a Le E_ . Si l'on pose E; = & E , on en déduit immédiate-
a L Z ,

CDps wch-lz @ L
ment que l'homomorphisme canonique de KO@LEL dans E est un isomor-
phisme ; il est alors facile de voir que le foncteur Wn oo qui & E asso-
cie le L-espace vectoriel sous-jacent a EL , est un foncteur fibre sur
MFE D a valeurs dans Specl

P L S
Il résulte alors de Saavedra que le L-groupe algébrique H des

D,L

®-automorphismes du foncteur est isomorphe a une L-forme intérieure

p,L
de ]HV®L (et il résulte facilement, par une démonstration analogue & celle

de la proposition 6.3.3 ci-dessous, de résultats bien connus que les grou-

pes IHV®L et IH% L deviennent isomorphes sur une extension finie non
ramifiée convenable de L) . Enfin, il est clair que QD L@KO (resp.

S - e ) . g
IHD,L®KO) s'identifie canoniquement & QD,KO (resp. ]HD,KO)
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B) "& la Chevalley"

6.2.3. - Soit h un entier tel que ha € Z , pour toute pente o de

D et soit L l'unique extension de CDp de degré h contenue dans Ko

Pour toute pente a de D , soit Dq L le sous-L-espace vectoriel de D
formé des d vérifiant th = phad et soit DL la somme directe des
DOL L pour o parcourant les pentes de D .

Comme on l'a vu au n°® précédent, D s'identifie a KO®LDL ; ceci

nous permet de considérer DL comme un sous-L-espace vectoriel de D

n
et, bien sQr, pour tout n€ IN , ®LDL comme un sous-L-espace vectoriel
n
de B D . On voit immédiatement que, pour tout n et pour tout i€ Z ,
o)
n n n
(8 D)[i] < & D, et on pose (3D)[i] = (8 D)(i]
Pour toute L-algébre R , notons ]I-ID L(R) le sous-groupe de CE]LD (R)
! L
formé des s qui vérifient
(CD L) il existe une L-algébre R' contenant R et p€R' tels
que, pour tout ne€ IN , tout i€ Z , tout d¢ (5 DL)[i] , on a
sd = pld
On voit que 1l'on a ainsi défini un sous-L-groupe algébrique ]HD L

de GL~ .
Dy

s

6.2.4. - Remarque. - En appliquant cette définition & la L-algébre

des nombres duaux, on en déduit que Lie(I[-ID L) est formée des s ¢ ng

qui vérifient
(Lie (CD L)) il existe p €L tel que, pour tout n>=0 , tout i€ Z,
tout d € (thL)[i] , ona sd=iud .

6.2.5. - Rappelons que l'on a identifié Bg®. V et Bg, D . Comme
(Dp Kq
D s'identifie a KO@LDL , B®CDpV s'identifie aussi a B®LDL et
CElchz(DpB = CEILDL®LB . Ceci donne un sens a 1'énoncé suivant :
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PROPOSITION. - On a H,®., B = H ®LB

\Y D,L
Qp
6.2.6. - Démonstration. - En comparant les conditions (CV) du
n° 6.1.5 et (CD L) du n° 6.2.3, on voit qu'il suffit de vérifier que, pour
' n
tout n€ N et tout i€ Z , on a B®(D (G%V){i} = B®CD (@D)[-1] . Identi-
D 1Y

fions B®(<§V) a B®(§>D) via l'isomorphisme canonique et, de maniére évi-
dente, crglN (resp. %D) d un sous-espace vectoriel sur (Dp (resp. sur KO)
de B® (BV) = Be(@®D) . Comme tout élément non nul du sous—(Dp-espace
vectoriel T de B est inversible dans B , on voit qu'il suffit d'établir

le lemme suivant :

6.2.7. - LEMME. - Pour tout n€ IN , tout i€ Z , on a

Cn ,
(g\l){i} = 7' . @®@D)[-i] (od T' estle sous—CDp—espace vectoriel de

B engendré par tt , avec t un élément non nul de T)

l'on peut supposer n =1

Si v eV{i} , on voit que t~iv ¢ (B ®V)G = ; on a

D
Ft~lv) = (p~it-i).v = p‘i.(t'iv) et tlve (B£1®V)G = D]Ei , donc
tlve D[-i] , ou ve THD[-i] et V{i} ¢ TL.D[-i]

Si deD[-i] , ona Fd =p ld donc F(tld) = tld ; comme
de D};l = (B£1®V)G CBI::ig)v . tlge B§®D : on en déduit que
tid e BeV)[0] =V ; pour tout g€G , on a gltld) = gtl-qd = x'(g)tld ;

finalement tidEV{i] et Ti-D[—i] < V{i} .

6.3. - LE TORSEUR XV L

6.3.1. - On conserve les hypothéses et notations qui précédent et
on note Isom(VL,DL) la variété algébrique, définie sur L , des isomor-

phismes de L®CD V sur Dy : pour toute L-algébre R , Isom(VL,DL)(R)
p

est donc l'ensemble des isomorphismes du R-module R®CD V  sur R®LDL .
P
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Choisissons un élément non nul t de T ; pour tout n €N et tout
i€Z , soit Tyt (§>V){i} —- (gD)[-i] 1'application définie par v =tlrn i(v)
(cf. lemme 6.2.7).

Pour toute L-algébre R , notons )g/ L(R) le sous-ensemble de
Isom(VL,DL)(R) formé des ¢ qui vérifient

il existe une L-algébre R' contenant R et 1 € R' tels

(C )
%1

que, pour tout n=0 , tout i€Z , tout ve€ (%V){i} , on a

o(v) = At )

n
(ou 1l'on a, bien sQr, identifié (gV){i} (resp. (gD)[-i]) & un sous-(Dp-

n

Rg. V) ~R®, @
CDp CDp CDp N

(R®LDL) L( LDL)) et noté encore @ l'application de ®R (R% V)

espace vectoriel de V) (resp. de

n
®R

dans ® (R®LDL) déduite de ¢« par fonctorialité).

On voit facilement que XV L est une sous-variété affine de
1
Isom(VL,DL) définie sur L (le fait qu'elle soit définie sur L résulte
immédiatement de ce que, si r est le pged des entiers i tels qu'il

(C ).
XL

n
existe n vérifiant (®V){i} # 0 , on peut remplacer la condition

par la condition suivante

(C. il existe p€eR tel que, pour tout n=0 , tout i€ Z ,

XVL

tout v € (Q%V){i) ,ona ov) =y’ 1 (V)

Il est également immédiat que X ne dépend pas du choix de

1'élément non nul t de T

6.3.2. - Pour toute L-algébre R , si o EXV L(R) et si
s € ]HV(R) = (]HV®L)(R) , alors @.s EX\/’,L(R) . On définit ainsi une action
a droite de 1HV®L sur XV,L . Muni de cette action, x\/,L est un
(]HV®L)-torseur a droite défini sur L et ]I-ID L s'identifie au groupe al-

gébrique déduit de H_®L par torsion au moyen de )g/ L -

v
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6.3.3. - PROPOSITION. - Il existe une extension finie non ramifiée

de L sur laquelle les groupes ]HV®L et ]HD L deviennent iso-
morphes.

. . . r ' . : P
Démonstration. - Soit E = (Dg l'extension maximale non ramifiée

de CDp contenue dans KO . C'est une extension algébrique non ramifiée
de L et il suffit de démontrer que le torseur X\/ L®E est trivial. Comme
H, est connexe (prop. 3.7.4) cela se voit soit en utilisant le théoréme

\%
de Lang ([11], th.12, p.386) qui dit que E est Cl et un résultat clas-
sique de cohomologie galoisienne (Serre, [18]1, n°2 .3 .b, p.III.14), soit
en utilisant le résultat bien connu qui dit que KO est de dimension coho-

mologique < 1 et le théoréme de Steinberg ([24], th.1.9).

6.3.4. - Remarques. -

1) On peut donner des exemples de modules galoisiens admissibles
V pour lesquelles on peut choisir le corps L de maniére que le torseur

XV L ne soit pas trivial.

S .
]HD,L et ]HD,L s'iden

tifient canoniquement, de méme que les torseurs XV L et Isom®(gv®L,_ulD L).

2) 11 est facile de voir que les groupes

6.4. - UN SOUS-TORE DE H

D,L °
6.4.1. - On conserve les hypothéses et les notations qui préceédent.
Soit s le ppcm des pentes de D et soit G le groupe (algébrique)

m,L
multiplicatif sur L . Notons

GIL

[ —
m,L DL

p,L ¢
le morphisme défini par :

lz

(C‘li) pour toute L-algébre R , tout X € R , tout o €s”

' At sSQ
qJDIL(x) est 1'homothétie de rapport X sur R®Da,L .

L'image de est soit triviale, soit un tore de dimension 1 ,

Vp,1L

58



ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE

suivant que le F-iso-cristal sous-jacent & D est ou n'est pas isotypique

de pente 0

6.4.2. - PROPOSITION. - L'image de Vp 1 &st contenue dans IHD L

Démonstration. - Soit R une L-algébre, soit A ¢ R* et soit

g = ‘UD L()\) . Il est clair que, pour tout n =0 , l'automorphisme de

R®(§’DL) induit par g est l'homothétie de rapport )\sa sur Rez>(§)D)OL L
n ’

pour chaque a € s™lZ . Pour tout i€ Z , (gDL)[i]; (®D)i L et g

induit donc 1'homothétie de rapport AS! sur Re(® DL)[i] et vérifie la

condition (CD,L) du n°6.2.3.

6.5. - PASSAGE A IA LIMITE : LE PRO-TORE DES PENTES.

Il est commode, en particulier pour mieux comprendre l'application
\yD L que l'on vient de définir, de "passer & la limite" sur tous les mo-
’
dules admissibles.

6.5.1. - On a déja introduit, au n°3.8.3, le groupe pro-algébrique
]HB défini sur CDp , enveloppe de l'image de Galois dans la catégorie
BQ.EB(G) des modules galoisiens admissibles. Rappelons que c'est le
groupe des ®-automorphismes du foncteur fibre qui, & tout objet V de

RegB(G) , associe le CDp—espace vectoriel sous-jacent.

6.5.2. - On peut également passer & la limite dans la catégorie
M];(,B des modules filtrés admissibles eg définir un autre groupe pro-
algébrique qui deviendra isomorphe a H sur une extension convenable.
Toutefois, comme les dénominateurs des pentes des objets de MEK,B ne
sont pas, en général, bornés, il n'est plus possible de travailler avec une

extension finie L de CDp contenue dans Ko

C'est pourquoi nous introduisons la fermeture algébrique de (Dp dans

KO gque nous notons PO . C'est une extension abélienne de (I)p
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6.5.3. - Soit D wun F-iso-cristal sur k . Si ae @ est de la forme
r/s , avec re€Z , s ¢ ]N* , r et s premiers entre eux, on a défini au
n°4.1.1 le sous-@ S—espace vectoriel DOL = {deD [Fsd = prd) et vu que
p
1'application canonique de o) (KO®CD
ac® oS
On pose D =P ® D et D = g D ; alors D s'identifie
o~Q@ P a

Q. PO s o ac@ ! Po PO

D) dans D est un isomorphisme.

a une Po—forme de D, i.e. KO@PODPO s'identifie & D

6.5.4. - La catégorie des F-iso-cristaux sur k est (Dp—linéaire

tannakienne et la correspondance D -~ Dp définit un foncteur fibre w
o)

B

le groupe pro-

sur cette catégorie a valeurs sur SpecPO . On note ¥

5

algébrique des ®-automorphismes de ce foncteur fibre.

On vérifie facilement que, pour toute Po—algébre R , se donner un

élément g € ¥_ (R) revient & se donner une suite (xs) d'éléments de
Po s€IN
R¥* vérifiant )\is = )\s , si s,rée N , r#0 : pour tout F-iso-cristal D ,
; s ' At r
g induit alors 1'homothétie de rapport xs sur R®Dr/s,Po
En d'autres termes, si l'on note &m p le groupe pro-algébrique
"o
D(@) , i.e. le groupe lim G , ou, pour tout s , G est le groupe
PO SE]N'"' s

multiplicatif sur PO , le morphisme de Grs dans CES étant A — xr '

on a un isomorphisme canonique

N

Celui-ci peut se décrire ainsi : si D est un F-iso-cristal sur k et si

s est le ppcm des pentes de D , le composé

@ _— ¥ — GL

m,Po PO DPo
se factorise a travers CES et le morphisme induit de CES = CEm p dans
1
GL se déduit par extension des scalaires du morphisme ip 1 défini
P '

o
au n°6.4.1,
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6.5.5. - La correspondance qui, a tout module filtré admissible D

associe le Po—espace vectoriel Dp , définit un foncteur fibre Wy sur la
[¢)
o)

B
catégorie I\EK,B a valeurs sur SpecPFy . On note I[-IDieud le groupe pro-

algébrique (défini sur PO) des ®-automorphismes de ce foncteur fibre.

Pour chaque module filtré admissible D , notons s(D) le ppcm des

pentes de D et LD l'unique extension de CDp de degré s(D) contenue

dans K (donc aussi dans PO). Il est clair que ]I-IDieud s'identifie &
la limite projective, en un sens évident, des groupes algébriques

H—HD ®. P, , pour D parcourant les modules filtrés admissibles.
,LD LD o

B
Il résulte de la proposition 6.2.5 que les groupes H g

B et
B CDP
H B s'identifient.
Dieud %,
En outre, comme le foncteur wp s'obtient en composant le foncteur
o
F
qui @ D associe le F-iso-cristal sous-jacent avec le foncteur dp YP
B o o

- d H
est un sous-groupe de Dieud

87 - modules potentiellement admissibles

Dans ce paragraphe, on note I le groupe d'inertie de l'extension
K/K . On pose %=122r , corps des fractions de l'anneau des vecteurs de
Witt a coefficients dans le corps résiduel Kk de K et P= CI . Le corps
P est aussi l'adhérence de ]ZI dans C et P/Po est une extension finie
de degré e . On note P la fermeture algébrique de P dans C ; c'est un
corps algébriquement clos, dense dans C , stable par G , et Gal(P/P)
s'identifie a I

Dans tout ce paragraphe, les lettres K' , K" désignent des corps

locaux contenant K et contenus dans C

Si K' est un tel corps et si k' est son corps résiduel, on note
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K'o le corps des fractions de l'anneau des vecteurs de Witt & coefficients
dans k' et K' la fermeture algébrique de K' dans C . On note GK'
(resp. IK,) le groupe de Galois (resp. d'inertie) de l'extension K'/K'

Le groupe GK' s'identifie & un sous-groupe fermé de G et le groupe

IK' = GDIK, est ouvert dans I . L'application K' ~— GK' est une bijec-
tion de l'ensemble des corps locaux K' contenant K et contenu dans C
sur celui des sous-groupes fermés G' de G tels que G'NI est ouvert

L. R G
dans I (la bijection réciproque associe & G' le corps C~ ).

Si K'c K" , on dira que l'extension K"/K' est quasi-galoisienne

si GK" est invariant dans GK' ; il revient au méme de dire que la fer-

meture algébrique de K' dans K" est galoisienne sur K' et, par abus

d'écriture, nous poserons alors Gal(K"/') = GK‘/GK"

Enfin, nous appelons module galoisien (resp. module filtré, module

galoisien filtré, anneau de Barsotti-Tate) au-dessus de XK' , ce que l'on

obtient en remplagant K par K' dans la définition des modules galoisiens
(resp. modules filtrés,...). Nous notons Rep(GK,) la catégorie des modu-

les galoisiens au-dessus de K' qui sont de dimension finie sur CDp
avec action de GK' continue et MF!;‘ la catégorie des modules filtrés
de dimension finie au-dessus de K'

1

7.1. - MODULES POTENTIELLEMENT FILTRES.

7.1.1. - Nous appelons module potentiellement filtré (au-dessus de K

s'il y a risque de confusion sur la base) la donnée d'un R-espace vectoriel

de dimension finie E muni
i) d'une application F : E —E , bijective, o-semi-linéaire ;

i - -
= de E- =Pg_E ar des sous-P-espaces
Picz S P
vectoriels, décroissante, exhaustive et séparée ;

ii) d'une filtration (E

iii) d'une action de G semi-linéaire (i.e. additive et telle que
g(Ad) = gh-gd si geG , 1€k, d ¢ E) et continue, telle que

l'image de 1 (dans le groupe des Po—automorphismes de E) soit
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un groupe fini, qui commute a l'action de F (i.e. on a
F(gd) = g(Fd) si ge G , d€E) et qui est compatible avec la

filtration (i.e. si l'on prolonge l'action de G a El; par semi-

linéarité, on a g(Elﬁ) = BEL , 81 geG , i€zZ).

P
7.1.2. - Les modules potentiellement filtrés forment, de maniére évi-
dente, une catégorie que nous notons MPFK . La catégorie I\/IPFK est

additive, admet des noyaux et conoyaux, mais n'est pas abélienne. Toutes
les considérations développées au n° 1.2 sur les modules filtrés se trans-
posent, sans difficulté, aux modules potentiellement filtrés. En particulier,
on a une notion de produit tensoriel, de hom interne, de contragrédient et

MPE = est une ®-catégorie CDp—linéaire rigide.

—

7.1.3. - Soit E un module potentiellement filtré. Nous disons que
E est défini sur K' si IK' opére trivialement sur E

Si E est défini sur K' et si K' K" , E est aussi défini sur K"

Pour tout module potentiellement filtré E , il existe une extension

finie galoisienne K' de K sur laquelle E est défini.

Pour les modules potentiellement filtrés, la propriété d'étre défini
sur K' est stable par sous-objet, quotient, produit tensoriel, hom interne,

contragrédient.

7.1.4. - Supposons l'extension K'/K quasi-galoisienne et posons

] = Gal(K'/K) . Nous appelons module K'-filtré au-dessus de K la donnée

d'un module filtré D de dimension finie au-dessus de KXK' muni d'une
action semi-linéaire continue de 7J (i.e. l'action de J sur le K‘O—espace
vectoriel sous-jacent est Galois-semi-linéaire continue, elle commute &
l'action de F et, lorsqu'on 1'étend a DK' = K‘@K, D par semi-linéarité,
elle respecte la filtration). ©

Les modules K'-filtrés au-dessus de K forment, de maniére évidente,
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une catégorie additive avec noyaux et conoyaux et c'est, de la méme ma-
niére que I\EK, , une ® -catégorie CDp—linéaire rigide.

7.1.5. - Supposons toujours l'extension K'/K quasi-galoisienne. A
tout module K'-filtré D au-dessus de K , on associe un module poten-

tiellement filtré EK'/K(D) de la maniére suivante :

s le F-espace vectoriel sous-jacent a E_K,/K(D) est E = PO®K, D ;

o
m l'action de F est définie par F(hgd) = oh@Fd si x€P , deD;

est définie par

P

s la filtration de E= = P®POE = P®K6D = P®K. DK'

i = i , )

E13 = P®K' DKI , pour tout i€ Z ;

m l'action de G sur E est définie par g(hgd) = g)ugéd , Si
geG , reBk,deD (et odlona noté g l'image de g dans
Gal(K'/K) .

Il est clair que le module potentiellement filtré QK,/K(D) est défini

sur K' et que la correspondance D — EK'/K(D) est fonctorielle.

7.1.6. - PROPOSITION. - Supposons l'extension K'/K gquasi-galoisien-

ne. Le foncteur EK'/K induit une ®-équivalence entre la ®-catégorie

des modules K'-filtrés au-dessus de K et celle des modules poten-

tiellement filtrés au-dessus de K définis sur KXK'

7.1.7. - Démonstration. - Posons G' = GK‘ et I' = IK' . A tout
module potentiellement filtré E défini sur K' , on associe un module
K'-filtré DescK,(E) au-dessus de K de la maniére suivante

Gl
K,(E) est E

que l'on munit de l'action de F et de l'action de Gal(K'/K) =G/G'

s le K;)-espace vectoriel D sous-jacent & Desc

évidente ;
. . _ , Gl _ , G| _ . GI
s la filtration de DK‘ =K ®K2)E = (K ®K2)E) = (K PO®POE)
_ 2T G' _ 5 G _ G! i_ pl)G
= (P ®POE) = (P®POE) = (EIS) est définie par DK' (Els) ,

pour tout i€ Z
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Le groupe d'inertie I' opére trivialement sur E et on a donc
EGI = EGI/II Comme E est un espace vectoriel de dimension finie sur
P sur lequel G'/1' = Gal(P/K') = Gal(KE)m/K‘o) opére semi-linéairement
et continQment, on sait ([21], th.1, p.III-31) que l'application canonique

de PO®K, EG dans E est un isomorphisme.

Le méme raisonnement montre que, pour tout i €Z , l'application
. N . Il
canonique de K'PO®K, (E;;)G dans (Elﬁ) est un isomorphisme ; comme

I =I'

Ef’ = Pg® POE , on a (Eﬁ) =P (%)E K' P@ E et Ef’ s'identifie a
- 1 [ - D ' A i
P® K P( P) ; comme Ep est stable par I' = Gal(P/K l%) , on en déduit que
El_ est rationnel sur K'P , i.e. s'identifie a f’@K,P(Elﬁ)I ; finalement EllS
s'identifie & Pg (El)Gl

K'"P

Il résulte de ces considérations que, pour tout module potentiellement
filtré E défini sur K' , EK,/K(DescK,(E)) s'identifie & E et la propo-
sition s'en déduit facilement.

7.1.8. - Remargues. -

i) Comme, pour tout module potentiellement filtré, on peut trouver

une extension finie galoisienne sur laquelle il est défini, la catégorie

MPFK s'identifie a la limite inductive (en un sens évident) des catégories

des modules K'-filtrés au-dessus de K , pour K' parcourant les exten-

sions finies galoisiennes de K contenues dans K

ii) Soit E un module potentiellement filtré défini sur K' . Si
l'extension K'/K n'est pas quasi-galoisienne, on peut encore associer a

E un module filtré au-dessus de K' , DescK,(E) , qui est défini comme

dans le cas ou K'/K est quasi-galoisienne, & ceci prés que, comme GK'

n'est pas invariant dans G , on ne peut plus parler de l'action de G/GK,

7.2. - LES (K/K)-ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE.

7.2.1. - Appelons (K/K)-anneau galoisien filtré la donnée d'une Po-
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algébre associative, commutative et unitaire B munie

n®2.2.2

d'une application bijective F : B — B , o-semi-linéaire, compati-

ble avec la structure d'anneau ;

d'une filtration de B13 = §®PB par des sous—ﬁ—espaces vectoriels
; e}
(B;)iEZ , décroissante, exhaustive et séparée, compatible avec la
.. {4
structure d'anneau (i.e. telle que B%B;3 [« B%] , si i,j€Z);

d'une action de G , Galois-semi-linéaire, compatible avec la
structure d'anneau, qui commute a l'action de F et qui, lorsqu'on
1'étend par Galois-semi-linéarité a Bﬁ respecte la filtration. On
suppose en outre que l'action de G est continue sur tout sous-

Po—espace vectoriel de dimension finie stable par G

~ _ -1
7.2.2., - Exemple. - L'anneau Kgr[T,T 1] = PO[T,T ] introduit au

peut etre muni d'une structure de (K/K)-anneau galoisien filtré :

N i -1
m  pour tout 2 xitl = PO[T,T ] , on pose

F(ZA ) Zpi-oxi~tl ,
g(intl) = le(g%gxi-ti . si geG ;

la filtration de Bz = Pg PJT,T '] = B[T,T7'] étant définie par

. ._ o .
Grr, T )t = TRIT) = (¢ a '), pour tout i€z
jzi )
7.2.3. - Nous appelons (K/K)-anneau de Barsotti-Tate la donnée d'un
(K/K)-anneau galoisien filtré B , contenant P[T,T_l] , vérifiant les trois

propriétés suivantes

i) si B = {beB|Fb=b} , ona B,NBS =0Q ,

p p

(Tate) il existe un monomorphisme § : gr(Blg) — C[T,T_l] qui, lors-

A

qu'on le restreint a §[T,T_1] = ?@EDPC{T,T'I] , est l'isomorphisme évident

de
de

gr(ls[T,T—l]) sur IS[T,T—I] considéré comme une sous-algébre graduée

clr, ™1
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7.2.4. - Si B est un (K/K)-anneau de Barsotti-Tate, pour chaque
corps local K' contenant K et contenu dans C , B peut étre muni
d'une structure d'anneau de Barsotti-Tate au-dessus de K' (que nous apel-

lerons la structure canonique) : l'anneau B est déja une Ko-algébre munie

d'une action de F , l'action de G' = Gal(K'/K') est la restriction de
' . . . = 1 B = K' P B = B=-
l'action de G et la filtration de BK' K ®K'o %®%B CP%O 5 est
la filtration induite par celle de B13 , il.e. on a Bll<, = BKI n Blﬁ , pour tout
ieZ

. ) " . i - 1 = "

Si K C K", .on voit que BK' BK' N BK" . On a BK" K P®K'PBK'
et KuP@K'PBll(' c B;(,, , pbour tout i ; on prendra garde que cette inclusion

est, en général, stricte.

7.2.5. - Etant donné une Ko-algébre associative, commutative et uni-
taire B , se donner sur B une structure de (IZ/K)—anneau de Barsotti-
Tate revient & se donner, pour chaque K' , une structure d'anneau de
Barsotti-Tate au-dessus de K' sur B , avec des relations de compatibili-

té évidentes.

7.2.6. - Nous dirons qu'un (K/K)-anneau de Barsotti-Tate est adapté

aux groupes p-divisibles si, pour chaque corps local K' contenant K et

contenu dans C , B , muni de sa structure canonique d'anneau de Barsotti-
Tate au-dessus de K' , est adapté aux groupes p-divisibles définis sur

l'anneau des entiers A' de K'

Nous démontrerons ailleurs qu'un tel anneau existe effectivement.

7.3. - MODULES GALOISIENS POTENTIELLEMENT ADMISSIBLES.

Dans ce n° et dans le suivant, B est un (K/K)-anneau de Barsotti-

Tate fixé.

7.3.1, - Pour tout module galoisien V , de dimension finie, au-
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dessus de K , notons E_B(V) la limite inductive, pour I' parcourant les

sous-groupes ouverts de I ,de (Bg V)I

%

Soit d la dimension de V sur CDp

I' de I, V , muni de l'action de I' définie par restriction, est un

Pour tout sous-groupe ouvert

module galoisien de dimension d au-dessus de CII ; comme B est muni
d'une structure d'anneau de Barsotti-Tate au-dessus de CII , on a
dim%(B®CD V)F < d (prop. 3.2.1). On a donc dim EB(\/) < (.j et il existe
un sous-groupe ouvert I' de I tel que QB(V) = (B@mp\/)I

On en déduit que EB est, de maniére évidente, un foncteur additif

de la catégorie Rep(G) dans Mﬂ-‘K

7.3.2. - PROPOSITION. - Soit V un module galoisien de dimension

finie sur Q@ Les conditions suivantes sont équivalentes

p

i) il existe un sous-groupe ouvert I' de I tel que V , en tant

que module galoisien au-dessus de CI , est B-admissible ;

ii) il existe une extension finie K' de K contenue dans C telle que

V , en_tant que module galoisien au-dessus de K' , est B-

admissible ;
iii) on a dim_ E_(V) = dim_. V
s BB o
Démonstration. - L'équivalence de (i) et (iii) est claire. Si K'
est une extension finie de K et si G' = GK' I = IK' , l'application
canonique de P , (B® V)G dans (Be. V)I' est un isomorphisme et
o K Q Q
o 1 p
1'équivalence de (i) et (ii) en résulte.
7.3.3. - Nous dirons qu'un module galoisien, de dimension finie sur

O)p , au-dessus de K est potentiellement B-admissible (ou potentiellement

admissible s'il n'y a pas de risque de confusion sur B ) s'il vérifie les

conditions équivalentes de la proposition 7.3.2.

Nous notons Repgot (G) la sous-catégorie pleine de Rep(G) dont
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les objets sont les modules galoisiens potentiellement admissibles.

Si K' est un corps local contenant K et contenu dans C , nous

disons qu'un module galoisien potentiellement admissible devient admissible

sur K' si V , en tant que module galoisien au-dessus de K' , est B-

K'-pot
admissible et nous notons ReQB P (G) la sous-catégorie pleine de
pot

ReQB (G) dont les objets sont ceux qui deviennent admissibles sur X'
t
Il résulte de la définition que Rep’* (G) s'identifie a la limite induc-
K'-pot
tive des catégories ReQB po (G) , pour K' 9parcourant les extensions finies

de K contenues dans K

Il résulte des propositions 3.4.1 et 3.4.3 que les catégories

K'-pot pot
RepE (G) et ReQB

directe, produit tensoriel, hom interne, contragrédient.

(G) sont stables par sous-objet, quotient, somme

7.3.4. - Soit E un module potentiellement filtré, soit I' le noyau

de la représentation associée de I dans le Po—espace vectoriel sous-jacent

a E et soit K' =C . Nous dirons que E est faiblement admissible

(resp. B-admissible) si le module filtré au-dessus de K' sous-jacent a

DescK,(E) est faiblement admissible (resp. B-admissible).

Si E est faiblement admissible et si K' ¢ K" ¢ C , avec K"/
quasi-galoisienne, le module filtré au-dessus de K" sous-jacent a
DescK,,(E) est aussi faiblement admissible. Il résulte alors facilement de
la proposition 4.3.1 que la sous-catégorie pleine MPF1f< de MPE, , dont
les objets sont ceux qui sont faiblement admissibles, est abélienne.

¢ P _ . . .
Nous notons M X.B la sous-catégorie pleine de MPE, dont les
objets sont ceux qui sont B-admissibles. D'aprés la proposition 4.4.5,

c'est, en fait, une sous-catégorie de MPF{ .

7.3.5. - Il résulte maintenant immédiatement des résultats du §3 et

de la proposition 4.5.1 le théoréme suivant
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THEOREME. - La catégorie MPFK 3 est stable par sous-objet et

. ) . f
quotient (pris dans la catégorie MPF,), somme directe, produit ten-

K

soriel, contragrédient. Par restriction, le foncteur EB induit une ®-

K,B

P . , t
équivalence entre la catégorie ReQpo (G) et MPF

7.3.6. - Remarques. -

i) Soit E un module potentiellement filtré B-admissible et soit V

le (Dp[G] -module

V = (B®P

o
OE)oﬂ (B %OE)IS ,

) o -1 i

E) = {deB = E)- = ~ @- E=
avec (B ®Po ) = {de€ QPOE |Fd=d} et (B ®Po )P iEZZ BP 85 EP . La
correspondance E ~ V définit un quasi-inverse du foncteur EB

ii) Soit K' un corps local contenant K et contenu dans C . Si

V est un module galoisien potentiellement admissible, V devient admis-

sible sur K' si et seulement si EB(V) est défini sur K' . Lorsque K'/K

est quasi-galoisienne, on en déduit une ®-équivalence entre la catégorie
K'-pot . . ! e s

RepB po (G) et la catégorie MPFE B des modules K'-filtrés au-dessus

de K dont le module filtré au-dessus de K' sous-jacent est B-admissi-

ble. Elle est induite par le foncteur V — Desc, , (E.(V)) . Il est clair que

L} ' _—KI —B
l_D]B< W) = (B®® V)G (od G' = GK,) est, de maniére naturelle, un module
p
K'-filtré au-dessus de K . Le foncteur V — DescK,(QB(V)) s'identifie
N K
a DB .

iii) Lorsque k est algébriquement clos, ona G =1 et P =K

Si V est un module galoisien potentiellement admissible et si I dési-

\%
gne le noyau de la représentation R-linéaire de G dans QB(V) , Vv
devient admissible sur K' si et seulement si GK' est contenu dans I\/
et, s'il en est ainsi, _D]é V) = DescK,(E_B(V)) s'identifie a QB(V)
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7.4. - UNE MESURE DE IA NON-ADMISSIBILITE .

Dans tout ce n°, V est un module galoisien potentiellement admis-

sible de dimension h sur CDp et on pose E = QB(V)

7.4.1. - On note IV le noyau de l'action de I sur E . Alors E
est, en particulier, un espace vectoriel de dimension h sur PO sur lequel
le groupe fini I/IV opére linéairement, et on note @ I/IV — PO le ca-

ractére de cette représentation.

7.4.2. - Remarque. - Notons encore Py I — B l'application définie
par cpv(g) = CPV(cS) , ol g désigne l'image de g dans I/IV . Il est
immédiat

-1
s — A% ( - i .
i) que Pyx = O (i.e. on a cpv*(g) cpv(g ) . si g€I) ;

ii) que, si V1 et V2 sont deux modules galoisiens potentiellement

admissibles, on a Py v =9, +ch et Py 2\ =@ -9y
1 1 12 1 2

2 2
7.4.3. - Soit K' une extension finie galoisienne de KX contenue
dans C et soit G' = GK' . Notons J (resp. IO) le groupe de Galois

(resp. d'inertie) de l'extension K'/K . Ona J =G/G' et
Jo = IG'/G' ~ 1/G'n1

Supposons que V devienne admissible sur K' ; cela équivaut & dire
que G'Nl < IV . Par conséquent, I/Iv s'identifie & un quotient de ]O
et on peut, de maniére évidente, considérer %y comme un caractére de

] a valeurs dans P

o o *
, K' G . ,
D'autre part, _DB (V) = E est, en particulier, un Ko—espace vec-
toriel de dimension h sur lequel G/G' =] opére semi-linéairement. On

, K
peut donc aussi considérer I_DB (V) comme un vectoriel sur K, de dimen-

sion h-(J:J5) sur lequel J opére linéairement et nous notons

K' R . .
¢V e KO le caractére de cette représentation.
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7.4.4. - PROPOSITION. - Avec les hypothéses et les notations qui

K' _ ]
q;v = Ind]

précédent, on_a Py caractére de la représentation de J
o

induite par une représentation de J, de caractére Py

Kl
Démonstration. - Posons D = DB (V) . Comme E s'identifie a
%®K' D, Py est aussi le caractére de la représentation K'O—linéaire de Io

o
définie par D . La proposition résulte alors du lemme suivant :

7.4.5. - LEMME. - Soit L' une extension finie galoisienne d'un

corps commutatif L de caractéristique 0 et soit H = Gal(L'/L)

Soit J un groupe fini extension de H par un sous-groupe invariant

IO . Soit D wun espace vectoriel de dimension finie sur L' sur

lequel ] opére semi-linéairement (i.e. on a g(d) = gr-gd , si g

est un élément de J d'image g dans H, si rel' et si deD).

Soit ¢ le caractére de la représentation L'-linéaire de ]O définie

par D et soit | celui de la représentation L-linéaire de ] défi-

nie par D . Alors y = IndI )
To
7.4.6. - I_D_é_m_o_rls_tfe_at_igp. - Soit dl’dz"”’dh une base de D sur

L' . Soit g€ ]O et posons g(dj) =7, Xijdi , avec >‘ij €L' . Soit mainte-

nant s €] ; les s-dj , pour j=1,2,...,h , forment une base de D sur

L' et on a
_1 = = s . M
(sgs )(sdy) = s(gdy) = Z sh;-sdy
on a donc o(sgs™l) =% gkii , alors que l'on avait olg) =2 A - Dol
(1) plsgs™h) = Stpla)

Munissons alors l'anneau L‘®LL' d'une structure de L'-algébre en

posant A{u@v) = Au®v , si A ,u,v € L' . En tant que L'-algébre, L'@LL'

est canoniquement isomorphe a ]_[ L:C , avec L‘_c = L' , la projection
TeH
M L' ®LL' — L'T étant définie par n_[(x@;p) = A.Tu . Pour tout t€H ,

nous notons e. 1'idempotent correspondant & 1 (i.e. l'unique idempo-
T

tent primitif de L' ® L' tel que m (e ) = 1).
L T T
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Faisons opérer J sur L' ®LL' en posant gligy = xxép , si g€]
et A,n € L . Pour tout 1 €H et tout ge7J , geT est un idempotent ;
si e = b Aj®W s Ona ge = 2 A, ®gu; et, comme > xir(ui) =1,

——1-
L )o=1. déduit = _
on a A (tg g)(pl) On en déduit que ge . = e -1

Soit D' = L' ®LD sur lequel on prolonge l'action de J par linéarité.
Le caractére de la représentation L'-linéaire de ] ainsi définie est encore
§{ . Comme D est un L'-espace vectoriel sur lequel ] opére semi-linéai-

rement, D' est un (L' ®LL')—module libre sur lequel J opére semi-linéai-

rement. Si, pour tout T € H , on pose DT’ = eT D' , c'est un sous-L'-espace
vectoriel de D' et D' = g D'
teH T

Soit g€J etsoit deD' . Ona gd=gled =e __j.gd . En
T T T(§

particulier, si gQ’IO , g permute les DT‘ et on a donc o(g) =0

En revanche, chaque D'f est un sous—L'[]O] -module de D' . Nous
notons nT le caractére de la représentation L'-linéaire de ]O définie par
D% . Pour chaque 1€ H , soit eT : D — D_; l'application qui a d
associe eT(1®d) . Il est immédiat que 91 est bijective, additive, commute
3 l'action de J, et vérifie 81_(>\d) = T)\-e_t(d) , si A€L ,deD . On
en déduit que nr(g) = 1(p(g)) . Si s est un relévement de 1 dans ] ,

on a donc, d'aprés (1), nL_(g) = CD(SgS-l)

Finalement, si S désigne un systéme de représentants de H dans

J , on a
SO si g E/Io .
W(g) = ) s 1
e(sgs™) si geJ, ,
s€S ©
et on a donc bien y = IndI ®
Jo
7.4.7. - Si uh et My sont les caractéres de deux représentations

linéaires d'un groupe fini H (sur un corps de caractéristique 0), on note

(-ql,-q2> leur produit scalaire ; on a donc
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I - -1
nymy) =\ gZH nyle Inyl9)

et c'est un entier > 0

I

. _ \ ) i .
Soit PV =C et soit swy I/IV Z (resp. ay : I/IV

caractére de la représentation de Swan (resp. d'Artin) de l'extension PV/P

— Z) le

(cf. par exemple, [14], p. 2 et 3 ou [5], chap.II, n°6.1). On sait que

a, = sw_ +u ou
\% \Y, v !

-1 si g#1 ,
uV(g) =

(I/IV)-I si g=1

est le caractére du quotient de la représentation réguliére de I/IV par la

représentation unité. On pose
ap(v) = (swy,9y0

8! (V) = (@) o

e (V) = Uy iy s

ce sont des entiers > 0 et on a 6};(V) S ép(V) + ep(V)

7.4.8. - PROPOSITION. -

i) On a 6;D(V) 0 o ep(V) =0 o V est admissible.

ii) On a ép(V) = 0 si et seulement s'il existe une extension finie

modérément ramifiée de K sur laquelle V devient admissible.

iii) Soit V le semi-simplifié du module galoisien V ; on a

5 (V) =6 (V) , (W) =06 (V) et e (U) =c (V); L'entier e (V)
P p p P p p p

~
est inférieur ou égal & la codimension, dans V , du plus grand

sous-module galoisien admissible de v

7.4.9. - Démonstration. - Si V est admissible, on a
e (V) =686 (V) =0 . Si &' (V) =0, ona, a fortiori, ¢ (V) =0 . Si
P p p I p
ep(V) =0 , cela signifie que E" =E , donc que IV =1 et V est admis-

sible, d'od (i)
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L'assertion (ii) résulte trivialement de ce qu'un caractére absolument
irréductible de I/Iv intervient dans sw,, avec une multiplicité # 0 si
et seulement si le noyau de la représentation qu'il définit ne contient pas

le p-groupe de Sylow de I/lv

Comme les représentations R-linéaires, de dimension finie, d'un grou-
pe fini sont semi-simples, QB(V) et _EB(\7) sont isomorphes en tant que
PO[I]-modules a gauche et les égalités de l'assertion (iii) en résultent. Enfin,
si V est semi-simple, si V' est le plus grand sous-module galoisien
admissible de V et si E' = E_B(V') ,ona E'C gl . Comme

dimP(])S = dimCDpV et dimPOE' = dim@p V' , on a
. . I . . . .
e (V) = dim_E-dim_E* < dim_E-dim_ E' = dim_ V - dim_ V' ,
P Ty = dingrmding = ding V- ding,

d'ol la proposition.

7.4.10. - PROPOSITION. - Soit K' wune extension finie galoisienne

de K sur laquelle V devient admissible et soit f le degré de

l'extension résiduelle. Soit SWK'/K (resp. aK'/K) le caractére de la

représentation de Swan (resp. d'Artin) de l'extension K'/K . On a

1
= t 6' (V) ==. ,
6p(V) (sz/K lyv) et p() : (aK,/K ¢V>
7.4.11. - ]_D_e’e_m_o_ris_t_rc}t_i_op. - Reprenons les notations du n°7.4.3 ;
Kl
comme d'aprés la proposition 7.4.4, q;v = Indi cpv , on a, d'aprés la loi
o

de réciprocité de Frobenius,

K' _ T _
<SWK'/K ,¢V> (sz K Ind cpv> = (Res]O SWK‘/K ,cpv>
A ; i N ) . G'NI
Si 1l'on identifie IO a I/G'NI et si l'on pose P'=C , on

voit facilement que Res. sw = f.sw . On a donc
d Jo  K'/K P'/P

K' - , P
<SWK'/K , \yv> = f-(swP,/P ,cpv> . Or Py est le caractére d'une représen-
tation de Gal(P'/P) dont le noyau est IV/G'DI ; si X est une représen-
tation linéaire de Gal(P'/P) dont le caractére est sw , , on sait que

. P'/P
I,/G'nI
le caractére de X est sw = sw.. . On a donc bien
PV/P \

<SWK‘/K p W5> = f'<SWV:CPV> = f-ép(V) . La deuxiéme formule se démontre
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de la méme maniére.

7.4.13. - Remarques. -
i) Soit X (resp. X') un espace vectoriel de dimension finie sur 178

sur lequel I/I opére linéairement, le caractére de la représentation ainsi

\

définie étant swy, (resp. a,) . On a 6 (V) = dim_(Hom (X,E))I et
v p 12 P

8' (V) = dim_(Hom (x',EN! .

p B I

ii) Soit K' une extension finie galoisienne de K sur laquelle V
devient admissible et soit Y (resp. Y') un espace vectoriel de dimension
finie sur Ko sur lequel Gal(K'/K) opére linéairement, le caractére de la
représentation ainsi définie étant SWK'/K (resp aK‘/K) (un tel espace
existe d'aprés [5], n°7.5, cor. au th.2). Si f est le degré de l'extension

résiduelle, on a

| 1. K G

s@ V) =< - dim O(HomKo (Y,I_DB -,

(zﬁ(v) =1 dim, (Hom (v ,_DK (V)))G
p f KO KO B

iii) Conservons les hypothéses et notations qui précédent. Il est
probable que l'on peut toujours construire un espace vectoriel Z (resp. Z')
de dimension finie sur K‘O sur lequel Gal(K'/K) opére semi-linéairement,

le caractére de la représentation Ko-linéaire ainsi définie étant SWK'/K

(resp. aK'/K) . On a alors

o501 = dimg(omy, .05 v

Kn

1 (Z I_DB

K )
o

—_—
o
—
<
=
Il

dimK (Hom
o

7.5. - APPLICATION AUX VARIETES ABELIENNES.

Dans ce n°, B est un (K/K)-anneau de Barsotti-Tate adapté aux

groupes p-divisibles (cf. n°7.2.6).
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7.5.1. - Si (G est une variété abélienne définie sur K et si ¢
est un nombre premier (y compris, si € =p), on note

Te(G) = Hom(CDe/Xz,G,(K)) le module de Tate de ¢

PROPOSITION. - Soit (G une variété abélienne sur K ayant poten-
tiellement bonne réduction et soit V = C{)pfxZ Tp(a) . Alors V est
P

I

potentiellement admissible et le caractére @y (cf. n°7.4.1) est &

valeurs dans Z . Si e#p et si cpa désigne le caractére de la

représentation Z.g—linéaire de I dans TB(G) , on a cpa = oy (rap-

pelons, cf. [23], th.2, p.496, que cpcL est _indépendant de ¢ et

a valeurs dans Z).

7.5.2. - Démonstration. - Soit K' une extension finie galoisienne

de K sur laquelle (G acquiert bonne réduction, soient A' 1'anneau des

entiers de K' et k' le corps résiduel. Soit GA' le modeéle de Néron
de ¢ XKK' . C'est un schéma abélien sur SpecA' et T = lim (GA,) n

- p
est un groupe p-divisible sur A' . Comme V s'identifie a yp(r) (comme

module galoisien au-dessus de K'), V est potentiellement admissible.

La fibre spéciale Gk' = GA' XA' k' de GA' est une variété abélienne
définie sur k' et la fibre spéciale T de T s'identifie a lim (Gk,) n
P
KI

Soit D = _DB (V) . On sait (cf. n°5.1) que le F-iso-cristal sous-jacent &

D s'identifie au dual de 1\_/_IK, (PK,) =K' ®
o

W) M(I‘k.) , ol I\_/I(Pk,) est le

module de Dieudonné de I“k,

Soit ]O le groupe d'inertie de l'extension K'/K et soit s € ]o
Par fonctorialité du modéle de Néron, s opére sur OA' donc aussi sur
G‘k' . Comme J, opére trivialement sur k' , s définit en fait un endo-

morphisme de la structure de variété abélienne de (@, , ; notons PS son

k|
polynéme caractéristique et tr(s) sa trace
m on sait (cf. [13 bis], th.4, p.180) que PS est aussi le polyn6tme
caractéristique de é t T =T =T ;
a istiqu s opérant sur z(ak,) E(GA') E((.1) ; en

particulier, on a cpa(s) = tr(s) ;
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s on sait (cf. [4], chap.V, cor. au th. du n°2) que PS est aussi
le polynobme caractéristique de s opérant sur M(l“k,) , donc aussi

sur l\_/IK,(I‘k,) ; comme P, est & valeurs dans Z , on a
o

P . = Ps et PS est aussi le polynome caractéristique de s
s

opérant sur le dual D de I\_/IK, (Fk,) i comme g, est le carac-
o
tére de la représentation K(’)-linéaire de ]O sur D , on a

q:-V(s) = tr(s) , d'ou la proposition.

7.5.3. - Remarques. -

1. - Soit @ une variété abélienne définie sur K et soit

vV = ®p®Z Tp((l) . Il me semble raisonnable de conjecturer que G & bonne
P
réduction (resp. potentiellement bonne réduction) si et seulement si V est

admissible (resp. potentiellement admissible).
On a des résultats partiels dans ce sens

i) la proposition 7.5.1 montre que la condition est nécessaire et que,
si G a potentiellement bonne réduction, alors (@ a bonne réduc-
tion si et seulement si V est admissible (car G a bonne réduc-
tion si et seulement si c:G est le caractére de la représentation
triviale de dimension 2g , avec g =dim g , tandis que V est
admissible si et seulement si Py est le caractére de la représen-

tation triviale de dimension 2g) ;

ii) on peut montrer que la conjecture est vraie si (G est une courbe

elliptique, i.e. si g=1 ;

iii) d'aprés un théoréme de Raynaud (cf. [SGA 7.1]1, p. 385, cor.5.10)
¢ a bonne réduction si et seulement s'il existe un groupe p-
divisible " sur @ tel que V = yp(r) ; il résulte alors du
cor. 5.2.4 que, si e=1, (G a bonne réduction si et seulement

si V est admissible ;

iv) de la méme maniére, on voit que la conjecture est vraie, quel que

soit e , si la conjecture du n°5.2.5 l'est aussi.
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2. - Soit @ une variété abélienne définie sur K ayant potentiel-

lement bonne réduction et soit V = CDp@Z Tp(O.) . Soit 62((1) (resp. 6é(a) ,
b

62(0’)) I'invariant noté 62 (resp. 62+e , €) dans [23], p.500 : avec
les notations du n° 7.4.7, on a 62((1) = (Swv,cp N 6é(0) = (aV,CpG) .

eekﬂ = <uV,@G> ; comme @ =g, , ona 5 (a) = %JV) , 630) = %BV) et

ez(G) = ep(V)
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